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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èñòîðè÷åñêèìè ïðåäøåñòâåííèêàìè òåíçîðîâ áûëè âåêòîðû, ìàò-

ðèöû è ñèñòåìû ñ èíäåêñàìè, èñïîëüçîâàâøèåñÿ â àëãåáðå, ãåîìåòðèè,

òåîðèè ïîâåðõíîñòåé, ìåõàíèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè. Îïåðàöèè íàä

ñèñòåìàìè ñ èíäåêñàìè áûëè âåñüìà ãðîìîçäêè è òðåáîâàëè ðàçâèòèÿ íî-

âîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Ê ñåðåäèíå XIX â. Äæ. Ó. Ãèáñ ñîçäàë

âåêòîðíóþ àëãåáðó ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ, ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî

óìíîæåíèÿ è âåêòîðíûé àíàëèç � òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëå-

íèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé. Âñêîðå Äæ. Ðè÷÷è îáîáùèë âåêòîðíîå èñ÷èñëåíèå

íà ñèñòåìû ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ. Ê ñåðåäèíå ÕÕ âåêà òåí-

çîðíîå èñ÷èñëåíèå ðàçâèëîñü â ýôôåêòèâíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò,

øèðîêî èñïîëüçóåìûé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè: â ìåõàíèêå, äèô-

ôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ýëåêòðîäèíàìèêå, òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è

ìíîãèõ äðóãèõ. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå èñòîðèè ðàçâèòèÿ òåíçîðíîãî

èñ÷èñëåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3, 4].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê èçëîæåíèþ

òåîðèè òåíçîðîâ: êîîðäèíàòíûé è ïðÿìîé. Ïðè êîîðäèíàòíîì ïîäõîäå

ïîä òåíçîðîì ïîíèìàåòñÿ ìàòðèöà, êîìïîíåíòû êîòîðîé ïðåîáðàçóþòñÿ

ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî êîîðäèíàòíîãî áàçèñà ê äðóãîìó ïî îïðåäåëåí-

íûì ôîðìóëàì (ñì. íàïðèìåð [3, 10, 19]). Ïðè ïðÿìîì ïîäõîäå òåíçîð

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ýëåìåíò ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åííîãî ñïå-

öèàëüíûì ïåðåìíîæåíèåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ýòîì ñëó÷àå íè-

êàêèå êîîðäèíàòíûå ñèñòåìû íå ïðèâëåêàþòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ, à ñàìè

òåíçîðû íå çàâèñÿò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Îò ïðÿìîé çàïèñè òåíçîðà ëåãêî ïåðåéòè ê åãî êîîðäèíàòíîìó ïðåä-

ñòàâëåíèþ, ââåäÿ â ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ áàçèñ. Òàêèì îáðàçîì, ñ ÷èñòî

ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îáà ïîäõîäà ýêâèâàëåíòíû. Òåì íå ìåíåå

èìåííî ÿçûê ïðÿìîãî òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ íàèáîëåå àäåêâàòíî îòðà-

æàåò ñóùíîñòü îñíîâíûõ ïîíÿòèé è ïðåäñòàâëåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ

ñðåä è ïîýòîìó õîðîøî ïðèñïîñîáëåí ê çàäà÷àì òåîðèè óïðóãîñòè, äèíà-
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ìèêè òâåðäîãî òåëà, ãèäðîäèíàìèêè, òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè è ïð.

Òåîðèè òåíçîðîâ ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ôóíäàìåíòàëüíûõ ìîíî-

ãðàôèé è ó÷åáíèêîâ (ñì. íàïðèìåð [1, 3, 9, 18, 21]). Íå ñòàâÿ ïåðåä ñîáîé

çàäà÷è ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäðîáíîãî îáçîðà ëèòåðàòóðû, óïîìÿíåì òîëüêî

ðàáîòû [7,18,20], çíàêîìÿùèå íà÷èíàþùèõ ñ îñíîâàìè òåíçîðíîãî èñ÷èñ-

ëåíèÿ; êíèãó [13], îïèñûâàþùóþ ïðèìåíåíèå òåíçîðíûõ ìåòîäîâ â àíàëè-

òè÷åñêîé è äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, à òàêæå â äèíàìèêå òâåðäîãî

òåëà, ãèäðîäèíàìèêå è òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ; êíèãè [25, 26], â

êîòîðûõ ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ ïðèìåíåíèå òåíçîðíîãî àíàëèçà â òåîðèè

óïðóãîñòè è òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê. Îòäåëüíîãî óïîìèíàíèÿ çàñëó-

æèâàþò ïðèëîæåíèÿ â êíèãàõ [11, 12], ãäå íà ÿçûêå ïðÿìîãî òåíçîðíîãî

èñ÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëû òåíçîðíîé àë-

ãåáðû è òåíçîðíîãî àíàëèçà, íåîáõîäèìûå ïðè èçó÷åíèè òåîðèè óïðóãî-

ñòè; êíèãà [4], âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ èçëîæåíèå âåêòîðíîãî è òåíçîðíîãî

èñ÷èñëåíèÿ ñ ïðèëîæåíèÿìè ê îïèñàíèþ äâèæåíèÿ òåë, òåîðèè ñèììåò-

ðèè òåíçîðîâ, òåíçîðíûõ ôóíêöèé, ââåäåíèå àêñèàëüíûõ îáúåêòîâ è ìíî-

ãîå äðóãîå; à òàêæå [16], ãäå â äîñòóïíîé ôîðìå, ïðîñòûì è ïîíÿòíûì

ÿçûêîì èçëàãàþòñÿ îñíîâû òåíçîðíîé àëãåáðû è òåíçîðíîãî àíàëèçà, äå-

ìîíñòðèðóþòñÿ ïðîñòîòà è êîìïàêòíîñòü óðàâíåíèé ìåõàíèêè, ïîëó÷à-

åìûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìîãî òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ è îáñóæäàåòñÿ

èíâàðèàíòíîñòü òåíçîðíûõ ñîîòíîøåíèé.

Äàííîå ïîñîáèå áàçèðóåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü íà ìàòåðèàëàõ, ïðåä-

ñòàâëåííûõ â [4, 7, 11, 12, 16]. Â ïîñîáèè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïîëîæå-

íèÿ òåíçîðíîé àëãåáðû, òåîðèè òåíçîðíûõ ôóíêöèé, òåíçîðíîãî àíàëèçà,

ïðåäñòàâëåíà òåîðèÿ ñèììåòðèè òåíçîðîâ è òåíçîðíûõ ôóíêöèé. Áîëü-

øàÿ ÷àñòü ìàòåðèàëà, ïðèâåäåííîãî â ïîñîáèè, èçëàãàåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ

ïðÿìîãî òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî èçáåæàòü êîîðäèíàòíîé

çàïèñè ïðè âûâîäå è àíàëèçå îñíîâíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ

ñðåä, ïîñêîëüêó ìíîãîèíäåêñíàÿ êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü çà÷àñòóþ äåëàåò

ôîðìóëû áîëåå ãðîìîçäêèìè è çàòðóäíÿåò ïîíèìàíèå ðàññìàòðèâàåìûõ
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ÿâëåíèé. Òåì íå ìåíåå èíîãäà êîîðäèíàòíàÿ ôîðìà çàïèñè áûâàåò áîëåå

óäîáíà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âûêëàäîê ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåíçîðíûõ ñîîòíîøåíèé. Òîãäà öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðîñòåéøóþ

äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, âîçâðàùàÿñü ê èíâàðèàíòíîé ôîðìå çàïè-

ñè ïîñëå ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà. Êîîðäèíàòû òàêæå ââîäÿòñÿ

íà êîíå÷íîé ñòàäèè ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ïðè ýòîì âûáîð ñèñòåìû êîîð-

äèíàò îïðåäåëÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè êîíêðåòíîé çàäà÷è.

Â áîëüøèíñòâå êëàññè÷åñêèõ ðàáîò ïî ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä èñ-

ïîëüçóþò âìîðîæåííûå â òåëî ¾ìàòåðèàëüíûå¿ êîîðäèíàòû, ïîçâîëÿþ-

ùèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàòü èçìåíåíèå âíóòðåííåé ãåîìåòðèè òåëà

ñ åãî äåôîðìàöèåé (ñì. [14, 22, 23]). Ýòè êîîðäèíàòû ïîðîæäàþò íåîð-

òîãîíàëüíûé áàçèñ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò çà ñîáîé íåîáõîäèìîñòü

ââåäåíèÿ âçàèìíîãî áàçèñà, êîâàðèàíòíûõ è êîíòðâàðèàíòûõ êîìïîíåíò,

ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ è ò. ï. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïåðàöèè òåíçîðíîé

àëãåáðû è òåíçîðíîãî àíàëèçà â íåîðòîãîíàëüíîì áàçèñå áóäóò ðàññìîò-

ðåíû â ïîñëåäíåì ðàçäåëå äàííîãî ïîñîáèÿ.

Àâòîð áëàãîäàðèò Ê. Ï. Ôðîëîâó çà ïîìîùü â ïîäãîòîâêå ïîñîáèÿ.

1. ÒÅÍÇÎÐÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ

1.1. Âåêòîðû è òåíçîðû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

1.1.1. Ñèñòåìà îòñ÷åòà è ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ïîëÿðíûå

è àêñèàëüíûå îáúåêòû

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èäåîëîãèåé ïðÿìîãî òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïîíÿ-

òèå âåêòîðà è òåíçîðà ëþáîãî ðàíãà ëèøåíî âñÿêîãî ñìûñëà âíå ñèñòåìû

îòñ÷åòà. Ñèñòåìà îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè ôèëîñîôñêèì ïî-

íÿòèåì, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî íåâîçìîæíî äîêàçàòü, à ìîæíî òîëüêî

ïîñòóëèðîâàòü. Çàäàíèå ñèñòåìû îòñ÷åòà îçíà÷àåò â ÷àñòíîñòè ïîñòðî-

åíèå ìîäåëè àáñîëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà, âñå òî÷êè êîòîðîãî ïàðàìåòðè-

çîâàíû ïóòåì ââåäåíèÿ â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà òðåõ íåçàâèñèìûõ íà-
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ïðàâëåíèé è ìàñøòàáà äëèíû. Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ïîñòóëèðóåò ñó-

ùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðàâíîïðàâíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà, ïðè÷åì

âñå ôèçè÷åñêèå çàêîíû äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíû, ò. å. íåèçìåííû îò-

íîñèòåëüíî ïåðåõîäà îò îäíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äðóãîé. Êðîìå òîãî,

ïîëîæåíèå ëþáîé òî÷êè â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ìîæíî çàäàòü òðîé-

êîé ÷èñåë. Ñïîñîá, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî êàæäîé òî÷êå ñèñòåìû îòñ÷åòà

ñòàâèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå òðîéêà ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ

âûáîðîì ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ìîæíî ââå-

ñòè ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ñèñòåì êîîðäèíàò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿ-

åòñÿ ðàâíîïðàâíîé. Íåîáõîäèìî îò÷åòëèâî îñîçíàâàòü ðàçëè÷èå ìåæäó

ñèñòåìîé îòñ÷åòà è ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãèå ôèçè÷åñêèå

âåëè÷èíû (ñêîðîñòü, óñêîðåíèå, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ è äð.) çàâèñÿò îò

âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà, íî íè îäíà ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà íå çàâèñèò

îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà íåîáõîäèìî ââåñòè äîïîëíèòåëüíîå ñî-

ãëàøåíèå î òîì, êàêèå ïîâîðîòû ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûìè, ò. å. âûáðàòü

îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà. Ñèñòåìà îòñ÷åòà íàçûâàåòñÿ ïðàâîîðèåíòè-

ðîâàííîé, åñëè ïîëîæèòåëüíûì ñ÷èòàåòñÿ ïîâîðîò ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé

ñòðåëêè, è ëåâîîðèåíòèðîâàííîé, åñëè ïîëîæèòåëüíûì ñ÷èòàåòñÿ ïîâî-

ðîò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Âñå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû äåëÿòñÿ íà äâà òèïà ïî îòíîøåíèþ ê âû-

áîðó îðèåíòàöèè â ñèñòåìå îòñ÷åòà. Îáúåêòû, íå çàâèñÿùèå îò îðèåíòà-

öèè ñèñòåìû îòñ÷åòà, íàçûâàþòñÿ ïîëÿðíûìè; îáúåêòû, êîòîðûå óìíî-

æàþòñÿ íà−1 ïðè çàìåíå îðèåíòàöèè ñèñòåìû îòñ÷åòà íà ïðîòèâîïîëîæ-

íóþ, íàçûâàþòñÿ àêñèàëüíûìè. Íàïðèìåð, òåìïåðàòóðà, ïåðåìåùåíèÿ è

òðàíñëÿöèîííàÿ ñêîðîñòü ÿâëÿþòñÿ ïîëÿðíûìè îáúåêòàìè. Àêñèàëüíûå

îáúåêòû îáû÷íî ñâÿçàíû ñ îðèåíòàöèåé òåë â ïðîñòðàíñòâå. Òèïè÷íû-

ìè ïðèìåðàìè àêñèàëüíûõ îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ âåêòîð ïîâîðîòà, óãëîâûå

ñêîðîñòü è óñêîðåíèå.
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Îòìåòèì, ÷òî îðèåíòàöèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà ïðîèçâîäèòñÿ äî âûïîë-

íåíèÿ êàêèõ-ëèáî îïåðàöèé íàä îáúåêòàìè â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

è â äàëüíåéøåì íèêàêèå îïåðàöèè ñ îáúåêòàìè íå ìåíÿþò âûáðàííîé

èçíà÷àëüíî îðèåíòàöèè. Â ÷àñòíîñòè, îðèåíòàöèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîõðàíÿ-

åòñÿ ïðè çåðêàëüíûõ îòðàæåíèÿõ.

1.1.2. Ñêàëÿðû èëè òåíçîðû íóëåâîãî ðàíãà

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ñêàëÿðîì èëè òåíçîðîì íóëåâîãî ðàíãà íàçû-

âàåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, íåçàâèñÿùàÿ îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò

è îïðåäåëÿåìàÿ çàäàíèåì îäíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

Ïðèìåðàìè ñêàëÿðîâ â ìåõàíèêå ÿâëÿþòñÿ òåìïåðàòóðà, ïëîòíîñòü,

ýíåðãèÿ è ò. ï. Íå âñå ÷èñëà ìîæíî íàçâàòü ñêàëÿðàìè. Íàïðèìåð, êîîð-

äèíàòû âåêòîðà ñêàëÿðàìè íå ÿâëÿþòñÿ, ïîñêîëüêó îíè çàâèñÿò îò âûáî-

ðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû ìîãóò

îñòàâàòüñÿ ïðåæíèìè èëè èçìåíÿòüñÿ ïðè çàìåíå ñèñòåìû îòñ÷åòà. Íà-

ïðèìåð, òåìïåðàòóðà, ïëîòíîñòü è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ íå ìåíÿþòñÿ ïðè

ïåðåõîäå ê äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, â òî âðåìÿ, êàê êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-

ãèÿ çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ñêàëÿðû ìîãóò áûòü ôóíêöèÿìè

òî÷åê ñèñòåìû îòñ÷åòà, íàïðèìåð ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òåëå. Â

ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïîëå.

Áóäåì ñ÷èòàòü ñêàëÿðû ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷è-

ñåë, T0, íà êîòîðîì ââåäåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ

ïî ïðàâèëàì ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè. Áóäó÷è ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíà-

ìè, ñêàëÿðû èìåþò ðàçìåðíîñòü. Ñêëàäûâàòü è âû÷èòàòü ìîæíî òîëüêî

ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû îäíîãî òèïà, èìåþùèå îäèíàêîâûå ðàçìåðíîñòè.

Ïðè ýòîì äåëèòü è óìíîæàòü ìîæíî ñêàëÿðû ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé.

1.1.3. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Èñõîäíûì ýëåìåíòîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ âåêòîð èëè

òåíçîð ïåðâîãî ðàíãà, ïîíèìàåìûé êàê íàïðàâëåííûé îòðåçîê è îïðåäå-

ëÿåìûé ñâîåé äëèíîé è íàïðàâëåíèåì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âåêòîðíûõ
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âåëè÷èí â ìåõàíèêå ìîæíî ïðèâåñòè ïåðåìåùåíèÿ, òðàíñëÿöèîííàÿ è

óãëîâàÿ ñêîðîñòè, âåêòîð ïîâîðîòà. Íóëåâûì âåêòîðîì áóäåì íàçûâàòü

âåêòîð, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà íóëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî íàïðàâëåíèå íóëåâîãî

âåêòîðà íå èìååò çíà÷åíèÿ.

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ ÷åòûðå çàêîíà êîìïîçèöèè.

1. Ïðàâèëî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ñòàâèò â ñî-

îòâåòñòâèå êàæäûì äâóì âåêòîðàì îäíîãî òèïà òðåòèé âåêòîð òîãî æå

òèïà ñîãëàñíî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà èëè òðåóãîëüíèêà. Ëåãêî óñòà-

íàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèè ñëîæåíèÿ:

� êîììóòàòèâíîñòü: a + b = b + a;

� àññîöèàòèâíîñòü: (a + b) + c = a + (b + c);

� ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî âåêòîðà: a + o = o + a = a;

� ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî âåêòîðà: a + (−a) = o.

2. Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ñêàëÿð. Ëþáîìó âåêòîðó a è

ñêàëÿðó α ìîæíî îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü âåêòîð b = αa,

èìåþùèé äëèíó |α||a| è íàïðàâëåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ íàïðàâëåíèåì a,

åñëè α > 0, è ïðîòèâîïîëîæíîå, åñëè α < 0. Ïðèíÿòîå ïðàâèëî îáëàäàåò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(α+ β)a = αa + βa; α(a + b) = αa + βa; α(βa) = (αβ)a.

Òèï âåêòîðà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè íà ïîëÿðíûé ñêàëÿð è ìåíÿåòñÿ

íà ïðîòèâîïîëîæíûé ïðè óìíîæåíèè íà àêñèàëüíûé ñêàëÿð.

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ çàäàííûìè íà íåì äâóìÿ çàêîíàìè êîìïîçè-

öèè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ïåðå÷èñëåííûì ñâîéñòâàì, íàçûâàåòñÿ ëèíåé-

íûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

3. Ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ. Ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå êàæäîé

ïàðå âåêòîðîâ a è b ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ñêàëÿð α = a·b = |a||b| cos(â,b)

è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� êîììóòàòèâíîñòü: a · b = b · a;
� äèñòðèáóòèâíîñòü: (αa + βb) · c = α(a · c) + β(b · c);

� ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü: a · a ≥ 0; a · a = 0 ⇔ a = o.
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Ðåçóëüòàòîì ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ áóäåò ïîëÿðíûé ñêàëÿð, åñëè

ó÷àñòâóþùèå â óìíîæåíèè âåêòîðû èìåþò îäèíàêîâûé òèï, è àêñèàëü-

íûé ñêàëÿð, åñëè òèïû âåêòîðîâ ðàçëè÷íû.

Íîðìîé âåêòîðà íàçûâàåòñÿ åãî äëèíà:

||a|| = (a · a)1/2.

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, íà êîòîðîì çàäàíû òðè âûøåïåðå÷èñëåííûõ

çàêîíà êîìïîçèöèè íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì

èëè Åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ââåäåì ðÿä òåðìèíîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíÿåòñÿ íóëþ.

Îðòîì (íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì) âåêòîðà a íàçûâàåòñÿ åäèíè÷-

íûé âåêòîð

ea = a/||a||, (||a|| 6= 0).

Ïðîåêöèåé âåêòîðà a íà íàïðàâëåíèå b íàçûâàåòñÿ âåêòîð

ab = (a · b)eb.

×àñòî ïðîåêöèåé âåêòîðà a íà âåêòîð b íàçûâàþò äëèíó

||ab|| = (a · eb).

4. Âåêòîðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ äàí-

íûé çàêîí êîìïîçèöèè èìååò ñìûñë òîëüêî â îðèåíòèðîâàííîé ñèñòåìå

îòñ÷åòà. Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a è b íàçûâàåòñÿ âåêòîð

c = a × b äëèíà êîòîðîãî ðàâíà |a||b| sin(â,b), à íàïðàâëåíèå îðòîãî-

íàëüíî ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà âåêòîðû a è b. Â ïðàâîîðèåíòèðîâàííîé

ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðè âçãëÿäå ñ êîíöà âåêòîðà c êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò

ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ êî âòîðîìó ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêå, à â

ëåâîîðèåíòèðîâàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Òèï âåêòîðà

c çàâèñèò îò òèïà âåêòîðîâ a è b. Åñëè îáà èñõîäíûõ âåêòîðà îäèíàêîâûé
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òèï, òî âåêòîð c áóäåò àêñèàëüíûì âåêòîðîì. Åñëè æå îäèí èç ñîìíîæè-

òåëåé ïîëÿðíûé, à äðóãîé àêñèàëüíûé, òî âåêòîð c áóäåò ïîëÿðíûì.

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

a× b = −b× a; (a + b)× c = a× c + b× c.

×àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ âåêòîðîâ: ñìåøàííîå è äâîé-

íîå âåêòîðíîå. Ìîäóëü ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíÿåòñÿ îáúåìó ïà-

ðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà äàííûõ âåêòîðàõ. Îòìåòèì, ÷òî ñìåøàí-

íîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ àêñèàëüíûì ñêàëÿðîì, åñëè âñå âõîäÿùèå â

íåãî âåêòîðû îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó òèïó èëè äâà èç íèõ àêñèàëüíû.

Íàïîìíèì èçâåñòíûå òîæäåñòâà:

(a× b) · c = a · (b× c) = b · (c× a); (1.1)

a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b).

Ââåäåííîå ìíîæåñòâî íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ñ âûøåïåðå÷èñëåííû-

ìè çàêîíàìè êîìïîçèöèè � âåêòîðíîå îðèåíòèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî T1.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî íà âåêòîðíîì ìíîæåñòâå íå îïðåäåëåíà îïå-

ðàöèÿ äåëåíèÿ, ïîñêîëüêó îíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà òîëüêî íà òåõ ìíî-

æåñòâàõ, ãäå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò. Âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî òàêèì íå ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó â íåì èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå

êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïî íàïðàâëåíèþ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ.

1.1.4. Òåíçîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Ñêàëÿðû è âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ëèøü ÷àñòüþ âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ âå-

ëè÷èí è ïîíÿòèé, íåîáõîäèìûõ ñîâðåìåííîé íàóêå. Òåíçîðû áîëåå âû-

ñîêèõ ðàíãîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ìåõàíèêå, êàê îáîáùå-

íèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó,

ñîñòîÿùóþ èç òðåõ ïðóæèí ñ ðàçíîé ïðîäîëüíîé æåñòêîñòüþ ki (ðèñ. 1).

Ïðèäàäèì öåíòðó ñêðåïëåíèÿ ïðóæèí ñìåùåíèå ∆r. Î÷åâèäíî, ÷òî âîç-

âðàùàþùåé ñèëîé áóäåò ñóììà óïðóãèõ ñèë, âîçíèêàþùèõ â ïðóæèíàõ:
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F = F1e1 + F2e2 + F3e3, ãäå ei � îðò, íàïðàâëåííûé âäîëü i-é ïðóæèíû,

à âåëè÷èíà ñèëû Fi ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîåêöèè ñìåùåíèÿ öåíòðà ñöåï-

ëåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèé îðò: Fi = −kiei · ∆r. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

F = −(k1e1e1+k2e2e2+k3e3e3)·∆r = −K·∆r, ãäå òåíçîð K, ÿâëÿþùèéñÿ

ñóììîé òðåõ ïàð âåêòîðîâ, óìíîæåííûõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå æåñòêîñòè

ïðóæèíû, ìîæíî òðàêòîâàòü êàê òåíçîðíóþ æåñòêîñòü ñèñòåìû ïðóæèí.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âûøåóïîìÿíóòûå ïàðû âåêòîðîâ âûñòóïàþò êàê

åäèíîå öåëîå, ïðè÷åì ïåðâûé âåêòîð â ýòîé ïàðå çàäàåò íàïðàâëåíèå

ïðóæèíû, à âòîðîé � íàïðàâëåíèå ñèëû, êîòîðûå â äàííîé çàäà÷å ñîâ-

ïàäàþò. ×òîáû ñäåëàòü ýòó ðàçíèöó áîëåå îò÷åòëèâîé, ðàññìîòðèì, êàê

îïèñûâàåòñÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â äåôîðìèðóåìîì òåëå.

Ðèñ. 1. Òåíçîð æåñòêîñòè ñèñòåìû ïðóæèí

Ðàññå÷åì ìûñëåííî òåëî íà äâå ÷àñòè ïîâåðõíîñòüþ ∆S è ðàññìîò-

ðèì îäíó èç ÷àñòåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n âíåøíþþ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè.

Íà ïëîùàäêó ∆S ñî ñòîðîíû îòáðîøåííîé ÷àñòè äåéñòâóåò ñèëà ∆f(n),

êîòîðàÿ çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ïëîùàäêè (ðèñ. 2). Âåêòîðîì íàïðÿæå-

íèé â òî÷êå M , äåéñòâóþùèì íà áåñêîíå÷íî ìàëûé ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè

∆S íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ

τ (n) = lim
d→0

∆f

∆S
,

ãäå d � íàèáîëüøèé äèàìåòð ïëîùàäêè.
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Ðèñ. 2. Òåíçîð íàïðÿæåíèé

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü íàïðÿæåíèÿ â òî÷êå M , íåîáõî-

äèìî çàäàòü îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäêó, îïðåäåëÿåìóþ íîðìàëüþ n, è

âåêòîð íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèé íà ýòîé ïëîùàäêå. Òàêèì îáðàçîì,

òåíçîð íàïðÿæåíèé åñòü óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåêòîðîâ n è τ , ïåðâûé èç

êîòîðûõ çàäàåò ïëîùàäêó, à âòîðîé � äåéñòâóþùóþ íà ýòîé ïëîùàäêå

ñèëó. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ñîìíîæèòåëåé èìååò ïðèíöèïè-

àëüíîå çíà÷åíèå è íå ìîæåò áûòü èçìåíåí. Ïàðû nτ è τn � ðàçëè÷íû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëíîñòüþ îïèñàòü íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â òî÷êå M ,

íåîáõîäèìî çàäàòü âåêòîðû íàïðÿæåíèé íà âñåõ ïëîùàäêàõ, ïðîõîäÿ-

ùèõ ÷åðåç M . Òàêèõ ïëîùàäîê áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ïóòåì ñòàíäàðòíûõ

ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ, íàïðèìåð, â ðàáîòå [17], ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â òî÷êå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî, åñëè çàäàíà

íåóïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü òðåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåêòîðîâ.

Ôîðìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ a è b, ïðèíàäëåæàùèõ

ìíîæåñòâó T1 íàçûâàåòñÿ äèàäîé. Îòìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå ÷àñòî èñ-

ïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé çíàê äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ

a ⊗ b, îäíàêî, â äàííîì ïîñîáèè îí íå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ. Òåðìèí

¾òåíçîðíîå óìíîæåíèå¿ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî äàííîé îïåðàöèè ïðèñóùè

íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáû÷íîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ñóììó äèàä:

A = ab + cd + ef + ...
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Ýëåìåíòû A íàçûâàþòñÿ òåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà, åñëè âûïîëíåíû

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè (α � ñêàëÿð):

ab + cd = cd + ab; a(b + c) = ab + ac;

(a + b)c = ac + bc; (αa)b = a(αb).

Òàêèì îáðàçîì, òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííàÿ ñîâî-

êóïíîñòü óïîðÿäî÷åííûõ äèàä.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà, ïîëó÷àåìîå òåíçîð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì òðåõìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ T1T1 ÷åðåç T2.
Ââåäåì íà ìíîæåñòâå T2 îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî,

íå âûâîäÿùèå çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà:

A = ab + cd; B = de + gh;

S = A + B = ab + cd + de + gh;

αA = (αa)b + (αc)d = a(αb) + c(αd).

Ââåäåííîå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî T2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì. Âàæíûì ñâîéñòâîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ íà-

ëè÷èå íóëåâîãî è ïðîòèâîïîëîæíîãî òåíçîðîâ.

Íóëåâûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ òåíçîð 0 = oo, ãäå o

� íóëåâîé âåêòîð. Ïðåäñòàâèâ íóëåâîé âåêòîð â âèäå o = 0a, ïîëó÷èì

àëüòåðíàòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîãî òåíçîðà:

0 = oa = ao.

Ïðîòèâîïîëîæíûì òåíçîðîì íàçûâàåòñÿ òåíçîð, ñóììèðîâàíèå ñ êî-

òîðûì ïðèâîäèò ê íóëåâîìó òåíçîðó.

Π = (−1)A.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ òåíçîðû áîëåå âûñîêîãî ðàíãà. Îïðå-

äåëèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå k âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ: Tk = T1T1 . . . T1︸ ︷︷ ︸
k

.
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Óïîðÿäî÷åííóþ ñîâîêóïíîñòü k âåêòîðîâ íàçûâàþò k-àäîé: ab � äèàäà,

abc � òðèàäà, abcd � òåòðàäà è ò. ä.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Tk, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâó-

þùèå ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, íàçûâàþòñÿ òåíçîðàìè k-ãî ðàíãà

è îáîçíà÷àþòñÿ kA. 2A ≡ A � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ k-ãî ðàíãà Tk ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì, òî â íåì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ

íà ÷èñëî:

α( kA + kB) = α kA + α kB.

Îòìåòèì, ÷òî ñóììà òåíçîðîâ îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ òåíçîðîâ îäíîãî

ðàíãà.

1.1.5. Âåêòîðíûé è òåíçîðíûé áàçèñû. Êîîðäèíàòû òåíçîðà

Òðåõìåðíîñòü ñèñòåìû îòñ÷åòà îçíà÷àåò, ÷òî âî ââåäåííîì ïðîñòðàí-

ñòâå T1 ñóùåñòâóþò òðîéêè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, íî ëþáûå

÷åòûðå âåêòîðà îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ëþáàÿ òðîéêà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ

íàçûâàåòñÿ áàçèñîì.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âñå îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè ÿâëÿþòñÿ èíâà-

ðèàíòíûìè è íå çàâèñÿò îò âûáðàííîãî áàçèñà. Ïîýòîìó äëÿ ïðîñòîòû

èçëîæåíèÿ âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçèñà òðè ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííûõ

îðòîãîíàëüíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðà e1, e2, e3
1:

em · en = δmn =

{
1, m = n;

0, m 6= n,
(1.2)

ãäå δmn � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Áàçèñ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (1.2),

íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð ÷èñåë a1, a2,

a3 ∈ T0, íàçûâàåìûõ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà â âûáðàííîì áàçèñå:

a = a1e1 + a2e2 + a3e3 = aiei; ai = a · ei.
1 Íåîðòîãîíàëüíûé áàçèñ áóäåò ðàññìîòðåí â ðàçäåëå 4.1.
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Çäåñü è äàëåå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì Ýéíøòåéíà ïðîâîäèòñÿ ñóììè-

ðîâàíèå ïî äâàæäû ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì2 îò 1 äî 3.

Ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ a = amem è b = bnen â êîîðäèíàò-

íîé ôîðìå èìååò âèä:

a · b = ambnδmn = anbn.

Óïîðÿäî÷èì âåêòîðà áàçèñà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâà-

ëè ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ (e1 × e2) · e3 = 1 è ðàññìîòðèì âåêòîðíîå

ïðîèçâåäåíèå ei è ej:

ei × ej = εijkek. (1.3)

ãäå εijk � ñèìâîëû Ëåâè�×èâèòû. Âåëè÷èíû εijk ðàâíû íóëþ, åñëè â

÷èñëå èíäåêñîâ ijk èìåþòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ, ðàâíû 1 äëÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè èíäåêñîâ 123 è ïîëó÷àþùèõñÿ èç íåå êðóãîâîé ïåðåñòàíîâêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è, íàêîíåö, ðàâíû −1 ïðè íàðóøåíèè ýòîãî ïîðÿä-

êà, ò. å. äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 132, 213 è 321.

Óìíîæèâ ñîîòíîøåíèå (1.3) ñêàëÿðíî íà en, ïîëó÷èì óäîáíóþ ôîð-

ìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèìâîëîâ Ëåâè�×èâèòû:

εijn = (ei × ej) · en. (1.4)

Ðàññìîòðèì òåïåðü òåíçîðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ. Ëþáàÿ äèàäà

ab ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

ab = (amem)(bnen) = ambnemen. (1.5)

Ïðåäñòàâëÿÿ â àíàëîãè÷íîé ôîðìå âñå äèàäû, âõîäÿùèå â âûðà-

æåíèå òåíçîðà, ïîëó÷èì, ÷òî âñÿêèé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí â âèäå ñëåäóþùåãî ðàçëîæåíèÿ:

A = Amnemen, Amn = em ·A · en. (1.6)

Êîìáèíàöèè emen íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè òåíçîðíîãî áàçèñà, à âåëè÷è-

íû Amn � êîîðäèíàòàìè òåíçîðà îòíîñèòåëüíî ââåäåííîãî òåíçîðíîãî
2 Äëÿ íåîðòîãîíàëüíîãî áàçèñà äàííîå ïðàâèëî áóäåò ìîäèôèöèðîâàíî (ñì. ðàçäåë 4.1).
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áàçèñà. Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

äåâÿòè äèàä.

Ò å î ð å ì à. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà T2 ðàâíà 9, ò.å. ýëåìåíòû

òåíçîðíîãî áàçèñà emen ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ

òåíçîðíîãî áàçèñà îçíà÷àåò, ÷òî ðàâåíñòâî

αmnemen = 0 (1.7)

âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αmn = 0. Óìíîæèâ ñêàëÿðíî ðà-

âåíñòâî (1.7) íà ek, ïîëó÷èì: αmnemδnk = αmkem = o, k = 1, 2, 3. Òàêèì

îáðàçîì, â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ âåêòîðíîãî áàçèñà,

ñëåäóåò, ÷òî αmn = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì áàçè-

ñå òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé åãî êîîðäèíàò

ïîðÿäêà 3× 3. �

Ó ò â å ð æ ä å í è å. Ëþáîé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû òðåõ äèàä.

Äåéñòâèòåëüíî, ñãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå â ôîðìóëå (1.6), ïîëó÷èì

A = (Am1em)e1 + (Am2em)e2 + (Am3em)e3 = a1e1 + a2e2 + a3e3.

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ëþáàÿ äèàäà ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà,

ïðîèçâîëüíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ìîæåò áûòü ñâåäåí ê îäíîé äèàäå

òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â èíâàðèàíòíîì âèäå,

êàê ýëåìåíò òåíçîðíîãî ïðîñòðàíñòâà: A ∈ T2, â äèàäíîì âèäå, êàê ñóììà

äèàä: A = ambm è â êîîðäèíàòíîì âèäå ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïî ýëåìåíòàì

òåíçîðíîãî áàçèñà: A = Amnemen.

Ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé (1.5) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ëþáàÿ k-

àäà:
kA = An1n2...nk

en1
en2

. . . enk
. (1.8)

Ýëåìåíòû en1
en2

. . . enk
îáðàçóþò ïîëèáàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Tk, à ÷èñëà

Anin2...nk
ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè òåíçîðà k-ãî ðàíãà â äàííîì ïîëèáàçè-
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ñå. Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ èíäåêñîâ ó êîîðäèíàò ïîâòîðÿåò ïîðÿäîê ñëåäî-

âàíèÿ èíäåêñîâ ó áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ïîëèáàçèñå.

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Tk ðàâíà 3k. Ñãðóï-

ïèðîâàâ ñëàãàåìûå â ïðåäñòàâëåíèè (1.8), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîð

k-ãî ðàíãà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû 3k−1 k-àä: òåíçîð òðå-

òüåãî ðàíãà � ñîâîêóïíîñòü äåâÿòè òðèàä, òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà �

ñîâîêóïíîñòü äâàäöàòè ñåìè òåòðàä è ò. ä.

kA =
3k−1∑
n=1

an1
an2

. . . ank
.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî õîòÿ òåíçîð ëþáîãî ðàíãà ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåòñÿ åãî êîîðäèíàòàìè â âûáðàííîì áàçèñå, íå ñëåäóåò îòîæ-

äåñòâëÿòü òåíçîð ñ åãî êîîðäèíàòàìè. Òåíçîð � èíâàðèàíòíûé îáúåêò,

íå ñâÿçàííûé îò âûáîðà áàçèñà â òî âðåìÿ, êàê åãî êîîðäèíàòû çàâèñÿò

îò âûáîðà áàçèñà.

1.2. Äåéñòâèÿ íàä òåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà

1.2.1. Ñèììåòðè÷íûé è àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîðû

Òðàíñïîíèðîâàííûì òåíçîðîì AT , íàçûâàåòñÿ òåíçîð, â êîòîðîì

èçìåíåí ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé âî âñåõ äèàäàõ:

AT = (ambm)T = bmam.

Î÷åâèäíî, ÷òî
(
AT
)T

= A äëÿ ëþáîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà.

Tåíçîð âòîðîãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî AT = A, è àíòèñèììåòðè÷íûì (èëè êîñîñèììåòðè÷íûì),

åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó AT = −A.

Ïðîèçâîëüíîìó òåíçîðó âòîðîãî ðàíãà A ìîæíî îäíîçíà÷íûì îáðà-

çîì ñîïîñòàâèòü ñèììåòðè÷íûé òåíçîð AS ïî ïðàâèëó:

AS =
1

2

(
A + AT

)
. (1.9)
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Òåíçîð AS íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ÷àñòüþ A, à îïåðàöèÿ (1.9) � ñèì-

ìåòðèðîâàíèåì òåíçîðà A.

Àíàëîãè÷íî ïðîèçâîëüíîìó òåíçîðó A ìîæíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòà-

âèòü àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð AA:

AA =
1

2

(
A−AT

)
.

Ëþáîé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà A äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëå-

íèå â âèäå ñóììû åãî ñèììåòðè÷íîé AS è àíòèñèììåòðè÷íîé AA ÷àñòåé:

A = AS + AA.

1.2.2. Óìíîæåíèå òåíçîðîâ

Ïðåäñòàâèì òåíçîðû A è B â âèäå: A = ambm, B = dnfn.

1. Ñêàëÿðíûå óìíîæåíèÿ òåíçîðà íà âåêòîð:

A · c = am (bm · c) ; c ·A = (c · am) bm.

Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ � âåêòîð.

Î÷åâèäíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ òåíçîðà íà

âåêòîð ñëåâà è ñïðàâà ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå âåêòîðà. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-

ùåå ñîîòíîøåíèå:

c ·A = (c · am)bm = bm(c · am) = (bm am) · c = AT · c.

Îòñþäà ñëåäóþò äðóãèå îïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷-

íîãî òåíçîðîâ.

Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ñèììåòðè÷åí, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî A · x = x · A, è àíòèñèììåòðè÷åí, åñëè äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà x ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A · x = −x · A. Óìíîæèâ ýòî ñîîò-

íîøåíèå ñêàëÿðíî íà x, ïîëó÷èì âàæíîå ñâîéñòâî àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà: x ·A · x = 0.
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2. Âåêòîðíûå óìíîæåíèÿ òåíçîðà íà âåêòîð:

A× c = am (bm × c) ; c×A = (c× am) bm.

Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

(c×A)T = −AT × c. (1.10)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âû÷èñëèì ïî îòäåëüíîñòè ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè

ðàâåíñòâà:

(c×A)T = ((c× am)bm)T = bm(c× am);

−AT × c = −bm(am × c) = bm(c× am).

3. Òåíçîðíûå óìíîæåíèÿ òåíçîðà íà âåêòîð:

Ac = ambmc; cA = cambm.

Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ � òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà.

4. Âíóòðåííåå óìíîæåíèå òåíçîðîâ:

A ·B = (ambm) · (dnfn) = (bm · dn)amfn.

Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà.

Â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ âíóòðåííåå óìíîæå-

íèå òåíçîðîâ íåêîììóòàòèâíî, ò. å. A ·B 6= B ·A, òàê êàê:

A ·B = (bm · dn)amfn; B ·A = (fn · am)dnbm.

Òðàíñïîíèðîâàíèå âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ:

(A ·B)T = BT ·AT ;

(A ·B)T = (am(bm · dn)fn)T = fn(dn · bm)am = BT ·AT .
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5. Âåêòîðíîå óìíîæåíèå òåíçîðîâ:

A×B = (ambm)× (dnfn) = am(bm × dn)fn.

Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ � òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà.

6. Òåíçîðíîå óìíîæåíèå òåíçîðà íà òåíçîð:

AB = ambmdnfn.

Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ � òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà.

7. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ:

A�B = (ambm)� (dnfn) = (am · dn)(bm · fn).

Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ � ñêàëÿð. ×àñòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ

îáîçíà÷àåòñÿ äâóìÿ âåðòèêàëüíûìè òî÷êàìè A : B.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ êîììóòàòèâíî

B�A = (dn · am)(fn · bm) = (am · dn)(bm · fn) = A�B

è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî. Ïîêàçàòü ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ ëåã÷å âñåãî íà ïðèìåðå äèàäû:

A�A = (ab)� (ab) = (a · a)(b · b)

Äàííîå âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèí èç âåêòîðîâ äèà-

äû îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïðè ýòîì äèàäà ñîâïàäàåò ñ íóëåâûì ýëåìåíòîì

òåíçîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

8. Äâîéíîå âíóòðåííåå óìíîæåíèå òåíçîðîâ:

A ·· B = (ambm) ·· (dnfn) = (bm · dn)(am · fn).

Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ � ñêàëÿð. Äâîéíîå âíóòðåííåå óìíîæåíèå êîì-

ìóòàòèâíî: A ··B = B ··A, ÷òî ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè ñêàëÿðíî-

ãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ, îäíàêî â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

òåíçîðîâ A ··A = (a · b)2 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ, åñëè âåêòîðû a è b

îðòîãîíàëüíû.
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Äâîéíîå âíóòðåííåå óìíîæåíèå òåíçîðîâ ñâÿçàíî ñî ñêàëÿðíûì óìíî-

æåíèåì ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

A�B = A ··BT = AT ··B.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

A ··B = AT ··BT = BT ··AT .

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâîéíîå âíóòðåííåå óìíîæåíèå ñèììåòðè÷íîãî

S è àíòèñèììåòðè÷íîãî A òåíçîðîâ:

A ··S = AT ··ST = −A ··S.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ñâîåìó ïðîòèâîïîëîæíîìó ÷èñëó òîëü-

êî åñëè îíî ðàâíî íóëþ, ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó:

A ··S = 0.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðàçëîæåíèè òåíçîðîâ íà ñèììåòðè÷íóþ è àí-

òèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòè:

A ··B = AS ··BS + AA ··BA.

Ïóñòü îäèí èç òåíçîðîâ â äâîéíîì âíóòðåííåì óìíîæåíèè ÿâëÿåòñÿ

ðåçóëüòàòîì âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ äâóõ äðóãèõ òåíçîðîâ. Íåïîñðåä-

ñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öå-

ïî÷êà ðàâåíñòâ:

A ·· (B ·C) = (A ·B) ··C = (C ·A) ··B.

Ñêàëÿðíîå è äâîéíîå âíóòðåííåå óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ òàêæå ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîé çàïèñè ñêàëÿðíûõ óìíî-

æåíèé òåíçîðà íà âåêòîðà ñëåâà è ñïðàâà:

c ·A · d = A ··(dc) = A� (cd).
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9. Äâîéíîå âåêòîðíîå óìíîæåíèå òåíçîðîâ:

A××B = (ambm)×× (dnfn) = (bm × dn)(am × fn).

Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ íà ïåðâîå ìåñòî ñòàâèòñÿ ðå-

çóëüòàò âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ áëèæàéøèõ âåêòîðîâ, à íà âòîðîå � äàëü-

íèõ. Îïåðàöèþ äâîéíîãî âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ ìîæíî ââåñòè èíà÷å.

Íàïðèìåð, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî, àíàëîãè÷íî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ

òåíçîðîâ, ïåðâûé çíàê îòíîñèòñÿ ê ïåðâûì âåêòîðàì â äèàäàõ, à âòî-

ðîé � êî âòîðûì:

A ×
×B = (am × dn)(bm × fn).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî:

A ×
×B = AT ××B.

Àíàëîãè÷íî äâîéíîìó âíóòðåííåìó óìíîæåíèþ òåíçîðîâ, äâîéíîå

âåêòîðíîå óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâíîé ôîðìîé çàïèñè âåêòîð-

íîìó óìíîæåíèþ òåíçîðà íà âåêòîð ñïðàâà è ñëåâà:

c×A× d = −(dc)××A.

Ïîÿâëÿþùèéñÿ çäåñü çíàê ìèíóñ ñâÿçàí ñ ïåðåñòàíîâêîé ñîìíîæèòåëåé

â âåêòîðíîì óìíîæåíèè âåêòîðîâ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ (1.1):

c× (d×A) = d(c ·A)− (d · c)A.

Íî â ñëó÷àå äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óìíîæåíèÿ ðåçóëüòàò áóäåò îò-

ëè÷àòüñÿ:
(c× d)×A = (−am × (c× d))bm =

= (−c(d · am) + d(c · am))bm = (dc− cd) ·A = −2(cd)A ·A.
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9. Ñìåøàííîå óìíîæåíèå òåíçîðîâ:

Ñóùåñòâóåò äâà òèïà ñìåøàííîãî óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ: ñêàëÿðíî-

âåêòîðíîå

A ·×B = (ambm) ·× (dnfn) = (bm · dn)(am × fn)

è âåêòîðíî-ñêàëÿðíîå

A×·B = (ambm)×· (dnfn) = (am · fn)(bm × dn).

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ � âåêòîð.

Ëåãêî ïîëó÷èòü ñâÿçè ìåæäó ýòèìè òèïàìè óìíîæåíèé:

A ·×B = AT ×·BT ;

AT ·×B = A×· BT ; (1.11)

A ·×BT = AT ×·B.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

c×A · d = −A ·×(dc) = (dc)×·A;

c ·A× d = A×·(dc) = −(dc) ·×A.

Òàêæå êàê è ñ äâîéíûìè ñêàëÿðíûìè è âåêòîðíûìè óìíîæåíèÿìè,

çäåñü ìîæíî ââåñòè àëüòåðíàòèâíûå ïðàâèëà ñìåøàííûõ óìíîæåíèé òåí-

çîðîâ:

A ×
· B = (ambm) ×· (dnfn) = (bm · fn)(am × dn) = A ·×BT ;

A ·
×B = (ambm) ·× (dnfn) = (am · dn)(bm × fn) = A×·BT .

1.2.3. Åäèíè÷íûé òåíçîð è òåíçîð Ëåâè�×èâèòû

Î ï ð å ä å ë å í è å. Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, ñîîòâåòñòâóþùèé òîæ-

äåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ â åâêëèäîâîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, íà-

çûâàåòñÿ åäèíè÷íûì.
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Òî åñòü äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

E · x = x · E = x.

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

x = xnen = (x · en)en = x · (enen) = x · E.

Òàêèì îáðàçîì,

E = enen = e1e1 + e2e2 + e3e3.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

E ·X = X · E = X

äëÿ ëþáîãî òåíçîðà X.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ñâîäêà îñíîâíûõ ôîðìóë, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íû-

ìè òèïàìè óìíîæåíèÿ íà åäèíè÷íûé òåíçîð.

1. E× c = c× E.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óìíîæèì ðàçíîñòü ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷à-

ñòÿìè ñêàëÿðíî íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x:

(E× c− c× E) · x = ek (ek × c) · x− c× E · x =

= (c× x) · ekek − c× x = o.

Ïîñêîëüêó ýòî ñîîòíîøåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî x, òî, ñëå-

äîâàòåëüíî, îïåðàöèè âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ åäèíè÷íîãî òåíçîðà íà âåê-

òîð ñëåâà è ñïðàâà êîììóòàòèâíû.

2. (c× E)T = −c× E.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (1.10):

(c× E)T = −ET × c = −c× E.

Òàêèì îáðàçîì, c× E ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì.
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3. c× E× d = dc− (d · c)E.

Äîêàæåì âíà÷àëå ôîðìóëó, ïîëåçíóþ ïðè óïðîùåíèè ñâÿçàííûõ

ñ äâîéíûì âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âûðàæåíèé:

εijkεmnk = (ei × ej) · ekek · (em × en) = (ei × ej) · (em × en) =

= em · (en × (ei × ej)) = em · (ei(en · ej)− ej(en · ei)) = (1.12)

= δnj em · ei − δni em · ej = δmiδnj − δinδjm.

Çäåñü ïðè âû÷èñëåíèÿõ ìû âíà÷àëå âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäñòàâëåíèåì

ñèìâîëà Ëåâè�×èâèòû (1.4), à çàòåì ñâîéñòâàìè ñìåøàííîãî è äâîéíîãî

âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Çàïèøåì òåïåðü âûðàæåíèå c× E× d â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:

c× E× d = (cjej × ek)(ek × dmem) = cjdmεjkiεkmn eien.

Ñäåëàåì öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè â ñèìâîëàõ Ëåâè�×èâèòû è âîñïîëü-

çóåìñÿ ôîðìóëîé (1.12):

c× E× d = cjdm eien(δmiδnj − δinδjm) =

= dmem cjej − cjdj enen = dc− (d · c)E.

4. (E× c) ·A = c×A.

(E× c) ·A = (c× E) ·A = c× E ·A = c×A.

5. E××E = 2E.

E××E = (ek × es)(ek × es) =

= −ek × E× ek = −ekek + ek · ekE = −E + 3E = 2E.

Òåíçîð Ëåâè�×èâèòû � òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà � ââîäèòñÿ ñîîòíî-

øåíèåì:
3L = −E× E. (1.13)

Çàïèøåì òåíçîð Ëåâè�×èâèòû â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ei:

3L = −ek(ek × es)es = −ek(εksmem)es = εkmsekemes.
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Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòàìè äàííîãî òåíçîðà â ïîëèáàçèñå ekemes ÿâ-

ëÿþòñÿ ñèìâîëû Ëåâè�×èâèòû. Ýòîò òåíçîð ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó âçãëÿ-

íóòü íà âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

a× b = (a · E)× (E · b) = a · (E× E) · b.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

a× b = −a ·3L · b.

Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð Ëåâè�×èâèòû ïîçâîëÿåò çàìåíèòü îïåðàöèþ âåê-

òîðíîãî óìíîæåíèÿ äâóìÿ îïåðàöèÿìè ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ.

Ôîðìóëó (1.13) ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîì âèäå:

a× b = akek × bmem = akbmεkmses = (a · ek)(b · em)εkmses =

= ba ·· ekemesεkms = ba ·· 3L

èëè

a× b = (ba ·· ekem)esεkms = εkmses(ekem ··ba) =

= εskmesekem ··ba = 3L ··ba.

Ïîäîáíûå êîìáèíàöèè âîçìîæíû òàêæå è ñ òåíçîðàìè:

a×B = akBmnεkmsesen = εkmses(a · ek)(em ·B) =

= −εsmkesemek ·· aB = −3L ·· aB.

1.2.4. Ñëåä òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ñëåäîì òåíçîðà A = ambm, íàçûâàåòñÿ ñêàëÿð

tr A, âû÷èñëÿåìûé ïî ïðàâèëó:

tr A = am · bm.

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

tr (A + B) = tr A + tr B, tr (αA) = α tr A.

28



Òàêèì îáðàçîì, ñëåä òåíçîðà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îïåðàöèåé, ïåðåâîäÿùåé

ïðîñòðàíñòâî T2 â T0.
Ñëåä òåíçîðà òàêæå ìîæåò áûòü çàïèñàí â èíâàðèàíòíîé ôîðìå ÷å-

ðåç äâîéíóþ ñâåðòêó ñ åäèíè÷íûì òåíçîðîì:

tr A = A ··E = A� E.

Äåéñòâèòåëüíî,

A ··E = ak · E · bk = ak · bk.

Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

tr A = Amnemen ·· ekek = Amnδmkδnk = Akk,

ò. å. ñëåä òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ðàâåí ñóììå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû êîîðäèíàò òåíçîðà.

Èç êîììóòàòèâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

tr A = tr AT ; tr AA = 0.

Òàêæå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå öåïî÷êè ôîðìóë äëÿ ñëåäà ñêëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ:

tr (A ·B) = tr (B ·A) = tr (AT ·BT ) = A ··B = A�BT ;

tr (A ·B ·C) = A ·· (B ·C) = (A ·B) ··C = (C ·A) ··B.

Èç ñîîòíîøåíèÿ tr (A ·B) = A ··B ñëåäóåò, ÷òî ñëåä âíóòðåííåãî óìíî-

æåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ ðàâåí íóëþ.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà ïðèâåäåì ðÿä ôîðìóë ñî ñëåäîì îò âåêòîðíûõ

ïðîèçâåäåíèé òåíçîðà è âåêòîðà:

1. tr (A× c) = tr (c×A);

tr (A× c) = tr (ambm × c) = am · (bm × c) = bm · (c× am);

tr (c×A) = (c× am) · bm = bm · (c× am).

2. tr (a× E× b) = tr (ba− (b · a)E) = b · a− 3b · a = −2b · a.
3. tr (a× (b×C)) = tr (b(a ·C)−C(a · b)) = a ·C · b− a · b tr C.
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1.2.5. Âåêòîðíûé èíâàðèàíò. Ñîïóòñòâóþùèé âåêòîð

Î ï ð å ä å ë å í è å. Âåêòîðíûì èíâàðèàíòîì òåíçîðà A = ambm

íàçûâàåòñÿ âåêòîð A×, âû÷èñëÿåìûé ïî ïðàâèëó:

A× = am × bm.

Âåêòîðíûé èíâàðèàíò, êàê è ñëåä, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îïåðàöèåé:

(A + B)× = A× + B×; (αA)× = αA×.

Èç ñâîéñòâà âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðíûé èíâàðèàíò

ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ðàâíÿåòñÿ íóëþ, ò. å. A× =
(
AA
)
× .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíâàðèàíòíîé ôîðìû çàïèñè âåêòîðíîãî èíâàðèàíòà

çàïèøåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

A× = am × bm = (am · E)× bm = E×·bmam = E×·AT = −E×·A,

ãäå A � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð, èëè â äðóãîé ôîðìå:

A× = am × (E · bm) = bmam ×·E = −A×·E.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (1.11), ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèå

èíâàðèàíòíûå ôîðìû çàïèñè âåêòîðíîãî èíâàðèàíòà:

A× = A ·×E = E ·×A.

Òàêæå âåêòîðíûé èíâàðèàíò ìîæåò áûòü çàïèñàí ñ èñïîëüçîâàíèåì òåí-

çîðà Ëåâè�×èâèòû:

A× =3L�A.

Íàêîíåö, â êîîðäèíàòíîé ôîðìå: A× = Amnem × en = Amnεmnkek.

Ïðèâåäåì òàêæå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ ôîðìóëû äëÿ âåêòîðíîãî èí-

âàðèàíòà âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ òåíçîðà è âåêòîðà:

1. (c× E)× = (c× ek)×ek = − (cek · ek − ekc · ek) = −3c+c = −2c;

2. (c×A)× = −bm × (c× am) = −c (am · bm) + am(bm · c) =

= −c tr A + A · c.
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Ò å î ð å ì à. Äëÿ ëþáîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà A íàéäåòñÿ

òàêîé âåêòîð ω, ÷òî òåíçîð A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

A = ω× E = E×ω, (1.14)

ãäå âåêòîð ω íàçûâàåòñÿ ñîïóòñòâóþùèì âåêòîðîì òåíçîðà A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x è àí-

òèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà A âåðíî ðàâåíñòâî: x · A · x = 0. Îáîçíà÷èâ

x ·A = y, èç ñîîòíîøåíèÿ y ·x = 0, ïîëó÷èì, ÷òî y = ω×x, ãäå âåêòîð

ω ïðîèçâîëåí. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ðàâåíñòâî: x ·A = ω× x.

Âçÿâ â êà÷åñòâå x áàçèñíûå âåêòîðû è, ïðîñóììèðîâàâ ïîëó÷èâøè-

åñÿ ñîîòíîøåíèÿ, ïðèäåì ê (1.14). �

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîïóòñòâóþùåãî âåêòîðà ïî èñõîäíîìó òåíçîðó A

âû÷èñëèì âåêòîðíûå èíâàðèàíòû îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (1.14)

A× = (ω× E)× = −2ω.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

ω = −1

2
A× =

1

2
A×·E = −1

2
3L�A.

Ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó âåêòîðíûì èíâàðèàíòîì òåí-

çîðà è åãî ñîïóòñòâóþùèì âåêòîðîì.

1.2.6. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Àëüòåðíàòèâîé ïðåäñòàâëåíèþ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà â âèäå íåóïî-

ðÿäî÷åííîé ñóììû äèàä ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà

êàê ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíóþ ôóíêöèþ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà y = f(x),

ïåðåâîäÿùóþ T1 → T1. Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè

f(αx + βy) = αf(x) + βf(y), ãäå α,β � ÷èñëà.
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Ò å î ð å ì à. Ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

y = A · x, (1.15)

ãäå A � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, íàçûâàåìûé òåíçîðîì ëèíåéíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå y = f(x)

â áàçèñå ek: y = f(xkek) = f(ek)xk = f(ek)ek · x = A · x;

A = f(ek)ek = f(e1)e1 + f(e2)e2 + f(e3)e3. Ïîñêîëüêó A � ñóììà òðåõ

äèàä, òî ýòî òåíçîð âòîðîãî ðàíãà. �

Òåíçîð ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí, åñëè çàäàíû

åãî çíà÷åíèÿ íà òðåõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðàõ, íàïðèìåð íà áà-

çèñíûõ âåêòîðàõ ek: yk = A · ek, (k = 1, 2, 3). Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî

ðàâåíñòâà òåíçîðíî íà ek è ñóììèðóÿ âñå òðè ïîëó÷èâøèõñÿ ñîîòíîøå-

íèÿ, ïîëó÷èì: ykek = A · ekek = A.

Äëÿ îäíîçíà÷íîé îáðàòèìîñòè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ (1.15) íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òåíçîð ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ áûë îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëåí, ò. å. âåêòîðû yk äîëæíû áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèíåéíûé îïåðàòîð A äîëæåí ïåðåâîäèòü ïðîñòðàí-

ñòâî T1 â òðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

1.2.7. Îïðåäåëèòåëü òåíçîðà

Ïóñòü a1, a2, a3 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ òðîéêà âåêòîðîâ. Îáîçíà-

÷èì ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ èñõîäíûõ âåêòîðîâ ÷åðåç a′k = A · ak.

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü èñõîäíûõ âåêòîðîâ ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ

(a1 × a2) · a3 6= 0.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Îïðåäåëèòåëåì òåíçîðà íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå

det A =
(a′1 × a′2) · a′3
(a1 × a2) · a3

. (1.16)

Îïðåäåëåíèå (1.16) èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Âñïîìíèâ, ÷òî

ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ðàâíÿåòñÿ îáúåìó ïîñòðî-

åííîãî íà ïåðåìíîæàåìûõ âåêòîðàõ ïàðàëëåëåïèïåäà V , ïîëó÷èì, ÷òî
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îïðåäåëèòåëü òåíçîðà det A = ±V ′/V îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå îáúåìîâ

äåôîðìèðîâàííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà è èñõîäíîãî.

Ðàâåíñòâî îïðåäåëèòåëÿ íóëþ îçíà÷àåò, ÷òî òåíçîð ëèíåéíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ A ïîíèæàåò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà T1, ïåðåâîäÿ ëþáîé âåê-
òîð èç T1 â îäíó ïëîñêîñòü èëè îäíó ïðÿìóþ.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, îïðåäåëèòåëü êîòîðîãî

íå ðàâåí íóëþ, íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì èëè íåâûðîæäåííûì.

Âàæíî, ÷òî çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà èñõîäíûõ

âåêòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-

òîðîâ a, b è c

(a′ × b′) · c′ = (Amnanem × Aklblek) · Aptctep = AmnAklAptanblctεmkp.

Ïîñêîëüêó

Am1Ak2Ap3εmkp = A11(A22A33 − A32A23) + A21(A32A13 − A12A33)+

+A31(A12A23 − A23A13) = det(Aij),

ãäå det(Aij) � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîîðäèíàò òåíçîðà A òî

AmnAklAptεmkp = det(Aij)εnlt.

Ñëåäîâàòåëüíî

det A =
det(Aij)anblctεnlt

(a× b) · c
= det(Aij).

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòåëü òåíçîðà, ââåäåííûé ôîðìóëîé (1.16), ñîâ-

ïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû êîîðäèíàò òåíçîðà â îðòîíîðìèðîâàí-

íîì áàçèñå.

Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ:

1. det E = 1.

2. det(αA) =
(α(A · a1)× α(A · a2)) · α(A · a3)

(a1 × a2) · a3
= α3 det A.

3. det AT = det A.
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4. det(B ·A) = det(B) det(A).

Îáîçíà÷èì a′′k = B · a′k = B ·A · ak, òîãäà

det(B ·A) =
(a′′1 × a′′2) · a′′3
(a1 × a2) · a3

.

Äîìíîæèì è ðàçäåëèì ýòî ñîîòíîøåíèå íà (a′1 × a′2) · a′3:

det(B ·A) =
(a′′1 × a′′2) · a′′3
(a′1 × a′2) · a′3

· (a
′
1 × a′2) · a′3

(a1 × a2) · a3
= det(B) det(A).

Ïðèâåäåì åùå ïàðó ïîëåçíûõ òîæäåñòâ, ñâÿçàííûõ ñ îïðåäåëèòåëåì

òåíçîðà.

1. Äîìíîæèâ (1.16) íà (a1×a2) ·a3 è ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü âåê-

òîðà a3, ïîëó÷èì

(A · a1)× (A · a2) = (det A)A−T · (a1 × a2). (1.17)

2.
(
A ·B ·AT

)
× = (det A)A−T ·B×.

Ïåðåïèøåì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà â âèäå:(
(A · ck)(dk ·AT )

)
× = ((A · ck)(A · dk))× =

(A · ck)× (A · dk) = (det A)A−T · (ck × dk) = (det A)A−T ·B×.

1.2.8. Îáðàòíûé òåíçîð. Òåîðåìà Êýéëè�Ãàìèëüòîíà

Ïóñòü òåíçîð A íåâûðîæäåííûé, òîãäà ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì åäèí-

ñòâåííûé, îáðàòíûé òåíçîð A−1, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó

A ·A−1 = E. (1.18)

Ïîêàæåì, ÷òî èñõîäíûé è îáðàòíûé òåíçîð ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷-

íûìè, ò. å. A ·A−1 = A−1 ·A. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òåíçîð B, òàêîé,

÷òî B ·A = E. Äîìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà A−1 ñïðàâà:

B ·A ·A−1 = A−1 → B · E = B = A−1.
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Çíàÿ îáðàòíûé òåíçîð ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, ëåãêî íàéòè îáðàò-

íîå îòîáðàæåíèå y = A · x → x = A−1 · y.
Ñâîéñòâà îáðàòíîãî òåíçîðà:

1. det A−1 = 1/ det A.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü (1.18): det A det(A−1) = 1.

2. (A ·B)−1 = B−1 ·A−1.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìîé ïðîâåðêîé.

3. (A−1)T = (AT )−1 = A−T , ò. å. òðàíñïîíèðîâàíèå îáðàòíîãî òåíçî-

ðà ïðèâîäèò ê òåíçîðó îáðàòíîìó òðàíñïîíèðîâàííîìó. Äåéñòâèòåëüíî,

AT ·
(
A−1

)T
=
(
A−1 ·A

)T
= E.

Âû÷èñëåíèå îáðàòíîãî òåíçîðà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ðàçíûìè ñïî-

ñîáàìè. Îäèí èç íèõ îñíîâàí íà òîæäåñòâå Êýéëè�Ãàìèëüòîíà, äîêàçà-

òåëüñòâî êîòîðîãî íà ÿçûêå ìàòðèö äàíî, íàïðèìåð, â [2].

Òîæäåñòâî Êýéëè�Ãàìèëüòîíà.Ïðîèçâîëüíûé òåíçîð âòîðîãî ðàí-

ãà A óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

−A3 + I1(A)A2 − I2(A)A + I3(A)E = 0, (1.19)

ãäå ñòåïåíü òåíçîðà An îïðåäåëÿåòñÿ êàê n�êðàòíîå óìíîæåíèå òåíçîðà

A íà ñåáÿ:

An = A ·A · ... ·A︸ ︷︷ ︸
n

.

Àíàëîãè÷íî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé:

A−n = A−1 ·A−1 · ... ·A−1︸ ︷︷ ︸
n

.

Ôóíêöèè I1, I2 è I3, âõîäÿùèå â ñîîòíîøåíèå (1.19), íàçûâàþòñÿ

ãëàâíûìè èíâàðèàíòàìè òåíçîðà è îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

I1(A) = tr A; I2(A) =
1

2

(
(tr A)2 − tr A2

)
; I3(A) = det A. (1.20)

Îáðàòíûé òåíçîð ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå óìíîæåíèÿ (1.19) íà A−1:

A−1 =
1

I3(A)

(
A2 − I1(A)A + I2(A)E

)
.
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Âû÷èñëèâ ñëåä îò ýòîãî âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì ñâÿçü ïåðâîãî èíâàðè-

àíòà îáðàòíîãî òåíçîðà ñ èíâàðèàíòàìè èñõîäíîãî:

I1(A
−1) =

1

I3(A)

(
I1(A

2)− I21(A) + 3I2(A)
)

=
I2(A)

I3(A)
. (1.21)

Òîæäåñòâî Êýéëè�Ãàìèëüòîíà òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ

íàõîæäåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òåíçîðà. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ñëåä îò ëåâîé è

ïðàâîé ÷àñòåé ôîðìóëû (1.19):

tr A3 = I1tr A2 − I2tr A + 3I3.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.20), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëèòåëÿ

òåíçîðà:

det A =
1

6

(
tr 3A− 3 tr Atr A2 + 2 tr A3

)
.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Êýéëè�Ãàìèëüòîíà ëþáóþ íàòóðàëüíóþ ñòå-

ïåíü òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êâàäðàòíûé òðåõ-

÷ëåí îò òåíçîðà ñ êîýôôèöèåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ïîëèíîìàìè ãëàâíûõ

èíâàðèàíòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ÷åòâåðòàÿ ñòåïåíü òåíçîðà ìîæåò áûòü ïî-

ëó÷åíà ïóòåì óìíîæåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.19) íà A è ïîñëåäóþùåãî èñ-

êëþ÷åíèÿ èç ðåçóëüòàòà òðåòüåé ñòåïåíè òåíçîðà:

A4 = (I21 − I2)A
3 + (I3 − I1I2)A + I1I3E.

Àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà äëÿ ëþáîé öåëîé ñòå-

ïåíè òåíçîðà:
An = α2A

2 + α1A + α0E, αi = αi(I1, I2, I3).

1.2.9. Íîðìà òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà. Òåíçîðíûå ðÿäû

Íîðìà òåíçîðà ââîäèòñÿ êàê êâàäðàòíûé êîðåíü èç ñêàëÿðíîãî óìíî-

æåíèÿ òåíçîðà íà ñåáÿ: ||A|| = (A�A)1/2.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì íîðìà óäîâëåòâî-

ðÿåò âñåì íåîáõîäèìûì ñâîéñòâàì, à èìåííî:

1. ||A|| > 0 äëÿ ëþáîãî A 6= 0.
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2. ||A|| = 0 òîëüêî ïðè A = 0.

3. ||αA|| = |α|||A|| äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî α.
4. ||A + B|| = ||A||+ ||B||.
Ñòîèò îòìåòèòü åùå äâà âàæíûõ ñâîéñòâà ââåäåííîé íîðìû. Äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà A è B è âåêòîðà x âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1. ||A · x|| ≤ ||A||||x||.
2. ||A ·B|| ≤ ||A||||B||.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò òàêæå, ÷òî

||Ak|| ≤ ||A||k. (1.22)

Äàííîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü ââåäåíèå ðàçëè÷íûõ òåíçîð-

íûõ ôóíêöèé, êàê îáîáùåíèå ïðåäñòàâëåíèé ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â âè-

äå ðÿäà. Íàïðèìåð, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà

â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · .

Îïðåäåëèì òåíçîðíóþ ýêñïîíåíòó êàê

eA = 1 +
A

1!
+

A2

2!
+

A3

3!
+ · · · . (1.23)

Ñîãëàñíî (1.22) ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî òåíçîðà A.

Îòìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ñõîäñòâî îïðåäåëåíèé, ñâîéñòâà ýêñïî-

íåíöèàëüíîé ôóíêöèè è òåíçîðíîé ýêñïîíåíòû ðàçëè÷íû. Â ÷àñòíîñòè,

ïðàâèëî ex+y = ex ey íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå íà òåíçîðíóþ

ýêñïîíåíòó, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåêîììóòàòèâíîñòüþ âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ

òåíçîðîâ, ïîñêîëüêó

eA+B = eB+A, íî eA eB 6= eB eA.

Ñîîòíîøåíèå eA+B = eA eB ñïðàâåäëèâî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà òåí-

çîðà A è B êîììóòàòèâíû, ò. å. A ·B = B ·A.
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Àíàëîãè÷íî òåíçîðíîé ýêñïîíåíòå íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â

ðÿä Òåéëîðà ìîãóò áûòü ââåäåíû äðóãèå òåíçîðíûå ôóíêöèè: sin A, ln A

è ò. ï.

Îñîáåííîñòüþ òåíçîðíûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè âñåãäà ìîãóò

áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó:

f(A) = α0E + α1A + α2A
2, αi = αi(I1, I2, I3)

ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà Êåéëè�

Ãàìèëüòîíà ñòåïåíåé âûøå âòîðîé.

1.3. Îðòîãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå

Î ï ð å ä å ë å í è å. Îðòîãîíàëüíûì îòîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ,

ò. å. f(a) · f(b) = a · b. Äàííîå îòîáðàæåíèå íå ìåíÿåò äëèíû âåêòîðîâ

è ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó íèìè.

Ïóñòü îðòîãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå îïèñûâàåòñÿ òåíçîðîì Q. Îïðå-

äåëèì, êàêèì óñëîâèÿì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü òåíçîð Q, ÷òîáû ñîîòâåò-

ñòâóþùåå åìó ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå áûëî áû îðòîãîíàëüíûì:

(Q · a) · (Q · b) = a ·QT ·Q · b = a · b,

ò. å. òåíçîð Q äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

QT ·Q = E. (1.24)

Î ï ð å ä å ë å í è å. Îðòîãîíàëüíûì òåíçîðîì íàçûâàåòñÿ òåíçîð

âòîðîãî ðàíãà, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (1.24).

Òàêèì îáðàçîì, òðàíñïîíèðîâàííûé îðòîãîíàëüíûé òåíçîð ñîâïàäà-

åò ñ îáðàòíûì ê íåìó Q−1 = QT . Ïîñêîëüêó òðàíñïîíèðîâàííûé òåíçîð

ñóùåñòâóåò âñåãäà, òî ëþáîé îðòîãîíàëüíûé òåíçîð ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-

äåííûì è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòèìûì.

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà:

det(QT ·Q) = (det Q)2 = det E = 1 → det Q = ±1.
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Îðòîãîíàëüíûå òåíçîðû ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1, íàçûâàþòñÿ

ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûìè, îðòîãîíàëüíûå òåíçîðû ñ îïðåäåëèòåëåì,

ðàâíûì −1, íàçûâàþòñÿ íåñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûìè. Â ñîîòâåòñòâèè

ñ ôîðìóëîé (1.16) ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûå òåíçîðû, íå ìåíÿÿ äëèíó

âåêòîðîâ è óãëû ìåæäó íèìè, ïåðåâîäÿò ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ â ïðà-

âóþ, à ëåâóþ � â ëåâóþ, ò. å. îñóùåñòâëÿþò ïîâîðîò èñõîäíîé òðîé-

êè âåêòîðîâ, êàê æåñòêîãî öåëîãî. Ïîýòîìó ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé

òåíçîð òàêæå íîñèò íàçâàíèå òåíçîðà ïîâîðîòà P. Íåñîáñòâåííî îðòîãî-

íàëüíûé òåíçîð ïåðåâîäèò ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ â ëåâóþ è íàîáîðîò.

Òîãäà èñõîäíûå è ïðåîáðàçîâàííûå òðîéêè âåêòîðîâ íåâîçìîæíî ñîâìå-

ñòèòü òîëüêî ïîâîðîòàìè, íóæíà äîïîëíèòåëüíàÿ îïåðàöèÿ � èíâåðñèÿ,

îïðåäåëÿåìàÿ òåíçîðîì −E. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé íåñîáñòâåííî îðòî-

ãîíàëüíûé òåíçîð Q ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè òåíçîðà

ïîâîðîòà è èíâåðñèè Q = −E ·P.

Ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ òåíçîðîâ îáðàçóþò ãðóïïó. Ýòîìó ìíî-

æåñòâó ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íûé òåíçîð, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû

ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì åäèíñòâåííûé, îáðàòíûé òåíçîð è ìíîæåñòâî îðòî-

ãîíàëüíûõ òåíçîðîâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñêàëÿðíîãî óìíî-

æåíèÿ, ïîñêîëüêó èç îðòîãîíàëüíîñòè òåíçîðîâ Q1 è Q2 ñëåäóåò îðòîãî-

íàëüíîñòü òåíçîðà Q3 = Q1 ·Q2. Äåéñòâèòåëüíî,

Q3 ·QT
3 = (Q1 ·Q2) · (Q1 ·Q2)

T = Q1 ·Q2 ·QT
2 ·QT

1 =

= Q1 · E ·QT
1 = E.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ îðòîãîíàëüíûõ òåíçîðîâ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé îð-

òîãîíàëüíîé ãðóïïîé. Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûõ òåíçîðîâ

íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé è ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé

ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû.

Èç îïðåäåëåíèÿ îðòîãîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îíî ïåðå-

âîäèò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ek â îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e′k. Åñëè

îáà áàçèñà èçâåñòíû, òî îðòîãîíàëüíûé òåíçîð, ïåðåâîäÿùèé îäèí áàçèñ
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â äðóãîé, ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Q = e′kek = e′1e1 + e′2e2 + e′3e3. (1.25)

Ïðèâåäåì ôîðìóëû ñ îðòîãîíàëüíûì òåíçîðîì.

Ïåðâàÿ ôîðìóëà

(Q · a)× (Q · b) = (det Q)Q · (a× b) (1.26)

ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1.17), ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Q−T = Q.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ôîðìóëû

Q · (a×QT ) = Q · (a× E) ·QT = det Q(Q · a)× E (1.27)

ïåðåïèøåì ôîðìóëó (1.26) â âèäå

((Q · a)× E) ·Q · b = (det Q)Q · (a× E) · b.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà b ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

det(Q) ((Q · a)× E) ·Q = Q · (a× E).

Îòêóäà, ïîñëå óìíîæåíèÿ îáîèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà ñïðàâà íà QT , ñëåäóåò

(1.27).

Òðåòüÿ ôîðìóëà

(Q× a) ·QT = Q · (E× a) ·QT = det Q(Q · a)× E

äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äëÿ âûâîäà ÷åòâåðòîé ôîðìóëû

tr (Q) = tr (QT ) = tr (Q−1) =
I2(Q)

I3(Q)
= ±I2(Q)

áûëî èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå (1.21).
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1.3.1. Òåíçîð ïîâîðîòà

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå äåéñòâèå òåíçîðà ïîâîðîòà, çàïèñàííîãî ÷åðåç

èñõîäíûé è ïîâåðíóòûé áàçèñû (1.25), íà âåêòîð a:

a′ = P · a = (e′kek) · (emam) = ame′m. (1.28)

Èç (1.28) âèäíî, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà a′ â íîâîì áàçèñå èìåþò òå

æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è êîîðäèíàòû èñõîäíîãî âåêòîðà â ñòàðîì, ò. å. äëèíà

âåêòîðà íå èçìåíèëàñü. Âåêòîð a′ áóäåì íàçûâàòü ïîâåðíóòûì âåêòîðîì.

Ïî àíàëîãèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì ïîâåðíóòûé òåíçîð îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì:

A′ = a′b′ + · · ·+ c′d′ = (P · a)(P · b) + · · ·+ (P · c)(P · d) =

= P · (ab + · · ·+ cd) ·PT = P ·A ·PT

èëè A′ = (e′kek) · (Amnemen) · (e′ses)
T = Akse

′
ke
′
s.

Òåðìèí ¾ïîâåðíóòûé òåíçîð¿ ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà òåíçîðû

áîëåå âûñîêîãî ðàíãà

A′ = a′ . . . b′+ · · ·+ c′ . . .d′ = (P · a) . . . (P · b) + · · ·+ (P · c) . . . (P · d).

Èíâàðèàíòíóþ (íå ñâÿçàííóþ ñ âûáîðîì áàçèñà) ôîðìó çàïèñè òåí-

çîðà ïîâîðîòà äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à Ý é ë å ð à [4]. Ïðîèçâîëüíûé òåíçîð ïîâîðîòà P,

îòëè÷íûé îò E, äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå:

P = (1− cos θ)mm + cos θE + sin θm× E, −π < θ < π, (1.29)

ãäå åäèíè÷íûé âåêòîð m ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíûì âåêòîðîì òåíçîðà P

è îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ â ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåìóþ îñüþ ïîâîðîòà; θ

íàçûâàåòñÿ óãëîì ïîâîðîòà è ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ïîâî-

ðîò ïðè âçãëÿäå ñ êîíöà âåêòîðà m ïðîèñõîäèò ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé

ñòðåëêè.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ

äëÿ êàæäîãî òåíçîðà ïîâîðîòà åäèíñòâåííîãî íåïîäâèæíîãî âåêòîðà.

Íåïîäâèæíûé âåêòîð � âåêòîð, ñîõðàíÿþùèé ñâîå íàïðàâëåíèå ïðè ïî-

âîðîòå ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ:

P ·m = m èëè (P− E) ·m = o. (1.30)

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð m ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé. Óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû: det(P − E) = 0. Äëÿ

ïðîâåðêè ýòîãî óñëîâèÿ âûïîëíèì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

det(P− E) = det(P · (E−PT )) = det(E−PT ) =

= det(−E · (P− E)) = − det(P− E),

÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè det(P−E) = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïîäâèæíûé

âåêòîð ñóùåñòâóåò.

Èç (1.30) ñëåäóåò, ÷òî åñëè m ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ, òî ïðî-

òèâîïîëîæíûé âåêòîð −m òàêæå óäîâëåòâîðÿåò (1.30). Îäíàêî îáà ýòè

âåêòîðà ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå � îñè ïî-

âîðîòà. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî êàæäîìó P, îòëè÷íîìó îò E, ñîîòâåòñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ îñü ïîâîðîòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà âåêòîðà

m è m1, èìåþùèõ ðàçíîå íàïðàâëåíèå è óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.30). Òîãäà

âåêòîð m2 = m×m1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíûì âåêòîðîì. Äåéñòâè-

òåëüíî, ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.26),

(P ·m)× (P ·m1) = P · (m×m1), (det P = 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó m è m1 � íåïîäâèæíûå âåêòîðû:

m×m1 = P · (m×m1).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîð m3 = m1 ×m2

òàêæå áóäåò íåïîäâèæíûì âåêòîðîì äëÿ P. Òðîéêà âåêòîðîâ mk îáðà-

çóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, êîòîðûé ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ñîîòâåòñòâó-

þùåì òåíçîðó P ïîâîðîòå (m′k = mk). Òîãäà, ñîãëàñíî (1.25), òåíçîð
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ïîâîðîòà áóäåò ðàâíÿòüñÿ åäèíè÷íîìó òåíçîðó:

P = m′kmk = mkmk = E,

ò. å. òåíçîð ïîâîðîòà ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî íåïîäâèæíîãî âåêòîðà

òîëüêî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîâîðîòà.

Ðèñ. 3. Èñõîäíûé è ïîâåðíóòûé áàçèñû

Èòàê, òåíçîð P èìååò îäèí íåïîäâèæíûé âåêòîð m. Âîçüìåì åãî

â êà÷åñòâå îäíîãî èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ (e1, e2, e3 = m). Òîãäà òåíçîð

ïîâîðîòà ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

P = e′1e1 + e′2e2 + mm, (1.31)

ïðè÷åì âåêòîðû e1, e2 è e′1, e′2 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïîñêîëüêó îíè

îðòîãîíàëüíû îäíîìó è òîìó æå âåêòîðó m (ðèñ. 3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ

óãîë ìåæäó âåêòîðàìè e1 è e′1 è çàïèøåì ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ ïîâåðíó-

òîãî áàçèñà ïî èñõîäíîìó:

e′1 = cos θ e1 + sin θ e2; e′2 = − sin θ e1 + cos θ e2; −π < θ < π.

Ïðè ýòîì ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèÿì θ ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèå ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè ïðè âçãëÿäå ñ êîíöà âåêòîðà m. Çàìåíà m íà−m âëå÷åò

çà ñîáîé çàìåíó θ íà −θ.
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Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ e′1, e′2 â (1.31), ïðèáàâèâ è îòíÿâ cos θmm,

ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå Ýéëåðà:

P = mm + cos θ (e1e1 + e2e2) + sin θ (e2e1 − e1e2)± cos θmm =

= (1− cos θ)mm + cos θE + sin θm× E.

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî E = e1e1 + e2e2 + mm è, ñîîòâåòñòâåííî, m × E =

e2e1 − e1e2. Îòìåòèì, ÷òî âûáîð ïðîòèâîïîëîæíîãî íàïðàâëåíèÿ äëÿ

íåïîäâèæíîãî âåêòîðà íå ìåíÿåò âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðà ïîâîðîòà, ïî-

ñêîëüêó çíàê θ ïðè ýòîì òàêæå ìåíÿåòñÿ. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü äåéñòâèå òåíçîðà ïîâîðîòà (1.29) íà âåêòîð a.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî âåêòîð a ïåðïåíäèêóëÿðåí m. Òîãäà

a′ = P · a = cos θ a + sin θm× a.

Ýòà ñèòóàöèÿ ïîêàçàíà íà ëåâîé ÷àñòè pèñ. 4.

Ðèñ. 4. Ïîâîðîò âåêòîðà a âîêðóã îñè m.

Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ðàçëîæèì íà äâå ñîñòàâëÿþùèå � íàïðàâ-

ëåííóþ ïî îñè ïîâîðîòà am è ëåæàùóþ â îðòîãîíàëüíîé åé ïëîñêîñòè a⊥,

êàê èçîáðàæåíî íà ïðàâîé ÷àñòè pèñ. 4. Ïðè ïîâîðîòå âîêðóã âåêòîðà m

ñîñòàâëÿþùàÿ am íå èçìåíèòñÿ, à a⊥ ïîâåðíåòñÿ íà óãîë θ â ïåðïåíäèêó-

ëÿðíîé m ïëîñêîñòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî θ ýòî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

a⊥ è a′⊥, à íå ìåæäó èñõîäíûì è ïîâåðíóòûì âåêòîðàìè.
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Òåîðåìà Ýéëåðà äàåò ïðîñòîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ óãëà ïîâîðîòà θ

è íåïîäâèæíîãî âåêòîðà m ïî èçâåñòíîìó òåíçîðó ïîâîðîòà. Äëÿ ýòîãî

âû÷èñëèì ñëåä è âåêòîðíûé èíâàðèàíò îò ïðåäñòàâëåíèÿ (1.29):

tr P = 1 + 2 cos θ, P× = −2 sin θm.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü óãîë ïîâîðîòà, à âòîðîå ïðè èç-

âåñòíîì óãëå ïîâîðîòà îïðåäåëÿåò îñü ïîâîðîòà.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç òåîðåìû Ýéëåðà ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð ïîâîðîòà

ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí, åñëè çàäàíû òðè íåçàâèñèìûå ñêàëÿðíûå âåëè÷è-

íû � óãîë ïîâîðîòà è äâà óãëà, îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå m îòíîñè-

òåëüíî êàêîãî-ëèáî âûáðàííîãî áàçèñà (|m| = 1), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îäíî-

çíà÷íîìó îïðåäåëåíèþ âåêòîðà. Òàêèì îáðàçîì, ïîâîðîò â ïðîñòðàíñòâå

ìîæíî çàäàâàòü àêñèàëüíûì âåêòîðîì ïîâîðîòà

θ = θm. (1.32)

Ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ àêñèàëüíûì, ïîñêîëüêó ïîâîðîòó ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè ïðè âçãëÿäå ñ êîíöà m â ïðàâî îðèåíòèðîâàííîé ñèñòåìå îòñ÷å-

òà ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ θ, à â ëåâî îðèåíòèðîâàííîé

ñèñòåìå îòñ÷åòà � îòðèöàòåëüíûå.

Âûðàçèâ èç (1.32) âåêòîð m è ïîäñòàâèâ åãî â ïðåäñòàâëåíèå Ýéëåðà,

ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà ïîâîðîòà ÷åðåç θ:

P(θ) =
1− cos θ

θ2
θθ+ cos θE +

sin θ

θ
θ× E. (1.33)

Ïîñìîòðèì, êàê òåíçîð ïîâîðîòà P(θ) äåéñòâóåò íà âåêòîð a:

a′ = P(θ) · a =
1− cos θ

θ2
θ(θ · a) + cos θ a +

sin θ

θ
θ× a.

Ïîñêîëüêó θ× (θ× a) = θ(θ · a)− θ2a, òî âûðàæåíèå äëÿ ïîâåðíóòîãî
âåêòîðà ìîæíî óïðîñòèòü:

a′ = a +
1− cos θ

θ2
θ× (θ× a) +

sin θ

θ
θ× a.
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Â ïðèëîæåíèÿõ òàêæå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ïîâîðîòà

÷åðåç ëîãàðèôìè÷åñêèé òåíçîð ïîâîðîòà:

R = θ× E = E× θ. (1.34)

Êàê ñëåäóåò èç åãî îïðåäåëåíèÿ, ëîãàðèôìè÷åñêèé òåíçîð ïîâîðîòà ÿâ-

ëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì, à åãî êâàäðàò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

âåêòîð ïîâîðîòà:

R2 = (θ× E) · (θ× E) = θ× E× θ = θθ− θ2 E.

Âûðàçèâ îòñþäà θθ = R2 + θ2 E è ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (1.33),

ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà ïîâîðîòà ÷åðåç ëîãàðèôìè÷åñêèé òåíçîð

ïîâîðîòà:

P(R) = E +
sin θ

θ
R +

1− cos θ

θ2
R2.

Íîðìà ëîãàðèôìè÷åñêîãî òåíçîðà ïîâîðîòà õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó

ïîâîðîòà. Äåéñòâèòåëüíî:

||R|| =
√

R�R =
√

R ··RT =
√
−tr (R2) =

√
2 |θ|.

Îòìåòèì, ÷òî íîðìà òåíçîðà ïîâîðîòà:

||P|| =
√

tr (P ·PT ) =
√

tr E =
√

3

ïîñòîÿííà è íèêàê íå ñâÿçàíà ñ âåëè÷èíîé ïîâîðîòà.

Ò å î ð å ì à î ë î ã à ð è ô ì è ÷ å ñ ê î ì ò å í ç î ð

å ï î â î ð î ò à [4]. Òåíçîð ïîâîðîòà ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé ýêñïîíåíòîé

îò ëîãàðèôìè÷åñêîãî òåíçîðà ïîâîðîòà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîâåäåì ðàçäåëåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðíîé

ýêñïîíåíòû (1.23) íà ñóììû ïî ÷åòíûì è íå÷åòíûì ñòåïåíÿì R

eR =
∞∑
k=0

1

k!
Rk = E +

∞∑
k=0

1

(2k + 1)!
R2k+1 +

∞∑
k=1

1

(2k)!
R2k

è âû÷èñëèì ñòåïåíè Rk. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èç ôîðìóëû (1.34) ñëåäóåò, ÷òî

θ ·R = o, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

R2 = θθ− θ2E; R3 = R2 ·R = (θθ− θ2E) ·R = −θ2E;
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R4 = R4 ·R = −θ2R; R5 = R4 ·R = θ4R è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì,

R2k+1 = (−θ2)k R, R2k = (−θ2)k−1 R2.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â òåíçîðíóþ ýêñïîíåíòó è ó÷èòûâàÿ èçâåñò-

íûå ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííûå ðÿäû

sin θ

θ
=

∞∑
k=0

(−θ2)k

(2k + 1)!
;

1− cos θ

θ2
=

∞∑
k=1

(−θ2)k−1

(2k)!
,

ïîëó÷èì, ÷òî

eR = E +
sin θ

θ
R +

1− cos θ

θ2
R2 = P(R). �

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà âåêòîð ïîâîðîòà

ìàë |θ| � 1, ïðè ýòîì íîðìà R òàêæå ìàëà, è â ðàçëîæåíèè òåíçîðíîé

ýêñïîíåíòû ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî ëèíåéíîå ñëàãàåìîå

P = E + R = E + θ× E.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ìàëûõ ïîâîðîòîâ cos θ ≈ 1 è sin θ ≈ θ, âûðàæåíèå
äëÿ ïîâåðíóòîãî âåêòîðà òàêæå óïðîùàåòñÿ

a′ = P · a = a + θ× a.

1.3.2. Ïðîåêòîðû è òåíçîðû îòðàæåíèé

Î ï ð å ä å ë å í è å. Òåíçîð Π, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ëèíåéíûé îïå-

ðàòîð â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ, íàçûâàåòñÿ ïðîåêòîðîì, åñëè âûïîëíåíû

óñëîâèÿ:

Π = ΠT , Π ·Π = Π.
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Ïðèìåðàìè ïðîåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ òåíçîðû

nn, mm + nn,

ãäå n è m � åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ òàêèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a áóäåò ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà ïðÿìóþ, íàòÿíó-

òóþ íà âåêòîð n. Âî âòîðîì ñëó÷àå � ïðîåêöèÿ a íà ïëîñêîñòü, íàòÿíó-

òóþ íà âåêòîðû n è m.

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà a íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ âåêòîðó n,

ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ íà âåêòîð a òåíçîðà âèäà Π = E−nn

(pèñ. 5):

Π · a = a− |an|n = a− an = ã.

Ðèñ. 5. Îòðàæåíèå âåêòîðà a îò ïëîñêîñòè è åãî ïðîåêöèÿ íà ýòó ïëîñêîñòü

Î ï ð å ä å ë å í è å. Òåíçîðîì îòðàæåíèÿ îò ïëîñêîñòè, ïåðïåíäè-

êóëÿðíîé âåêòîðó n, ÿâëÿåòñÿ òåíçîð

Q = E− 2nn.

Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ýòîãî òåíçîðà íà âåêòîð a

Q · a = a− 2an = ã + an − 2an = ã− an

48



ïðîåêöèè èñõîäíîãî è îòðàæåííîãî âåêòîðîâ íà ýòó ïëîñêîñòü ñîâïàäàþò,

à ïðîåêöèè ýòèõ âåêòîðîâ íà âåêòîð n ðàâíû ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæ-

íû ïî íàïðàâëåíèþ (pèñ. 5). Òåíçîð Q íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì çåðêàëüíîãî

îòðàæåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûì òåíçîðîì.

1.4. Ðàçëîæåíèÿ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà

1.4.1. Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå òåíçîða

Äåéñòâèå òåíçîðà íà âåêòîð ïðèâîäèò ê ïîâîðîòó èñõîäíîãî âåêòîðà

è èçìåíåíèþ åãî äëèíû. Îäíàêî äëÿ êàæäîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ñó-

ùåñòâóþò òàêèå âåêòîðû, äåéñòâèå òåíçîðà íà êîòîðûå ñâîäèòñÿ òîëüêî

ê èçìåíåíèþ èõ äëèíû, ò. å.

A · e = λe. (1.35)

Òàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè òåíçîðà A, à

÷èñëà λ � ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè èëè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè òåí-

çîðà A. Ïîñêîëüêó íàðÿäó ñ âåêòîðîì e ðàâåíñòâó (1.35) óäîâëåòâîðÿåò

ëþáîé âåêòîð αe, òî äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî e � åäèíè÷íûé

âåêòîð.

Çàìåíÿÿ âåêòîð e âûðàæåíèåì E · e è ïåðåíåñÿ åãî â ëåâóþ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

(A− λE) · e = o. (1.36)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êî-

òîðàÿ èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îïðå-

äåëèòåëü ðàâåí íóëþ, ò. å. det(A− λE) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ

òåíçîðà A. Â ðàçâåðíóòîì âèäå ýòî óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè îòíîñè-

òåëüíî íåèçâåñòíîé λ:

−λ3 + I1λ
2 − I2λ+ I3 = 0, (1.37)
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ãäå Ii � ãëàâíûå èíâàðèàíòû òåíçîðà A, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

(1.20). Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1.37) ïðèâåäåíî, íàïðè-

ìåð, â [16].

Êàê ëþáîå óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè, óðàâíåíèå (1.37) èìååò òðè

êîðíÿ λk, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ òàêæå ãëàâíûìè çíà÷åíèÿìè òåíçîðà A.

Êàæäîìó ãëàâíîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñâîå ãëàâíîå íàïðàâëåíèå

ek, îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì (1.36).

Ò å î ð å ì à. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âå-

ùåñòâåííû, à ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû.

Äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

óðàâíåíèå (1.37) èìååò îäèí âåùåñòâåííûé è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ

êîðíÿ: λ1 è λ2 = λ̄1. Èì ñîîòâåòñòâóþò êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû: e1 è e2 = ē1. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà A · e1 =

λ1e1 ñêàëÿðíî íà ē1:

λ1 =
(A · e1) · ē1

e1 · ē1
.

Çíàìåíàòåëü ýòîãî âûðàæåíèÿ e1 · ē1 = |e|2 � ïîëîæèòåëüíûé. Äëÿ âå-

ùåñòâåííîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà A ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà

ðàâåíñòâ:

(A · e1) · ē1 = (A · e1) · e1 = e1 · (A · e1) = (A · e1) · ē1,

ãäå èñïîëüçîâàíî, ÷òî

(A · x) · ȳ = x · (A · y).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî λ1 = λ̄1, ò. å. λ1 � âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèì-

ìåòðè÷íîãî òåíçîðà � âåùåñòâåííû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû ðàññìîòðèì äâà ðàçëè÷-

íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà λm 6= λn è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåê-

òîðû:

A · em = λmem, A · en = λnen.
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Óìíîæèâ ïåðâîå èç ðàâåíñòâ ñêàëÿðíî íà en, âòîðîå íà em, è, âû÷èòàÿ

îäíî èç äðóãîãî, ïîëó÷èì, ÷òî

(λm − λn)em · en = en ·A · em − em ·A · en = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

em · en = 0, (1.38)

ò. å. íàïðàâëåíèÿ em è en îðòîãîíàëüíû. �

Èç ôîðìóëû (1.38) òàêæå ñëåäóåò åùå îäíî ñâîéñòâî ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, èçâåñòíîå,

êàê îáîáùåííàÿ îðòîãîíàëüíîñòü

em ·A · en = 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàçëè÷íû, òî ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ

ãëàâíûì áàçèñîì òåíçîðà. Çàïèøåì êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå òåíçî-

ðà A â ýòîì áàçèñå: A = Amnemen. Ïîñêîëüêó en ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì

âåêòîðîì, òî A · en = λnen è, ñëåäîâàòåëüíî,

Amn = em ·A · en = λnem · en = λnδmn.

Òî åñòü êîîðäèíàòû òåíçîðà A â ãëàâíîì áàçèñå îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî

äëÿ äèàä ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè, à äèàäíîå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ÷ëåíà

A = λ1e1e1 + λ2e2e2 + λ3e3e3. (1.39)

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íîñèò íàçâàíèå ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ñèì-

ìåòðè÷íîãî òåíçîðà.

Åñëè äâà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ñîâïàäàþò (λ1 = λ2 = λ 6= λ3), òî

ëþáîé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé e3, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ A. Ìíî-

æåñòâî ýòèõ âåêòîðîâ îáðàçóåò ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíóþ e3. Òîãäà ìû

ìîæåì âûáðàòü â êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ e1 è e2 ëþáóþ ïàðó
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îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðåäñòàâëåíèå (1.39) äëÿ

ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ñ ïàðíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïðèíèìàåò

âèä

A = λ3e3e3 + λ(E− e3e3).

Åñëè âñå òðè ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ðàâíû ìåæäó ñîáîé λ1 = λ2 = λ3 = λ,

òî A = λE è ëþáîé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì òåíçîðà A.

Ó ò â å ð æ ä å í è å. Ëþáîå îðòîãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿ-

åò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà è ïîâîðà÷èâàåò/îòðàæàåò åãî ãëàâíûå

îñè. Ïîêàæåì, ÷òî e′k = Q·ek ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè òåíçîðà

A′ = Q ·A ·QT . Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ÷òî A · ek = λkek (íå ñóììè-

ðîâàòü ïî k), ïîëó÷èì

A′ · e′k =
(
Q ·A ·QT

)
· (Q · ek) = Q ·A ·QT ·Q · ek =

= Q · (A · ek) = Q · (λkek) = λk (Q · ek) = λke
′
k.

Â íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ îáðàòíîå óòâåð-

æäåíèå: äâà ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðà ñ îäèíàêîâûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñ-

ëàìè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîâîðîòîì.

Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî âû÷èñëÿòü ñòåïåíè òåí-

çîðà An äëÿ öåëûõ n:

A2 =
3∑

i=1

λieiei ·
3∑

j=1

λjejej =
3∑

i,j=1

λiλjeieiδij =
3∑

i=1

λ2ieiei.

Cõîæèì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

An =
3∑

i=1

λni eiei, A−n =
3∑

i=1

1

λni
eiei.

Â çàêëþ÷åíèå âûïèøåì ïðåäñòàâëåíèå ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçî-
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ðà ÷åðåç åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

I1(A) = tr A =
3∑

i=1

λiei · ei = λ1 + λ2 + λ3;

I2(A) =
1

2

(
tr 2A− tr A2

)
=

1

2

(
(λ1 + λ2 + λ3)

2 − λ21 − λ22 − λ23
)

=

= λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3;

I3(A) = det A = λ1λ2λ3.

1.4.2. Ðàçëîæåíèå òåíçîðà íà øàðîâóþ ÷àñòü è äåâèàòîð

Ïóñòü òåíçîð A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Âîñïîëüçóåìñÿ ñïåêòðàëü-

íûì ðàçëîæåíèåì òåíçîðà A è çàïèøåì åãî äâîéíóþ ñâåðòêó ñ ïðîèç-

âîëüíûì âåêòîðîì x:

x ·A · x = λmx
2
m,

ãäå xm � ïðîåêöèè x íà ãëàâíûå îñè òåíçîðà A. Ðàññìîòðèì òåïåðü â

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà

λmx
2
m = ±1. (1.40)

Åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà λm èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî óðàâíåíèå (1.40)

îïèñûâàåò ïàðó ñîïðÿæåííûõ ãèïåðáîëîèäîâ. Åñëè çíàêè ñîáñòâåííûõ

÷èñåë ñîâïàäàþò, òî (1.40) îïðåäåëÿåò ïîâåðõíîñòü ýëëèïñîèäà. Ïðè ýòîì

òåíçîðó ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ñîîòâåòñòâóåò ýë-

ëèïñîèä âðàùåíèÿ, à ñ òðåõêðàòíûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì � ñôåðà. Ïî-

ñëåäíåå ñâîéñòâî îáúÿñíÿåò ñëåäóþùåå

Î ï ð å ä å ë å í è å. Òåíçîð âèäà λE íàçûâàåòñÿ øàðîâûì òåíçîðîì.

Ëþáîìó òåíçîðó A ìîæíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü øàðîâîé òåíçîð

ïî ïðàâèëó

Ab =
1

3
tr A E.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Äåâèàòîðîì òåíçîðà íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü

ìåæäó òåíçîðîì è åãî øàðîâîé ÷àñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíûé
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òåíçîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ íà øàðîâóþ ÷àñòü è äåâèà-

òîð:

A = I1(A)/3 E + dev A.

Èñïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå äåâèàòîðà, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

ãëàâíûå îñè äåâèàòîðà è èñõîäíîãî òåíçîðà ñîâïàäàþò, à ñîáñòâåííûå

÷èñëà äåâèàòîðà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñîáñòâåííûå ÷èñëà èñõîäíîãî òåíçî-

ðà:

dk = λk − I1(A)/3.

Âû÷èñëèì ãëàâíûå èíâàðèàíòû äåâèàòîðà:

I1 (dev A) = E ·· dev A = E ··
(

A− I1
3

E

)
= I1(A)− I1(A) = 0;

I2 (dev A) =
1

2

(
I21(dev A)− I1((dev A)2)

)
= −1

2
dev A ·· dev A =

= −1

2

(
d21 + d22 + d23

)
= −1

6

(
(λ1 − λ2)2 + (λ2 − λ3)2 + (λ3 − λ1)2

)
≤ 0;

I3 (dev A) = d1d2d3.

Ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâîãî èíâàðèàíòà ÿâëÿåòñÿ îòëè÷èòåëüíîé îñî-

áåííîñòüþ äåâèàòîðà, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî äåâèàòîð îò äåâèàòîðà ðàâåí

ñàìîìó äåâèàòîðó. Òàêæå, ïîñêîëüêó ïåðâûé èíâàðèàíò àíòèñèììåòðè÷-

íîãî òåíçîðà ðàâåí íóëþ, ðàññìîòðåíèå åãî äåâèàòîðà òåðÿåò ñìûñë:

dev A = A, (AT = −A).

Â ïðèìåíåíèè ê äåâèàòîðó òåîðåìà Êýëè�Ãàìèëüòîíà èìååò âèä:

(dev A)3 + I2(dev A) dev A− I3(dev A)E = 0,

èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
I3(dev A) =

1

3
I1((dev A)3).

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ïðèâåäåì åùå îäíó ïîëåçíóþ ôîð-

ìóëó äëÿ äâîéíîé ñâåðòêè òåíçîðîâ:

A ··B =
1

3
I1(A)I1(B) + dev(A) ·· dev(B).
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1.4.3. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà íàçû-

âàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a 6= 0

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî a ·A · a > 0.

Èñïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå òåíçîðà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ñèììåòðè÷íûé òåíçîð A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû:

a ·A · a = a ·

(
3∑

k=1

λkekek

)
· a = a2kλk.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî òåíçîðà ìîæíî îïðåäåëèòü äðîá-

íûå ñòåïåíè òåíçîðà:

Aα = λα1m1m1 + λα2m2m2 + λα3m3m3.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â äðîáíóþ ñòåïåíü è èçâëå÷åíèå

êâàäðàòíîãî êîðíÿ íå ýêâèâàëåíòíû. Ïîä êîðíåì èç òåíçîðà ïîíèìàåòñÿ

îäíî èç ðåøåíèé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ X2 = A. Åñëè òåíçîð A ñèì-

ìåòðè÷íûé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé, òî òåíçîð âèäà

X = ±λα1m1m1 ± λα2m2m2 ± λα3m3m3

áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì ïðè ëþáîé êîìáèíàöèè çíàêîâ, è òîëüêî â îä-

íîì ñëó÷àå îí áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì.

Ó ò â å ð æ ä å í è å. Åñëè òåíçîð A íåâûðîæäåííûé, òî òåíçîð

A ·AT ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì.

Ñèììåòðèÿ ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

(A ·AT )T = (AT )T ·AT = A ·AT .

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè íà÷íåì ñ îïðåäåëå-

íèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë òåíçîðà A ·AT :

(A ·AT ) · x = λx.
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Âûðàçèì îòñþäà λ ïðè ïîìîùè ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ íà x ñëåâà

λ =
x · (A ·AT ) · x

|x|2
.

×èñëèòåëü ýòîãî âûðàæåíèÿ ïîëîæèòåëüíûé, ïîñêîëüêó

x · (A ·AT ) · x = (x ·A) · (AT · x) = (x ·A) · (x ·A) = |x ·A|2.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà òåíçîðà A · AT ïîëîæèòåëüíû,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî òåíçîð A ·AT ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé.

Äëÿ íåâûðîæäåííûõ íåñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à î ï î ë ÿ ð í î ì ð à ç ë î æ å í è è. Ëþáîé íåâûðîæ-

äåííûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà A åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â

âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî ñèììåòðè÷íîãî òåí-

çîðà è îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå ëåâîãî ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ A = V · Q, è ïðàâîãî ïîëÿðíîãî

ðàçëîæåíèÿ A = Q ·U.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó òåíçîð A ·AT ñèììåòðè÷íûé,

òî åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

A ·AT = λ1e1e1 + λ2e2e2 + λ3e3e3.

Èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè A · AT ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì

ââåñòè òåíçîð

V =
(
A ·AT

)1/2
= λ

1/2
1 e1e1 + λ

1/2
2 e2e2 + λ

1/2
3 e3e3.

Äëÿ òåíçîðà V ëåãêî íàõîäèòñÿ îáðàòíûé òåíçîð:

V−1 =
1

λ
1/2
1

e1e1 +
1

λ
1/2
2

e2e2 +
1

λ
1/2
3

e3e3.

Òåíçîð Q íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Q = V−1 ·A.
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Ïðîâåðèì, ÷òî ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì òåíçîð Q äåéñòâèòåëüíî

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì òåíçîðîì:

Q ·QT = (V−1 ·A) · (AT ·V−T ) = V−1 · (A ·AT ) ·V−1 =

= V−1 ·V2 ·V−1 = E.

Ïîêàæåì òåïåðü åäèíñòâåííîñòü ïîäîáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïóñòü

A = V′ ·Q′ äðóãîå ëåâîå ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå òåíçîðà A. Âû÷èñëèì

A ·AT = V′ ·Q′ · (V′ ·Q′)T = V′ ·Q′ ·Q′T ·V′ = V′2.

Òî åñòü òåíçîð V′ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûì êîðíåì èç òåí-

çîðà A · AT , íî òàêîé êîðåíü ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Òàêèì îáðàçîì

V′ = V. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Q′ = V′−1 ·A = Q.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâîãî ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïðèìåíèì ëåâîå ïî-

ëÿðíîå ðàçëîæåíèå ê òåíçîðó AT : AT = U · Qu, ãäå U =
(
AT ·A

)1/2
.

Òðàíñïîíèðóåì ýòî ðàâåíñòâî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî U � ñèììåòðè÷íûé ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåííûé òåíçîð, è ïîëó÷èì

A = QT
u ·U = QT

u ·U · (Qu ·QT
u ) = (QT

u ·U ·Qu) ·QT
u . (1.41)

Òåíçîð QT
u ·U ·Qu òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì è ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííûì, ïîñêîëüêó

(QT
u ·U ·Qu)T = QT

u ·UT ·Qu = QT
u ·U ·Qu;

a ·QT
u ·U ·Qu · a = a′ ·U · a′ ≥ 0, a′ = Qu · a = a ·QT

u .

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (1.41) � ýòî ëåâîå ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå

òåíçîðà A. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, íàõîäèì:

QT
u = Q, V = QT

u ·U ·Qu = Q ·U ·Q, U = QT ·V ·Q.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî:

U = λ
1/2
1 e′1e

′
1 + λ

1/2
2 e′2e

′
2 + λ

1/2
3 e′3e

′
3, e′i = Q · ei,
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ò. å. ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òåíçîðîâ U è V ðàâíû, à ñîáñòâåííûå âåêòîðû

ïîâåðíóòû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà òåíçîðîì ïîâîðîòà Q. �

Â ñëó÷àå, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì, òî

V = U = (A ·A)1/2 = |λA1 |eA
1 eA

1 + |λA2 |eA
2 eA

2 + |λA3 |eA
3 eA

3 ,

ãäå λAi è eA
i � ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû òåíçîðà A.

Òàêèì îáðàçîì, òåíçîðû U è V ñîâïàäàþò ñ A, åñëè îí ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåí. Â ñâîþ î÷åðåäü,

Q = V−1 ·A =
3∑

k=1

1

|λAk |
eA
k eA

k ·
3∑

s=1

λAs eA
s eA

s =
3∑

k=1

sign(λk)e
A
k eA

k .

1.5. Òåíçîðû âûñøèõ ðàíãîâ

1.5.1. Îñíîâíûå äåéñòâèÿ ñ òåíçîðàìè

1. Òåíçîðíîå óìíîæåíèå.

Â îòëè÷èå îò ñëîæåíèÿ òåíçîðîâ, ýòî äåéñòâèå ñîâåðøàåòñÿ ñ ïðîèç-

âîëüíûìè òåíçîðàìè, íå îáÿçàòåëüíî èìåþùèìè îäèíàêîâûé ðàíã:

kA = An1...nk
en1

. . . enk
∈ Tk, pB = Bm1...mp

em1
. . . emp

∈ Tp,
kA pB = An1...nk

Bm1...mp
en1

. . . enk
em1

. . . emp
∈ Tk+p.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà òåíçîðîâ àññîöèàòèâ-

íî

(kA pB) qC = kA (pB qC).

2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíî òîëüêî äëÿ òåíçîðîâ îäíîãî

ðàíãà. Ðåçóëüòàòîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿð.

kA� kB =
3k−1∑
n=1

an1
an2

. . . ank
�

3k−1∑
m=1

bm1
bm2

. . .bmk
=

=
3k−1∑

m,n=1

(an1
· bm1

)(an2
· bm2

) . . . (ank
· bmk

).
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3. Ïåðåñòàíîâêîé T(i,j) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ

Tk â Tk è ñîñòîÿùàÿ âî âçàèìíîé ïåðåñòàíîâêå â êàæäîé k-àäå âåêòîðîâ,

ñòîÿùèõ íà i-ì è j-ì ìåñòàõ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, â ïåðåñòàíîâêå i-ãî

è j-ãî áàçèñíîãî âåêòîðà â ïîëèáàçèñå òåíçîðà A:

kATi,j =

3k−1∑
n=1

an1
an2

. . . ani
. . . anj

. . . ank

T

(i,j)

=

=

3k−1∑
n=1

an1
an2

. . . anj
. . . ani

. . . ank

 .

Äëÿ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà âîçìîæíà òîëüêî îäíà ïåðåñòàíîâêà �

òðàíñïîíèðîâàíèå òåíçîðà.

4. Ñâåðòûâàíèåì tr i,j íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ïîíèæàþùàÿ

ðàíã òåíçîðà íà 2, è ñîñòîÿùàÿ â ñêàëÿðíîì óìíîæåíèè âåêòîðîâ, ñòîÿ-

ùèõ íà i-ì è j-ì ìåñòàõ â êàæäîé k-àäå:

tr i,j(
kA) = tr i,j

3k−1∑
n=1

an1
. . . ani

. . . anj
. . . ank

 =

=
3k−1∑
n=1

(ani
· anj

)an1
. . . ani−1ani+1

. . . anj−1anj+1
. . . ank

.

5. Âíóòðåííåå óìíîæåíèå íà âåêòîð ïîíèæàåò ðàíã òåíçîðà íà åäè-

íèöó è ñîñòîèò â ñêàëÿðíîì óìíîæåíèè âåêòîðà íà m-é âåêòîð â êàæäîé

k-àäå:
kA m· c = (An1...nk

en1
. . . enm

. . . enk
) m· c =

= An1...nk
(enm

· c)en1
. . . enm−1enm+1

. . . enk
.

Åñëè âåêòîð óìíîæàåòñÿ íà ïåðâûé èëè ïîñëåäíèé áàçèñíûé âåêòîð, èí-

äåêñ íàä çíàêîì ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ îïóñêàåòñÿ:

kAk· c = kA· c; kA 1· c = c ·kA.

59



6. Âíóòðåííåå óìíîæåíèå òåíçîðîâ:

kA
s·
q
pB = (An1...nk

en1
. . . ens

. . . enk
)
s·
q

(
Bm1...mp

em1
. . . emq

. . . emp

)
=

= An1...nk
Bm1...mp

(ens
· emq

)en1
. . . ens−1ens+1

. . . enk
em1

. . . enm−1enm+1
. . . emp

.

Â ýòîé îïåðàöèè s-é áàçèñíûé âåêòîð ïîëèáàçèñà kA (1 ≤ s ≤ k) ñêà-

ëÿðíî óìíîæàåòñÿ íà q-é áàçèñíûé âåêòîð ïîëèáàçèñà pB (1 ≤ q ≤ p).

Òî åñòü âåðõíèé èíäåêñ îòíîñèòñÿ ê ïåðâîìó ñîìíîæèòåëþ, à íèæíèé �

êî âòîðîìó. Åñëè ïåðåìíîæàþòñÿ ñîñåäíèå áàçèñíûå âåêòîðû ó kA è pB

(ïîñëåäíèé âåêòîð â kA è ïåðâûé âåêòîð â pB), òî èíäåêñû íàä çíàêîì

ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ íå ñòàâÿòñÿ:

kA
k·
1
pB ≡ kA · pB.

Ðåçóëüòàòîì âíóòðåííåãî óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ ÿâëÿåòñÿ òåíçîð ðàí-

ãà k + p− 2.

Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü ââåäåíû è ìíîãîêðàòíûå âíóòðåííèå óìíî-

æåíèÿ òåíçîðîâ. Íàïðèìåð, m-êðàòíîå óìíîæåíèå:

kA
s1·
q1 · · ·

sm·
qm

pB, m ≤ k, m ≤ p.

Åñëè ñêàëÿðíî ïîñëåäîâàòåëüíî óìíîæàþòñÿ ñîñåäíèå âåêòîðà â kA

è pB, òî èíäåêñû íàä çíàêîì ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ îïóñêàþòñÿ:

kA
k −m
·
m · · ·

k·
1
pB ≡ kA ·· · · · ·︸ ︷︷ ︸

m

pB.

Ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåíçîð ðàíãà k + p− 2m.

Íàèáîëåå ÷àñòî â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àþòñÿ äâîéíûå ñêàëÿðíûå óìíî-

æåíèÿ kA ·· pB è kA : pB, ãäå ïîä îïåðàöèåé : ïîíèìàåòñÿ ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà

kA : pB = k−2A1(A2 : B2)
p−2B1,

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

kA : pB = An1...nk
Bm1...mp

(enk−1 · em1
)(enk

· em2
)en1

. . . enk−2em3
. . . emp

.

60



7. Ïîëíîå óìíîæåíèå � îïåðàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî óìíî-

æåíèÿ ïîñëåäíèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â kA è pB (k ≥ p), ïîêà íå áóäóò

èñ÷åðïàíû âñå âåêòîðû â òåíçîðå pB. Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:

kA �̄ pB = An1...nk
en1

. . . enk
�̄Bm1...mp

em1
. . . emp

=

= An1...nk
Bm1...mp

(enk−p+1
· em1

) . . . (enk
· emp

)︸ ︷︷ ︸
p

en1
. . . enk−p.

8. Âåêòîðíîå óìíîæåíèå òåíçîðîâ:

kA× pB = An1...nk
Bm1...mp

en1
. . . (enk

× em1
) . . . emp

.

Ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ òåíçîð ðàíãà k + p− 1.

Àíàëîãè÷íî âíóòðåííåìó óìíîæåíèþ ìîæíî ââîäèòü âíóòðåííèå

âåêòîðíûå è ìíîãîêðàòíûå âåêòîðíûå óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ âûñøèõ ðàí-

ãîâ, íî îíè êðàéíå ðåäêî èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå.

1.5.2. Ñèììåòðèÿ òåíçîðîâ. Èçîòðîïíûå òåíçîðû

Åñëè òåíçîð íå ìåíÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ íåêîòîðîé ïåðåñòà-

íîâêè T(i,j), òî ãîâîðÿò, ÷òî òåíçîð ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî èíäåêñîâ

(i, j). Òàêîé òèï ñèììåòðèè íîñèò íàçâàíèå âíóòðåííåé ñèììåòðèè òåí-

çîðîâ.

Ñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà ðàíãà k ïî ïàðå èíäåêñîâ äàåò 3k−1 ñîîò-

íîøåíèé ìåæäó åãî êîîðäèíàòàìè è óìåíüøàåò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êî-

îðäèíàò äî 2 ·3k−1. Ñèììåòðè÷íîñòü ïî äâóì ïàðàì èíäåêñîâ äàåò 5 ·3k−2

ñîîòíîøåíèé ìåæäó åãî êîîðäèíàòàìè è óìåíüøàåò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ

êîîðäèíàò äî 4 · 3k−2.
Âíåøíåé ñèììåòðèåé òåíçîðà íàçûâàåòñÿ åãî ñâîéñòâî íå ìåíÿòü-

ñÿ ïðè íåêîòîðûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Êëàññè÷åñêèå òåîðèè

ñèììåòðèè ïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ ïîëÿðíûõ (åâêëèäîâûõ) âåêòîðîâ è

òåíçîðîâ [7,15]. Ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê àêñèàëüíûì îáúåê-

òàì ïðèâåäåò ê îøèáî÷íûì ðåçóëüòàòàì. Ïîýòîìó Ï. À. Æèëèíûì áûëî

ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [5, 6].
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Î ï ð å ä å ë å í è å. Îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì òåíçîðà ðàíãà

k íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Tk → Tk, îñóùåñòâëÿåìîå ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó:

kA′ = (det Q)αAn1...nk
(Q · en1

) . . . (Q · enk
), (1.42)

ãäå α = 0 äëÿ ïîëÿðíûõ îáúåêòîâ è α = 1 äëÿ àêñèàëüíûõ îáúåêòîâ.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñêàëÿðà, âåêòîðà è òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà:

a′ = (det Q)α a, a′ = (det Q)αQ · a; (1.43)

A′ = (det Q)α (Q · ak)(Q · bk) = (det Q)αQ · (akbk) ·QT =

= (det Q)αQ ·A ·QT .

Ïðåäëîæåííîå îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîâïà-

äàåò ñ êëàññè÷åñêèì äëÿ ïîëÿðíûõ îáúåêòîâ è ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ðàñïðîñòðàíèòü åãî íà àêñèàëüíûå îáúåêòû.

Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè (àêñèàëüíûé âåêòîð � α = 1) è òðàíñëÿöèîííîé

ñêîðîñòè (ïîëÿðíûé âåêòîð � α = 0). Èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � àê-

ñèàëüíûé ñêàëÿð, ñëåäîâàòåëüíî α = 1, òîãäà

a′ = ω′ · v′ = (detQ) (Q ·ω) · (Q · v) = (detQ)ω ·QT ·Q · v =

= (detQ)ω · v = (detQ) a.

Â ðåçóëüòàòå ïðèøëè ê îïðåäåëåíèþ (1.43) äëÿ àêñèàëüíîãî ñêàëÿðà.

Äëÿ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ ïðèõîäèì ê îïðåäåëåíèþ (1.43) äëÿ àêñèàëüíîãî âåê-

òîðà

c′ = a′ × b′ = (Q · a)× (Q · b) = (det Q) Q · (a× b) = (det Q) Q · c,

ãäå áûëî èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî (1.26).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îáúÿñíèòü îïðåäåëåíèå (1.42) äëÿ òåí-

çîðîâ ëþáîãî ðàíãà. Ïðåäëîæåííàÿ ðàñøèðåííàÿ òðàêòîâêà îðòîãîíàëü-

íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðà-

íèòü òåîðèþ ñèììåòðèè íà àêñèàëüíûå îáúåêòû, èìååò ïðèíöèïèàëüíîå
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çíà÷åíèå ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ðàçëè÷íûõ ìóëüòèïîëÿðíûõ ñðåä �

ñðåäû Êîññåðà, ñðåäû Êåëüâèíà, òåîðèè ñòåðæíåé, òåîðèè ïëàñòèí è îáî-

ëî÷åê, à òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ïüåçîóïðóãèõ, ìàãíèòîóïðóãèõ

è ïðî÷èõ ñðåä, â êîòîðûõ ó÷èòûâàþòñÿ âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ãðóïïîé ñèììåòðèè íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü

îðòîãîíàëüíûõ òåíçîðîâ Q, äëÿ êîòîðûõ îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

îáúåêòà ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì îáúåêòîì.

Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèè ëþáîãî òåíçîðà íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé:

â íåé âñåãäà ñîäåðæèòñÿ åäèíè÷íûé òåíçîð E, ñîîòâåòñòâóþùèé òîæäå-

ñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ.

Ãðóïïà ñèììåòðèè ïîëÿðíîãî ñêàëÿðà ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé îðòîãî-

íàëüíîé ãðóïïîé (a′ = 1 · a, ∀Q), à ãðóïïîé ñèììåòðèè àêñèàëüíîãî

ñêàëÿðà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà (a′ = (detQ) a ò. å.

a′ = a, åñëè det Q = 1).

Ãðóïïà ñèììåòðèè ïîëÿðíîãî âåêòîðà a ñîñòîèò èç òåíçîðîâ ïîâî-

ðîòà âîêðóã a:

a′ =

(
1− cos θ

a2
aa + cos θE +

sin θ

|a|
a× E

)
· a = a +

sin θ

|a|
a× a = a

è îòðàæåíèé îò ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç a,

a′ = (−1)0 (E− 2nn) · a = a (n · a = 0).

Äëÿ àêñèàëüíîãî âåêòîðà ãðóïïà ñèììåòðèè ñîñòîèò èç òåíçîðîâ ïîâî-

ðîòà âîêðóã a è îòðàæåíèé îò ïëîñêîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ a:

a′ = (−1)

(
E− 2

|a|2
aa

)
· a = a.

Ãåîìåòðè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî äðóãèõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñî-

õðàíÿþùèõ èñõîäíûé âåêòîð, íåò.

Ãðóïïà ñèììåòðèè ñèììåòðè÷íîãî ïîëÿðíîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà,

âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîòîðîãî ðàçëè÷íû, ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé ñîâìå-

ùåíèé ýëëèïñîèäà: ïîâîðîòû âîêðóã êàæäîé èç ñîáñòâåííûõ îñåé ýòî-

ãî òåíçîðà íà π, îòðàæåíèÿ îò ïëîñêîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûì
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âåêòîðàì, èíâåðñèÿ è òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ò. å. âîñåìü êîìáè-

íàöèé çíàêîâ â Q:

Q = ±e1e1 ± e2e2 ± e3e3,

ãäå ek � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ðàññìàòðèâàåìîãî òåíçîðà.

Òåíçîðó ñ äâóõêðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ñîîòâåòñòâóåò ïî-

âåðõíîñòü âðàùåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà ñèììåòðèè òàêîãî òåíçîðà

ðàñøèðÿåòñÿ çà ñ÷åò ïðîèçâîëüíûõ ïîâîðîòîâ âîêðóã îñè ñèììåòðèè. Òà-

êèå òåíçîðû íàçûâàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè. Â ñëó÷àå øàðî-

âîãî ïîëÿðíîãî òåíçîðà ãðóïïà ñèììåòðèè ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé îðòîãî-

íàëüíîé ãðóïïîé.

Îòìåòèì, ÷òî ðàçíèöà ìåæäó ïîëÿðíûìè è àêñèàëüíûìè îáúåêòàìè

ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïðè ðàññìîòðåíèè îòðàæåíèé. Ïðè ýòîì îáëàäàþ-

ùèå îäèíàêîâûìè ýëåìåíòàìè çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ïîëÿðíûé è àêñè-

àëüíûé òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà èìåþò ðàçëè÷íóþ ñòðóêòóðó. Íàïðèìåð,

ïóñòü òåíçîð çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ îò îðòîãîíàëüíîé e1 ïëîñêîñòè ïðè-

íàäëåæèò ê ãðóïïàì ñèììåòðèè îáîèõ òåíçîðîâ. Òîãäà ïîëÿðíûé òåíçîð

äîëæåí èìåòü âèä:

A = A11e1e1 + A22e2e2 + A33e3e3 + A23e2e3 + A32e3e2,

ãäå Amn � ïîëÿðíûå ñêàëÿðû. Â òî âðåìÿ, êàê àêñèàëüíûé òåíçîð, îá-

ëàäàþùèé ýòîé ñèììåòðèåé, èìååò âèä:

B = B12e1e2 + B13e1e3 + B21e2e1 + B31e3e1,

ãäå Bmn � àêñèàëüíûå ñêàëÿðû.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Åñëè ãðóïïà ñèììåòðèè òåíçîðà ïðîèçâîëü-

íîãî ðàíãà ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé, òî òàêîé òåíçîð

íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì.

Åäèíñòâåííûì èçîòðîïíûì âåêòîðîì ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé âåêòîð. Íå ñó-

ùåñòâóåò àêñèàëüíûõ èçîòðîïíûõ ñêàëÿðîâ è òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà.

Ïðèìåðîì ïîëÿðíîãî èçîòðîïíîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ øà-

64



ðîâîé òåíçîð λE, ãäå λ � ïîëÿðíûé ñêàëÿð. Äåéñòâèòåëüíî,

Q · (λE) ·QT = λQ · E ·QT = λQ ·QT = λE, ∀Q.

Åäèíñòâåííûì èçîòðîïíûì òåíçîðîì òðåòüåãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ àêñè-

àëüíûé òåíçîð Ëåâè�×èâèòà. Ïîñêîëüêó 3L = −ek(ek×es)es, òî ñ ó÷åòîì

(1.26) ïîëó÷èì

−λ(det Q)(Q · ek)Q · (ek × es)(es ·QT ) =

= −λ(det Q)2(Q · ek)(ek ·QT )× (Q · es)(es ·QT ) = −λE× E, ∀Q.

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåïðèíÿòîì îïðåäåëåíèè îðòîãîíàëüíîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ òåíçîð Ëåâè�×èâèòà íå ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì, ïîñêîëüêó åãî

ãðóïïà ñèììåòðèè ñîâïàäàåò òîëüêî ñ ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíîé ãðóï-

ïîé, ò. å. åãî êîîðäèíàòû íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîâîðîòàõ

è ìåíÿþò çíàê ïðè îòðàæåíèÿõ.

Ó ò â å ð æ ä å í è å. Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà èçîòðîïíîãî òåíçî-

ðà òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì òåíçîðîì. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþ-

áîé èçîòðîïíûé òåíçîð ÷åòíîãî ðàíãà 2k ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ ïåðåñòàíîâîê òåíçîðà EE . . .E︸ ︷︷ ︸
k

. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò

òðè òèïà èçîòðîïíûõ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà:

4I1 = EE = ekekeses;
4I2 = ekEek = ekesesek;

4I3 = ekesekes. (1.44)

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé èçîòðîïíûé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà ìîæåò

áûòü çàïèñàí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè [24]

4A = α 4I1 + β 4I2 + γ 4I3. (1.45)

Ïîñêîëüêó èçîòðîïíûå òåíçîðû âèäà (1.45) øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ

ïðè îïèñàíèè èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ, âûïèøåì ðåçóëüòàò äâîéíîé ñâåðò-

êè ýòèõ òåíçîðîâ ñ ïðîèçâîëüíûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà A

A ·· 4I1 = 4I1 ··A = E ekek ··Amnemen = (tr A) E;

A ·· 4I2 = 4I2 ··A = ekesesek ··Amnemen = Amnemen = A; (1.46)

A ·· 4I3 = 4I3 ··A = ekesekes ··Amnemen = Amnenem = AT .
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Ïîýòîìó äâóêðàòíîå ñâåðòûâàíèå ñ 1
2(4I2 +4 I3) âûäåëÿåò ñèììåòðè÷íóþ,

à ñ 1
2(4I2 −4 I3) � àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü òåíçîðà A. Ïîëó÷àåì(
λ 4I1 +

2µ

2
(4I2 +4 I3) +

ν

2
(4I2 −4 I3)

)
··A = λI1(A)E + 2µAS + νAA.

Ê ïðèìåðó, òåíçîð

4C = λ 4I1 + 2µ 4E; 4E =
1

2
(4I2 +4 I3)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.

Ñïðàâåäëèâû òàêæå ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

4I1 ·A = EA; A · 4I1 = AE; 4I2 ·A = A · 4I2;(
4I1 ··A

)
·B = I1(A)B; 4I1 ·· (A ·B) = I1(A ·B)E;(

4I2 ··A
)
·B = A ·B; 4I2 ·· (A ·B) = A ·B;(

4I3 ··A
)
·B = AT ·B; 4I3 ·· (A ·B) = BT ·AT .

1.5.3. Òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà.

Ñïåöèàëüíûå òåíçîðíûå áàçèñû

Â ìåõàíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà ÷àñòî ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ êàê ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå ïðîñòðàíñòâî T2
â T2. Ê ïðèìåðó, òåíçîðû æåñòêîñòè 4C è ïîäàòëèâîñòè 4S, ñâÿçûâàþ-

ùèå ìåæäó ñîáîé òåíçîðû íàïðÿæåíèé σ è äåôîðìàöèé ε: σ = 4C : ε,

ε = 4S : σ.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äå-

ôîðìàöèé � ñèììåòðè÷íûå òåíçîðû, ïîýòîìó áîëüøèíñòâî òåíçîðîâ ÷åò-

âåðòîãî ðîäà, âîçíèêàþùèõ â ìåõàíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, îáëàäàþò ñî-

îòâåòñòâóþùèìè òèïàìè âíóòðåííåé ñèììåòðèè

4AT
(1,2) = 4AT

(3,4) = 4A. (1.47)

Òàêèì îáðàçîì, äâîéíûå ñêàëÿðíûå óìíîæåíèÿ 4A ·· 4B è 4A : 4B ýêâè-

âàëåíòíû.
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Îïåðàöèþ ïåðåñòàíîâêè ïåðâîé è âòîðîé äèàäû 4AT
((1,2),(3,4)) ÷àñòî

íàçûâàþò òðàíñïîíèðîâàíèåì òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà. Â êîîðäèíàò-

íîé ôîðìå çàïèñè ýòî ýêâèâàëåíòíî ïåðåñòàíîâêå ïåðâîé è âòîðîé ïàð

èíäåêñîâ: 4AT = Amnijeiejemen.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 4AT = 4A, òî òàêîé òåíçîð íàçûâàþò

ñèììåòðè÷íûì. Åñëè æå 4AT = − 4A, òî òåíçîð � àíòèñèììåòðè÷íûé.

Åäèíè÷íûé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà 4E îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

4E =
1

2

(
4I2 +4 I3

)
=

1

2
(ekesesek + ekesekes) .

Tàêèì îáðàçîì, äëÿ òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîò-

íîøåíèÿì (1.47), âûïîëíÿåòñÿ

4E ·· 4A = 4A ·· 4E = 4E : 4A = 4A : 4E = 4A.

Äëÿ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà A òåíçîð 4E âûñòóïàåò â ðîëè åäèíè÷íîãî

òåíçîðà, åñëè òåíçîð A ñèììåòðè÷åí:

4E ··A = A ·· 4E = 4E : A = A : 4E = A.

Â ñëó÷àå àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà A òåíçîð 4E âûäåëÿåò åãî ñèììåò-

ðè÷íóþ ÷àñòü.

Òåíçîð 4A íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò 4A−1 òàêîé, ÷òî:

4A−1 : 4A = 4A : 4A−1 = 4E.

Èçîòðîïíûå òåíçîðû. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî èçî-

òðîïíûõ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà. Áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò

èç äâóõ ýëåìåíòîâ 4I1 è 1
2(4I2 +4 I3). Äëÿ îïåðàöèé ñ òåíçîðàìè èç ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé áàçèñ:

4E1 =
1

3
4I1;

4E2 = 4E− 4E1.
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Ðåçóëüòàòîì äâîéíîé ñâåðòêè ýòèõ òåíçîðîâ ñ òåíçîðîì âòîðîãî ðàí-

ãà ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî øàðîâàÿ ÷àñòü è äåâèàòîð òåíçîðà

4E1 : A =
1

3
E(E : A) =

1

3
tr A E;

4E2 : A =
(
4E− 4E1

)
: A = A−Ab = dev A

Òåíçîðû 4E1 è 4E2 îáëàäàþò äâóìÿ âàæíûìè ñâîéñòâàìè.

1. Îðòîãîíàëüíîñòü: 4E1 : 4E2 = 4E2 : 4E1 = 0.

2. Èäåìïîòåíòíîñòü: 4E1 : 4E1 = 4E1;
4E2 : 4E2 = 4E2.

Ýòè ñâîéñòâà ñóùåñòâåííî îáëåã÷àþò óìíîæåíèå è îáðàùåíèå èçî-

òðîïíûõ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà. Ïðåäñòàâèì òåíçîðû 4A è 4B â âèäå

ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé:

4A = a1
4E1 + a2

4E2,
4B = b1

4E1 + b2
4E2,

ãäå ai è bi � ñêàëÿðíûå êîýôôèöèåíòû. Òîãäà ðåçóëüòàòîì äâîéíîãî ñêà-

ëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ýòèõ òåíçîðîâ áóäåò òåíçîð

A : B = a1b1
4E1 + a2b2

4E2,

à îáðàòíûé òåíçîð âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðîñòîé ôîðìóëå

A−1 =
1

a1
4E1 +

1

a2
4E2.

Òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûå òåíçîðû. Òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîï-

íûì òåíçîðîì ÷åòâåðòîãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ òåíçîð, â ãðóïïó ñèììåòðèè

êîòîðîãî âõîäèò òåíçîð ïîâîðîòà Q(θm), ãäå îðò m íàçûâàåòñÿ îñüþ

ñèììåòðèè. Äëÿ ïîëÿðíîãî òåíçîðà ê ãðóïïå ñèììåòðèè òàêæå ïðèíàä-

ëåæàò îòðàæåíèÿ îò îðòîãîíàëüíîé ê m ïëîñêîñòè è ïëîñêîñòåé, ïðîõî-

äÿùèõ ÷åðåç m.

Òåíçîðíûé áàçèñ äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ òåíçîðîâ ñîñòîèò
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èç øåñòè ýëåìåíòîâ [8, 28]:

4T1 = θθ; 4T2 =
1

2

(
(θθ)T(1,4) + (θθ)T(2,3) − θθ

)
; (1.48)

4T3 = θmm; 4T4 = mmθ;

4T5 =
1

4

(
mθm + (mθm)T(1,2)(3,4) + (θmm)T(1,4) + (θmm)T(2,3)

)
;

4T6 = mmmm,

ãäå θ = E−mm � ïðîåêòîð íà ïëîñêîñòü îðòîãîíàëüíóþ m.

Ýòè òåíçîðû îáðàçóþò çàìêíóòóþ àëãåáðó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

äâîéíîãî ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ. Ïðèâåäåì òàáëèöó óìíîæåíèÿ áàçèñ-

íûõ òåíçîðîâ.

4T1
4T2

4T3
4T4

4T5
4T6

4T1 2 4T1 0 2 4T3 0 0 0
4T2 0 4T2 0 0 0 0
4T3 0 0 0 4T1 0 4T3

4T4 2 4T4 0 2 4T6 0 0 0
4T5 0 0 0 0 4T5/2 0
4T6 0 0 0 T4 0 4T6

Îòìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íåêîììóòàòèâíà:
4Ti : 4Tj 6= 4Tj : 4Ti. Â òàáëèöå ñòîÿùèå â ëåâîì ñòîëáöå òåíçîðû

óìíîæàþòñÿ íà òåíçîðû, ñòîÿùèå â âåðõíåé ñòðîêå.

Ëþáîé òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà ìîæåò

áûòü ðàçëîæåí ïî ýëåìåíòàì áàçèñà (1.48):

4A =
6∑

i=1

ai
4Ti.

Òîãäà îáðàòíûé òåíçîð îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

A−1 =
a6
2∆

4T1 +
1

a2
4T2 −

a3
∆

4T3 −
a4
∆

4T4 +
4

a5
4T5 +

2a1
∆

4T6,

ãäå ∆ = 2(a1a6 − a3a4).
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Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà ïðèâåäåì ïðåäñòàâëåíèå èçîòðîïíûõ òåíçî-

ðîâ 4E è 4I1 â òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîì áàçèñå:

4E =
1

2
(ekEek + ekesekes) =

1

2
4T1 + 4T2 + 2 4T5 + 4T6;

4I1 = EE =4 T1 + 4T3 + 2 4T4 + 4T6.

2. ÔÓÍÊÖÈÈ ÒÅÍÇÎÐÍÎÃÎ ÀÐÃÓÌÅÍÒÀ

2.1. Òåíçîðíûå ôóíêöèè

Î ï ð å ä å ë å í è å. Òåíçîðíîé ôóíêöèåé pY = f( mX1,
nX2, . . .)

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå íåñêîëüêèì òåíçîðàì

ðàçëè÷íûõ ðàíãîâ òåíçîð ðàíãà p.

Íàïðèìåð:

1. pY = f(x, kX) = x · kX; p = k − 1;

2. y = f(X) = E ·· X; p = 0;

3. pY = f( mX1,
nX2) = mX1

nX2; p = m + n;

4. pY = f( kX) = kX · kX; p = 2k − 2.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ p ðàçëè÷àþò ñêàëÿðíî-çíà÷íóþ ôóíê-

öèþ (p = 0), âåêòîðíóþ ôóíêöèþ (p = 1) è òåíçîðíûå ôóíêöèè (p > 1).

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ

òåíçîðîâ mX1 è nX2 è ñêàëÿðîâ α, β âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

f(αmX1 + β nX2) = αf(mX1) + βf(nX2).

Ò å î ð å ì à. Äëÿ ñêàëÿðíî-çíà÷íîé ëèíåéíîé ôóíêöèè òåíçîðíîãî

àðãóìåíòà f(X) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé òåíçîð C òàêîé, ÷òî äëÿ

âñåõ X ôóíêöèÿ f(X) ïðåäñòàâèìà â âèäå: f(X) = C ··XT = C�X.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

òåíçîðà X = Xksekes. Òîãäà ïî ëèíåéíîñòè

f(X) = Xksf(ekes) = f(ekes)δkmδsnXmn = f(ekes)(ek · em)(es · en)Xmn =

= f(ekes)ekes ·· enemXmn = C ··XT .
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà òåíçîðà C1 è C2, òàêèõ, ÷òî

C1 ··XT = C2 ··XT , ñëåäîâàòåëüíî, (C1 −C2) ··XT = 0. Îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî C1 = C2. �

Àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñóùåñòâóþò òàêæå äëÿ ëþáûõ ëèíåé-

íûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé òåíçîðíîãî àðãóìåíòà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëèíåé-

íîé òåíçîðíîé ôóíêöèè F(X), ïåðåâîäÿùåé T2 â T2, ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííûé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà 4C = F(emen)emen òàêîé, ÷òî

F(X) = 4C ··XT .

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

2.2. Èçîòðîïíûå ôóíêöèè. Èíâàðèàíòû ñèñòåìû òåíçîðîâ

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ñîâîêóïíîñòü îðòîãîíàëüíûõ òåíçîðîâ Q, äëÿ

êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè íà îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ àðãóìåí-

òîâ ñîâïàäàåò ñ îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ

ãðóïïîé ñèììåòðèè òåíçîðíîé ôóíêöèè pY′ = f( kX′).

Òåíçîðíàÿ ôóíêöèÿ, ãðóïïà ñèììåòðèè êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé

îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé, íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíîé ôóíêöèåé.

Cëåäóþùèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè:

1. f(x1, x2) = x1 · x2. Ïðèìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî x1 � ïî-

ëÿðíûé, à x2 � àêñèàëüíûé âåêòîðà. Òîãäà f(x1, x2) áóäåò àêñèàëüíûì

ñêàëÿðîì:

f(Q · x1, (det Q) Q · x2) = (det Q) x1 ·QT ·Q · x2 = (det Q) x1 · x2;

2. f(X1, X2) = X1 ·X2, (Xi � ïîëÿðíûå):

f(Q ·X1 ·QT , Q ·X2 ·QT ) = Q ·X1 ·QT ·Q ·X2 ·QT = Q ·X1 ·X2 ·QT ;

3. f(X) = tr X, (X � ïîëÿðíûé):

f(Q ·X ·QT ) = E ·· (Q ·X ·QT ) = Q ··X ·QT = QT ·Q ··X = E ··X = tr X.

71



Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû îá èçîòðîïíûõ òåíçîðíûõ ôóíê-

öèÿõ, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [7].

1. Åñëè òåíçîðíàÿ ôóíêöèÿ Y = f(X), àðãóìåíò è çíà÷åíèå êîòî-

ðîé ñèììåòðè÷íûå òåíçîðû, èçîòðîïíà, òî ãëàâíûå îñè òåíçîðîâ Y è X

ñîâïàäàþò.

2. Èçîòðîïíàÿ òåíçîðíàÿ ôóíêöèÿ Y = f(X), àðãóìåíò è çíà÷åíèå

êîòîðîé, ñèììåòðè÷íûå òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíà â âèäå Y = f0E + f1X + f2X
2, ãäå f0, f1, f2 � ôóíêöèè ãëàâíûõ

èíâàðèàíòîâ òåíçîðà X.

Ò å î ð å ì à. Ëèíåéíàÿ ñêàëÿðíî-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(X) = C ··XT

èçîòðîïíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà C ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì òåí-

çîðîì, ò.å. C = λE.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè f(X) èçîòðîïíà, òî óñëîâèå C ··XT =

C ··
(
Q ·X ·QT

)T
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî îðòîãîíàëüíîãî Q.

Òàê êàê A ··BT = tr (A ·BT ), òî ìîæíî çàïèñàòü

C ··
(
Q ·X ·QT

)T
= tr (C ·Q ·XT ·QT ) =

= tr (QT ·C ·Q ·XT ) = (QT ·C ·Q) ··XT .

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå èçîòðîïèè áóäåò âûïîëíåíî òîëüêî òîãäà, êîãäà

C = QT ·C ·Q, ò. å. C � èçîòðîïíûé òåíçîð. �

Åäèíñòâåííûì èçîòðîïíûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ øà-

ðîâîé òåíçîð. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(X) = λE ··XT = λtr X áóäåò

èçîòðîïíîé. Äåéñòâèòåëüíî

tr (Q ·X ·QT ) = (QT ·Q) ··X = E ··X = tr X.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ òåíçîðíàÿ ôóíê-

öèÿ F(X) = 4C ··XT áóäåò èçîòðîïíîé òîëüêî òîãäà, êîãäà 4C � èçî-

òðîïíûé òåíçîð âèäà (1.45). Òàêèì îáðàçîì, èçîòðîïíàÿ ëèíåéíàÿ òåí-

çîðíàÿ ôóíêöèÿ âòîðîãî ðàíãà äîëæíà èìåòü âèä

F(X) = α(tr X) E + βX + γXT .
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Î ï ð å ä å ë å í è å. Ëþáàÿ èçîòðîïíàÿ ñêàëÿðíî-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì ýòîãî òåíçîðà.

Èíâàðèàíò âåêòîðà ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò åãî ìîäóëÿ, ïîñêîëüêó

ïðè îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ äëèíà âåêòîðà ñîõðàíÿåòñÿ, à óãëû,

õàðàêòåðèçóþùèå åãî íàïðàâëåíèå, ìåíÿþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà

è ïðèíèìàþò ëþáûå çíà÷åíèÿ.

Èíâàðèàíòàìè òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, åãî ñîá-

ñòâåííûå ÷èñëà λ = f(A). Äåéñòâèòåëüíî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà

A′ = Q ·A ·QT óäîâëåòâîðÿþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ:

det(Q ·A ·QT − λE) = 0.

Öåïî÷êà ðàâåíñòâ

det(Q ·A ·QT − λE) = det(Q ·A ·QT − λQ · E ·QT ) =

= det(Q · (A− λE) ·QT ) = (det Q)2 det(A− λE) = det(A− λE)

ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà A è A′ óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó

æå óðàâíåíèþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàþò.

Ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ êîìáèíàöèÿìè

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë òåíçîðà, êîòîðûå áóäóò åãî èíâàðèàíòàìè (íàïðèìåð

tr A, tr An, det A), îäíàêî íå âñå ýòè ôóíêöèè áóäóò ôóíêöèîíàëüíî

íåçàâèñèìûìè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàí-

ãà èìååò íå áîëåå òðåõ íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ. Âñå îñòàëüíûå èíâà-

ðèàíòû ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç âûáðàííûå íåçàâèñèìûå èíâàðè-

àíòû. Èíâàðèàíòû I1(A), I2(A) è I3(A), âõîäÿùèå â òîæäåñòâî Êýëè�

Ãàìèëüòîíà, îáû÷íî íàçûâàþò ãëàâíûìè èíâàðèàíòàìè òåíçîðà. Â îá-

ùåì ñëó÷àå, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, òåíçîð âòîðîãî ðàíãà (íåñèììåò-

ðè÷íûé) èìååò øåñòü íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ.

Ìîæåò áûòü ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ èçîòðîïíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé åãî èíâàðèàíòîâ [12,27,29].
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Î ï ð å ä å ë å í è å. Èçîòðîïíàÿ ñêàëÿðíî-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íåñêîëü-

êèõ òåíçîðíûõ àðãóìåíòîâ f = f( mX1,
nX2, . . .) íàçûâàåòñÿ ñîâìåñò-

íûì èíâàðèàíòîì ýòèõ òåíçîðîâ.

Ó ò â å ð æ ä å í è å. Èçîòðîïíàÿ ñêàëÿðíî-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ

ýòèõ àðãóìåíòîâ. Ïðè ýòîì íàõîæäåíèå ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñîâìåñò-

íûõ èíâàðèàíòîâ è èõ îïðåäåëåíèå, îñîáåííî ïðè íàëè÷èè àêñèàëüíûõ

àðãóìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé çàäà÷åé. Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòîé

ïðîáëåìû ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [5], çäåñü ìû òîëüêî êðàòêî îïèøåì

îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà íåçàâèñèìûõ èí-

âàðèàíòîâ.

Ïóñòü â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ôóíêöèè çàäàí êîíå÷íûé íàáîð âåêòî-

ðîâ è òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà:

a1 a2, . . . , am, A1 A2, . . . ,An. (2.1)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ëþáîé òåíçîð äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå íà ñèììåò-

ðè÷íóþ è àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòè, à àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð â ñâîþ

î÷åðåäü îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîïóòñòâóþùèì âåêòîðîì, òî òåíçîðû

â ôîðìóëå (2.1) ìîæíî ñ÷èòàòü ñèììåòðè÷íûìè.

Ðàçìåðíîñòü áàçèñà ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ ñèñòåìû (2.1) N îïðå-

äåëÿåòñÿ ÷èñëîì âåëè÷èí, çàäàíèå êîòîðûõ ôèêñèðóåò ýòó ñèñòåìó ñ òî÷-

íîñòüþ äî ïîâîðîòà â ïðîñòðàíñòâå. Íàïðèìåð, ïóñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà

òåíçîðà A1 ðàçëè÷íû. Òîãäà ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ñîâìåñòíûõ èíâàðèàí-

òîâ ðàâíî N = 3m+3n+3(n−1), ãäå 3n � ÷èñëî èíâàðèàíòîâ, âõîäÿùèõ

â ñèñòåìó òåíçîðîâ; 3m � ÷èñëî êîîðäèíàò âåêòîðîâ ai â ñîáñòâåííîì áà-

çèñåA1; 3(n−1) � êîëè÷åñòâî óãëîâ, ôèêñèðóþùèõ ñîáñòâåííûå âåêòîðû

òåíçîðîâ A2, . . . ,An îòíîñèòåëüíî òðîéêè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ A1.

Ñïðàâåäëèâà ñâÿçü ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ ñ

÷èñëîì êîîðäèíàò âñåõ îáúåêòîâ â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå N∗, âûðàæàå-

ìàÿ ôîðìóëîé N = N∗ − 3; (N∗ > 3). Ñëó÷àé N∗ = 3 ñîîòâåòñòâóåò

íàáîðó àðãóìåíòîâ, ñîñòîÿùåìó èç îäíîãî âåêòîðà. Ïðè ýòîì, êàê óæå
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óïîìèíàëîñü, N = 1.

2.3. Îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

2.3.1. Äèôôåðåíöèðîâàíèå òåíçîðà ïî ñêàëÿðíîìó àðãóìåíòó

Äèôôåðåíöèðîâàíèå òåíçîðà ïî ñêàëÿðíîìó àðãóìåíòó îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî ïðàâèëà Ëåéáíèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðî-

èçâåäåíèÿ

dA(t)

dt
= Ȧ = (ak(t)bk(t))

· = ȧk(t)bk(t) + ak(t)ḃk(t). (2.2)

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è òðàíñïîíèðîâàíèÿ

êîììóòàòèâíû, ò. å.
d

dt
AT =

(
d

dt
A

)T

.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé òåíçîðà ïî ñêàëÿðíîìó àðãóìåíòó (2.2)

ñëåäóþò îáû÷íûå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóììû è óìíîæåíèÿ íà

÷èñëî
d

dt
(A + B) =

d

dt
A +

d

dt
B;

d

dt
(αA) = α

d

dt
A.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ îò ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ:

(A ·B)· = (ak(bk · cm)dm)· =

=
(
ȧkbk + akḃk

)
· cmdm + akbk ·

(
ċmdm + cmḋm

)
= Ȧ ·B + A · Ḃ.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ

(A×B)· = Ȧ×B + A× Ḃ.

Èòàê, ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òåíçîðà ïî ñêàëÿðíîìó àðãóìåí-

òó âïîëíå ñòàíäàðòíû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îò òåí-

çîðà ïîâîðîòà.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì òîæäåñòâî P(t)·PT (t) = E, ó÷èòûâàÿ, ÷òî E �

ïîñòîÿííûé òåíçîð:

Ṗ(t) ·PT (t) + P(t) ·
(
PT (t)

)·
= 0. (2.3)
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Ïîñêîëüêó

P(t) ·
(
PT (t)

)·
= P(t) · ṖT (t) =

(
˙P(t) ·PT (t)

)T
,

òî èç ôîðìóëû (2.3) ñëåäóåò, ÷òî S(t) = Ṗ(t) · PT (t) � àíòèñèììåòðè÷-

íûé òåíçîð. Òåíçîð S ÷àñòî íàçûâàþò ëåâûì òåíçîðîì ñï�èíà èëè ïðîñòî

òåíçîðîì ñï�èíà. Êàê âñÿêèé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð, òåíçîð ñï�èíà

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñîïóòñòâóþùèé âåêòîð

S(t) = ω(t)× E. (2.4)

Âåêòîð ω(t), íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâó-

þùèì òåíçîðó ïîâîðîòà P(t).

Çàìåòèì, ÷òî, ïðåäñòàâèâ åäèíè÷íûé òåíçîð â âèäå E = PT (t) ·P(t),

ìû ïîëó÷èëè áû äðóãîé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð

Sr(t) = PT (t) · Ṗ(t) = Ω(t)× E = E×Ω(t),

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðàâûì òåíçîðîì ñï�èíà, à ñîïóòñòâóþùèé åìó âåê-

òîð Ω(t) � ïðàâîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó òåíçîðàìè

S è Sr. Äëÿ âûÿâëåíèÿ äàííîé ñâÿçè óìíîæèì ñêàëÿðíî âûðàæåíèå äëÿ

òåíçîðà ñï�èíà íà E = P(t) ·PT (t) ñëåâà è ñïðàâà:

S(t) =
(
P(t) ·PT (t)

)
· Ṗ(t) ·PT (t) ·

(
P(t) ·PT (t)

)
=

= P(t) ·
(
PT (t) · Ṗ(t)

)
· E ·PT (t) = P(t) · Sr(t) ·PT (t).

Òàêèì îáðàçîì, ëåâûé è ïðàâûé òåíçîðû ñï�èíà îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîâî-

ðîòîì. Òàêàÿ æå ïðîñòàÿ ñâÿçü ñóùåñòâóåò ìåæäó óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè.

Èç ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òåíçîðàìè ñï�èíà ñëåäóåò, ÷òî

ω(t)×P = P(t) · (Ω(t)×P) ·PT (t).

C ó÷åòîì òîæäåñòâà, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáîãî îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà,

Q · (E× a) ·QT = det Q(Q · a)× E,
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ïîëó÷àåì, ÷òî

ω(t) = P(t) ·Ω(t).

Óìíîæèâ (2.4) ñêàëÿðíî íà P ñïðàâà, ïîëó÷èì âûðàæåíèå, ñâÿçû-

âàþùåå èçìåíåíèå òåíçîðà ïîâîðîòà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ è ñ ñàìèì òåí-

çîðîì ïîâîðîòà:

Ṗ(t) = ω(t)×P(t).

Ýòî ñîîòíîøåíèå íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèå Ïóàññîíà.

Ïðåäñòàâëåíèå (2.4) òàêæå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü óãëîâóþ ñêîðîñòü

ïî èçâåñòíîìó òåíçîðó ïîâîðîòà. Ïîäñòàâèì â (2.4) ÿâíîå âûðàæåíèå

äëÿ òåíçîðà ñï�èíà è âû÷èñëèì âåêòîðíûé èíâàðèàíò îò îáåèõ ÷àñòåé

ðàâåíñòâà: (
Ṗ(t) ·PT (t)

)
×

= (ω(t)×P(t))× = −2ω.

Òàêèì îáðàçîì, óãëîâàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ω = −1

2

(
Ṗ(t) ·PT (t)

)
×
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðàâîé óãëîâîé ñêîðîñòè:

Ṗ(t) = P(t)×Ω(t); Ω = −1

2

(
PT (t) · Ṗ(t)

)
×
.

Âñïîìíèâ ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà ïîâîðîòà ÷åðåç èñõîäíûé (îòñ÷åò-

íûé) è ïîâåðíóòûé (àêòóàëüíûé) áàçèñû P = e′kek, âèäèì, ÷òî Ω(t)

çàïèñàíà â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè, à ω(t) � â àêòóàëüíîé.

2.3.2. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñêàëÿðíî-çíà÷íîé ôóíêöèè

Ïðèíÿòîå â àíàëèçå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé êàê ïðåäåëà îòíî-

øåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà íåîáîáùàåìî íà

ôóíêöèþ òåíçîðíîãî àðãóìåíòà. Ïîýòîìó ïðè îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè ïî òåíçîðó èñõîäÿò èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé êàê ëèíåé-

íîé ñîñòàâëÿþùåé åå ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ. Ñêàëÿðíî-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
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òåíçîðíîãî àðãóìåíòà f(X) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äåâÿòè êîîðäèíàò òåí-

çîðà X. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

çàïèøåì äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

df(Xmn) =
∂f

∂Xmn
dXmn =

∂f

∂Xks
ekes ·· enemdXmn =

= f ′X ·· dXT = f ′X � dX.

Ñ÷èòàÿ dX ïðèðàùåíèåì òåíçîðíîãî àðãóìåíòà, íàçîâåì ëèíåéíóþ

÷àñòü äèôôåðåíöèàëà

f ′X =
∂f

∂Xks
ekes (2.5)

ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðà ïî òåíçîðíîìó àðãóìåíòó.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (2.5) ñïðàâåäëèâî òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè êîîðäèíàòû òåíçîðà Xmn íåçàâèñèìû. Íàïðèìåð, åñëè X � ñèììåò-

ðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, òî ôóíêöèÿ f çàâèñèò óæå íå îò äåâÿòè,

à òîëüêî îò øåñòè íåçàâèñèìûõ àðãóìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâèì

êîîðäèíàòû ôóíêöèè â âèäå f(Xmn) = f (1/2 (Xmn + Xnm)) è ïîñëå äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ ïî êàæäîé èç äåâÿòè êîìïîíåíò ó÷òåì, ÷òî Xmn = Xnm.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂f

∂X
=

1

2

∂f

∂Xmn
(emen + enem),

ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïî ñèììåòðè÷íîìó òåíçîðó � ñèì-

ìåòðè÷íûé òåíçîð.

Âûðàæåíèå (2.5) ïðåäñòàâëÿåò ïðîèçâîäíóþ ïî òåíçîðíîìó àðãóìåí-

òó â îðòîãîíàëüíîì áàçèñå. Äëÿ èíâàðèàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîä-

íîé ââåäåì äèôôåðåíöèàë Ãàòî (èëè ñëàáûé äèôôåðåíöèàë):

df =
∂

∂ε
f(X + εdX)

∣∣∣∣
ε→ 0

= lim
ε→ 0

f(X + εdX)− f(X)

ε
= (2.6)

= f ′X ·· dXT = f ′X � dX.
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Î ï ð å ä å ë å í è å. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà

f ′X, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.6) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî (íå îáÿçàòåëüíî áåñ-

êîíå÷íî ìàëîãî) òåíçîðà dX, òî ýòîò òåíçîð f ′X íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé

ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ïî òåíçîðíîìó àðãóìåíòó.

Åñëè òåíçîð X ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì, òî íóæíî ìîäè-

ôèöèðîâàòü äàííîå îïðåäåëåíèå: ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ïî

òåíçîðíîìó àðãóìåíòó íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà,

óäîâëåòâîðÿþùèé (2.6). Òðåáîâàíèå ñèììåòðè÷íîñòè ïðîèçâîäíîé íåîá-

õîäèìî, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå f ′X áóäåò íåîäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè X ñèììåòðè÷åí, òî dX òàêæå äîëæåí áûòü ñèì-

ìåòðè÷íûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà. Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ðàâíî íóëþ, òî ñîîòíîøå-

íèå (2.6) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè äîáàâëåíèè ê f ′X ëþáîãî àíòèñèììåò-

ðè÷íîãî òåíçîðà.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ëèíåéíóþ ôóíêöèþ f(X) = C ··XT . Ïî îïðå-

äåëåíèþ f ′X ·· dXT = C ·· dXT ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîèç-

âîäíàÿ f ′X äîëæíà ðàâíÿòüñÿ C. Íî â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà X

òðåáîâàíèå ñèììåòðèè ïðîèçâîäíîé îçíà÷àåò, ÷òî

f ′X =
1

2

(
C + CT

)
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåìíîãî áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð. Ïóñòü f(X) =

X ·· 4C ··X. Òîãäà äèôôåðåíöèàë

df =
∂

∂ε

(
(X + εdX) ·· 4C ·· (X + εdX)

)∣∣∣∣
ε→ 0

=

= X ·· 4C ·· dX + dX ·· 4C ··X =

=
(
X ·· 4C

)T ·· dXT +
(
4C ··X

)T ·· dXT .

Ñëåäîâàòåëüíî, f ′X = X ·· 4CT
(3,4) + 4CT

(1,2) ··X.

Åñëè XT = X, òî

f ′X =
1

2

(
X ··

(
4CT

(3,4) + 4C
)

+
(

4CT
(1,2) + 4C

)
··X
)
.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî, çàìåíèâ â èñõîäíîì îïðåäåëåíèè X íà XT ,

ìîæåì çàïèñàòü

df = f ′X ·· dXT = f ′XT ·· dX = (f ′XT )
T ·· dXT .

Èñõîäÿ èç ýòîãî
(
f ′XT

)T
= f ′X. Åñëè X � ñèììåòðè÷íûé, òî îòñþäà òàêæå

ñëåäóåò ñèììåòðè÷íîñòü ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïî ñèììåòðè÷íîìó àðãó-

ìåíòó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

f(X) = X ··X äâóìÿ ñïîñîáàìè.

1. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå: X ··X = XkmXmk,

f ′X =
∂XkmXmk

∂Xij
eiej = (Xmkδkiδmj + Xkmδmiδkj) eiej = 2Xkmemek = 2XT .

2. Èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

f ′X ·· dXT =
∂(X + εdX) ·· (X + εdX)

∂ε

∣∣∣∣
ε→0

=

= X ·· dX + dX ··X = 2X ·· dX = 2XT ·· dXT ,

ñëåäîâàòåëüíî
d(X ··X)

dX
= 2XT . (2.7)

Äëÿ ñêàëÿðíî-çíà÷íîé ôóíêöèè òåíçîðíîãî àðãóìåíòà ñïðàâåäëèâû

ôîðìàëüíûå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ:

d(φ+ϕ)

dX
=

dφ

dX
+

∂ϕ

dX
;

d(φϕ)

dX
= ϕ

dφ

dX
+ φ

dϕ

dX
. (2.8)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà.

Íàéäåì ïðîèçâîäíûå îò ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðà âòîðîãî ðàí-

ãà, ïîëüçóÿñü èíâàðèàíòíûì ïðåäñòàâëåíèåì è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ

(2.8) è (2.7).

1. Ïåðâûé èíâàðèàíò f(X) = E ··X;

f ′X ·· dXT =
∂E ·· (X + εdX)

∂ε

∣∣∣∣
ε→0

= E ·· dX = E ·· dXT ;

∂I1
∂X

= E.
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2. Âòîðîé èíâàðèàíò f(X) = 1
2

(
tr 2X− tr X2

)
;

f ′X =
1

2

(
2 tr X (tr X)′X − (X ··X)′X

)
= tr X E−XT .

3. Òðåòèé èíâàðèàíò f(X) = 1
3

(
tr X3 − I1tr X2 + I2tr X

)
;

Àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ (2.7), íàéäåì(
tr X3

)′
X

=
(
E ··X3

)′
X

= 3
(
X2
)T

;

f ′X =
1

3

(
3
(
X2
)T − 2I1X

T − tr X2E + I2E + tr X
(
tr XE−XT

))
=

=
(
X2 − I1X + I2E

)T
.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êýëè�Ãàìèëüòîíà, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

dI3
dX

= I3X
−T .

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ëþáàÿ ñêàëÿðíî-çíà÷íàÿ èçîòðîïíàÿ ôóíêöèÿ

ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðíîãî àðãóìåíòà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ãëàâíûõ èíâà-

ðèàíòîâ ñâîåãî àðãóìåíòà f(X) = f(I1, I2, I3). Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîä-

íàÿ èçîòðîïíîé ôóíêöèè f ïî X çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

∂f

∂X
=

∂f

∂I1

∂I1
∂X

+
∂f

∂I2

∂I2
∂X

+
∂f

∂I3

∂I3
∂X

=

=

(
∂f

∂I1
+ I1

∂f

∂I2

)
E− ∂f

∂I2
X + I3

∂f

∂I3
X−1.

Ïðîèçâîäíàÿ f(X ·XT ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå X · XT = Y. Ïîñêîëüêó Y � ñèììåòðè÷íûé

òåíçîð, òî dY è f ′Y òàêæå ñèììåòðè÷íû: dY = dX ·XT + X · dXT . Ðàñ-

ñìàòðèâàÿ òåïåðü f(X · XT ) êàê ôóíêöèþ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Y,

ìîæåì çàïèñàòü

df(Y) = f ′Y ··YT = f ′Y ··
(
dX ·XT

)
+ f ′Y ··

(
X · dXT

)
=

= (f ′Y ·X) ·· dXT + (XT · f ′Y) ·· dX =

= (f ′Y ·X) ·· dXT + ((f ′Y)T ·X) ·· dXT = 2(f ′Y ·X) ·· dXT .
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Ñëåäîâàòåëüíî, f ′X = 2 f ′X·XT ·X.

Íàïðèìåð, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(X) = I1(X ·XT ) ðàâíÿåòñÿ:

f ′X = 2
dI1(X ·XT )

d(X ·XT )
·X = 2E ·X = 2X.

Ôîðìóëà ñâÿçè ïðîèçâîäíîé ïî îáðàòíîìó òåíçîðó f ′X−1 ñ f ′X.

Èç îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîãî òåíçîðà X ·X−1 = E ñëåäóåò, ÷òî

dX ·X−1 + X · d(X−1) = 0.

Îòêóäà

d(X−1) = −X−1 · dX ·X−1 → (d(X−1))T = −X−T · dXT ·X−T .

Òîãäà

df = f ′X ··XT = f ′X−1 ··
(
dX−1

)T
=

= −f ′X−1 ··
(
X−T · dXT ·X−T

)
= −X−T · f ′X−1 ·X−T ·· dXT .

Òàêèì îáðàçîì,

f ′X = −X−T · f ′X−1 ·X−T

è, ñëåäîâàòåëüíî

f ′X−1 = −XT · f ′X ·XT .

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(X) = I1(X
2). Òîãäà

f ′X =
(
I1(X

2)
)
X

= (X ··X)X = 2XT .

Ñëåäîâàòåëüíî,

f ′X−1 = −XT · 2XT ·XT = −2
(
XT
)3

.
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×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ òåíçîðíûõ

àðãóìåíòîâ.

Ïóñòü àðãóìåíòàìè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ n òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà Xi

i = 1, . . . , n. ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ïî àðãóìåíòó Xi îáîçíà-

÷àåòñÿ ∂f/∂Xi è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

∂f

∂Xi
·· dXT =

∂

∂ε
f(Xi, . . . ,Xi + εdX, . . . ,Xn)

∣∣∣∣
ε→ 0

äëÿ ëþáîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà dX.

2.3.3. Äèôôåðåíöèðîâàíèå òåíçîðíûõ ôóíêöèé

ïî òåíçîðíîìó àðãóìåíòó

Àíàëîãè÷íî ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíî-çíà÷íîé ôóíêöèè äëÿ ôóíêöèè
pY = F( kX), äåéñòâóþùåé èç Tk â Tp, îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ p+kF′X
êàê ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ïðîèçâîäíîé Ãàòî:

p+kF′X �̄ kdX =
∂

∂ε
F( kX + ε kdX)

∣∣∣∣
ε→ 0

= (2.9)

= lim
ε→ 0

F( kX + ε kdX)− F( kX)

ε

äëÿ ëþáîãî kdX.

Çàôèêñèðîâàâ íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ek, ìîæåì çà-

ïèñàòü êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè è åå àðãóìåíòà:

kX = Xn1n2...nk
en1

en2
. . . enk

; pY = Ym1m2...mp
em1

em2
. . . emp

,

ãäå êîîðäèíàòû òåíçîðà pY ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò pX:

Ym1m2...mp
= Fm1m2...mp

(Xn1n2...nk
).

Ïîäñòàâèâ êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè â ïðàâóþ ÷àñòü âûðà-

æåíèÿ (2.9), ïîëó÷èì

∂

∂ε
Fm1m2...mp

(Xn1n2...nk
+ ε dXn1n2...nk

)em1
em2

. . . emp

∣∣∣∣
ε→ 0

=

=
∂Fm1m2...mp

∂Xn1n2...nk

em1
em2

. . . emp
.
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð p+kF′X èìååò âèä

p+kF′X =
∂Fm1m2...mp

∂Xn1n2...nk

em1
em2

. . . emp
en1

en2
. . . enk︸ ︷︷ ︸

p+k

.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà

F′X =
∂F

∂X
=

∂Fks

∂Xmn
ekesemen.

Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî àðãóìåíòà ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷-

íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé àíòèñèììåòðè÷íîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïîýòîìó äëÿ

îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì ýòó àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü íóëåâîé. Â ÷àñò-

íîñòè, äëÿ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà:

F′X =
1

2

∂Fks

∂Xmn
ekes(emen + enem).

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:

1. F(X) = X,

F′X ·· dXT =
∂

∂ε
(X + εdX)

∣∣∣∣
ε→0

= dX = 4I3 ·· dXT ,

ñëåäîâàòåëüíî,
dX

dX
= 4I3;

2. F(X) = XT = Xmnenem,

F′X =
∂Xmn

∂Xij
enemeiej = δmiδnjenemeiej = enememen = 4I2.

3. F(X) = X, ãäå X � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð.

F′X =
(
4I3
)s
(3,4)

=
1

2
(emenemen + emenenem) =

1

2

(
4I3 + 4I2

)
.
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Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñêàëÿðà íà òåíçîð

Íàéäåì äèôôåðåíöèàë f(X)F(X):

d(fF) = Fdf + fdF = (Ff ′X + fF′X) ·· dXT .

Ñëåäîâàòåëüíî,

(fF)′X = Ff ′X + fF′X.

Íàïðèìåð,

dI1(X)X

dX
= X

dI1(X)

dX
+ I1(X)

dX

dX
= XE + I1(X) 4I3.

Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ

d(F1 · F2) = dF1 · F2 + F1 · dF2 =
(
F′1X ·· dXT

)
· F2 + F1 ·

(
F′2X ·· dXT

)
.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1.46) ïðåäñòàâèì dXT â âèäå

dXT =4I2 ·· dXT = ekememek ·· dXT ,

÷òî ïîçâîëèò ïåðåíåñòè dXT â ïåðâîì ñëàãàåìîì âïðàâî:(
F′1X ·· dXT

)
· F2 = (F′1X ·· ekem) · F2(emek ·· dXT ).

Îêîí÷àòåëüíî íàéäåì

d(F1 · F2)

dX
= (F′1X ·· ekem) · F2 emek + F1 · F′2X.

Íàïðèìåð:

1) (A ·X)′X = A ·4I3; (X ·A)′X = emek ·Aemek;

2) (X ·X)′X =4 I3 ·· ekem ·Xemek + X ·4I3 =

= emek ·Xemek + X · emekemek = (emek ·X + X · emek) emek.
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Ïðîèçâîäíàÿ îò îáðàòíîãî òåíçîðà

Èìååì öåïî÷êó ôîðìóë:

E′X = 0 =
(
X ·X−1

)′
X

=4 I3 ·· ekem ·X−1emek + X ·
(
X−1

)′
X

;

oòêóäà íàõîäèì (
X−1

)′
X

= −X−1 · emek ·X−1emek

Çàìåíà ïåðåìåííîé

Ïóñòü òåíçîð Z çàâèñèò îò òåíçîðà Y, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü,

çàâèñèò îò òåíçîðà X. Òîãäà äèôôåðåíöèàë Z ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç

ïðèðàùåíèÿ òåíçîðîâ Z è X:

dZ = Z′X ·· dXT = Z′Y ·· dYT . (2.10)

Â ñâîþ î÷åðåäü, äèôôåðåíöèàë Y ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

dY = Y′X ·· dXT ; dYT =4 I3 ·· dY =4 I3 ··Y′X ·· dXT .

Ïîäñòàâèâ dYT â (2.10) è ïðèðàâíÿâ ìíîæèòåëè ïðè dXT , íàéäåì

Z′X = Z′Y ·· 4I3 ··Y′X = (Z′Y)
T
(34) ··Y

′
X = Z′Y ·· (Y′X)

T
(12) .

Íàïîìíèì, ÷òî
(
4A
)T
mn

îáîçíà÷àåò ïåðåñòàíîâêó âåêòîðîâ, ñòîÿùèõ â òåí-

çîðîì ïðîèçâåäåíèè íà ïîçèöèÿõ m è n.

Äëÿ ñêàëÿðíî-çíà÷íîé ôóíêöèè f(Y(X)):

f ′X = f ′Y ·· 4I3 ··Y′X = (f ′Y)
T ··Y′X.
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3. ÒÅÍÇÎÐÍÛÅ ÏÎËß

3.1. Êðèâîëèíåéíûå îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû

Â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëîæåíèå òî÷êè M çàäà-

åòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì r. Òåíçîðíûì ïîëåì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñòà-

âÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà M(r) è êàæäîìó ìî-

ìåíòó âðåìåíè îïðåäåëåííûé òåíçîð ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà pF = pF(r, t).

Ïðèìåðàìè òåíçîðíûõ ïîëåé ìîãóò ñëóæèòü ïîëå òåìïåðàòóð (ñêàëÿð-

íîå ïîëå), ïîëå ñêîðîñòåé (âåêòîðíîå ïîëå), ïîëå íàïðÿæåíèé (òåíçîðíîå

ïîëå) è ò. ï. Òåíçîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì (èëè äèôôåðåíöè-

ðóåìûì), åñëè êîîðäèíàòû pF = pF(r, t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè (èëè

äèôôåðåíöèðóåìûìè) ôóíêöèÿìè ðàäèóñ-âåêòîðà è âðåìåíè. Åñëè òåí-

çîð çàâèñèò òîëüêî îò r, òî äàííîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì.

Â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàäèóñ-âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ òðå-

ìÿ ÷èñëàìè, íàçûâàåìûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëü-

çóþòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ (äåêàðòîâà), öèëèíäðè÷åñêàÿ è ñôåðè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìû êîîðäèíàò. Âàæíûì îòëè÷èåì äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îò

äðóãèõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åå áàçèñíûå âåêòîðû îäèíàêîâû äëÿ âñåõ òî÷åê

ïðîñòðàíñòâà, â òî âðåìÿ êàê â êðèâîëèíåéíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò áà-

çèñíûå âåêòîðû ìåíÿþòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå. ×òîáû âûäåëèòü äåêàðòîâó

ñèñòåìó êîîðäèíàò èç âñåõ îñòàëüíûõ, îáîçíà÷èì åå áàçèñíûå âåêòîðû

÷åðåç i1, i2, i3. Ñîîòâåòñòâåííî, ðàäèóñ âåêòîð â ïðÿìîóãîëüíîé îðòîãî-

íàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ ðàçëîæåíèåì r = xkik.

Ñâÿçü äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ñ êðèâîëèíåéíûìè çàäàåòñÿ òðåìÿ ñî-

îòíîøåíèÿìè

xi = xi(q1, q2, q3); i = 1, 2, 3. (3.1)

Áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíû, îäíîçíà÷íû

è èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ-

÷èòåëüíî. Òîãäà ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê

ôóíêöèÿ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò:

r = r(q1, q2, q3). (3.2)
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Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (3.2), íåîáõîäèìî, ÷òîáû êðèâîëèíåé-

íûå êîîðäèíàòû qk îïðåäåëÿëèñü èç ñîîòíîøåíèÿ (3.1) åäèíñòâåííûì

îáðàçîì. Óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (3.1) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåí-

íîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî ðàâíîñèëüíî òðåáîâàíèþ íåîáðàùåíèÿ â íóëü

ÿêîáèàíà

J =

∣∣∣∣∂xj∂qi

∣∣∣∣ 6= 0.

Ðèñ. 6. Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

Åñëè çàôèêñèðîâàòü êàêèå-íèáóäü äâå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû,

òî êîíåö ðàäèóñ-âåêòîðà (3.2) áóäåò îïèñûâàòü â ïðîñòðàíñòâå êðèâóþ,

ñîîòâåòñòâóþùóþ èçìåíÿþùåéñÿ êîîðäèíàòå qk (pèñ. 6). Ïåðåìåùåíèþ

òî÷êè M èç ïîëîæåíèÿ r(q1, q2, q3) ïî êîîðäèíàòíîé ëèíèè, íàïðèìåð q1,

ñîîòâåòñòâóåò ïðèðàùåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà

∆r = r(q1 + ∆q1, q2, q3)− r(q1, q2, q3),

êîòîðîå íàïðàâëåíî ïî õîðäå (ðèñ. 6). ×åì ìåíüøå ïðèðàùåíèå êîîðäèíà-

òû, òåì áëèæå ∆r ê êàñàòåëüíîé ê êîîðäèíàòíîé ëèíèè. Òàêèì îáðàçîì,

âåêòîðû, êàñàòåëüíûå ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì, íàõîäÿòñÿ êàê ïðåäåë

îòíîøåíèÿ ∆r/∆qk ïðè ∆qk → 0:

rk =
∂r

∂qk
, |rk| = Hk =

√(
∂x1
∂qk

)2

+

(
∂x2
∂qk

)2

+

(
∂x3
∂qk

)2

. (3.3)

Äëèíû ýòèõ âåêòîðîâ Hk íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ëàìå.
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Òðèýäð åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ

ek =
1

Hk
rk, (3.4)

êàñàòåëüíûõ ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì è íàïðàâëåííûõ â ñòîðîíó âîçðàñ-

òàíèÿ qk, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíûé áàçèñ â ïðèíÿòîé ñèñòåìå êðè-

âîëèíåéíûõ êîîðäèíàò (â äàííîì âûðàæåíèè îòñóòñòâóåò ñóììèðîâàíèå

ïî k). Äëÿ îðòîãîíàëüíîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ es · ek = δsk. Èìåííî òàêèå êîîðäèíàòíûå ñèñòåìû áóäóò

ðàññìîòðåíû â äàííîì ðàçäåëå. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò äåêàðòîâûõ

êîîðäèíàò, îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ek äëÿ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò

qk íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì, à ìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà êîýôôèöèåíòîâ Ëàìå ââå-

äåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð dr, îïðåäåëÿþùèé ïåðåõîä èç äàííîé òî÷êè

â áåñêîíå÷íî áëèçêóþ ê íåé:

dr =
∂r

∂qk
dqk = rk dqk =

3∑
k=1

Hkekdqk. (3.5)

Êâàäðàò äëèíû ýòîãî âåêòîðà

ds2 = dr · dr =
∂r

∂qn
dqn ·

∂r

∂qm
dqm = dqm dqnrn · rm = (dqn)2H2

n.

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò Ëàìå � ýòî êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-

íîñòè ìåæäó ïðèðàùåíèåì êîîðäèíàòû è ïðèðàùåíèåì äëèíû äóãè ëè-

íèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé êîîðäèíàòå.

Ýëåìåíò îáúåìà â îðòîãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ îïðå-

äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

dV = dx1dx2dx3 = r1dq1 · (r2dq2 × r3dq3) = (3.6)

= H1H2H3dq1dq2dq3 = Jdq1dq2dq3.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîîðäèíàòíûå ëèíèè ïàðàëëåëüíû

êîîðäèíàòíûì îñÿì. Êàñàòåëüíûå ê íèì âåêòîðû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîð-

ìóëå (3.3): rk = ∂r/∂xk = ik. Îòêóäà, ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (3.4), íàõîäèì

êîýôôèöèåíòû Ëàìå è áàçèñíûå îðòû: Hk = 1, ek = ik.
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3.2. Íàáëà-îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ek � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, èç ñîîòíîøåíèÿ (3.3)

ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïðèðàùåíèÿ êîîðäèíàòû dqk (íå ñóììè-

ðîâàòü ïî k)

dqk =
1

Hk
ek · dr.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñêàëÿðíîå ïîëå f(r) = f(q1, q2, q3) êàê ôóíêöèþ

êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò è çàïèøåì åå äèôôåðåíöèàë:

df =
∂f

∂qk
dqk =

3∑
k=1

1

Hk
ek

∂f

∂qk
· dr. (3.7)

Ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå ñèìâîëè÷åñêèé âåêòîð

∇ =
3∑

k=1

ek
1

Hk

∂

∂qk
=

3∑
k=1

rk
H2

k

∂

∂qk
, (3.8)

íàçûâàåìûé íàáëà-îïåðàòîðîì Ãàìèëüòîíà, ìîæíî ïåðåïèñàòü (3.7) â âè-

äå

df = (∇f) · dr, (3.9)

ãäå âåêòîð ∇f = grad f (ãðàäèåíò f). Ñîîòíîøåíèå (3.9) îçíà÷àåò, ÷òî

÷åðåç ãðàäèåíò âûðàæàåòñÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ïîëÿ ïðè ïåðå-

ìåùåíèè èç îäíîé òî÷êè â ñîñåäíþþ ñ íåé.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íàáëà-îïåðàòîð èìååò íàèáîëåå ïðî-

ñòîé âèä
∇ = ik

∂

∂xk
.

Ñêàçàííîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðèìåíåíèè ê âåêòîðó:

df =
∂f

∂qk
dqk =

3∑
k=1

∂f

∂qk

1

Hk
ek · dr = f∇ · dr = (∇f)T · dr.

Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ∇f � ãðàäèåíò âåêòîðà. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó,

÷òî â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå, íàïðèìåð â [22], ãðàäèåíòîì íàçûâàåòñÿ

(∇f)T . (∇f)T òàêæå íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé âåêòîðà f ïî íàïðàâëåíèþ r:

df

dr
= (∇f)T .
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Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ãðàäèåíòà ê òåíçîðíîìó ïîëþ pF

ÿâëÿåòñÿ òåíçîð, ðàíã êîòîðîãî íà åäèíèöó áîëüøå ðàíãà èñõîäíîãî òåí-

çîðà.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå íàáëà-îïåðàòîðà ê òåíçîðíîìó ïî-

ëþ, çàäàííîìó â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ, óñëîæíÿåòñÿ íåîáõîäèìî-

ñòüþ ó÷åòà èçìåíåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, íàïðàâëåíèå êîòîðûõ ìåíÿ-

åòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèÿ ãðàäèåíòà òåíçîðíîãî

ïîëÿ pF â êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàïèñûâàåòñÿ êàê

∇ pF =
3∑

k=1

ek

Hk

∂Fn1...np
en1

. . . enp

∂qk
=

=
3∑

k=1

ek

Hk

(
∂Fn1...np

∂qk
en1

. . . enp
+ Fn1...np

∂en1

∂qk
en2

. . . enp
+

+ · · ·+ Fn1...np
en1

. . . enp−1

∂enp

∂qk

)
.

Çäåñü ïîÿâèëèñü ïðîèçâîäíûå îðòîâ es ïî qk, îïðåäåëÿåìûå äåðèâà-

öèîííûìè ôîðìóëàìè. Èõ çíà÷åíèÿ ìîæíî íàéòè ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì

èëè ñ ïîìîùüþ êèíåìàòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, èçâåñòíîé ïîä íàçâàíè-

åì ¾ìåòîä ïîäâèæíîãî òðèåäðà¿ [11].

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê äèàäå ab ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñêàëÿð a · b
è âåêòîð a× b, òåíçîð ∇f îïðåäåëÿåò ñêàëÿð

∇ · f =
3∑

k=1

ek ·
1

Hk

∂

∂qk
(fmem) =

3∑
k=1

1

Hk

(
∂fk
∂qk

+ fmek ·
∂em

∂qk

)
= div f ,

íàçûâàåìûé äèâåðãåíöèåé âåêòîðà, è âåêòîð

∇× f =
3∑

k=1

1

Hk
ek ×

∂f

∂qk
=

3∑
k=1

1

H2
k

rk ×
∂f

∂qk
= rot f ,

íàçûâàåìûé ðîòîðîì âåêòîðà.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äèâåðãåíöèÿ è ðîòîð âåêòîðà èìå-

þò âèä

div f =
∂fi
∂xi

; rot f = ii × ij
∂fj
∂xi

= εijk
∂fj
∂xi

ik. (3.10)
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Âåêòîðω = 1
2 rot f íàçûâàþò âåêòîðîì âèõðÿ f . Âåêòîðíîå ïîëå, ðî-

òîð êîòîðîãî ðàâåí íóëþ, íàçûâàåòñÿ áåçâèõðåâûì èëè ïîòåíöèàëüíûì;

âåêòîðíîå ïîëå, äèâåðãåíöèÿ êîòîðîãî ðàâíà íóëþ � ñîëåíîèäàëüíûì.

Âåêòîð âèõðÿ � âåêòîð, ñîïóòñòâóþùèé àíòèñèììåòðè÷íîìó òåíçî-

ðó

Ω = E×ω =
1

2
enen ×

3∑
k=1

(
1

H2
k

rk ×
∂f

∂qk

)
= (3.11)

=
1

2

3∑
k=1

1

H2
k

en

((
en ·

∂f

∂qk

)
rk − (en · rk)

∂f

∂qk

)
=

=
1

2

3∑
k=1

1

H2
k

(
∂f

∂qk
rk − rk

∂f

∂qk

)
=

1

2

(
(∇f)T −∇f

)
= −(∇f)A,

òàêæå íàçûâàåìîìó òåíçîðîì ñï�èíà. Îòìåòèì, ÷òî â ìåõàíè÷åñêèõ ïðè-

ëîæåíèÿõ ñîîòíîøåíèå (3.11), çàïèñàííîå äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé, è òåí-

çîð ñï�èíà, ñâÿçàííûé ñ òåíçîðîì ïîâîðîòà è îïðåäåëåííûé âûðàæåíèåì

(2.4), ñîîòâåòñòâóþò îïèñàíèþ ðàçíûõ ïðîöåññîâ. Íàïðèìåð, ïðè îïèñà-

íèè äâèæåíèÿ çåìëè, òåíçîð ñï�èíà (2.4) õàðàêòåðèçóåò âðàùåíèå çåìëè

âîêðóã ñâîåé îñè, â òî âðåìÿ êàê àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ãðàäèåíòà

ñêîðîñòè ñâÿçàíà ñ âðàùåíèåì çåìëè âîêðóã ñîëíöà.

Ñõîæèì îáðàçîì äèâåðãåíöèåé òåíçîðíîãî ïîëÿ pF íàçûâàåòñÿ ðå-

çóëüòàò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàáëà-îïåðàòîðà è òåíçîðíîãî ïîëÿ

∇ · pF = ek ·
1

Hk

∂ pF

∂qk
.

Îïåðàöèÿ äèâåðãåíöèè ïîíèæàåò ðàíã òåíçîðíîãî ïîëÿ íà åäèíèöó.

Âåêòîðíîå óìíîæåíèå íàáëà-îïåðàòîðà ñëåâà íà pF ïðèâîäèò ê òåí-

çîðó òîãî æå ðàíãà � ðîòîðó òåíçîðíîãî ïîëÿ

∇× pF = ek ×
1

Hk

∂ pF

∂qk
.

Ïîñêîëüêó ëþáîé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð AA âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

ñîïóòñòâóþùèé âåêòîð AA = E ×ω, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîò-
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íîøåíèÿ:

∇ ·AA = ek · E× es
1

Hk

∂ωs

∂qk
= ek ×

1

Hk

∂ω

∂qk
= ∇×ω;

∇×AA = ∇× (ω× E) = ek × (es × em)em
1

Hk

∂ωs

∂qk
=

= (esδkm − emδks)em
1

Hk

∂ωs

∂qk
= esek

1

Hk

∂ωs

∂qk
− E

1

Hk

∂ωk

∂qk
= ω∇− E(∇ ·ω).

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

I1(∇×AA) = −2∇ ·ω; I1(∇×As) = 0.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ââåäåííûõ îïåðàöèé

ê ðàäèóñ-âåêòîðó è åãî ìîäóëþ.

1. Ãðàäèåíò ðàäèóñ-âåêòîðà:

∇r =
3∑

k=1

1

Hk
ek

∂r

∂qk
=

3∑
k=1

1

Hk
ekrk = ekek = E.

2. Äèâåðãåíöèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà:

∇ · r = ek · ek = 3.

3. Ðîòîð ðàäèóñ-âåêòîðà:

∇× r = ek × ek = 0.

4. Ãðàäèåíò ìîäóëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà:

∇|r| = ∇|r| = ek
∂
√

x21 + x22 + x23
∂xk

= ek
2xk

2
√

x21 + x22 + x23
=

r

|r|
.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî õîòÿ ýòà ôîðìóëà ïîëó÷åíà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò, îíà âåðíà â ëþáîì áàçèñå, ïîñêîëüêó ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé

ïðåäñòàâëåí â èíâàðèàíòíîé ôîðìå.

5. Ãðàäèåíò ñëîæíîé ôóíêöèè:

∇ (|r|n) = n|r|n−1∇|r| = n|r|n−1 r

|r|
= n|r|n−2r.

93



6. Äèâåðãåíöèÿ äèàäû ðàäèóñ-âåêòîðîâ:

∇ · (rr) = (∇ · r)r + r · (∇r) = 3r + r · E = 4r.

7. Äèâåðãåíöèÿ ¾n¿ ðàäèóñ-âåêòîðîâ:

∇ · (rr . . . r︸ ︷︷ ︸
n

) = (∇ · r) rr . . . r︸ ︷︷ ︸
n−1

+r(r∇) · rr . . . r︸ ︷︷ ︸
n−2

+ · · ·+ rr . . . r︸ ︷︷ ︸
n−2

(r∇) · r =

= 3 rr . . . r︸ ︷︷ ︸
n

+(n− 1) rr . . . r︸ ︷︷ ︸
n

= (n + 2) rr . . . r︸ ︷︷ ︸
n

.

3.3. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè íàä ïðîèçâåäåíèåì

Èçâåñòíîå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ íàïðÿìóþ ðàñ-

ïðîñòðàíÿåòñÿ íà ãðàäèåíò ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí:

∇(ϕφ) = φ∇ϕ+ϕ∇φ.

Ãðàäèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ ñêàëÿðà íà âåêòîð è òåíçîð âû÷èñëÿþòñÿ

àíàëîãè÷íî:

∇(ϕf) = (∇ϕ)f +ϕ(∇f); ∇(ϕF) = (∇ϕ)F +ϕ(∇F).

Ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ:

∇(f · g) = (∇f) · g + (∇g) · f .

Äèâåðãåíöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñêàëÿðà íà âåêòîð:

∇ · (ϕf) = (∇ϕ) · f +ϕ(∇ · f).

Ðîòîð ïðîèçâåäåíèÿ ñêàëÿðà íà âåêòîð:

∇× (ϕf) = (∇ϕ)× f +ϕ(∇× f).

Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ:

∇ · (f × g) = g · (∇× f)− f · (∇× g).
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Ðîòîð âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ:

∇× (f × g) = (f∇) · g − g(∇ · f) + f(∇ · g)− (g∇) · f .

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ â ñêîáêàõ è òîëüêî ïîòîì � ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå íà

ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð.

Äèâåðãåíöèÿ äèàäû:

∇ · (fg) = (∇ · f)g + f · (g∇).

Ðîòîð äèàäû:

∇× (fg) = (∇× f)g − f × (∇g).

Ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ òåíçîðà íà âåêòîð:

∇(F · f) = (∇F) · f + (∇f) · FT .

Äèâåðãåíöèÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ òåíçîðà íà âåêòîð:

∇ · (F · f) = (∇ · F) · f + F ·· (f∇) = (∇ · F) · f + F� (∇f).

Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðà íà ðàäèóñ-âåêòîð:

∇ · (r× F) = −r · (∇× F); ∇ · (F× r) = (∇ · F)× r + 2ω,

ãäå ω � ñîïóòñòâóþùèé âåêòîð àíòèñèììåòðè÷íîé ÷àñòè òåíçîðà F.

Ðîòîð âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðà íà ðàäèóñ-âåêòîð:

∇× (F× r) = (∇× F)× r + FT − tr F E.

Äèâåðãåíöèÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ:

∇ · (F ·Φ) = (∇ · F) ·Φ + FT ·· (∇Φ) = (∇ · F) ·Φ + F� (∇Φ).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñêîëüêó âñå ôîðìóëû â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâ-

ëåíû â èíâàðèàíòíîé ôîðìå, îíè âåðíû â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à íå

òîëüêî â îðòîãîíàëüíîé.
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3.4. Äâóõêðàòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Ïîâòîðíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå âåêòîðà ∇f ïðèâîäèò ê ñèììåòðè÷-

íîìó òåíçîðó âòîðîãî ðàíãà

∇∇f =
3∑

m,n=1

1

HmHn
emen

∂2f

∂qm∂qn
. (3.12)

Ñëåä ýòîãî òåíçîðà íàçûâàåòñÿ ëàïëàñèàíîì ñêàëÿðà, à ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå íàáëà îïåðàòîðîâ∇·∇ = ∇2 = ∆ � îïåðàòîðîì Ëàïëàññà.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïåðàòîð Ëàïëàññà èìååò íàèáîëåå

ïðîñòîé âèä

∇2 =

(
ik

∂

∂xk

)
·
(

is
∂

∂xs

)
=

∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðíûé èíâàðèàíò îò ∇∇f ðàâåí íóëþ

∇×∇f = rot grad f = 0,

èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå áåçâèõðåâîå èëè ïîòåíöèàëüíîå âåêòîðíîå

ïîëå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ãðàäèåíò íåêîòîðîé ñêàëÿðíîé ôóíê-

öèè.

Îòìåòèì, ÷òî ëàïëàñèàí íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îïåðàöèåé. Â ÷àñò-

íîñòè, ëàïëàñèàí ïðîèçâåäåíèÿ ñêàëÿðà íà âåêòîð âû÷èñëÿåòñÿ êàê

∇2(ϕf) = ∇ · ∇(ϕf) = ∇ · ((∇ϕ)f +ϕ(∇f)) =

= ϕ∇2f + f∇2ϕ+ 2(∇ϕ) · (∇f).

Òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà ∇∇f äîïóñêàåò ñëåäóþùèå ñâåðòûâàíèÿ.

1. Ëàïëàñèàí âåêòîðà:

∇ · ∇f = ∇2f =
3∑

k=1

∂2f

∂x2k
.

2. Ãðàäèåíò äèâåðãåíöèè:

∇(∇ · f) = im
∂2fn

∂xm∂xn
.
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3. Ðîòîð ðîòîðà:

∇× (∇× f) = ∇(∇ · f)−∇2f .

4. Ðîòîð ãðàäèåíòà:

∇× (∇f) = 0.

5. Ãðàäèåíòó ðîòîðà:

∇(∇× f) =
∂

∂xm
imin ×

∂fkek

∂xn
= εnks imis

∂2fk
∂xm∂xn

.

Îòìåòèì, ÷òî ñëåä ýòîãî òåíçîðà ∇ · (∇ × f) = 0, ò. å. îí ÿâëÿåòñÿ àí-

òèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì. Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî åñëè âåêòîðíîå

ïîëå ÿâëÿåòñÿ âèõðåì íåêîòîðîãî ïîëÿ, òî ýòî ïîëå ñîëåíîèäàëüíîå.

Íàêîíåö, äëÿ òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà ∇∇F âîçìîæíû, â ÷àñòíî-

ñòè, ñëåäóþùèå ñâåðòêè:

1. div div F = ∇ · (∇ · F) = ik · (is · im) in
∂2Fmn

∂xk∂xs
=

∂2Fmn

∂xn∂xm
;

2. ∇ · ∇F = ∇2F =
3∑

k=1

∂2F

∂x2k
;

3. ∇× (∇F) = 0;

4. ∇ · (∇× F) = 0;

5. ∇× (∇× F) = ∇(∇ · F)−∇ · (∇F).
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3.5. Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò

3.5.1. Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

Â êà÷åñòâå êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò áåðóòñÿ ðàäèóñ, àçèìóòàëü-

íûé óãîë è âûñîòà (pèñ. 7):

q1 = ρ; q2 = ϕ; q3 = z; 0 < ρ <∞; 0 ≤ ϕ ≤ 2π; −∞ < z <∞.

Êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè ñëóæàò ðàäèàëüíî íàïðàâëåííûå ëó÷è, îêðóæ-

íîñòè è ïðÿìûå ïàðàëëåëüíûå îñè i3.

Ðèñ. 7. Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

Ðàäèóñ âåêòîð òî÷êè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

r = ρ cosϕi1 + ρ sinϕi2 + zi3.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî êàñàòåëüíûå âåêòîðû è êîýôôèöèåíòû Ëàìå èìåþò

âèä

r1 =
∂r

∂ρ
= cosϕ i1 + sinϕ i2 = eρ; H1 = |r1| = 1;

r2 =
∂r

∂ϕ
= −ρ sinϕ i1 + ρ cosϕ i2 = ρeϕ; H2 = |r2| = ρ;

r3 =
∂r

∂z
= i3 = ez; H3 = |r3| = 1.
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Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âåêòîðû rk âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

Áàçèñíûå âåêòîðû e1 = eρ, e2 = eϕ è e3 = z èìåþò íàïðàâëåíèÿ

ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé, êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì è îñè êîíöåíòðè÷å-

ñêèõ öèëèíäðîâ (ñì. ðèñ. 7).

ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂(ρ cosϕ)

∂ρ

∂(ρ cosϕ)

∂ϕ

∂(ρ cosϕ)

∂z

∂(ρ sinϕ)

∂ρ

∂(ρ sinϕ)

∂ϕ

∂(ρ sinϕ)

∂z

∂z

∂ρ

∂z

∂ϕ

∂z

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
cosϕ −ρ sinϕ 0

sinϕ ρ cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = ρ.

Ðàäèóñ-âåêòîð â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàïèñûâàåòñÿ

â ôîðìå r = ρeρ + zez.

Íàáëà-îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

∇ = eρ
∂

∂ρ
+ eϕ

1

ρ

∂

∂ϕ
+ ez

∂

∂z
.

Äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû.

Ïîñêîëüêó ez � ïîñòîÿííûé âåêòîð, òî âñå ïðîèçâîäíûå ýòîãî âåê-

òîðà áóäóò ðàâíû íóëþ. Êðîìå òîãî, âåêòîðû eρ è eϕ íå çàâèñÿò îò ρ

è z, ñëåäîâàòåëüíî ýòè ïðîèçâîäíûå òàêæå îáðàòÿòñÿ â íoëü. Ðàâåíñòâî

íóëþ ïðîèçâîäíûõ îò âñåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïî ρ è z îòðàæàåò òîò

ôàêò, ÷òî òðèýäð áàçèñíûõ âåêòîðîâ íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè âäîëü

ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòíûõ ëèíèé.

Îñòàâøèåñÿ äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòûì âû÷èñ-

ëåíèåì
∂eρ
∂ϕ

= − sinϕ i1 + cosϕ i2 = eϕ;

∂eϕ
∂ϕ

= − cosϕ i1 − sinϕ i2 = −eρ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëó÷åííûìè äåðèâàöèîííûìè ôîðìóëàìè âû-

÷èñëèì ëàïëàñèàí â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Íàïîìíèì âàæíîå
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ïðàâèëî ðàáîòû ñ íàáëà-îïåðàòîðîì: âíà÷àëå íóæíî ïðîèçâîäèòü äèô-

ôåðåíöèðîâàíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ, à ëèøü çàòåì èõ óìíîæåíèå

∇2 =

(
eρ

∂

∂ρ
+ eϕ

1

ρ

∂

∂ϕ
+ ez

∂

∂z

)
·
(

eρ
∂

∂ρ
+ eϕ

1

ρ

∂

∂ϕ
+ ez

∂

∂z

)
=

=
∂2

∂ρ2
+

1

ρ2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
+

1

ρ
eϕ ·

(
eϕ

∂

∂ρ
− eρ

1

ρ

∂

∂ϕ

)
=

=
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
=

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
.

Äëÿ ïðèìåðà âû÷èñëèì ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèþ è ðîòîð îò ñëåäóþ-

ùåé ôóíêöèè:

f = h(ρ)eρ + g(ϕ)eϕ + f(ρ, z)ez;

1) ∇f = h′ρeρeρ + f ′ρeρez +
1

ρ
((h + g′ϕ)eϕeϕ − geϕeρ) + f ′zezez;

2) ∇ · f = h′ρ +
1

ρ
(h + g′ϕ) + f ′z; 3) ∇× f = −f ′ρeϕ +

g

ρ
ez.

3.5.2. Ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

Â êà÷åñòâå êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò áåðóòñÿ ðàäèóñ ñôåðû, çåíèò-

íûé è àçèìóòàëüíûé óãëû (pèñ. 8):

q1 = R; q2 = θ; q3 = ϕ; 0 < R <∞; 0 < θ < π; 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

à êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè ÿâëÿþòñÿ: ðàäèóñû (ëèíèÿ R), ìåðåäèàíû

(ëèíèè θ) è ïàðàëëåëè (ëèíèÿ ϕ).

Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò: x = R sin θ cosϕ; y = R sin θ sinϕ;

z = R cos θ è ßêîáèàí äëÿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò J = R2 sin θ.

Âåêòîðû êàñàòåëüíûå ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì:

r1 =
∂r

∂R
= sin θ cosϕ i1 + sin θ sinϕ i2 + cos θ i3;

r2 =
∂r

∂θ
= R cos θ cosϕ i1 + R cos θ sinϕ i2 −R sin θ i3;

r3 =
∂r

∂ϕ
= −R sin θ sinϕ i1 + R sin θ cosϕ i2.
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Ðèñ. 8. Ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

Êîýôôèöèåíòû Ëàìå ðàâíû

H1 = HR = 1; H2 = Hθ = R; H3 = Hϕ = R sin θ.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàáëà-îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò èìååò âèä

∇ = eR
∂

∂R
+ eθ

1

R

∂

∂θ
+ eϕ

1

R sin θ

∂

∂ϕ
,

ãäå áàçèñíûå âåêòîðû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

eR = sin θ cosϕ i1 + sin θ sinϕ i2 + cos θ i3;

eθ = cos θ cosϕ i1 + cos θ sinϕ i2 − sin θ i3;

eϕ = − sinϕ i1 + cosϕ i2.

Äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü çàìåòèì, ÷òî âñå áàçèñíûå âåêòîðû íå çàâèñÿò îò

R, ò. å. âñå ïðîèçâîäíûå ïî ðàäèóñó ðàâíû íóëþ. Ïîñêîëüêó eϕ çàâèñèò

òîëüêî îò ϕ, òî ∂eϕ/∂θ = 0.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äåðèâàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ eR âîñïîëüçóåìñÿ

òåì, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò êðàéíå
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ïðîñòóþ ôîðìó r = R eR, è èñïîëüçóåì òîæäåñòâî ∇r = E. Ïîëó÷èì

eReR + eθeθ + eϕeϕ =

(
eR

∂

∂R
+ eθ

1

R

∂

∂θ
+ eϕ

1

R sin θ

∂

∂ϕ

)
(R eR) =

= eReR + R eR
∂eR

∂R
+ eθ

∂eR

∂θ
+ eϕ

1

sin θ

∂eR

∂ϕ
.

Îòêóäà, ñðàâíèâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà, íàõîäèì:

∂eR

∂R
= 0;

∂eR

∂θ
= eθ;

∂eR

∂ϕ
= sin θ eϕ.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì òåïåðü eθ ïî θ è ϕ:

∂eθ
∂θ

= − sin θ cosϕ i1 − sin θ sinϕ i2 − cos θ i3 = −eR,

∂eθ
∂ϕ

= − cos θ sinϕ i1 + cos θ cosϕ i2 = cos θ eϕ.

Îñòàëîñü íàéòè ∂eϕ/∂ϕ. Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

∂eϕ/∂ϕ = − cosϕ i1 − sinϕ i2 íå ïðèâîäèò ê æåëàåìîìó ðåçóëüòàòó, ïî-

ñêîëüêó ýòîò âåêòîð çàïèñàí â ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó äåêàðòîâîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü ϕ = const è èçîáðàçèì íà íåé áàçèñ-

íûå âåêòîðû ñôåðè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåì êîîðäèíàò (pèñ. 9).

Ðèñ. 9. Ñôåðè÷åñêàÿ è öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò
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Âåêòîð eϕ ñîâïàäàåò â îáåèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò è íàïðàâëåí îò

íàñ ïåðïåíäèêóëÿðíî ðàññìàòðèâàåìîé ïëîñêîñòè. Âñïîìíèì, ÷òî äëÿ

öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ∂eϕ/∂ϕ = −eρ. Ðàçëîæèâ eρ ïî áà-

çèñíûì âåêòîðàì ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîëó÷èì

∂eϕ
∂ϕ

= − sin θ eR − cos θ eθ.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

∂eR

∂R
= 0;

∂eR

∂θ
= eθ;

∂eR

∂ϕ
= sin θ eϕ;

∂eθ
∂R

= 0;
∂eθ
∂θ

= −eR;
∂eθ
∂ϕ

= cos θ eϕ;

∂eϕ
∂R

= 0;
∂eϕ
∂θ

= 0;
∂eϕ
∂ϕ

= − sin θ eR − cos θ eθ.

Ëàïëàñèàí â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì

âèäå:

∇2 =
1

R2

(
∂

∂R

(
R2 ∂

∂R

)
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì îáùèé âèä âûðàæåíèé äèâåðãåíöèè è ðîòî-

ðà âåêòîðíîãî ïîëÿ f = fR er + fθ eθ + fϕ eϕ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíà-

òàõ [25].

∇ · f =
1

R2

∂

∂R

(
R2fR

)
+

1

R sin θ

∂

∂θ
(sin θ fθ) +

1

R sin θ

∂fϕ
∂ϕ

;

∇× f =
1

R sin θ

(
∂

∂θ
(sin θfϕ)− ∂fθ

∂ϕ

)
eR+

+
1

R sin θ

(
∂fR
∂ϕ
− sin θ

∂(Rfϕ)

∂R

)
eθ +

1

R

(
∂(Rfϕ)

∂R
− ∂fR

∂θ

)
eϕ.
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3.6. Èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû

Ïóñòü èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ äåêàðòîâûõ êîîð-

äèíàò f(x1, x2, x3), çàäàííàÿ â íåêîòîðîì îáúåìå V . Ðàññìîòðèì èíòå-

ãðàë ôóíêöèè ïî îáúåìó. Ïðè ïåðåõîäå ê êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì,

ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ îáúåìà (3.6), èíòåãðàë ôóíêöèè

ïî îáúåìó çàïèñûâàåòñÿ â âèäå∫
V

f(x1, x2 x3) dx1 dx2 dx3 =

∫
V

f(q1, q2 q3)J dq1 dq2 dq3,

ãäå J � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

3.6.1. Ïðåîáðàçîâàíèå îáúåìíîãî èíòåãðàëà â ïîâåðõíîñòíûé

Äëÿ äâóõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèé f(x1, x2, x3) è

g(x1, x2, x3), çàäàííûõ â îáúåìå V , îãðàíè÷åííîì ïîâåðõíîñòüþ S ñ âíåø-

íåé íîðìàëüþ n, ñóùåñòâóåò õîðîøî èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðî-

ãðàäñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:∫
V

∂f

∂xk
g dx1, dx2 dx3 = −

∫
V

∂g

∂xk
f dx1, dx2 dx3 +

∫
S

fgnk dS,

ãäå dS � ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè S, nk = n · ek � ïðîåêöèÿ íîðìàëè íà

ñîîòâåòñòâóþùóþ îñü. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå g = 1, ïîëó÷àåì ôîðìóëó, ïðå-

îáðàçóþùóþ îáúåìíûé èíòåãðàë â ïîâåðõíîñòíûé:∫
V

∂f

∂xk
dV =

∫
S

fnk dS.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷èì ÷àñòî èñïîëüçóåìûå â ìåõàíè-

÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ñ íàáëà-îïåðàòîðîì.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå èíòåãðàë ïî îáúåìó îò ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîé

ôóíêöèè∫
V

∇f dV =

∫
V

ik
∂f

∂xk
dx1 dx2 dx3 =

∫
S

ikfnk dS =

∫
S

fn dS.
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Ïîñêîëüêó ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû çàïèñàíû â èíâàðèàí-

òîé ôîðìå, òî äàííàÿ ôîðìóëà ïðèìåíèìà â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî dV = J dq1 dq2 dq3.

Äëÿ òåíçîðíîé ôóíêöèè pF∫
V

∇ pF dV = ik

∫
V

∂Fn1...np

∂xk
dx1 dx2 dx3 en1

. . . enp
=

= ik

∫
S

Fn1...np
nk dS en1

. . . enp
=

∫
S

n pF dS.

Äåëàÿ ñâåðòêó ïî ïåðâûì äâóì èíäåêñàì tr (1,2) ïîëó÷àåì òåîðåìó î äè-

âåðãåíöèè ∫
V

∇ · pF dV =

∫
S

n · pF dS.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ∫
V

∇× pF dV =

∫
S

n× pF dS.

Ñòðóêòóðà ïðèâåäåííûõ ôîðìóë î÷åâèäíà � íàáëà-îïåðàòîð Ãàìèëü-

òîíà â îáúåìíîì èíòåãðàëå çàìåíÿåòñÿ íà âåêòîð íîðìàëè â ïîâåðõíîñò-

íîì.

3.6.2. Òåîðåìà Ñòîêñà

Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà çàäàíà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

f . Ëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðà ïî êðèâîé L∫
L

f · dr

íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèåé âåêòîðà ïî ýòîé êðèâîé. Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò

èíòåãðàë çàâèñèò îò ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî êðàéíèå òî÷êè êðèâîéM0 èM1.

Îäíàêî â ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ f = ∇ϕ öèðêóëÿöèÿ

âåêòîðà íå çàâèñèò îò âûáîðà L è ðàâíà ðàçíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕ

â êðàéíèõ òî÷êàõ. Äåéñòâèòåëüíî,∫
L

f · dr =

∫ M1

M0

∇ϕ · dr =

∫ M1

M0

dϕ = ϕ(M1)−ϕ(M0).
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèåì íåçàâèñèìîñòè îò ïó-

òè èíòåãðàëà ∫
L

dr · F =

∫
L

FT · dr

ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà

∇× F = 0; F = ∇f .

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîñòü

ïîëÿ.

Ïî òåîðåìå Ñòîêñà öèðêóëÿöèÿ âåêòîðà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâ-

íà ïîòîêó ðîòîðà ýòîãî âåêòîðà ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ ïîâåðõíîñòü, öåëè-

êîì ëåæàùóþ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà è îïèðàþùóþñÿ íà ýòîò

êîíòóð: ∮
f · dr =

∫
S

n · (∇× f) dS, (3.13)

ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê S.

Äëÿ îáîáùåíèÿ ôîðìóëû Ñòîêñà íà òåíçîðíîå ïîëå ïåðåïèøåì (3.13)

â âèäå ∮
dr · f =

∫
S

(n×∇) · f dS,

òîãäà∮
dr · F =

(∮
dr · fk

)
ik =

∫
S

(n×∇) · fk dS ik =

∫
S

(n×∇) · F dS,

èëè ∮
FT · dr =

∫
S

(n×∇) · FT dS.

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî âåêòîðû ik ïîñòîÿííû è, ñëåäî-

âàòåëüíî, îíè ìîãóò áûòü âûíåñåíû èëè âíåñåíû èç ïîä çíàêà èíòåãðàëà.
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4. ÍÅÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÀß ÑÈÑÒÅÌÀ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ

4.1. Îñíîâíîé è âçàèìíûé áàçèñû

Ïîíÿòèå áàçèñà áûëî ââåäåíî â ðàçäåëå 1.1.5, ãäå â êà÷åñòâå áàçèñà

ðàññìàòðèâàëèñü òðè åäèíè÷íûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà. Òå-

ïåðü ìû âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçèñà òðè ïðîèçâîëüíûõ (íå îáÿçàòåëüíî

åäèíè÷íûõ) íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà en. Íåêîìïëàíàðíîñòü îçíà÷àåò,

÷òî îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ íå ðàâåí íó-

ëþ: V = e1 · (e2 × e3) 6= 0. Çäåñü íóìåðàöèÿ âåêòîðîâ âûáðàíà òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè ïðàâóþ òðîéêó V > 0. Ýòè òðè âåêòî-

ðà îáðàçóþò îñíîâíîé áàçèñ.

Ëþáîé âåêòîð a ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí åãî ðàçëîæåíèåì â îñíîâ-

íîì áàçèñå. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå êîîðäèíàòû âåêòîðà íàõîäÿò-

ñÿ ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì âåêòîðà íà ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñíûé îðò.

Ïðè íåîðòîãîíàëüíîì áàçèñå ýòîò ìåòîä íå ðàáîòàåò, ïîñêîëüêó ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ íå ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó

â ðàññìîòðåíèå ââîäèòñÿ âçàèìíûé áàçèñ em ïî ïðàâèëó:

em · en = δmn =

{
1, m = n;

0, m 6= n.
(4.1)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âçàèìíîãî áàçèñà ïî îñíîâíîìó ó÷òåì, ÷òî êàæäûé

èç âåêòîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà îðòîãîíàëåí âåêòîðàì îñíîâíîãî áàçèñà ñ

îòëè÷íûìè îò íåãî èíäåêñàìè. Íàïðèìåð, e1 îðòîãîíàëåí e2 è e3. Çíà÷èò

îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ âåêòî-

ðîâ e1 = α(e2×e3). Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

α âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè

1 = e3 · e3 = α(e2 × e3) · e3 = αV → α =
1

V
.

Àíàëîãè÷íî

e2 =
1

V
e3 × e1; e3 =

1

V
e1 × e2.
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Ïðè ïîñòðîåíèè âçàèìíîãî áàçèñà ê ek ìû âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíî-

ìó áàçèñó

e1 =
1

v
e2 × e3; e2 =

1

v
e3 × e1; e3 =

1

v
e1 × e2,

ãäå v � îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ âçàèìíîãî

áàçèñà.

Çàïèøåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

e1 =
1

v
e2×e3 =

1

vV
e2×(e1×e2) =

1

vV

(
e1(e

2 · e2)− e2(e2 · e1)
)

=
1

vV
e1.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî îáúåìû ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ïîñòðîåííûõ íà âåêòî-

ðàõ îñíîâíîãî è âçàèìíîãî áàçèñà, âçàèìíî îáðàòíû.

Ðàçëîæåíèå âåêòîðà a â îñíîâíîì è âçàèìíîì áàçèñå ìîæåò áûòü

çàïèñàíî, êàê

a = a1e1 + a2e2 + a3e3 = a1e
1 + a2e

2 + a3e
3,

èëè â ñîêðàùåííîé ôîðìå:

a = akek = ake
k, (4.2)

ãäå k � íåìîé èíäåêñ. Îòìåòèì, ÷òî â ðàíåå ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðè

èñïîëüçîâàíèè îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà íå áûëî íóæäû â ðàçëè÷åíèè

âåðõíèõ è íèæíèõ èíäåêñîâ, è ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèëîñü ïî ëþáîìó

ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó. Â íåîðòîãîíàëüíîì áàçèñå ýòî ïðàâèëî äîëæíî

áûòü ìîäèôèöèðîâàíî: ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî íåìûì ðàçíîâû-

ñîêèì èíäåêñàì, à ñâîáîäíûå èíäåêñû èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïîëîæåíèå

â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ôîðìóëû. Ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ äâàæäû ñíèçó

èëè ñâåðõó èíäåêñó ñóììèðîâàíèå íå âåäåòñÿ.

Èç ñîîòíîøåíèé (4.2) è (4.1) ñëåäóþò ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ êîîðäè-

íàò âåêòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ:

a · em = akek · em = akδmk = am;

a · em = ake
k · em = akδ

k
m = am.
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ò. å. êîîðäèíàòû âåêòîðà â îñíîâíîì áàçèñå âû÷èñëÿþòñÿ óìíîæåíèåì

âåêòîðà ñêàëÿðíî íà âåêòîðû âçàèìíîãî áàçèñà, à êîîðäèíàòû âî âçàèì-

íîì áàçèñå � ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì íà âåêòîðû îñíîâíîãî áàçèñà.

Ðèñ. 10. Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî îñíîâíîìó è âçàèìíîìó áàçèñó

Ïðèìåð îñíîâíîãî è âçàèìíîãî áàçèñîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîð-

äèíàò ïîêàçàí íà pèñ. 10. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîð e3 îðòîãîíàëåí

ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå ïëîñêîñòè.

4.1.1. Ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà

Íàðÿäó ñ îñíîâíûì áàçèñîì en, ââåäåì íîâûé áàçèñ em′, ñâÿçàííûé

ñ âåêòîðàìè èñõîäíîãî áàçèñà ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

em′ = An
m′ en; An

m′ = em′ · en. (4.3)

Îáðàòíûé ïåðåõîä çàïèñûâàåòñÿ â âèäå en = Am′
n em′; Am′

n = en · em′.

Ïðè÷åì en = Am′
n em′ = Am′

n Ak
m′ ek; Am′

n Ak
m′ = δkn.
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Ðàññìîòðèì êàê ìåíÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà ïðè çàìåíå áàçèñà.

Ðàçëîæèì âåêòîð ïî âçàèìíûì áàçèñàì:

a = ane
n = am′e

m′; am′ = a · em′ = ane
n · em′ = An

m′ an.

Ñðàâíåíèå ñ ôîðìóëîé (4.3) ïîêàçûâàåò, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà âî âçà-

èìíîì áàçèñå ïðåîáðàçóþòñÿ ïî òîìó æå ïðàâèëó, ÷òî è áàçèñíûå âåêòî-

ðû, ïîýòîìó îíè íàçûâàþòñÿ êîâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû.

Ðàçëîæèì òåïåðü âåêòîð ïî îñíîâíûì áàçèñàì

a = anen = am
′
em′; am

′
= a · em′ = anen · em′ = Am′

n an,

ò. å. ïðè çàìåíå áàçèñà êîîðäèíàòû âåêòîðà â îñíîâíîì áàçèñå ìåíÿþòñÿ

ïî ïðàâèëó, ïðîòèâîïîëîæíîìó ïðàâèëó ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà. Ïîýòî-

ìó îíè íàçûâàþòñÿ êîíòðâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû.

4.1.2. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ îñíîâíîãî

è âçàèìíîãî áàçèñîâ:

em · en = gmn, em · en = gmn

è âûïèøåì ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòî-

ðîâ:

a · b = amem · bnen = ambngmn;

a · b = amem · bnen = ambng
mn; (4.4)

a · b = amem · bnen = ambnδnm = ambn.

Ìàòðèöà gmn, ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëÿòü ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòî-

ðîâ ïî èõ êîîðäèíàòàì â çàäàííîì áàçèñå è, ñëåäîâàòåëüíî, äëèíû âåêòî-

ðîâ è óãëû ìåæäó íèìè, íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé èëè ôóíäàìåíòàëüíîé

ìàòðèöåé.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ îñíîâíîãî áàçèñà ïî âçà-

èìíîìó áàçèñó

en = enmem = (en · em)em = gnmem, n = 1, 2, 3. (4.5)

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû gmn � ýòî êîýôôè-

öèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ îñíîâíîãî áàçèñà ïî âåêòîðàì âçàèìíîãî.

Ýëåìåíòû gmn � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà

ïî èñõîäíîìó:

en = enmem = (en · em)em = gnmem, n = 1, 2, 3. (4.6)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû gmn è gmn âçàèìíî îáðàòíû. Â ñàìîì

äåëå

δnm = em · en = gmke
k · gnses = gmkg

nsδks = gmkg
nk.

Âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûì ïðåäñòàâëåíèåì ñìåøàííîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ ÷åðåç îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ìîæíî çàïèñàòü:

[a · (b× c)] [u · (v ×w)] =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

∣∣∣∣∣∣∣ = (4.7)

=

∣∣∣∣∣∣∣
a · u a · v a ·w
b · u b · v b ·w
c · u c · v c ·w

∣∣∣∣∣∣∣ .
Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåê-

òîðàõ èñõîäíîãî áàçèñà ðàâíÿåòñÿ îïðåäåëèòåëþ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàò-

ðèöû qmn:

V 2 = (e1 · (e2 × e3))
2 =

∣∣∣∣∣∣∣
e1 · e1 e1 · e2 e1 · e3

e2 · e1 e2 · e2 e2 · e3

e3 · e1 e3 · e2 e3 · e3

∣∣∣∣∣∣∣ = |gmn| = g.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âçàèìíîãî áàçèñà

|gmn| =
(
e1 · (e2 × e3)

)2
= v2 =

1

V 2
=

1

g
.
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Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû çàâèñèò îò âû-

áîðà áàçèñà è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì.

Ìàòðèöû gmn è gmn øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîäíÿòèÿ è îïóñêà-

íèÿ èíäåêñîâ. Çàïèøåì ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî îñíîâíîìó è âçàèìíîìó

áàçèñó è âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèÿìè (4.5) è (4.6):

a = anen = angmne
m = amem; am = angmn;

a = ane
n = ang

mnem = amem; am = ang
mn.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà â ðàçíûõ

áàçèñàõ. Ïîëüçóÿñü ðàçëè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè âõîäÿùèõ â äèàäó âåê-

òîðîâ, ìîæíî çàïèñàòü:

A = Amn emen; Amn = ambn = em ·A · en;

A = Amn emen; Amn = ambn = em ·A · en;

A = Am
·n emen; Am

·n = ambn = em ·A · en;

A = A·nm emen; A·nm = amb
n = em ·A · en.

Êîîðäèíàòû Amn è Amn íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êîíòðâàðèàíòíûìè

è êîâàðèàíòíûìè êîîðäèíàòàìè òåíçîðà, Am
·n è A·nm � ñìåøàííûìè êî-

îðäèíàòàìè. Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ èíäåêñîâ ó êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóåò

ïîðÿäêó ñëåäîâàíèÿ âåêòîðîâ â äèàäå, ïîýòîìó ó ñìåøàííûõ êîîðäèíàò

äëÿ ïðîÿñíåíèÿ ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ èíäåêñîâ ïåðåä âòîðûì èíäåêñîì

ñòàâèòñÿ òî÷êà.

Ëåãêî óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè êîîðäèíàòàìè

Amn = gnkAm
·k = gmkA·nk = gmkgnsAks;

Amn = gnkA
·k
m = gmkA

k
·n = gmkgnsA

ks,

ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëàì ïîäúåìà è îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ.

Äëÿ ââåäåíèÿ åäèíè÷íîãî òåíçîðà ïîäñòàâèì â ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà

a â îñíîâíîì è âçàèìíîì áàçèñàõ ïðåäñòàâëåíèÿ åãî êîîðäèíàò

a = amem = a · emem; a = amem = a · emem.
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Òàêèì îáðàçîì, åäèíè÷íûé òåíçîð ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

E = emem èëè E = emem.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

E = emem = gmke
kem = gmke

kgmnen = δnk eken = enen.

Èç ñîîòíîøåíèé

E = gmke
kem = gmkekem

ñëåäóåò, ÷òî gmn � ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíûìè, à gmn êîíòðâàðèàíòíûìè

êîîðäèíàòàìè åäèíè÷íîãî òåíçîðà. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îðòîãîíàëüíîãî

áàçèñà ÷èñëà gmn è gmn ïðè m 6= n íå âñåãäà ðàâíû íóëþ è õàðàêòåðèçó-

þò óãîë ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè em è en, à ïðè m = n ðàâíÿþòñÿ

êâàäðàòó äëèíû ñîîòâåòñòâóþùåãî áàçèñíîãî âåêòîðà. ×òî íàðÿäó ñ ñî-

îòíîøåíèÿìè (4.1.2.) ïîçâîëÿåò íàçâàòü åäèíè÷íûé òåíçîð ìåòðè÷åñêèì

òåíçîðîì.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñìåøàííîì áàçèñå êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî

òåíçîðà ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè åäèíè÷íîãî òåíçîðà â îðòîíîðìèðî-

âàííîì áàçèñå:

gm·n = g·mn = δmn .

4.2. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Îïðåäåëèòåëü òåíçîðà

Ðàçëîæèì â âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè c = a × b âåêòîðû a = amem

è b = bnen ïî îñíîâíîìó áàçèñó, à c � ïî âçàèìíîìó:

c = cke
k = ambn(em × en).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà c âûðàæàþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ck = ambn(em × en) · ek.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñèìâîëû3

emnk = (em×en)·ek =


+V, (m, n, k)� ÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà (1, 2, 3);

−V, (m, n, k)� íå÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà (1, 2, 3);

0, äâà èëè áîëåå ñèìâîëà ñîâïàäàþò,

èëè emnk =
√
g εmnk.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âçàèìíîãî áàçèñà:

emnk =
1
√
g
εmnk.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ìîæåò

áûòü çàïèñàíî â âèäå

em × en = emnkek, em × en = emnke
k.

Ñîîòíîøåíèå (4.7) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü emnke
pst â âèäå

emnke
pst = [em · (en × ek)]

[
ep · (es × et)

]
=

=

∣∣∣∣∣∣∣
em · ep em · es em · et

en · ep en · es en · et

ek · ep ek · es ek · et

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
δpm δsm δtm

δpn δsn δtn

δpk δsk δtk

∣∣∣∣∣∣∣ .
Òàêèì îáðàçîì

emnke
psk =

∣∣∣∣∣∣∣
δpm δsm 0

δpn δsn 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = δpmδ
s
n − δpnδsm;

emnke
mns = 2δsk; emnke

mnk = 6.

Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü òåíçîðà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé õàðàêòå-

ðèñòèêîé, òî îí äîëæåí áûòü íåçàâèñèì îò âûáîðà áàçèñà. Â íåîðòîãî-

íàëüíîì áàçèñå îïðåäåëèòåëåì òåíçîðà íàçûâàþò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

3 ×àñòî èõ íàçûâàþò ñèìâîëàìè Ëåâè�×èâèòû.
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åãî ñìåøàííûõ êîìïîíåíò. ×òîáû óáåäèòüñÿ â íåçàâèñèìîñòè |Am
·n| îò áà-

çèñíûõ âåêòîðîâ, âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ïî ôîðìóëå (1.16). Ïîñêîëüêó

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðà íà âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê

A · a = Amnemen · ases = Amnane
m,

òî

(a′ × b′) · c′ = AmnAksAptanbsct(em × ek) · ep =
√
gAmnAksAptεmkpanbsct =

= det(Alr)
√
gεnstanbsct = det(Alr)g(a× b) · c =

= det(Alrgrs)(a× b) · c = det(Al
·s)(a× b) · c.

Çäåñü èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà

AnmAksApt εnkp = det(Alr) εmst

è ïðàâèëî óìíîæåíèÿ îïðåäåëèòåëåé.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

det A = det(Am
·n) = g detAmn = det(Asng

sm) =
1

g
detAsn.

4.3. Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

4.3.1. Íàáëà-îïåðàòîð â íåîðòîãîíàëüíîì áàçèñå

Ðàññìîòðèì ðàäèóñ-âåêòîð, êàê ôóíêöèþ íåîðòîãîíàëüíûõ êîîðäè-

íàò r = r(q1, q2, q3). Îñíîâíîé ëîêàëüíûé âåêòîðíûé áàçèñ îïðåäåëÿåòñÿ

òðîéêîé âåêòîðîâ

ri =
∂r

∂qi
, i = 1, 2, 3,

÷åðåç êîòîðûé ìîæíî âûðàçèòü áåñêîíå÷íî ìàëûé âåêòîð dr:

dr =
∂r

∂qi
dqi = ri dq

i.

Çàìåòèì, ÷òî èíäåêñ ¾i¿ â çíàìåíàòåëå ðàñïîëàãàåòñÿ â íèæíåé ïîçèöèè,

ò. å. ïî ¾i¿ ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 3.
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Ââåäÿ âçàèìíûé áàçèñ ri äëÿ êàæäîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, êàê ðå-

øåíèå äåâÿòè óðàâíåíèé

rm · rn = δmn =

{
1, m = n;

0, m 6= n,

èìååì

dqi = ri · dr = dr · ri.

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f(q1, q2, q3) ïðåä-

ñòàâèì â âèäå:

df(q1, q2, q3) =
∂f(q1, q2, q3)

∂qi
dqi = ri

∂f(q1, q2, q3)

∂qi
· dr = ∇f · dr,

ãäå ñèìâîëè÷åñêèé âåêòîð ∇ ðàçëîæåí ïî âçàèìíîìó áàçèñó

∇ = ri
∂

∂qi
= ∇ir

i. (4.8)

4.3.2. Ïðîèçâîäíûå áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîé ôóíêöèè f(q1, q2, q3) ïî êðèâî-

ëèíåéíûì êîîðäèíàòàì:

∇jf(q1, q2, q3) =
∂f i(q1, q2, q3)ri

∂qj
=

∂f i(q1, q2, q3)

∂qj
ri + f i(q1, q2, q3)

∂ri
∂qj

.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå àíàëîãè÷íî ïðîèçâîäíîé â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò, ãäå áàçèñíûå âåêòîðû ïîñòîÿííû è äèôôåðåíöèðîâàòü íóæíî òîëüêî

êîîðäèíàòû ôóíêöèè. Âòîðîå ñëàãàåìîå îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî áàçèñ-

íûå âåêòîðà íåîðòîãîíàëüíîãî áàçèñà èçìåíÿþòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå, ÿâ-

ëÿÿñü ôóíêöèÿìè êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, îñóùåñòâ-

ëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàöèé â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ òðå-

áóåò íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïî ýòèì êîîðäèíàòàì.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

rij =
∂ri
∂qj

=
∂2r

∂qj∂qi
=

∂rj
∂qi

= rji. (4.9)
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Âåêòîðû rij ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû èõ ðàçëîæåíèåì ïî áàçèñíûì âåê-

òîðàì
∂ri
∂qj

= Γk
ij rk, (4.10)

ãäå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Γk
ij íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôå-

ëÿ âòîðîãî ðîäà. Äðóãîå ÷àñòî èñïîëüçóåìîå îáîçíà÷åíèå ñèìâîëîâ Êðè-

ñòîôôåëÿ:

Γk
ij =

{
k

ij

}
.

Èç ñîîòíîøåíèé (4.9) ñëåäóåò, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñèììåòðè÷-

íû ïî íèæíèì èíäåêñàì: Γk
ij = Γk

ji, òàê ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ

ðàâíî 18.

Äîìíîæèâ ñêàëÿðíî (4.10) íà ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð âçàèìíîãî

áàçèñà, íàéäåì

Γk
ij =

∂ri
∂qj
· rk.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå ïðîèçâîäíîé áàçèñíûõ âåêòîðîâ ÷åðåç ñèìâî-

ëû Êðèñòîôôåëÿ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè ïðåäñòàâèìà â âèäå

∇jf =
∂f i

∂qj
ri + f iΓk

ij rk =

(
∂f i

∂qj
+ fkΓi

kj

)
ri. (4.11)

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé êîíòðâà-

ðèàíòíîé êîîðäèíàòû è îáîçíà÷àåòñÿ ∇jf
i. Êîâàðèàíòíîå (èëè àáñî-

ëþòíîå) äèôôåðåíöèðîâàíèå ó÷èòûâàåò èçìåíåíèå êàê ñàìèõ âåëè÷èí,

òàê è êîîðäèíàòíîãî áàçèñà, ê êîòîðîìó îíè îòíîñÿòñÿ.

Ïðè êîâàðèàíòíîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ñîõðàíÿþòñÿ ôîðìàëüíûå

ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ:

∇j(am + bn) = ∇jam +∇jbm; ∇j(ambn) = (∇jam)bn + am(∇jbn).
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Ïî îïðåäåëåíèþ íàáëà-îïåðàòîðà (4.8) èìååì

∇f = rj
∂f

∂qj
= rjri∇jf

i,

ò. å. ∇jf
i � ñìåøàííûå êîîðäèíàòû ãðàäèåíòà âåêòîðà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà íàéäåì èõ

ñâÿçü ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé. Èìååì

rij · rm =
∂ri
∂qj
· rm = Γk

ijrm · rm = Γk
ijgkm.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç ïðîèçâîä-

íûå ýëåìåíòîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû. Äåéñòâèòåëüíî,

∂gim
∂qj

=
∂

∂qj
(ri · rm) = rij · rm + ri · rim;

∂gjm
∂qi

=
∂

∂qi
(rj · rm) = rij · rm + rj · rim;

∂gij
∂qm

=
∂

∂qm
(ri · rj) = rim · rj + ri · rjm.

Òàêèì îáðàçîì

rij · rm =
1

2

(
∂gim
∂qj

+
∂gjm
∂qi
− ∂gij

∂qm

)
= Γijm.

Âåëè÷èíû Γijm íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ ïåðâîãî ðîäà è ÷à-

ñòî îáîçíà÷àþòñÿ êàê Γijm = [ij,m] . Èç ñèììåòðèè ñèìâîëîâ Êðèñòîô-

ôåëÿ âòîðîãî ðîäà ñëåäóåò, ÷òî Γijm = Γjim.

Òàêèì îáðàçîì,

Γk
ijgkm = Γijm,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Γijmg
mn = Γk

ijgkmg
mn = Γk

ijδ
n
k = Γn

ij.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåì ãðàäèåíò âåêòîðíîé ôóíêöèè â öèëèí-

äðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íà÷íåì ñ íàõîæäåíèÿ ñèìâîëîâ Êðèñòîô-

ôåëÿ.
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Â ðàçäåëå 3.5.1 áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû â öèëèíäðè-

÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä

r1 = cosϕ i1 + sinϕ i2; r2 = −ρ sinϕ i1 + ρ cosϕ i2; r3 = i3;

V = (r1 × r2) · r3 = ρ.

Ñòðîèì âçàèìíûé áàçèñ:

r1 =
1

ρ
r2 × r3 = cosϕ i1 + sinϕ i2 = r1;

r2 =
1

ρ
r3 × r1 =

1

ρ
(− sinϕ i1 + cosϕ i2) =

1

ρ
r2;

r3 =
1

ρ
r1 × r2 =

(
cos2ϕ+ sin2ϕ

)
i3 = r3

è ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû

gkm =

 1 0 0

0 ρ2 0

0 0 1

 ; gkm =


1 0 0

0
1

ρ2
0

0 0 1

 .

Åäèíñòâåííîé îòëè÷íîé îò íóëÿ ïðîèçâîäíîé ýëåìåíòîâ gkm ïî êðèâîëè-

íåéíûì êîîðäèíàòàì ÿâëÿåòñÿ

∂g22
∂ρ

= 2ρ.

Òàêèì îáðàçîì, íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåðà ïåðâîãî ðîäà çàïèñû-

âàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γ221 = −ρ; Γ122 = Γ212 = ρ.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòëè÷íûìè îò íóëÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåðà âòîðîãî

ðîäà áóäóò:

Γk
22 = Γ221g

1k → Γ1
22 = Γ221g

11 = −ρ; Γ2
22 = Γ3

22 = 0;

Γk
12 = Γ122g

2k → Γ1
12 = Γ3

12 = 0; Γ2
12 = Γ2

21 = Γ212g
22 =

1

ρ
.
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Òàêèì îáðàçîì, êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå êîíòðâàðèàíòíûõ êîîðäèíàò

â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

∇1f
1 =

∂f 1

∂ρ
; ∇1f

2 =
∂f 2

∂ρ
+

1

ρ
f 2; ∇1f

3 =
∂f 3

∂ρ
;

∇2f
1 =

∂f 1

∂ϕ
− ρf 2; ∇2f

2 =
∂f 2

∂ϕ
+

1

ρ
f 1; ∇2f

3 =
∂f 3

∂ϕ
;

∇3f
1 =

∂f 1

∂z
; ∇3f

2 =
∂f 2

∂z
; ∇3f

3 =
∂f 3

∂z
.

Íàéäåì, ê ïðèìåðó, ãðàäèåíò ôóíêöèè f = ρ2r1 + cosϕr2 + ρzr3.

Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû:

∂f

∂ρ
= 2ρr1 + zr3 + f 2Γ2

12r2 = 2ρr1 + zr3 +
1

ρ
cosϕr2;

∂f

∂ϕ
= − sinϕr2 + f 2Γ1

22r1 + f 1Γ2
21r2 = − sinϕr2 −

cosϕ

ρ
r1 + ρr2;

∂f

∂z
= ρr3.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

∇f = 2ρr1r1 + zr1r3 +
1

ρ
cosϕr1r2 + (ρ− sinϕ)r2r2 −

cosϕ

ρ
r2r1 + ρr3r3 =

= 2ρr1r1 + zr1r3 +
1

ρ
cosϕr1r2 + (1− sinϕ

ρ
)r2r2 −

cosϕ

ρ2
r2r1 + ρr3r3.

Âû÷èñëèì òåïåðü ïðîèçâîäíûå âåêòîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà. Èñõîäèì

èç ñîîòíîøåíèÿ

0 =
∂

∂qj
δim =

∂

∂qj
(ri · rm) =

∂ri

∂qj
· rm + ri · ∂rm

∂qj
=

∂ri

∂qj
· rm + ri · Γk

mjrk.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∂ri

∂qj
· rm = −Γk

mjδ
i
k = −Γi

mj,

è, ñëåäîâàòåëüíî,
∂ri

∂qj
= −Γi

mjr
m.
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Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå ôóíêöèè âî âçàèìíîì áàçèñå ïðèâîäèò

ê ñîîòíîøåíèþ

∇j(fir
i) =

(
∂fi
∂qj
− fkΓ

k
ij

)
ri.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîâàðèàíòíîé êî-

îðäèíàòû.

Ãðàäèåíò âåêòîðà ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàí â âèäå

∇f = rj
∂f

∂qj
= rjri∇jfi,

ãäå ∇jf
i � êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ∇f .

4.3.3. Ïðåîáðàçîâàíèå ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ

Ðàññìîòðèì êàê ìåíÿþòñÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïðè çàìåíå ñè-

ñòåìû êîîðäèíàò. Ââåäåì íîâóþ ñèñòåìó êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò q̃k,

ñâÿçàííóþ ñî ñòàðîé ìàòðèöåé ïåðåõîäà

q̃k = Ak
nq

n; qn = Ãn
i q̃

i.

Áàçèñíûå âåêòîðû ïðåîáðàçóþòñÿ ïî àíàëîãè÷íîìó çàêîíó:

r̃i =
∂r

∂q̃i
=

∂r

∂qn
∂qn

∂q̃i
= Ãn

i rn; Ãn
i = r̃i · rn;

rn =
∂r

∂qi
=

∂r

∂q̃m
∂q̃m

∂qi
= Am

n r̃m; Am
n = rn · r̃m.

Çàïèøåì ñîîòíîøåíèå (4.10) â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Γ̃m
ij r̃m = r̃ij =

∂r̃i
∂q̃j

=
∂r̃i
∂qk

∂qk

∂q̃j
= Ãk

j

∂

∂qk
(Ãn

i rn) =

= Ãk
j

(
∂Ãn

i

∂qk
rn + Ãn

i

∂rn
∂qk

)
= Ãk

j

∂Ãn
i

∂qk
rn + Ãk

j Ã
n
i Γs

nkrs =

= Ãk
j

∂Ãn
i

∂qk
Am

i r̃m + Ãk
j Ã

n
i A

m
s Γs

nkr̃m.
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Γ̃m
ij = Ãk

j

∂Ãn
i

∂qk
Am

i + Ãk
j Ã

n
i A

m
s Γs

nk.

Âòîðîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ êîîðäèíàò òåíçîðà òðå-

òüåãî ðàíãà ïðè çàìåíå áàçèñà. Íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî ïåðâîãî ñëà-

ãàåìîãî îçíà÷àåò, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå â

îáîçíà÷åíèÿõ òðåõ èíäåêñîâ, íå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè òåíçîðà òðåòüå-

ãî ðàíãà. Ýòî îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ çàâèñÿò íå

òîëüêî îò áàçèñíûõ âåêòîðîâ, íî òàêæå îò ñêîðîñòè èõ èçìåíåíèÿ ïðè

ïåðåõîäå îò òî÷êè ê òî÷êå.

4.3.4. Êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå òåíçîðà âòîðîãî

ðàíãà

Äèôôåðåíöèðîâàíèå âåêòîðíîé ôóíêöèè, ââåäåííîå â ðàçäåëå 4.11,

ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà òåíçîðû ëþáîãî ðàíãà. Â ÷àñòíîñòè, êîâàðèàíò-

íûå ïðîèçâîäíûå òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà â îñíîâíîì áàçèñå çàïèñûâàþòñÿ

â âèäå:

∂F

∂qk
=

∂(F ij rirj)

∂qk
=

∂F ij

∂qk
rirj + F ij

(
Γm
ik rmrj + Γm

jk rirm
)

=

=

(
∂F ij

∂qk
+ Γi

mk F
mj + Γj

mk F
im

)
rirj.

Àíàëîãè÷íî, âî âçàèìíîì è ñìåøàííûõ áàçèñàõ:

∂F

∂qk
=

∂(Fij rirj)

∂qk
=

(
∂Fij

∂qk
− Γm

ik Fmj − Γm
jk Fim

)
rirj;

∂F

∂qk
=

∂(F i
·j rir

j)

∂qk
=

(
∂F i
·j

∂qk
+ Γi

mk F
m
·j − Γm

jk F
i
·m

)
rir

j;

∂F

∂qk
=

∂(F ·ji rirj)

∂qk
=

(
∂F ·ji
∂qk
− Γm

ik F
·j
m + Γj

mk F
·m
i

)
rirj.
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Çàìåòèì, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîîðäèíàò ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,

∂g

∂qj
=

∂(riri)

∂qj
= −Γi

jkr
kri + Γk

ijr
irk = −Γi

jkr
kri + Γi

jkr
kri = 0,

÷òî åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â íåîðòîãîíàëüíîì áà-

çèñå âûïîëíÿåò ðîëü åäèíè÷íîãî òåíçîðà, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîãî ðàâíà

íóëþ: ∇E = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè êîâàðèàíòíîì äèôôåðåíöèðîâàíèè

êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà èãðàþò ðîëü ïîñòîÿííûõ, ò. å. èõ ìîæ-

íî âíîñèòü è âûíîñèòü çà çíàê ñèìâîëà ∇j:

∇jg
mnan = gmn∇jan; ∇jgmna

n = gmn∇ja
n.

4.3.5. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè â êðèâîëèíåéíûõ

êîîðäèíàòàõ

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðíû-

ìè è òåíçîðíûìè ïîëÿìè.

1. Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà:

∇ · f = ri · ∂f

∂qi
= ri · rj∇ifj = gij∇ifj =

= ∇ig
ijfi = ∇if

i =
∂f i

∂qi
+ Γi

inf
n.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå äëÿ Γi
in. Íà÷íåì

ñ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
√
g. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

∂
√
g

∂qn
=

∂

∂qn
[r1 · (r2 × r3)] =

=
∂r1
∂qn
· (r2 × r3) + r1 ·

(
∂r2
∂qn
× r3

)
+ r1 ·

(
r2 ×

∂r3
∂qn

)
=

=
∂r1
∂qn
· (r2 × r3) +

∂r2
∂qn
· (r3 × r1) +

∂r3
∂qn
· (r1 × r2) =

= r1n · (r2 × r3) + r2j · (r3 × r1) + r3n · (r1 × r2) =

= Γi
1nri · (r2 × r3) + Γi

2nri · (r3 × r1) + Γi
3nri · (r1 × r2) =

=
(
Γi
1n + Γi

2n + Γi
3n

)√
g =
√
g Γi

in.
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Ñëåäîâàòåëüíî,
Γi
in =

1
√
g

∂
√
g

∂qn
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

∇ · f =
∂f i

∂qi
+

1
√
g

∂
√
g

∂qn
fn =

1
√
g

∂

∂qn
(
√
gfn).

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
√
g = 1 è âûðàæåíèå äëÿ äèâåðãåíöèè

âåêòîðà ïåðåõîäèò â (3.10).

2. Ðîòîð âåêòîðà:

∇× f = rj × ∂f

∂qj
= rj × ri∇jfi = ejikrk∇jfi = ejikrk

(
∂fi
∂qj
− Γn

jifn

)
.

Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ ïî íèæíèì èíäåêñàì, è,

ñäåëàâ çàìåíó íåìîãî èíäåêñà, ìîæíî çàïèñàòü

eijkΓn
ji = eijkΓn

ij = ejikΓn
ij = −eijkΓn

ij → eijkΓn
ji = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∇× f = ejik
∂fi
∂qj

rk.

3. Äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà:

∇ · F = ri · ∂F

∂qi
= ri · rkrj∇iF

kj = rj∇jF
ij =

= rj

(
∂F ij

∂qi
+ Γi

ikF
kj + Γj

ikF
ik

)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Γi
ik =

1
√
g

∂
√
g

∂qk
; rjΓ

j
ik =

∂rk
∂qi

,

âûðàæåíèå äëÿ äèâåðãåíöèè óïðîñòèòñÿ:

∇ · F = rj
∂F ij

∂qi
+ rj

1
√
g

∂
√
g

∂qk
+

∂rk
∂qi

F ik =

=
∂

∂qi
(F ijrj) + rj

1
√
g

∂
√
g

∂qk
=

1
√
g

∂

∂qk
(
√
gF ijrj).
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4. Ðîòîð òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà:

∇× F = ri × ∂F

∂qi
= ri × rkrj∇iFkj = eiknrnr

j∇iFkj =

= eiknrnr
j

(
∂Fkj

∂qi
− Γm

ikFmj − Γm
ijFim

)
.

Ïîñêîëüêó

eiknΓm
ik = 0, −rj Γm

ij =
∂rm

∂qi
,

òî

∇× F = eiknrn

(
rj
∂Fkj

∂qi
+

∂rm

∂qi
Fim

)
= eiknrn

∂

∂qi
(
Fkjr

j
)
.

5. Ëàïëàñèàí.

Âû÷èñëèì âíà÷àëå ∇∇f :

∇∇ = ri
∂

∂qi

(
rj

∂f

∂qj

)
= rirj

(
∂2f

∂qi∂qj
− Γk

ij

∂f

∂qk

)
.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∇2 = ri · rj
(

∂2f

∂qi∂qj
− Γk

ij

∂f

∂qk

)
= gij

(
∂2f

∂qi∂qj
− Γk

ij

∂f

∂qk

)
.

Âûðàæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàöèé âòîðîãî ïîðÿäêà íàä âåê-

òîðàìè è òåíçîðàìè âåñüìà ãðîìîçäêè è çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.
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