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Ââåäåíèå

Äàííîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì òåìû ïîñîáèé
[4] è [29], â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãèõ è
òåïëîâûõ ñâîéñòâ êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë íà îñíîâå èõ àòîìèñòè-
÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå â öåíòðå âíèìàíèÿ îêàçàëñÿ
áîëüøîé êëàññ êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëîâ, çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü êîòîðîãî
ñîñòàâëÿþò ñîåäèíåíèÿ íà îñíîâå óãëåðîäà.

Óãëåðîä � ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûé õèìè÷åñêèé ýëåìåíò. Ñîåäèíåíèÿ
óãëåðîäà ñîñòàâëÿþò îñíîâó æèçíè, à èõ ñâîéñòâà âî ìíîãîì îïðåäåëÿþò
ñïåêòð óñëîâèé, â êîòîðûõ ïîäîáíûå ôîðìû æèçíè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü.
Óãëåðîä îáðàçóåò ìíîæåñòâî àëëîòðîïíûõ ìîäèôèêàöèé ñ ñèëüíî ðàçëè-
÷àþùèìèñÿ ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Îñíîâíûìè è õîðîøî èçó÷åííû-
ìè ìîäèôèêàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ãðàôèò è àëìàç. Ñ ðàçâèòèåì òåõíîëîãèé
áûëè îòêðûòû òàêèå ôîðìû óãëåðîäà, êàê ôóëëåðåíû, óãëåðîäíûå íàíî-
òðóáêè è ãðàôåí, óíèêàëüíûå ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðûõ îòêðûâà-
þò øèðîêèå ïåðñïåêòèâû èõ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè. Îñîáóþ àêòóàëüíîñòü â ýòîé ñâÿçè ïðèîáðå-
òàåò ðàçðàáîòêà ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ àäåêâàòíî è ñ åäèíûõ ïîçèöèé
îïèñûâàòü ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà óãëåðîäà, åãî ìîäèôèêàöèé è ñîåäè-
íåíèé.

Ðàçíîîáðàçèå ôîðì óãëåðîäà îáóñëîâëåíî åãî ñïîñîáíîñòüþ îáðàçî-
âûâàòü õèìè÷åñêèå ñâÿçè ðàçíîãî òèïà. Ýëåêòðîííûå îðáèòàëè àòîìà
óãëåðîäà ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íóþ ãåîìåòðèþ â çàâèñèìîñòè îò ãèáðèäè-
çàöèè ýëåêòðîííûõ îðáèòàëåé. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ íàïðàâ-
ëåííîé (êîâàëåíòíîé), ïîýòîìó ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü, ãäå àòîìû ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, ñâÿçàííûìè ïàðíûì ñèëîâûì âçàèìî-
äåéñòâèåì, íåêîððåêòíî îïèñûâàåò ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà óãëåðîäà.
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Â ïîñîáèè äëÿ îïèñàíèÿ êîâàëåíòíûõ ñâÿçåé ìåæäó àòîìàìè èñ-
ïîëüçóþòñÿ äâå îñíîâíûå ìîäåëè: ïàðíîå ìîìåíòíîå è ìíîãî÷àñòè÷íîå
âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìîìåíòíàÿ ìîäåëü äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàåò ïîìèìî
ïàðíîãî ñèëîâîãî åùå è ïàðíîå ìîìåíòíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷à-
ñòèöàìè � ïîòåíöèàëû çàâèñÿò îò îòíîñèòåëüíûõ ïîëîæåíèé è ïîâîðî-
òîâ äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñèëû
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè ïåðåñòàþò áûòü öåíòðàëüíûìè: íàðÿ-
äó ñ óñèëèåì âäîëü ñâÿçè ïîÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íîå óñèëèå, ÷òî ïîçâîëÿ-
åò ó÷åñòü íàïðàâëåííîñòü ñâÿçåé â êîâàëåíòíûõ ñòðóêòóðàõ. Ìîìåíòíîé
ìîäåëè ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðÿäà óïðîùàþ-
ùèõ ïðåäïîëîæåíèé ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå áåçìîìåíòíóþ ìî-
äåëü óïðóãîãî òåëà íà ìàêðîóðîâíå.

Ìîäåëü ìíîãî÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ó÷èòûâàåò êîëëåêòèâíîå
(íåïàðíîå) âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ. Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ýòè äâà ñïî-
ñîáà îïèñàíèÿ ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äàþò ñõîäíûå ðåçóëüòàòû.
Îäíàêî ñ óñëîæíåíèåì ìîäåëè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè (íàïðèìåð, ïðè
ó÷åòå ñëåäóþùèõ êîîðäèíàöèîííûõ ñôåð) ñëîæíîñòü ìîìåíòíîãî îïèñà-
íèÿ âîçðàñòàåò ëèíåéíî, à ñëîæíîñòü ìíîãî÷àñòè÷íîãî îïèñàíèÿ � ïî
ñòåïåííîìó çàêîíó.

Ïîñîáèå ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ
2D-ãðàôåíà, âòîðàÿ � ìîìåíòíûì ìîäåëÿì ãðàôåíà è ãðàôèòà, òðåòüÿ
� ìîìåíòíûì ìîäåëÿì àëìàçà, ëîíñäåéëèòà è ñôàëåðèòîâ.

Ãðàôåí (ìîíîñëîé ãðàôèòà) ñîñòîèò èç àòîìîâ óãëåðîäà, íàõîäÿùèõ-
ñÿ â òðåõâàëåíòíîì ñîñòîÿíèè, è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äâóìåð-
íûé êðèñòàëë è êàê íàíîñòðóêòóðà. Â ïåðâîé ÷àñòè ïðèâîäèòñÿ îáçîð
ìåòîäîâ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãðàôåíà, ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå äâóìåðíûå ìîäåëè åãî êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè íà îñíîâå ìíî-
ãî÷àñòè÷íîãî îïèñàíèÿ êîâàëåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè.
Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, ïîçâîëèâøèé â ðàìêàõ ëèíåéíîãî óïðóãîãî äåôîð-
ìèðîâàíèÿ îäíîçíà÷íî ñâÿçàòü óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôåíà ñ ïàðà-
ìåòðàìè ðÿäà ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ.

Âî âòîðîé ÷àñòè ïðåäñòàâëåíû ìîäåëè ãðàôåíà è ãðàôèòà íà îñ-
íîâå ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé
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ñâÿçàòü äèñêðåòíîå îïèñàíèå ðåøåòêè ãðàôåíà ñ êîíòèíóàëüíîé òåîðè-
åé ñòåðæíåé, îïðåäåëÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè ñòåðæíåâîé ìî-
äåëè è çíà÷åíèÿìè ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòåé ìåæàòîìíîé
ñâÿçè. Äîïîëíèòåëüíûé ó÷åò èçãèáíûõ äåôîðìàöèé è êðó÷åíèÿ ïîçâî-
ëÿåò ðàññìîòðåòü ãðàôåí êàê òðåõìåðíóþ íàíîñòðóêòóðó, îïèñàòü èçãèá
è îïðåäåëèòü èçãèáíóþ æåñòêîñòü ãðàôåíîâîãî ëèñòà. Íà ïðèìåðå sp2-
óãëåðîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïàðíûõ ìîìåíò-
íûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ êðèñòàëëè÷åñêèõ
òâåðäûõ òåë, ñîñòîÿùèõ èç ÷àñòèö ñ âðàùàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáî-
äû. Âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ñèëû è ìîìåíòû ìåæ÷àñòè÷íîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Îïðåäåëÿåòñÿ ñâÿçü ïàðàìåò-
ðîâ ïîòåíöèàëà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ìåæàòîìíîé ñâÿçè. Ïàðàìåòðû ïî-
òåíöèàëà êàëèáðóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ äëÿ ãðàôåíà. Îïèñûâàåòñÿ ñåðèÿ êîìïüþòåðíûõ ìîëåêóëÿðíî-
äèíàìè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ìîäåëèðîâàíèþ äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàç-
ðóøåíèÿ ãðàôåíà. Òàêæå ñ ó÷åòîì ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
÷àñòèöàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ðåøåòêè α-ãðàôèòà.

Â òðåòüåé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü
äâóõàòîìíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ïðè ó÷åòå ñèëîâîãî è ìîìåíòíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ðàññìîòðåíû êðèñòàë-
ëû ñ ðåøåòêàìè àëìàçà, ëîíñäåéëèòà è ñôàëåðèòà. Â ñòðóêòóðå àëìàçà
è ëîíñäåéëèòà óãëåðîä ÷åòûðåõâàëåíòåí. Êðèñòàëëû ñôàëåðèòà èìåþò
ñòðóêòóðó àëìàçà, îäíàêî ðåøåòêà ñîäåðæèò àòîìû äâóõ òèïîâ. Ïîêàçà-
íî, ÷òî ìîäåëü îáëàäàåò çíà÷èòåëüíîé óíèâåðñàëüíîñòüþ, ïîçâîëÿÿ äî-
ñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàòü óïðóãèå ñâîéñòâà áîëüøîãî êëàññà êîâàëåíò-
íûõ êðèñòàëëîâ.

Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþ-
ùèå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìîäóëè óïðóãîñòè ñ ìèêðîïàðàìåòðàìè ïðîäîëü-
íîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé.

Äàííîå ïîñîáèå � ðåçóëüòàò ðàáîòû êîëëåêòèâà àâòîðîâ, ñîòðóäíè-
êîâ êàôåäðû �Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà� Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ïîëèòåõ-
íè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà è ëàáîðàòîðèè �Äèñêðåòíûå ìîäåëè ìåõàíèêè�
Èíñòèòóòà ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.
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Ëè÷íîå ó÷àñòèå àâòîðîâ: È. Å. Áåðèíñêèé � ãëàâû 1�3, À.Ì. Êðèâ-
öîâ � Ââåäåíèå, ãëàâû 1�8, Çàêëþ÷åíèå, À.Ì. Êóäàðîâà � ãëàâà 4,
Â.À. Êóçüêèí � ãëàâà 5, Î.Ñ. Ëîáîäà � Ââåäåíèå, ãëàâà 7, Çàêëþ÷å-
íèå, Ñ.Ñ. Õàêàëî � ãëàâû 6�8.

Îñíîâîïîëàãàþùèìè ïî äèíàìèêå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ñ÷èòà-
þòñÿ ðàáîòû Ì. Áîðíà è äð. [7]. Â íèõ, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû ëèíåéíûå
ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè äëÿ èäåàëüíîãî êðèñòàëëà íà îñíîâå ðàçâèòîãî
Áîðíîì ìåòîäà äëèííûõ âîëí. Âïîñëåäñòâèè ìåõàíèêà êðèñòàëëè÷åñêèõ
ðåøåòîê èññëåäîâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè [24, 25, 28, 33, 36].

Â ïîñîáèè èñïîëüçóåòñÿ ÿçûê ïðÿìîãî òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ [10, 15,
16, 26, 35, 42]. Â ñæàòîé ôîðìå, íî äîñòàòî÷íî ïîëíî îñíîâû ïðÿìîãî òåí-
çîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ èçëîæåíû â êíèãàõ À. È. Ëóðüå [37, 38] è Ï. À. Æè-
ëèíà [16, 17].

Îïèñàíèå ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà îñíîâûâàåòñÿ íà
ðàáîòàõ Ï. À. Æèëèíà, À. È. Ëóðüå, Â. À. Ïàëüìîâà [19, 38, 40, 41];
îïèñàíèå äåôîðìèðîâàíèÿ òâåðäûõ òåë ñ ìèêðîñòðóêòóðîé � íà ìîíî-
ãðàôèè [28] è ó÷åáíîì ïîñîáèè [29].

Èñïîëüçîâàíèþ ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ îïèñàíèÿ êðèñòàë-
ëè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîñâÿùåíû ðàáîòû [21, 30]. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû [6,
11], â êîòîðûõ îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ óã-
ëåðîäíûõ ñòðóêòóð.

Çà íåèçìåííóþ íàó÷íóþ ïîääåðæêó è öåííûå ñîâåòû àâòîðû áëàãî-
äàðíû Å.À. Èâàíîâîé, Ä.À. Èíäåéöåâó, Í.Ô. Ìîðîçîâó è Â.À. Ïàëüìî-
âó. Ðÿä èññëåäîâàíèé, îòðàæåííûõ â ïîñîáèè, ïðîâîäèëñÿ ïðè ïîääåðæ-
êå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 11-01-00809à, 12-01-31459, 13-01-90718) è ïðîãðàììû
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé �25 Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ.
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Ãðàôåí 2D: ìíîãî÷àñòè÷íîå îïèñàíèå





Ãëàâà 1

Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè

Ìîäåëè äëÿ ãðàôåíîïîäîáíûõ ñòðóêòóð âîçíèêëè çàäîëãî äî òîãî, êàê ýòîò ìà-

òåðèàë óäàëîñü ïîëó÷èòü â ñòàáèëüíîì ñîñòîÿíèè. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî èíòåðåñ

ê ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì ñòðóêòóð òèïà �ï÷åëèíûå ñîòû� ñâÿçàí ñ äâóìÿ ãëàâíûìè

íàïðàâëåíèÿìè. Âî-ïåðâûõ, ïëîñêèå ïåðèîäè÷åñêèå êîíñòðóêöèè òàêîãî òèïà àêòèâ-

íî èñïîëüçóþòñÿ â èíæåíåðíîì äåëå, îñîáåííî � â ñàìîëåòîñòðîåíèè. Âî-âòîðûõ,

ïîäîáíûå êîíñòðóêöèè íåðåäêî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèðîäå, è â ÷àñòíîñòè � èìåííî òà-

êîâà âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ãðàôèòà è åãî ïðîèçâîäíûõ: ãðàôåíîâ, óãëåðîäíûõ íà-

íîòðóáîê (ÓÍÒ), ôóëëåðåíîâ è ò. ä. Â ñâÿçè ñ ýòèì îïèñàíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ

òàêèõ êîíñòðóêöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì è äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, è äëÿ ïðèêëàä-

íîé íàóêè, à ïðèìåíÿåìûå ïîäõîäû ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà �ìàêðîñêîïè÷åñêèå�

(èçíà÷àëüíî ïðèìåíÿåìûå äëÿ èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé) è �ìèêðîñêîïè÷åñêèå� (èç-

íà÷àëüíî ïðèìåíÿåìûå äëÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê). Óñëîâíîñòü îïðåäåëåíèé çà-

êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, êàê ïîêàçàíî äàëåå, ýòè äâå ãðóïïû ïîäõîäîâ àêòèâíî èñïîëü-

çóþòñÿ íà âñåõ ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ, à íå òîëüêî íà òåõ, ê êîòîðûì ïðèìåíÿëèñü

èçíà÷àëüíî. Â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð îäíîãî èç ñóùåñòâóþùèõ ïîä-

õîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ óïðóãèõ ñâîéñòâ ãðàôåíà â áàçèñíîé ïëîñêîñòè, à èìåííî �

ìîäåëèðîâàíèå ðåøåòêè ãðàôåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷à-

ñòè÷íûõ ìîäåëåé. Ñëåäóþùèå ãëàâû ïîñâÿùåíû äðóãèì ïîäõîäàì: ìíîãî÷àñòè÷íîìó

÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîìó, à òàêæå ëèíåéíîìó è íåëèíåéíîìó ìîìåíòíîìó âçàèìî-

äåéñòâèþ.
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1.1. Ìåòîäû ìåõàíèêè äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ãåêñàãîíàëüíûõ èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé

è êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê

Ñòðóêòóðû â âèäå ï÷åëèíûõ ñîò èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èíæåíåðíûõ ïðè-
ëîæåíèé, íàïðèìåð, ÷òîáû ñäåëàòü àâèàöèîííûå ìàòåðèàëû è êîíñòðóê-
öèè áîëåå ëåãêèìè è â òî æå âðåìÿ æåñòêèìè è ïðî÷íûìè. Àíàëèç ïëîñ-
êèõ ñâîéñòâ ãåêñàãîíàëüíûõ ñòðóêòóð ïðåäñòàâëåí â [43]. Â ÷àñòíîñòè,
òàì èññëåäóþòñÿ ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ìîäóëè è êîýôôèöèåíòû Ïóàñ-
ñîíà â ïëîñêîñòè êîíñòðóêöèè ïîä äåéñòâèåì íàãðóæåíèÿ â äâóõ îðòîãî-
íàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ, à òàêæå íåêîòîðûå ïëàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêèõ
êîíñòðóêöèé. Ñîåäèíåíèÿ ìåæäó �óçëàìè ñîò� ìîäåëèðîâàëèñü ãèáêè-
ìè ñòåðæíÿìè, äëÿ êîòîðûõ èçãèá îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ áàëêè Áåðíóë-
ëè �Ýéëåðà. Ïîçäíåå òàêèå ñòðóêòóðû èññëåäîâàëèñü â [58] è [59], ãäå
ðàññìàòðèâàëèñü ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå óïðóãèå è ïëàñòè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà �ï÷åëèíûõ ñîò� è ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì. Â [75]
èñïîëüçîâàííûå ðàíåå ìîäåëè ñóùåñòâåííî ðàçâèòû: åñëè ðàíåå ñîåäè-
íåíèÿ ðàáîòàëè òîëüêî íà óïðóãèé èçãèá, òî òåïåðü ê íèì äîáàâèëèñü
ñæàòèå�ðàñòÿæåíèå è øàðíèðíîå îïèðàíèå. Âñå ìîäåëè ïîêàçàëè èçî-
òðîïèþ ãåêñàãîíàëüíûõ ñòðóêòóð ïðè ëèíåéíîé óïðóãîñòè. Ê òîìó æå
âûâîäó ìîæíî ïðèéòè, èñïîëüçóÿ ðàññìàòðèâàåìóþ äàëåå ìîëåêóëÿðíî-
ìåõàíè÷åñêóþ ìîäåëü [60], â êîòîðîé ñîåäèíåíèÿ ìîäåëèðóþòñÿ óïðóãè-
ìè ïðóæèíàìè. Ýòî íåóäèâèòåëüíî: èçîòðîïèÿ ãåêñàãîíàëüíîé ñòðóêòó-
ðû åñòü ñëåäñòâèå åå ñèììåòðèè [47], à ïîòîìó ëþáàÿ ìîäåëü (ïðóæèííàÿ,
ñòåðæíåâàÿ èëè áîëåå ñëîæíàÿ) äîëæíà ïðèâîäèòü ê òàêîìó ðåçóëüòàòó.
Â [70, 87] áûëî ïðåäëîæåíî îáúåäèíèòü �ìîëåêóëÿðíóþ ìåõàíèêó� (ÌÌ)
è ìåõàíèêó ñòðóêòóð ñ öåëüþ ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîñëîéíûõ óãëåðîäíûõ
íàíîòðóáîê (ÓÍÒ). Ñíà÷àëà èñïîëüçîâàëñÿ ÌÌ-ïîäõîä. Äëÿ óïðîùåíèÿ
èñïîëüçîâàëèñü êâàäðàòè÷íûå óïðóãèå ïîòåíöèàëû, îïèñûâàþùèå èçìå-
íåíèå ýíåðãèè ñâÿçè â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèé áëèæàéøèõ
àòîìîâ óãëåðîäà è óãëîâ íàïðàâëåíèé êîâàëåíòíûõ ñâÿçåé:



1.1. Ìåòîäû ìåõàíèêè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãåêñàãîíàëüíûõ
èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé è êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê 15

Ur =
1

2
kr(r − r0)

2 =
1

2
kr(∆r)

2, Uτ =
1

2
kτ(∆ϕ)2,

Uθ =
1

2
kθ(θ − θ0)

2 =
1

2
kθ(∆θ)

2,

(1.1)

ãäå kr, kθ è kτ � êîíñòàíòû ñîïðîòèâëåíèÿ ñâÿçè ðàñòÿæåíèþ, èçãèáó è
êðó÷åíèþ, ñîîòâåòñòâåííî; ∆r,∆θ è ∆ϕ � èçìåíåíèå äëèíû ñâÿçè, óãëà
ìåæäó ñìåæíûìè ñâÿçÿìè è �êðó÷åíèå� ñâÿçè, ñîîòâåòñòâåííî; Ur, Uθ, Uτ
� ñîîòâåòñòâóþùèå ãàðìîíè÷åñêèå (êâàäðàòè÷íûå) ïîòåíöèàëû.

Â óãëåðîäíûõ íàíîòðóáêàõ, êàê è â ãðàôåíå, àòîìû ñîåäèíåíû êî-
âàëåíòíûìè ñâÿçÿìè, ôîðìèðóþùèìè ñòåíêè òðóáêè èëè ïëîñêèå ãðà-
ôåíîâûå ñëîè èç ãåêñàãîíàëüíûõ ñòðóêòóð. Áûëî ïðåäëîæåíî ñ÷èòàòü
òàêèå ñâÿçè óïðóãèìè ñòåðæíÿìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêîé òåîðè-
åé [86] ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ L ïîä äåéñòâèåì ñèëû
N, íàïðàâëåííîé âäîëü îñè ñòåðæíÿ, âûðàæàåòñÿ êàê

UA =
1

2

∫ L

0

N 2

EA
dx =

1

2

N 2L

EA
=

1

2

EA

L
(∆L)2, (1.2)

ãäå ∆L � îñåâàÿ ðàñòÿãèâàþùàÿ äåôîðìàöèÿ; A � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ;
E � ìîäóëü Þíãà.

Ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ ïîä äåéñòâèåì ÷èñòîãî
èçãèáàþùåãî ìîìåíòà M :

UM =
1

2

∫ L

0

M 2

EI
dx = 2

EI

L
α2 =

1

2

EI

L
(2α)2, (1.3)

ãäå α � ñóììàðíûé óãîë ïîâîðîòà êîíöîâ ñòåðæíÿ; I � ìîìåíò èíåðöèè
ñå÷åíèÿ.

Ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè ÷èñòîãî êðó÷åíèÿ ïîä äåéñòâèåì êðóòÿùåãî ìî-
ìåíòà T :

UT =
1

2

∫ L

0

T 2

GJ
dx =

1

2

T 2L

GJ
=

1

2

GJ

L
(∆β)2, (1.4)

ãäå ∆β � îòíîñèòåëüíîå êðó÷åíèå êîíöîâ ñòåðæíÿ; J � ïîëÿðíûé ìî-
ìåíò èíåðöèè; G � ìîäóëü ñäâèãà.
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Èç ñðàâíåíèÿ óðàâíåíèé (1.1)�(1.4) áûëî ïðåäëîæåíî ïðÿìîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó �ìàêðîïàðàìåòðàìè� EA, EI è GJ è �ìèêðîïàðàìåòðàìè�
kr, kθ è kτ :

EA

L
= kr,

EI

L
= kθ,

GJ

L
= kτ . (1.5)

Ïðè ýòîì êîíñòàíòàì æåñòêîñòè ñâÿçåé ñòàëè ñîîòâåòñòâîâàòü êîýô-
ôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ, à èçìåíåíèþ
óãëà ìåæàòîìíîé ñâÿçè � ñóììàðíûé óãîë ïîâîðîòà êîíöîâ ñòåðæíÿ ïîä
äåéñòâèåì èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ íà êîíöàõ. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñòåð-
æåíü èìååò ïîñòîÿííîå êðóãëîå ñå÷åíèå ñ ðàäèóñîì R.

Èçâåñòíî, ÷òî â ðàâíîâåñíîì ïîëîæåíèè äëèíà óãëåðîäíîé ñâÿçè â
ãðàôåíàõ è ÓÍÒ ñîñòàâëÿåò L = 0, 142 íì. Ñèëîâûå êîíñòàíòû îïðå-
äåëåíû äëÿ ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ [55]:

kr
2

= 469 Å−2êêàë
ìîëü

,
kθ
2

= 63
êêàë

ìîëü · ðàä2
è
kτ
2

= 20
êêàë

ìîëü · ðàä2
.

Ïîäîáíûå ìîäåëè è ïðîèçâîäíûå îò íèõ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
îïèñàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ãðàôåíîâ è óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê (ñì., íà-
ïðèìåð, [88, 89]). Îäíàêî îíè èìåþò ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè. Ïðåæäå
âñåãî êîâàëåíòíàÿ ñâÿçü ìîäåëèðóåòñÿ óïðóãèì ñòåðæíåì, ó êîòîðîãî â
ïðîöåññå èçãèáà ïîÿâëÿþòñÿ ñæàòûå è ðàñòÿíóòûå âîëîêíà. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî êîâàëåíòíàÿ sp2-ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ àòîìàìè óã-
ëåðîäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåêðûòèå èõ ýëåêòðîííûõ îáëàêîâ, íàïðàâ-
ëåííûõ òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü
âäîëü ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé ýòè àòîìû. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü ñòåðæíÿ
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïðè èçãèáå ñâÿçè äîëæíà ïðîèñõîäèòü �äåôîðìàöèÿ�
ýëåêòðîííûõ îáëàêîâ. Íî òðóäíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî íà ñàìîì äåëå
ïðîèñõîäèò.

Äðóãàÿ ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ ðàäèóñîì ñòåðæíÿ.Îöåíèì åãî ðàçìåð
äëÿ ñòåðæíÿ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ñî ñëåäóþùèìè ìîìåíòàìè èíåðöèè, ïëî-
ùàäüþ ñå÷åíèÿ è ìîäóëåì ñäâèãà, èñïîëüçóÿ ìîäåëü Áåðíóëëè �Ýéëåðà [86]:

I =
πR4

4
, J =

πR4

2
, A = πR2, G =

E

2(1 + ν)
. (1.6)
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Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ìàòåðèàëà â ïëîñêîñòè, òî ìîäóëü
ñäâèãà (è ñâÿçàííûé ñ íèì êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà) íå âõîäèò â ñïèñîê
íåîáõîäèìûõ ïàðàìåòðîâ. Ñâîéñòâà ìîäåëè â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ
òîëüêî äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ñòåðæíÿ � ìîäóëåì Þíãà E è êîýôôèöèåí-
òîì Ïóàññîíà ν.

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå ôîðìóëû, ïîëó÷èì

kr
kθ

=
A

I
=

4

R2
. (1.7)

Ïîäñòàâëÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå çíà÷åíèÿ ñèëîâûõ êîíñòàíò, ïîëó÷èì

R2 = 4
63

469
Å2, (1.8)

R = 0, 73 Å, D = 2R = 1, 46 Å. (1.9)

Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñòåðæíÿ L/D ∼ 1, ÷òî
îçíà÷àåò, ÷òî ìîäåëü Áåðíóëëè �Ýéëåðà ìîæåò äàâàòü ñëèøêîì ãðóáóþ
îöåíêó. Â áîëüøåé ñòåïåíè ýòî äîëæíî ïðîÿâëÿòüñÿ â çàäà÷àõ, ñâÿçàí-
íûõ ñ èçãèáîì è ïîïåðå÷íûì ñäâèãîì ñòåðæíåé, â ìåíüøåé � â çàäà-
÷àõ, ñâÿçàííûõ ñî ñæàòèåì�ðàñòÿæåíèåì. Åñëè èñïîëüçîâàòü ìîäåëü áàë-
êè Òèìîøåíêî, òî ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð (�êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà� óãëåðîäíîé ñâÿçè), îäíàêî è åãî èñïîëüçîâàíèå íå ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ìàëûé äèàìåòð ñòåðæíÿ. Òåì íå ìåíåå ââèäó ïðîñòîòû äàííîé
äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé (ïëîñêîé) ìîäåëè, åå ÿñíîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà,
à òàêæå âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîãðàììíûõ ïàêåòàõ, îñíîâàí-
íûõ íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, îíà èìååò øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå.
Â ÷àñòíîñòè, ñòåðæíåâûå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ãðàôåíà
ìîæíî èñïîëüçîâàòü íà áàçå íå òîëüêî ìíîãî÷àñòè÷íîãî îïèñàíèÿ, íî è
ìîìåíòíîãî. Òàêîé ïîäõîä ðàññìàòðèâàåòñÿ â ãëàâå 3 äàííîãî ïîñîáèÿ.

1.2. Ëèíåàðèçîâàííûå ìîëåêóëÿðíî-ìåõàíè÷åñêèå

ìîäåëè ãðàôåíà

Âîïðîñ î ÷èñëå ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìåõà-
íè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãðàôåíîâîé ðåøåòêè, íåòðèâèàëåí. Â [29] ïîêàçàíî, ÷òî
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ãðàôåíîâûé ñëîé íåëüçÿ ìîäåëèðîâàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîé óïðóãîé
êîíñòàíòû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìîäåëèðîâàòü ñâÿçè èñêëþ÷èòåëüíî ñ
èñïîëüçîâàíèåì öåíòðàëüíûõ (ò. å. ñîåäèíÿþùèõ öåíòðû àòîìîâ) ïðó-
æèí, ñòðóêòóðà ïðåâðàùàåòñÿ â ìåõàíèçì, êîòîðûé ïîä äåéñòâèåì îäíî-
ñòîðîííåé íàãðóçêè ìîæåò �ñõëîïíóòüñÿ�, ò. å. äîïóñêàåò áîëüøèå äåôîð-
ìàöèè áåç óäëèíåíèÿ ñâÿçåé. Åñëè ïðè ýòîì çàôèêñèðîâàòü óãëû ìåæäó
ñâÿçÿìè, ÷òîáû èçáåæàòü �ñõëîïûâàíèÿ�, òî ðàñòÿæåíèå â îäíîì íàïðàâ-
ëåíèè ïðèâåäåò ê àíàëîãè÷íîìó ðàñøèðåíèþ â äðóãèõ, ò. å. ïîëó÷èâøèé-
ñÿ êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà áóäåò ðàâåí −1, ÷òî, î÷åâèäíî, íå óäîâëåòâî-
ðÿåò ýêñïåðèìåíòó. Åñëè èñïîëüçîâàòü äðóãóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ìî-
äåëü, ïðè êîòîðîé ñâÿçè ñ÷èòàþòñÿ íåðàñòÿæèìûìè, à èçìåíåíèþ óãëîâ
ìåæäó ñâÿçÿìè ïðîòèâîäåéñòâóåò óãëîâàÿ ïðóæèíà ïîñòîÿííîé æåñòêî-
ñòè, òî êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðèìåò çíà÷åíèå ν = 1, ÷òî òåîðåòè÷å-
ñêè âîçìîæíî äëÿ ïîäîáíîé äâóìåðíîé êîíñòðóêöèè, îäíàêî îïÿòü æå
íå óäîâëåòâîðÿåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì äëÿ ãðàôåíà. Ïðè ýòîì,
î÷åâèäíî, ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ óñòðåìèòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Òàêèì
îáðàçîì, ÷èñëî íåîáõîäèìûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ
ðåøåòêè ãðàôåíà äîëæíî áûòü íå ìåíåå äâóõ. Äàëåå ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå è ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêèå (ñì. ãëàâó 3) ìîäå-
ëè, êîòîðûå ó÷èòûâàþò è öåíòðàëüíîå è íåöåíòðàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó àòîìàìè.

Òðóäíî îòñëåäèòü, êòî ïåðâûì ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü äâóõïàðà-
ìåòðè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ óãëåðîäíûõ ñòðóêòóð. Â ÷àñòíîñòè, ïîäîáíàÿ
ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà Êèòèíãîì [67] äëÿ îïèñàíèÿ àëìàçà, êðåìíèÿ
è ãåðìàíèÿ. Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî ýòà ìîäåëü áûëà èñïîëüçîâàíà â [56]
äëÿ îöåíêè óïðóãèõ êîíñòàíò ãðàôåíà. Íî, ïî-âèäèìîìó, ïåðâàÿ äâóõ-
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ãðàôåíîâîãî ñëîÿ (òî÷íåå, äëÿ
îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ãðàôèòà â áàçèñíîé ïëîñêîñòè) áûëà ïðåäëîæåíà â
1984 ãîäó Ãèëëèñîì [60]. Âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ óãëåðîäà â ïëîñêîñòè
îïèñûâàëîñü äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ñèëîâûìè êîíñòàíòàìè, îòâå÷àþùèìè
çà óäëèíåíèå ñâÿçè è èçìåíåíèå âàëåíòíîãî óãëà. Òàêèì îáðàçîì, óïðó-
ãàÿ ñâÿçü ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé è óãëîâîé ïðóæèí, èìåþ-
ùèõ æåñòêîñòè c è k, ñîîòâåòñòâåííî. Ãåêñàãîíàëüíîå êîëüöî íà ðèñ. 1.1
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ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòü ãðàôåíîâîé ðåøåòêè (ãäå à � íåäåôîðìèðîâàííîå
ñîñòîÿíèå; á � äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå). Â ðàâíîâåñíîì ïîëîæåíèè
ñòîðîíà øåñòèóãîëüíèêà ñîñòàâëÿåò a = 1, 42 Å , à óãîë ìåæäó äâóìÿ
ñòîðîíàìè α = 120◦.

Ðèñ. 1.1. Äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ãðàôèòà

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ìîäåëè Ãèëëèñà ðàññìîòðèì äâå âñïîìîãàòåëüíûå
çàäà÷è. Ïåðâàÿ çàäà÷à � óäëèíåíèå ëèíåéíîé ïðóæèíû, çàôèêñèðîâàí-
íîé íà îäíîì êîíöå, ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû F , ïðèëîæåííîé ê
äðóãîìó åå êîíöó, â íàïðàâëåíèè y (ðèñ. 1.2). Ïðîåêöèÿ ñèëû F íà îñü
ïðóæèíû åñòü Fc = F cosα. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Fc = cδl, ãäå c � æåñò-
êîñòü ïðóæèíû è δl � åå óäëèíåíèå. Èñïîëüçóÿ ýòî, ìîæíî ïîëó÷èòü
ïðîåêöèè ïåðåìåùåíèÿ íà îñè x è y:

δx = δl sinα =
F

c
sinα cosα, δy = δl cosα =

F

c
cos2 α. (1.10)

Äàëåå ðàññìîòðèì äðóãóþ çàäà÷ó. Äîïóñòèì, ÷òî T ýòî ìîìåíò, ïðè-
ëîæåííûé ê óãëîâîé ïðóæèíå æåñòêîñòè k, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.3.
Òàê êàê T = kδα, ãäå δα � êðó÷åíèå óãëîâîé ïðóæèíû, òî åäèíèöåé èç-
ìåðåíèÿ k ÿâëÿåòñÿ Í·ì. Ñîåäèíèì óãëîâóþ ïðóæèíó ñ íåðàñòÿæèìûì
ñòåðæíåì äëèíû a. Òîãäà ìîìåíò, ñîçäàâàåìûé ñèëîé F , íàïðàâëåííîé
âäîëü îñè y, ñîñòàâèò (ñì. ðèñ. 1.3):

T = Fγa = aF cos β. (1.11)
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Ðèñ. 1.2. Ëèíåéíàÿ ïðóæèíà
ïîä äåéñòâèåì ñèëû

Ðèñ. 1.3. Óãëîâàÿ ïðóæèíà ïîä
äåéñòâèåì ñèëû

Ñëåäîâàòåëüíî, ñìåùåíèå êðàÿ ñòåðæíÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

δx = aδβ sin β, δy = aδβ cos β. (1.12)

Ðàññìîòðèì ãåêñàãîí (øåñòèóãîëüíîå êîëüöî), êîòîðîå ìîäåëèðóåò
÷àñòü ðåøåòêè, ñîñòàâëåííîé èç óêàçàííûõ âûøå ýëåìåíòîâ. Âñå ëèíåé-
íûå è óãëîâûå ïðóæèíû èìåþò æåñòêîñòè c è k, ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ.
1.1) è ìîäåëèðóþò ìåæàòîìíûå ñâÿçè. Íà÷àëüíàÿ äëèíà ñòîðîíû ãåêñà-
ãîíà ñîîòâåòñòâóåò äëèíå ñâÿçè â ðàâíîâåñíîì ïîëîæåíèè a = 1, 42 Å,
óãîë ìåæäó ñâÿçÿìè α = 120◦. Åñëè êîëüöî âûòÿãèâàåòñÿ â îäíó ñòîðîíó
(ñì. ðèñ. 1.1), ïîëíîå èçìåíåíèå óãëîâ ñîñòàâèò 4δα−2(2δα) = 0. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî â òàêîé êîíôèãóðàöèè

δα =
T

6k
. (1.13)

×òîáû íàéòè óïðóãèå ìîäóëè â íàïðàâëåíèè îñè y, ðàññìîòðèì õà-
ðàêòåðíûé ïîâòîðÿþùèéñÿ ýëåìåíò íà ðèñ. 1.4. Ïîä âîçäåéñòâèåì ïîêà-
çàííîé íà ðèñóíêå íàãðóçêè, íèæíÿÿ ñâÿçü â íàïðàâëåíèè îñè y ðàñòÿ-
ãèâàåòñÿ íà δy1 = 2F/c. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.10) äâå äðóãèå ñâÿçè ðàñòÿ-
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ãèâàþòñÿ çà ñ÷åò ðàñòÿæåíèÿ ëèíåéíûõ ïðóæèí:

δy2 =
F

c
cos2 60◦. (1.14)

Â òî æå âðåìÿ âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíîå óäëèíåíèå ýòèõ ñâÿçåé, âûçâàí-
íîå èçìåíåíèåì âàëåíòíîãî óãëà. Èñïîëüçóÿ (1.11)�(1.13), ïîëó÷èì

δy3 =
Fa2 cos2 30◦

6k
. (1.15)

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòà äåôîðìàöèè âäîëü îñè y ìîæåò áûòü íàéäå-
íà êàê

εyy =
δy1 + δy2 + δy3

3a/2
=

F

12a

(
18

c
+
a2

k

)
. (1.16)

Ðèñ. 1.4. Ýëåìåíò ðåøåòêè,
ðàñòÿíóòûé â íàïðàâëåíèè
îñè y

Ðèñ. 1.5. Ýëåìåíò ðåøåòêè,
ðàñòÿíóòûé â íàïðàâëåíèè
îñè x

Òåïåðü îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êîìïîíåíòó íàïðÿæåíèÿ σyy. Ãèë-
ëèñ îáîçíà÷àåò êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé, èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêîå îïðå-
äåëåíèå, ò. å. êàê ñèëû, îòíåñåííûå ê íåêîé ïëîùàäè. Â íàøåì ñëó÷àå ýòà
ïëîùàäü ñîñòàâëÿåò A = (h/2)(2

√
3/2)a, ãäå h/2 � ïîëîâèíà ïîñòîÿííîé

ðåøåòêè, ïðèíÿòàÿ Ãèëëèñîì ðàâíîé òîëùèíå îäíîãî ãðàôåíîâîãî ñëîÿ
â ãðàôèòå. Äëÿ ãðàôèòà h = 0, 68 íì. Äàëåå èìååì

σGillis =
2F

A
=

4
√

3F

3ah
. (1.17)
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Â íàøè äíè, îäíàêî, ïðîäîëæàåòñÿ äèñêóññèÿ, ÷òî ëó÷øå ñ÷èòàòü
òîëùèíîé ëèñòà ãðàôåíà (ò. å. åãî ðàçìåð â íàïðàâëåíèè, îðòîãîíàëüíîì
áàçèñíîé ïëîñêîñòè). ×òîáû èçáåæàòü íåîïðåäåëåííîñòè, ââîäèòñÿ äðó-
ãîé ïîäõîä. Óïðóãèé ìîäóëü äëÿ ãðàôåíà è îäíîñëîéíûõ ÓÍÒ îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå îáùåïðèíÿòîãî ïîíÿòèÿ ìîäóëÿÞíãà íà òîëùèíó
ñëîÿ (ñì. íàïðèìåð [5, 6, 45, 53, 97]). Òàêèì îáðàçîì, óïðóãèå ìîäóëè Ex è
Ey áóäóò èìåòü ôèçè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü Í/ì. Ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè
â íàïðàâëåíèè y ïîëó÷èì

σyy =
2F√

3a
=

2
√

3F

3a
. (1.18)

Äëÿ óïðóãîãî ìîäóëÿ â íàïðàâëåíèè y

Ey =
σyy
εyy

=
8
√

3ck

18k + ca2
. (1.19)

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îïðåäåëèì êàê

νxy = −ε11

ε22
, ε11 =

δx1√
3a
. (1.20)

Èñïîëüçóÿ (1.10), (1.11), ïîëó÷èì

δx1 = 2

(√
3

2

1

2

F

c
− 1

2

√
3

2

Fa2

6k

)
. (1.21)

Äàëåå, èç (1.20), (1.21) ñëåäóåò

νxy =
ca2 − 6k

ca2 + 18k
. (1.22)

Òåïåðü ðàññìîòðèì äðóãîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå (ñì. ðèñ. 1.5). Â
ýòîì ñëó÷àå ìû äîëæíû çàìåíèòü (1.10), (1.11) íà ñõîæèå ôîðìóëû äëÿ
ãîðèçîíòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ïðèëîæåííîé íàãðóçêè, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ñìåùåíèå, êîòîðîå îòâå÷àåò äàííîìó íàïðÿæåííîìó ñîñòîÿíèþ. Òîãäà
δx = δx1 + δx2, ãäå

δx1 = 2

(
F

c
cos2 30◦

)
, δx2 = 2aδα sin 30◦ =

Fa2

6k
sin2 30◦. (1.23)
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Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, îïðåäåëèì êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé è äå-
ôîðìàöèé:

σxx =
2F

3a
, εxx =

δx√
3a

=

√
3

36
F

(
18

c
+
a2

k

)
. (1.24)

Óïðóãèé ìîäóëü â íàïðàâëåíèè x âû÷èñëÿåòñÿ êàê

Ex =
σxx
εxx

=
8
√

3ck

18k + ca2
. (1.25)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ (1.19). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ex = Ey.
Èñïîëüçóÿ òîò æå ïîäõîä äëÿ ðàññìîòðåíèÿ íàãðóæåíèÿ â íàïðàâëåíèè
y, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà:

νyx =
ca2 − 6k

ca2 + 18k
. (1.26)

Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ (1.22), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèÿì
ñèììåòðèè êðèñòàëëà ãðàôåíà, à èìåííî � åãî èçîòðîïèè â áàçèñíîé
ïëîñêîñòè.

Â ñâÿçè ñ ïðîñòîòîé ýòîé ìîäåëè îíà è åé ïîäîáíûå ÷àñòî èñïîëüçó-
þòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íàíîñòðóêòóð. ×àí è Ãàî [53] ïðèìåíèëè ñõî-
æèå ìîëåêóëÿðíî-ìåõàíè÷åñêèå ïîäõîäû, ÷òîáû íàéòè óïðóãèå ñâîéñòâà
ÓÍÒ. Îíè îïðåäåëèëè àíàëèòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü óïðóãèõ ñâîéñòâ õè-
ðàëüíûõ íàíîòðóáîê êàê ôóíêöèþ èõ äèàìåòðîâ. Òîò æå ïîäõîä äëÿ
îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ îäíîñëîéíûõ ÓÍÒ êàê ôóíêöèé ðàçìå-
ðîâ òðóáêè â òåðìèíàõ õèðàëüíûõ èíäåêñîâ (n,m) èñïîëüçîâàí â [76]. Â
[5, 46] ïðåäñòàâëåíû ìîäåëè, ýêâèâàëåíòíûå ìîäåëè Ãèëëèñà, íî âû÷èñ-
ëåííûå òàì óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè íå èñïîëüçóþò ïîíÿòèå �òîëùèíà
ñëîÿ�.

Óïîìÿíåì åùå îäíó äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü, ïðåäëîæåííóþ â
[81]. Îíà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ïîñðåäñòâîì ëèíåéíûõ ïðóæèí äâóõ òèïîâ ñ ðàçíûìè æåñòêîñòÿìè.
Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.6, áëèæíèå àòîìû ñîåäèíåíû ïðóæèíàìè òèïà A
ñ æåñòêîñòÿìè cA, à äàëüíèå ñîñåäè � ïðóæèíàìè òèïà B ñ æåñòêîñòÿìè
cB. Â ñòàòüå Îäåãàðäà [81] è ïîñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ [13, 88] ýòè ïðóæèíû
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íàçûâàþò �ñòåðæíè�, ÷òî ìîæåò ââîäèòü â çàáëóæäåíèå, òàê êàê èçãèá
ýòèõ ñòåðæíåé â ìîäåëè íå ó÷èòûâàåòñÿ. Â ìîíîãðàôèè [29] ïîêàçàíî,
÷òî óïðóãèå êîíñòàíòû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû êàê

E = 2
√

3cB
cA + 6cB
cA + 9cB

, ν =
cA + 3cB
cA + 9cB

. (1.27)

Ñâÿçàâ ýòè ôîðìóëû ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè äëÿ ìîäóëÿ
Þíãà è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà èç [48] (ñì. òàáë. 2.1), ìîæíî ïîëó÷èòü,
÷òî cA = −305, 9 Í/ì è cB = 172, 7 Í/ì. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèâîäèò ê
ïðîòèâîðå÷èþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïàðàìåòð cA îòâå÷àåò íå ïðîñòî çà ñî-
åäèíåíèå äâóõ ñîñåäíèõ àòîìîâ, à çà ñîåäèíåíèå äâóõ ïîäðåøåòîê â ãðà-
ôåíå. Íî åñëè çíà÷åíèå cA îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, òî ñêîëü óãîäíî
ìàëûå âîçìóùåíèÿ ïðèâîäÿò ê áåñêîíå÷íûì ñìåùåíèÿì ïîäðåøåòîê èç
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ýòî îçíà÷àåò íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåòêè ïðè òàêèõ
ïàðàìåòðàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè çíà÷åíèå cA ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëü-
íûì, òî êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1/3 < ν < 1

[29], ÷òî íå ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì 0,17. Íåëüçÿ íå
îòìåòèòü òàêæå, ÷òî ñòåðæíè òèïà B ÿâëÿþòñÿ ëèøü óäîáíîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé àáñòðàêöèåé è èõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë íå î÷åâèäåí.

Ðèñ. 1.6. Ìîäåëü ñ äâóìÿ òèïàìè ïðóæèí, ñîåäèíÿþùèõ áëèæíèõ è äàëüíèõ
ñîñåäåé
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1.3. Âûâîäû

Â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð íåêîòîðûõ ïîäõîäîâ ê ìî-
äåëèðîâàíèþ óïðóãèõ ñâîéñòâ ãðàôåíà â áàçèñíîé ïëîñêîñòè. Ïîêàçàíî,
÷òî, ê ñîæàëåíèþ, íå âñå ïîïóëÿðíûå ñòðóêòóðíûå ìîäåëè ìîãóò óäî-
âëåòâîðèòü ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Â òî æå âðåìÿ ïîêàçàíî, ÷òî
äåòàëüíî ðàññìîòðåííàÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü Ãèëëèñà [60] ìî-
æåò õîðîøî îïèñûâàòü óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåòêè ãðàôåíà äëÿ
ìàëûõ äåôîðìàöèé. Ê òîìó æå äàííàÿ ìîäåëü èìååò ïðîñòîé ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë.

Ìîäåëü Ãèëëèñà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî äëÿ îïèñàíèÿ ëèíåé-
íûõ äåôîðìàöèé ìàòåðèàëà â ïëîñêîñòè. Â ýòîì îíà ïðîèãðûâàåò ìî-
ìåíòíîìó îïèñàíèþ, êîòîðîå â ëèíåéíîì ïëîñêîì ñëó÷àå òàêæå îãðàíè-
÷èâàåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè [29], îäíàêî ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì îáîáùåíî è íà ñëó÷àé áîëüøèõ äåôîðìàöèé. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìíî-
ãî÷àñòè÷íûå ìîäåëè òàêæå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè áîëüøèõ äåôîðìà-
öèÿõ, íî ïðè ýòîì â íèõ äîáàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ, ôèçè÷åñêèé
ñìûñë êîòîðûõ ñëîæíåå äëÿ ïîíèìàíèÿ, ÷åì ïàðàìåòðû ìîìåíòíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå îáà ïîäõîäà óñïåøíî èñïîëüçóþòñÿ. Ìíîãî-
÷àñòè÷íîìó âçàèìîäåéñòâèþ ãðàôåíà ïîñâÿùåíà ãëàâà 2, à ìîìåíòíîìó
� ãëàâû 3�5 äàííîãî ïîñîáèÿ. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå
îðèãèíàëüíûå ìîëåêóëÿðíî-ìåõàíè÷åñêèå ïîäõîäû (ñì., íàïðèìåð [2]),
êîòîðûå íå âîøëè â îáçîð, íî, áåçóñëîâíî, çàñëóæèâàþò âíèìàíèÿ ÷èòà-
òåëÿ.



Ãëàâà 2

×åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ðàññìîòðåíû äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷àñòè÷íûå ìîäåëè

è ïðåäëîæåí ïîäõîä, ñïîñîáíûé îïèñàòü óïðóãèå ñâîéñòâà ãðàôåíà â ñëó÷àå ìàëûõ

äåôîðìàöèé. Â ñëó÷àå áîëüøèõ äåôîðìàöèé ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü áîëåå ñëîæ-

íûå ïîäõîäû: íàïðèìåð, ââîäÿ íåëèíåéíûå ïîòåíöèàëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòî-

ìàìè óãëåðîäà. Â äàííîé ãëàâå ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü óïðóãèå

õàðàêòåðèñòèêè ãðàôåíà íà îñíîâå ïàðàìåòðîâ ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, çàäàí-

íîãî â âèäå íåëèíåéíûõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ, ò. å. ïîòåíöèàëîâ, ó÷èòûâàþ-

ùèõ âëèÿíèå íà âçàèìîäåéñòâèå ïàðû àòîìîâ èõ îêðóæåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ

èñïîëüçóþòñÿ ïîòåíöèàëû Òåðçîôôà è Áðåííåðà. Ïðèâîäèòñÿ îáùèé âèä ìíîãî÷à-

ñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ðàìêàõ ðàññìîòðåíèÿ ëèíåéíîãî óïðóãîãî äåôîðìèðîâà-

íèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ê äàííîìó âèäó â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû ïî ìàëûì äå-

ôîðìàöèîííûì ïàðàìåòðàì ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ãðóïïà íåëèíåéíûõ ïîòåíöèàëîâ,

÷àñòî èñïîëüçóåìûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîâàëåíòíûõ ñòðóêòóð. Íà ïðèìåðå ðåøåò-

êè ãðàôåíà îïðåäåëÿåòñÿ, íàñêîëüêî àäåêâàòíî ýòè ïîòåíöèàëû îïèñûâàþò óïðóãèå

õàðàêòåðèñòèêè êðèñòàëëîâ.

2.1. Îáùèå ñâåäåíèÿ

Çíàíèå óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëîâ íåîáõîäèìî äëÿ ðàñ÷åòà
ìàòåðèàëîâ, ñèñòåì è êîíñòðóêöèé íà íàíîóðîâíå. Çà÷àñòóþ ìíîãèå ôè-
çè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èçâåñòíû ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ, ÷åì ïðîñòûå
ìåõàíè÷åñêèå. Íà îñíîâå òàêèõ ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê áûëè ââåäåíû
øèðîêî èñïîëüçóåìûå äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýìïèðè÷åñêèå
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ïîòåíöèàëû âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðûå õîðîøî îïèñûâàþò íåêîòîðûå ôè-
çè÷åñêèå ñâîéñòâà òâåðäûõ òåë, îäíàêî íå ïîäõîäÿò äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ. Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé
â ðàìêàõ ëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñâÿçàòü óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè
íåêîòîðûõ êðèñòàëëîâ, èñïîëüçóÿ èõ ìèêðîïàðàìåòðû. Òàêèå ìèêðîïà-
ðàìåòðû ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðåçóëüòàòå ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà èëè
èçâëå÷åíû èç øèðîêîãî êëàññà ýìïèðè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ.

2.2. Îáùèé âèä òåíçîðà æåñòêîñòè

äâóõàòîìíîé ðåøåòêè

Ðàññìîòðèì èäåàëüíóþ (áåçäåôåêòíóþ) ñëîæíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ
ðåøåòêó. Ñëîæíîé íàçûâàåòñÿ ðåøåòêà, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò òàêèå
óçëû, ÷òî ïåðåìåùåíèå íà âåêòîð, èõ ñîåäèíÿþùèé, íå ÿâëÿåòñÿ òîæ-
äåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ðåøåòêà ãðàôåíà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé, ïðè
ýòîì åå ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò äâà àòîìà. Ýòó ðåøåòêó ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü äâóõ ïðîñòûõ ïîäðåøåòîê, ñäâèíóòûõ îò-
íîñèòåëüíî äðóã äðóãà (ðèñ. 2.1). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âçàèìîäåéñòâèå

Ðèñ. 2.1. Ðåøåòêà ãðàôåíà êàê ñîâîêóïíîñòü
äâóõ ïðîñòûõ ïîäðåøåòîê

òîëüêî ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè è ñìåæíûìè ñâÿçÿìè. Îáîçíà÷èì áëè-
æàéøèõ ñîñåäåé äàííîãî àòîìà è ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçè èíäåêñàìè α,
β è γ. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ìàëîãî ëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.
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Ïðåäñòàâèì ýíåðãèþ, ïðèõîäÿùóþñÿ íà îäèí àòîì, â âèäå

W =
1

V0

G1

∑
α

κα
2 +G2

∑
α,β

′
ξ2
αβ +G3

∑
α,β

′
(κα + κβ)ξαβ +G4

∑
α,β,γ

′
ξαβ ξαγ

.
(2.1)

Çäåñü V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè; κα è κβ � äåôîðìàöèè ñâÿ-
çåé α è β; ξαβ � èçìåíåíèå óãëà ìåæäó ñâÿçÿìè. Øòðèõ ó çíàêà ñóììû
îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ òîëüêî ïî ñìåæíûì ñâÿçÿì. Ïîäðà-
çóìåâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî ñëàãàåìîãî âûïîëíÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèå α 6= β 6= γ.

Ôîðìà âçàèìîäåéñòâèÿ (2.1), ñîäåðæàùàÿ ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ ïàðà-
ìåòðà Gk, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùåé, ÷òîáû îïèñûâàòü âçàèìîäåéñòâèå
÷àñòèö â ñèñòåìå. Ìíîãèå ïîòåíöèàëû, èñïîëüçóåìûå äëÿ êîìïüþòåðíî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ, ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê íåé. Ðàíåå áû-
ëî ïîêàçàíî [5], ÷òî è ôîðìà, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî äâà ïàðàìåòðà (äâà
ïåðâûõ ñëàãàåìûõ â (2.1)), óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì èñïîëüçóåìûì äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ñèëîâûì ïîëÿì. Îäíàêî äâóõ ïàðàìåòðîâ íåäîñòàòî÷íî
äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ôîðìû ýíåðãèè ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñå-
ìåéñòâîì øèðîêî èñïîëüçóåìûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óãëåðîäíûõ ñîåäè-
íåíèé ïîòåíöèàëîâ Òåðçîôôà �Áðåííåðà. Ïîýòîìó (2.1) ñîäåðæèò åùå
äâà ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïåðåâÿçêîé ìåæäó ëèíåéíîé
äåôîðìàöèåé ñâÿçè è èçìåíåíèåì óãëà ìåæäó äâóìÿ ñâÿçÿìè, à âòîðîå
îòâå÷àåò çà èçìåíåíèå óãëîâ ïðè äâóõ ñâÿçÿõ, ñìåæíûõ ñ äàííîé. Äà-
ëåå ïîêàçàíî, ÷òî ýòà ôîðìà ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿåò êëàññó ïîòåíöèà-
ëîâ Òåðçîôôà �Áðåííåðà, â ñâÿçè ñ ÷åì êàæåòñÿ èçëèøíèì äîáàâëåíèå
â (2.1) äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, íàïðèìåð âèäà κακβ.

Åñëè âçàèìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíûìè ïðóæèíàìè æåñò-
êîñòè c è óãëîâûìè ïðóæèíàìè æåñòêîñòè γ, òî

G1 =
1

2
ca2, G2 =

1

2
γ, G3 = 0, G4 = 0, (2.2)

ãäå a � äëèíà ëèíåéíîé ïðóæèíû.
Èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ ñëîæíóþ äâóõàòîìíóþ ðåøåòêó ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü äâóõ ïðîñòûõ ïîäðåøåòîê. Ïðåäñòàâèì, ÷òî
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äåôîðìàöèÿ êðèñòàëëà ñêëàäûâàåòñÿ èç îäíîðîäíîé ìàëîé äåôîðìàöèè
îáåèõ åãî ïîäðåøåòîê. Ïîëó÷èâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå êîíôèãóðàöèÿ íå ðàâ-
íîâåñíàÿ, íî áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ çà ñ÷åò ñäâèãà
îäíîé ïîäðåøåòêè îòíîñèòåëüíî äðóãîé íà íåêîòîðûé âåêòîð íåâÿçêè ζ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè, ÿâëÿÿñü, ñ îäíîé ñòîðîíû, êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìîé òåíçîðà äåôîðìàöèè, ìîæåò áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåíà
êàê êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà òåíçîðà äåôîðìàöèè è âåêòîðà íåâÿçêè (ñì.
ïîäðîáíåå â [29]):

W =
1

2
ε·· 4C·· ε =

1

2
ε·· 4C∗ ·· ε+

1

2
ζ ·C·ζ + ζ ·3C·· ε. (2.3)

Ñ÷èòàåì, ÷òî íà êðèñòàëë íàëîæåíà îäíîðîäíàÿ äåôîðìàöèÿ ε. Âåê-
òîð íåâÿçêè äîëæåí îáåñïå÷èòü ïðè ýòîì òàêîé ñäâèã ïîäðåøåòîê, ïðè
êîòîðîì áóäåò ðåàëèçîâàí ìèíèìóì ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ, ÷òî ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷èòü åãî ñâÿçü ñ òåíçîðîì äåôîðìàöèè:

∂W

∂ζ
= 0⇒ C·ζ +3C·· ε = 0⇒ ζ = −C−1 ·3C·· ε. (2.4)

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, ìîæåì âûðàçèòü òåíçîð æåñòêî-
ñòè:

4C = 4C∗ −3CT ·C−1 ·3C. (2.5)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë èç Ïðèëîæåíèÿ (Ï.1)�(Ï.10) ïîêàçàíî, ÷òî äå-
ôîðìàöèè ñâÿçåé è óãëîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

κα = nαnα ·· ε+ nα ·ζ, καβ = nαnβ ·· ε+ 1
2(nα + nβ)·ζ,

ξαβ =
(κα + κβ) cosφ− 2καβ

sinφ
.

(2.6)

Ïîäñòàâèì ôîðìóëû (2.6) â (2.1). Ïðè ñîîòíåñåíèè ñ (2.3) è âûïîëíåí-
íîì ñóììèðîâàíèè ïî òðåì èíäåêñàì ìîæåì îïðåäåëèòü òåíçîðû æåñò-
êîñòè ðàçëè÷íûõ ðàíãîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâèì â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ:

4C∗ =4 C̃∗ +4Ĉ∗,
3C =3 C̃ +3Ĉ, 2C =2 C̃ +2Ĉ. (2.7)

Çäåñü ñëàãàåìûå, ïîìå÷åííûå çíàêîì ˜ , îòâå÷àþò âêëàäó â îáùèé
òåíçîð æåñòêîñòè ïåðâûõ òðåõ ñëàãàåìûõ èç (2.1), à ñëàãàåìûå ñî çíà-
êîì ˆ îòâå÷àþò âêëàäó ñìåæíûõ óãëîâ, ò. å. ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî èç
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(2.1). Èñïîëüçóÿ (Ï.12) � (Ï.19), ïîëó÷èì

4C̃∗ =
2

V0

H1

∑
α

nαnαnαnα +H2

∑
α,β

′
nαnαnβnβ+

+H3

∑
α,β

′
(nαnβnβnα + nαnβnαnβ)

,
3C̃∗ =

1

V0
H4

∑
α

nαnαnα,
2C̃∗ =

2

V0
H5

∑
α

nαnα,

(2.8)

ãäå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Hk èìåþò âèä

H1 = G1 − 6M1G2 ctg2 φ− 2M1G3 ctg φ,

H2 = 2G2 ctg2 φ+ 2G3 ctg φ, H3 = 2G2(1 + ctg2 φ),
(2.9)

H4 = 2G1 + 4G2M1
ctg φ

sinφ
(1− cosφ)2 + 2G3M1

1

sinφ
(cos 2φ− cosφ),

H5 = G1 + 2G2M1(1− cosφ)− 2G3M1 sinφ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

P = cos2φ− sin2 φ

d− 1
, P̃ = cos2 φ+

sin2 φ

d− 1
, Q =

M1M sin2 φ

d(d− 1)
, (2.10)

ãäå M � ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé äàííîãî àòîìà; M1 � ÷èñëî ñâÿçåé,
ñìåæíûõ ñ äàííîé; d = 2, 3 � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ñëàãàå-
ìûå, îòâå÷àþùèå çà ó÷åò ñìåæíûõ óãëîâ, èìåþò âèä

4Ĉ∗ =
2

V0
G4

(
R
∑
α

nαnαnαnα + TJ1 + U (J2 + J3)

)
,

3Ĉ =
1

V0
G4W

∑
α

nαnαnα,
2Ĉ =

2

V0
G4V

∑
α

nαnα,

(2.11)

ãäå R = M1

(
(M1 − 1)(1 + 3P ) ctg2 φ+ 4P

ctg φ

sinφ
+ 4P̃

1

sin2 φ

)
,

T = Q

(
3(M1 − 1) ctg2 φ+ 4

ctg φ

sinφ

)
, U = − 2Q

sin2 φ
, (2.12)
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W = M1(M1−1)[2+3(P+cosφ)] ctg2 φ−2(M1−1)(M1P+1)
ctg φ

sinφ
+

4

sin2 φ
,

V = M1(M1 − 1)(1 + 3 cosφ) ctg2 φ+ (3M1 − 2)
ctg φ

sinφ
.

Èçîòðîïíûå òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà îáîçíà÷åíû Jk:

J1 = ekekenen = EE, J2 = ekenenek, J3 = ekeneken, (2.13)

ãäå ek � âåêòîðû íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà; çäåñü è äàëåå
èñïîëüçóåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ ëàòèíñêîìó èíäåêñó.

Ïðè ïîëó÷åíèè (2.11), (2.12) ó÷èòûâàëîñü, ÷òî è äëÿ ãðàôåíà, è äëÿ
àëìàçà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

M1 cosφ = M1P = −1. (2.14)

Ïðè ïîëó÷åíèè (2.8) � (2.12) áûëè èñïîëüçîâàíû ôîðìóëû (Ï.26) �
(Ï.31). Ñ ó÷åòîì (Ï.16) è (Ï.19), ìîæåì ïîëó÷èòü

2C =
2M(H5 +G4V )

V0d
E,

3CT · 3C = (H4+G4W )2

V 2
0

(
d+1
d

∑
α nαnαnαnα − M2

d3 J1

)
,

4C∗ =
2

V0

(
(H1 +M1P (H2 + 2H3) +RG4)

∑
α

nαnαnαnα+

+(H2Q+ TG4)J1 + (H3Q+ UG4)(J2 + J3)

)
.

(2.15)

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (2.15) â (2.5), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà
æåñòêîñòè ñëîæíîé ðåøåòêè:

4C = κ′
∑
α

nαnαnαnα + λ′J1 + µ′ (J2 + J3), (2.16)

ãäå

κ
′
=

2

V0
(H1 +M1P (H2 + 2H3) +RG4)−

1

2(H5 + V G4)

(H4 +WG4)
2

V0
,

λ
′
=

2

V0
(QH2 + TG4) +

(d+ 1)(H4 +WG4)
2

2d2(H5 + V G4)V0
, µ

′
=

2

V0
(QH3 + UG4).

(2.17)
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Ðàññìîòðèì òåíçîð
∑
α

nαnαnαnα. Äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñ êó-

áè÷åñêîé ñèììåòðèåé îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå [29]∑
α

nαnαnαnα = Mκekekekek +Mµ(J1 + J2 + J3), (2.18)

ãäå ek � îðòû îñåé êóáè÷åñêîé ïîäðåøåòêè â ñëó÷àå êðèñòàëëîâ êóáè-
÷åñêîé ñèììåòðèè èëè îðòû ïðîèçâîëüíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà
ïðè èçîòðîïèè óïðóãèõ ñâîéñòâ; Mκ è Mµ � áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåí-
òû, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

Mκ = 2
1− ηc

d(dηc + 2)
M, Mµ =

ηc
d(dηc + 2)

M, (2.19)

ãäå ηc � ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè òåíçîðà
∑
α

nαnαnαnα, ñîâïàäàþùèé ñ

ïàðàìåòðîì àíèçîòðîïèè òåíçîðà æåñòêîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ìàòåðè-
àëà ïðè ÷èñòî ñèëîâîì âçàèìîäåéñòâèè. Òàêèì îáðàçîì, â àíèçîòðîïíîì
ñëó÷àå

4C = κekekekek + λJ1 + µ(J2 + J3),

κ = κ′Mκ, λ = κ′Mµ + λ′, µ = κ′Mµ + µ′,
(2.20)

ãäå κ, λ, µ � îáîáùåííûå êîýôôèöèåíòû Ëÿìå.
Â çàâåðøåíèå ïðèâåäåì òåíçîð æåñòêîñòè èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Â

ýòîì ñëó÷àå ηc = 1, κ = 0 è

4C = λJ1 + µ(J2 + J3). (2.21)

Êîýôôèöèåíòû Ëÿìå ïðè ýòîì ïðèíèìàþò âèä

λ =
M

d(d+ 2)
κ′ + λ′, µ =

M

d(d+ 2)
κ′ + µ′. (2.22)

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè òåíçîðû æåñòêîñòè ìàòåðèàëîâ, ó êîòî-
ðûõ ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê ñîäåðæèò äâà àòî-
ìà. Òåíçîð æåñòêîñòè âû÷èñëÿëñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âêëàä â ýíåðãèþ
ñâÿçè äâóõ àòîìîâ âíîñÿò òîëüêî ñâÿçè, ñìåæíûå ñ äàííîé. Ýòî óñëîâèå
âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãðàôåíà è àëìàçà, ó êîòîðûõ âñå ñâÿçè ñìåæíûå.
Èç îáùåãî âèäà òåíçîðà æåñòêîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü óïðóãèå õàðàêòåðè-
ñòèêè ýòèõ ìàòåðèàëîâ. Îíè ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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2.3. Âû÷èñëåíèå óïðóãèõ êîíñòàíò ãðàôåíà

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíûé èçîòðîïíûé ìàòåðèàë, òàêîé êàê
ãðàôåíîâûé ñëîé, òî

d = 2, M = 3, Mκ = 0, Mµ =
3

8
, ηc = 1, V0 =

3
√

3

2
a2. (2.23)

Â ýòîì ñëó÷àå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëàì

C11 = λ+ 2µ, C12 = λ, C44 = µ,

K = λ+ µ, E =
4µ(λ+ µ)

λ+ 2µ
, ν =

λ

λ+ 2µ
.

(2.24)

Ïîäñòàâèì ôîðìóëû (2.17) è (2.22) â (2.24) è îïðåäåëèì óïðóãèå õà-
ðàêòåðèñòèêè ðåøåòêè ãðàôåíà:

E =
36G1(2G1G2 −G1G4 −G2

3)

V0(G2
1 + 18G1G2 − 9G1G4 − 6G2

3 − 2
√

3G1G3)
,

ν =
G2

1 − 6G1G2 + 3G1G4 + 6G2
3 − 2

√
3G1G3

G2
1 + 18G1G2 − 9G1G4 − 6G2

3 − 2
√

3G1G3

,

K =
3G1

2V0
.

(2.25)

Ïåðåõîä ê äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ìîæåò áûòü ëåãêî ïðîèçâå-
äåí, åñëè ïîëîæèòü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ (2.2). Â ýòîì ñëó÷àå, ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîçíà÷åíèÿ cγ = γ/a2, äëÿ
ãðàôåíà äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü äàåò

E = 8
√

3
ccγ

c+ 18cγ
, ν =

c− 6cγ
c+ 18cγ

, K =

√
3

6
c. (2.26)

Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ ãðàôåíà ïðèâåäåí â ïåðâîé ãëàâå.
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2.4. Ëèíåàðèçàöèÿ ïîòåíöèàëà Òåðçîôôà

íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä

ïî ìàëûì äåôîðìàöèÿì

Ïðåäñòàâèì ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èõ êîíå÷íîãî ÷èñëà
âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ, â âèäå

E =
∑
i

Vi =
1

2

∑
i6=j

Πij, (2.27)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì àòîìàì ñèñòåìû; Vi � ýíåðãèÿ âçà-
èìîäåéñòâèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà êàæäûé àòîì ñèñòåìû; Πij � ýíåðãèÿ
ìåæàòîìíîé ñâÿçè. Êîýôôèöèåíò 1/2 ó÷èòûâàåò, ÷òî êàæäàÿ ñâÿçü ñî-
åäèíÿåò äâà àòîìà.

Äæåððè Òåðçîôô â 1988 ãîäó ïðåäëîæèë ñëåäóþùèé âèä äëÿ ýíåðãèè
ñâÿçè [84]:

Πij = fC(rij)[aijfR(rij) + bijfA(rij)]. (2.28)

Èíäåêñû i è j ïðîáåãàþò âñå âçàèìîäåéñòâóþùèå àòîìû. Çäåñü

fR(r) = A exp(−λ1r), fA(r) = −B exp(−λ2r) . (2.29)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [85] áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ àòîìîâ óãëåðîäà, âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ íà ðàññòîÿíèÿõ ìåíåå 1,8 Å, âûïîëíÿåòñÿ fC ≡ 1, aij ≡ 1.
Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ãðàôåíà, è äëÿ àëìàçà. Ôóíêöèÿ bij èìå-
åò âèä

bij = (1 + βnζnij)
− 1

2n , (2.30)

ãäå

ζij =
∑
k 6=i,j

G(Θijk) exp
[
λ3

3(rij − rik)3
]
, G(Θ) = 1 +

c2

d2
− c2

d2 + (h− cos Θ)2
.

(2.31)
Â ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ôîðìóëàõ A,B, λ1, λ2, β, n, c, d è h � ïàðà-

ìåòðû ïîòåíöèàëà, êîòîðûå çàâèñÿò îò ìîäåëèðóåìîãî ìàòåðèàëà; rij è
Θijk � ðàññòîÿíèå è óãîë ìåæäó àòîìàìè, îáîçíà÷åííûìè ñîîòâåòñòâó-
þùèìè èíäåêñàìè.



2.4. Ëèíåàðèçàöèÿ ïîòåíöèàëà Òåðçîôôà íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä
ïî ìàëûì äåôîðìàöèÿì 35

Çàäà÷à, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ â ýòîì ðàçäåëå � ïðîâåñòè ëèíåàðèçà-
öèþ ïîòåíöèàëà Òåðçîôôà, ó÷èòûâàÿ âçàèìîäåéñòâèå òîëüêî áëèæàé-
øèõ àòîìîâ-ñîñåäåé, ñîõðàíÿÿ ìàëûå âåëè÷èíû äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ-
÷èòåëüíî. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåì ôóíêöèþ

h(x) = exp(λ3
3x

3)⇒ exp(λ3
3(rij − rik)3) = h(rij − rik). (2.32)

Ïðîíóìåðóåì àòîìû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàííîìó àòîìó ïðèñâîèì
èíäåêñ 0, à áëèæàéøèì ñîñåäÿì � α. Î÷åâèäíî, α ìåíÿåòñÿ îò 1 äî M ,
ãäå M � ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé äàííîãî àòîìà.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà îäíó èç ñâÿçåé, ñîåäèíÿþùóþ àòîìû 0è 1.
Äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ζ01 =
M∑
β=2

G(Θ01β)h(r01 − r0β). (2.33)

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìîæåì îòêàçàòüñÿ îò ïåðâîãî èíäåêñà êîíêðåò-
íîãî àòîìà. Òîãäà

ζ1 =
M∑
β=2

G(Θ1β)h(r1 − rβ). (2.34)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì ïåðåéòè ê íîâîìó ñïîñîáó îáîçíà÷åíèé:

ζij → ζα, ζα =
∑
β

G(Θαβ)h(rα − rβ), bij → bα ≡ b(ζnα). (2.35)

Â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ôîðìóëàõ ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî j 6= i, à èí-
äåêñ α òåïåðü îçíà÷àåò íîìåð ñâÿçè.

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ ñâÿçè α äëÿ ëþáîãî i-ãî àòîìà ðàâíà

Πi
α = fR(rα) + bαfA(rα). (2.36)

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ (2.27) ïðèîáðåòàåò âèä

Vi =
1

2

∑
α

Πi
α, E =

∑
i

Vi. (2.37)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà êàæäûé àòîì ñèñòåìû ïðèõîäèòñÿ îáúåì, ðàâíûé
ïîëîâèíå ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ïîëó÷àåì ñâÿçü ïîòåíöèàëà è ýíåðãèè
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âçàèìîäåéñòâèÿ:

W =
1

V0

∑
α

Πα. (2.38)

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

rα − rβ = a(κα − κβ), (2.39)

ãäå a � íà÷àëüíàÿ äëèíà ñâÿçè; κα è κβ � äåôîðìàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñâÿçåé. Ðàçíîñòü äåôîðìàöèé åñòü âåëè÷èíà ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.
Ðàçëîæèì ôóíêöèþ h èç (2.32) â ðÿä ïî ýòîé ìàëîé âåëè÷èíå:

h(rα − rβ) ' 1 + λ3
3a

3(κα − κβ)3. (2.40)

Ðàçíîñòü äåôîðìàöèé âõîäèò â ðàçëîæåíèå â êóáè÷åñêîé ñòåïåíè è
ìîæåò áûòü îòáðîøåíà ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Òàêèì îáðàçîì,

h(rα − rβ) ≡ 1, ζα =
∑
β

G(Θαβ). (2.41)

Ââåäåì âìåñòî ôóíêöèè G ôóíêöèþ g, çàâèñÿùóþ íå îò Θ, à îò cos Θ.
Òîãäà

ζα =
∑
β

g
[
cos(Θαβ)

]
=

M∑
β=2

g
[
cos(Θ0 + ξαβ)

]
, (2.42)

ãäå Θ0 = 2π/3 äëÿ ãðàôåíà è Θ0 = arccos(−1/3) äëÿ àëìàçà.

Âîñïîëüçóåìñÿ (2.38), ÷òîáû îïðåäåëèòü ýíåðãèþ, ïðèõîäÿùóþñÿ íà
êàæäûé àòîì ñèñòåìû:

Wi =
1

V0

(
u0 + u1

∑
α

κα + u2

∑
α,β

′
ξαβ +G1

∑
α

κ2
α +G2

∑
α,β

′
ξ2
αβ+

+G3

∑
α,β

′
(κα + κβ)ξαβ +G4

∑
α,β,γ

′
ξαβξαγ

)
, α 6= β 6= γ.

(2.43)

Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî ýíåðãèÿ êàæäîé ñâÿçè àòîìà (íà-
ïðèìåð � ïåðâîé) ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä ïî ìàëûì äåôîðìàöèÿì
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ñ ñîõðàíåíèåì âåëè÷èí äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:

Π1(r1,Θ1α) = Π1(a+ aκ1,Θ0 + ξ1α) =

= Π1(a,Θ0) +
∂Π1

∂r1
aκ1 +

∂Π1

∂Θ12

∑
α

ξ1α +
1

2

∂2Π1

∂r2
1

a2κ2
1 +

∂2Π1

∂r1∂Θ12
aκ1

∑
α

ξ1α+

+
1

2

∂2Π1

∂Θ2
12

∑
α

ξ2
1α +

1

2

∂2Π1

∂Θ1α∂Θ1β

∑
α,β

ξ1αξ1β, α 6= β; α, β = 2,M.

(2.44)
Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü Π1 îò Θα îäèíàêîâà

äëÿ âñåõ α, è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ ïðè
r1 = a,Θα = Θ0. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîâåñòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèé Πα,
ãäå α ìåíÿåòñÿ îò 2 äî M . Ñ ó÷åòîì (2.38) è (2.43) ïîëó÷èì

u0 = MΠ1(a,Θ0,Θ0),

G1 =
1

2

∂2Π1

∂r2
1

a2, G2 =
1

2

(
∂2Π1

∂ cos Θ2
2

sin2 Θ0 −
∂Π1

∂ cos Θ2
cos Θ0

)
,

G3 = −1

2
a

∂2Π1

∂r1∂ cos Θ2
sin Θ0, G4 =

1

2

∂2Π1

∂ cos Θ2 cos ∂Θ3
sin2 Θ0,

u1 =
∂Π1

∂r1
a, u2 = −1

2

∂Π1

∂ cos Θ2
sin Θ0. (2.45)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóåì ïàðàìåòðû ïîòåíöèà-
ëà, ïðåäëîæåííûå â [85]:

A = 1393,6 ýÂ, B = 346,74 ýÂ, λ1 = 3,4879 Å−1, λ2 = 2,2119 Å−1,

β = 1,5724·10−7, n = 0,72751, c = 38049, d = 4,3484, h = −0,57058
(2.46)

Çàìåòèì, ÷òî ýòè ïàðàìåòðû ïðåäëîæåíû Òåðçîôôîì äëÿ ðàñ÷åòà
ðàçëè÷íûõ óãëåðîäíûõ ïîëèòèïîâ, à ïîäîáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ìî-
äóëåì îáúåìíîãî ñæàòèÿ è ìåæàòîìíîé ýíåðãèåé ñâÿçè àëìàçà. Òàêèì
îáðàçîì, âàæåí âîïðîñ, íàñêîëüêî ïîäõîäÿò ýòè ïàðàìåòðû äëÿ ðàñ÷åòà
óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ãðàôåíà. Â ÷àñòíîñòè, ÿñíî, ÷òî îíè íå îáåñïå÷è-
âàþò ãðàôåíîâîé ðåøåòêå ðàâíîâåñíóþ êîíôèãóðàöèþ, â ðåçóëüòàòå ÷å-
ãî ðåøåòêà áóäåò äåôîðìèðîâàòüñÿ. Ïîñêîëüêó âñå àòîìû ðàâíîïðàâíû,
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óãëû ìåæäó ñâÿçÿìè èçìåíèòüñÿ íå äîëæíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åäèí-
ñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü îáåñïå÷åíèÿ ìèíèìóìà ýíåðãèè, ò. å. ïåðåõîäà ê
ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè � îáúåìíîå ñæàòèå èëè ðàñøèðåíèå ðåøåò-
êè âäîëü ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé. Íåòðóäíî ïîëó÷èòü óñëîâèå âû÷èñëåíèÿ
ðàâíîâåñíîé äëèíû ñâÿçè:

∂Π1

∂r1
|r1=a,Θ2,3=Θ0

= 0. (2.47)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ êîýô-
ôèöèåíòà u1, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó íóëþ âñåõ äåéñòâóþùèõ íà
òåëî ñèë â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ è äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî
äëÿ ëþáîãî ïîòåíöèàëà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáûõ èçìåíåíèÿõ ïðèëåãàþùèõ ê àòîìó óãëîâ èõ
ñóììà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Ýòî îçíà÷àåò∑

α

ξα = 0, (2.48)

ò. å. ïðè êîýôôèöèåíòå u2 âñåãäà áóäåò íóëåâîé ìíîæèòåëü.
Èç óñëîâèé (2.47) è (2.48) ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ (2.43)

äîëæíà áûòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äåôîðìàöèé ñâÿçåé è èçìåíåíèé óã-
ëîâ ìåæäó ñâÿçÿìè. Ñëàãàåìîå u0 íå èãðàåò ðîëè, òàê êàê ôèçè÷åñêèé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íå ýíåðãèÿ àòîìà, à åå ïðîèçâîäíûå ïî äåôîðìàöè-
ÿì. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà (2.43) ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîòåíöèàëîâ òèïà
Òåðçîôôà �Áðåííåðà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (2.1). Äëÿ ãðàôåíà (gr) óñëîâèå
(2.47) äàåò çíà÷åíèå äëèíû ñâÿçè

agr = 1,46051 Å, (2.49)

÷òî îòëè÷àåòñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëüíîãî çíà÷åíèÿ agr = 1,42 Å.
C ïîìîùüþ (2.45) ñ ó÷åòîì (2.46) è (2.49) ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ èíòåðå-

ñóþùèõ íàñ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ãðàôåíà:

G1 = 40,568 ýÂ, G2 = 9,2607 ýÂ,

G3 = 3,2795 ýÂ, G4 = −3,7687 ýÂ.
(2.50)

Òàêèì îáðàçîì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîòåíöèàëà Òåðçîôôà ïðîâåäåíî
ðàçëîæåíèå ýíåðãèè, ïðèõîäÿùåéñÿ íà êàæäûé âõîäÿùèé â ñèñòåìó àòîì,
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ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì � äåôîðìàöèÿì ñâÿçåé è äåôîðìàöèÿì óãëîâ
ìåæäó ñâÿçÿìè. Îïðåäåëåíû êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ G1 � G4,
êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè.

2.5. Ëèíåàðèçàöèÿ ñåìåéñòâà ïîòåíöèàëîâ

Áðåííåðà íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä

ïî ìàëûì äåôîðìàöèÿì

Â 1990 ãîäó, âçÿâ çà îñíîâó ïîòåíöèàë Òåðçîôôà, Áðåííåð ïðåäëî-
æèë ñâîé ïîòåíöèàë äëÿ ðàñ÷åòà óãëåðîäíûõ è óãëåâîäîðîäíûõ ñîåäèíå-
íèé [51]. Ñòðóêòóðà ïîòåíöèàëà Áðåííåðà ñõîäíà ñî ñòðóêòóðîé ïîòåí-
öèàëà Òåðçîôôà, íî îòëè÷àåòñÿ âèä âõîäÿùèõ â íåãî êîíêðåòíûõ ôóíê-
öèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé. Ïîòåíöèàë Áðåííåðà ñîçäàâàëñÿ ñïåöèàëüíî
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óãëåâîäîðîäîâ, ïîýòîìó îí ïîëó÷èë áîëüøîå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå â 90-å ãîäû â ñâÿçè ñ ïîâûøåííûì èíòåðåñîì ê óãëåðîäíûì
íàíîñòðóêòóðàì. Â 2002 ãîäó ýòîò ïîòåíöèàë áûë äîðàáîòàí Áðåííåðîì
ñ êîëëåãàìè äëÿ ëó÷øåãî ìîäåëèðîâàíèÿ óãëåâîäîðîäîâ [52]. Â çàïàäíîé
ëèòåðàòóðå îí ïîëó÷èë íàçâàíèå �ïîòåíöèàë Áðåííåðà âòîðîãî ïîêîëå-
íèÿ� â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïîòåíöèàëà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ. Íà äàí-
íûé ìîìåíò â îñíîâíîì èññëåäîâàòåëÿìè èñïîëüçóåòñÿ ïîòåíöèàë âòî-
ðîãî ïîêîëåíèÿ. Îáà ïîòåíöèàëà ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ýíåðãèþ ñâÿçè
ìåæäó i -ì è j -ì àòîìàìè â âèäå

Πij = fR(rij)− B̄ijfA(rij). (2.51)

Ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå çà ïðèòÿæåíèå è îòòàëêèâàíèå àòîìîâ, äëÿ
ïîòåíöèàëà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ èìåþò âèä

fR(rij) =
Dij

Sij − 1
e−
√

2Sijβij(rij−Rij), fA(rij) =
DijSij
Sij − 1

e
−
√

2
Sij

βij(rij−Rij)
.

(2.52)
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Äëÿ ïîòåíöèàëà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

fR(rij) = fC(rij)

(
1 +

Q

rij

)
Ae−αrij , fA(rij) = fC(rij)

∑
n=1,3

Bne
−βnrij .

(2.53)

Ñèììåòðèçîâàííûé ìíîæèòåëü B̄ij îòâå÷àåò çà èçìåíåíèå óãëà ìåæ-
äó ñâÿçÿìè:

B̄ij =
(Bij +Bji)

2
. (2.54)

Ìíîæèòåëü Bij äëÿ ïîòåíöèàëà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ èìååò âèä

Bij =

1 +
∑
k 6=(i,j)

Gi(Θijk)fik(rik)e
λijk
[

(rij−Rij)−(rik−Rik)
]−δ, (2.55)

ãäå

G(Θ) = a

(
1 +

c2

d2
− c2

d2 + (1 + cos Θ)2

)
. (2.56)

Äëÿ ïîòåíöèàëà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

Bij =

1 +
∑
k 6=(i,j)

Gi(Θijk)fik(rik)e
λijk

−1/2

, (2.57)

ïðè ýòîì àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìà äëÿ ôóíêöèè Gi(cos(Θijk)) íå îïðåäå-
ëåíà, ïîýòîìó îíà ñòðîèòñÿ êàê ïîëèíîì ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè è åå
ïðîèçâîäíûõ ïðè çíà÷åíèè óãëà Θijk = 2π/3 äëÿ ãðàôåíà è Θijk =

arccos(−1/3) äëÿ àëìàçà, ïðèâåäåííûì â [52]:

Ggr(cos Θ) = 0,05280,
dGgr

d(cos Θ)
= 0,17000,

d2Ggr

d(cos Θ)2
= 0,37000,

Gdiam(cos Θ) = 0,09733,
dGdiam

d(cos Θ)
= 0,40000,

d2Gdiam

d(cos Θ)2
= 1,98000.

(2.58)

Â ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóëàõ Dij, Sij, Rij, A,Q,Bn, a, c, d, α è βn, à
òàêæå fC , λijk, fik � ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà, êîòîðûå çàâèñÿò îò èññëåäó-
åìîãî ìàòåðèàëà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [51, 52] ìîæåì ïðèíÿòü äëÿ ãðàôåíà
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è àëìàçà â ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè λijk ≡ 0 , fij ≡ 1 , fC ≡ 1. Òîãäà
âèä ôóíêöèé, ïðèâåäåííûõ âûøå, â ÷àñòíîñòè ìíîæèòåëÿ Bij, çíà÷è-
òåëüíî óïðîùàåòñÿ. Â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè âñå óãëû ìåæäó ñâÿçÿìè
îäèíàêîâû, ïîýòîìó ôóíêöèÿ Gijk ýêâèâàëåíòíà äëÿ ëþáûõ k, îòêóäà
B̄ij = Bij. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïå-
ðåéäåì îò ïîäñ÷åòà âåëè÷èí, ïðèõîäÿùèõñÿ íà ñâÿçü, ê ïîäñ÷åòó âåëè-
÷èí, ïðèõîäÿùèõñÿ íà àòîì ñèñòåìû. Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ (2.36)�(2.38)
ïîëó÷èì

Πα = fR(rα)− B̄αfA(rα), Vi =
1

2

∑
α

Πα, E =
∑
i

Vi. (2.59)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Gi â ðàçëîæå-
íèè (2.43) ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëà Áðåííåðà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ èñïîëü-
çóåì ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà, ïðåäëîæåííûå â [51] äëÿ àòîìîâ óãëåðîäà:

RCC = 1,315 Å, DCC = 6,325, SCC = 1,29, βCC = 1,5 Å−1,

δCC = 0,80469, a = 0,011304, c2 = 192, d2 = 2,52.
(2.60)

Óñëîâèå (2.47) äàåò íàì çíà÷åíèå ðàâíîâåñíîé äëèíû ñâÿçè

agr = 1,45068 Å, (2.61)

êîòîðîå, êàê è äëÿ ïîòåíöèàëà Òåðçîôôà, îòëè÷àåòñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ãðàôåíà. Ïîäñòàâëÿÿ (2.60), (2.61) â (2.43), ïîëó÷àåì

G1 = 45,634 ýÂ, G2 = 1,5905 ýÂ,

G3 = 3,1089 ýÂ, G4 = −0,13979 ýÂ.
(2.62)

Âû÷èñëèì òå æå êîýôôèöèåíòû, èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà
Áðåííåðà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ, ïðèâåäåííûå â [52]:

B1 = 12388,8 ýÂ, β1 = 4,72045 Å−1,

B2 = 17,5674 ýÂ, β2 = 1,43321 Å−1,

B3 = 30,7149 ýÂ, β3 = 1,38269 Å−1,

Q = 0,313460 Å−1, A = 10953,5 ýÂ,

α = 4,74654 Å−1.

(2.63)
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Ïðè ýòèõ ïàðàìåòðàõ óñëîâèå (2.47) äàåò íàì çíà÷åíèå ðàâíîâåñíîé
äëèíû ñâÿçè

agr = 1,42038 Å. (2.64)

Èç òðåõ ðàññìîòðåííûõ ïîòåíöèàëîâ òîëüêî ïîñëåäíèé óäîâëåòâî-
ðÿåò îáîèì ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

G1 = 43,945 ýÂ, G2 = 1,5601 ýÂ,

G3 = 3,6373 ýÂ, G4 = −0,13773 ýÂ.
(2.65)

Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëû, âûâåäåííûå â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå íà îñíîâå ïîòåíöèàëà Òåðçîôôà, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ëþ-
áîãî ïîòåíöèàëà òîé æå ãðóïïû, â ÷àñòíîñòè � äëÿ ïîòåíöèàëà Áðåííå-
ðà. Íà èõ îñíîâå îïðåäåëåíû êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè, ïðèõîäÿùåéñÿ íà àòîì. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå íàéäåì ñâÿçü ýòèõ
ïàðàìåòðîâ ñ óïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ãðàôåíà.

2.6. Ðàñ÷åò óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ãðàôåíà

íà îñíîâå ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëîâ

âçàèìîäåéñòâèÿ

Íà îñíîâàíèè ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ â ðàçäåëå 2.5, âû÷èñëèì óïðóãèå
õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ðåøåòîê ãðàôåíà è àëìàçà, èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðû
ïîòåíöèàëîâ Òåðçîôôà è Áðåííåðà. Äëÿ ýòîãî íàéäåííûå â ïðåäûäóùèõ
ðàçäåëàõ êîýôôèöèåíòû Gk ïîäñòàâèì â (2.25). Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé
óïðóãèõ ìîäóëåé ãðàôåíà ïðèâåäåíû â òàáë. 2.1. Íàïîìíèì, îíè ñîîò-
âåòñòâóþò äâóìåðíîé òåîðèè, ò. å. ìîäóëü Þíãà E èçìåðÿåòñÿ â Í/ì, â
òî âðåìÿ êàê ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ æåñòêîñòåé ãðà-
ôèòà ñîîòâåòñòâóþò òðåõìåðíîé òåîðèè, à ñëåäîâàòåëüíî, èçìåðÿþòñÿ â
Ïà = Í/ì2. Ïîýòîìó ýêñïåðèìåíòàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåñ÷èòàíû ñ
èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñëîÿìè ãðàôåíà â ãðàôè-
òå h = 0,34 íì, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
ìåæäó äâóìåðíûìè è òðåõìåðíûìè ìîäóëÿìè óïðóãîñòè (òàê êàê îáú-
åì òðåõìåðíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè êðèñòàëëà ãðàôèòà ðàâåí ïðîèçâå-
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äåíèþ h íà îáúåì äâóìåðíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ãðàôåíîâîãî ñëîÿ).
Â òàáë. 2.1 ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ: ÏÒ � ïîòåíöèàë Òåðçîôôà, ÏÁ�1 �
ïîòåíöèàë Áðåííåðà 1-ãî ïîêîëåíèÿ, ÏÁ�2 � ïîòåíöèàë Áðåííåðà 2-ãî
ïîêîëåíèÿ.

Êàê ñëåäóåò èç äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå, ðàñõîæäåíèå ìåæ-
äó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è òåîðåòè÷åñêèìè äàííûìè âåñüìà ñóùåñòâåííî.
Ïàðàäîêñàëåí òîò ôàêò, ÷òî ïîòåíöèàë Òåðçîôôà äàåò îòðèöàòåëüíîå
çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Ãîðàçäî ëó÷øå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-
ìè äàííûìè ñõîäÿòñÿ ìîäóëü Þíãà E è êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî ñæà-
òèÿ k. Ïîñëåäíèé ñîñòàâëÿåò äëÿ ïîòåíöèàëà Òåðçîôôà 176 Í/ì. Äëÿ
ïîòåíöèàëîâ Áðåííåðà 1-ãî è 2-ãî ðîäà ìîäóëè îáúåìíîãî ñæàòèÿ ñî-
ñòàâëÿþò 201 Í/ì, ò. å. òîæå ãîðàçäî áëèæå ê íàèáîëåå ñîâðåìåííûì
ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì, ÷åì äðóãèå ìîäóëè, ïðèâåäåííûå â òàá-
ëèöå. Çàìåòèì, ÷òî äàííûå ïî ïîòåíöèàëàì Áðåííåðà ïîëíîñòüþ ñîâ-
ïàëè ñ àíàëîãè÷íûìè äàííûìè, ïðèâåäåííûìè â ðàáîòå [45], êîòîðûå
áûëè ïîëó÷åíû òàêæå èç ñðàâíåíèÿ ýíåðãèè íà ìèêðî- è ìàêðîóðîâíå,
îäíàêî íåñêîëüêî äðóãèì ñïîñîáîì, îñíîâàííûì íà ïðèìåíåíèè êîíòè-
íóàëüíîé òåîðèè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé íà ìàêðîóðîâíå è ñïåöèàëüíîì
ó÷åòå âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû íà ìèêðîóðîâíå. Îòìåòèì, ÷òî â [83]

Òàáëèöà 2.1. Çíà÷åíèÿ óïðóãèõ êîíñòàíò ãðàôåíà

k, Í/ì E, Í/ì ν Ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ Èñòî÷íèê ñâåäåíèé
176 407 �0,158 ÏÒ, 1988 Äàííàÿ ðàáîòà
201 236 0,412 ÏÁ�1, 1990 Äàííàÿ ðàáîòà
201 236 0,412 ÏÁ�1, 1990 M. Arroyo et al., 2004 [45]
194 227 0,416 ÏÁ�2, 2002 C.D. Reddy et al., 2006 [83]
201 243 0,397 ÏÁ�2, 2002 Äàííàÿ ðàáîòà
201 243 0,397 ÏÁ�2, 2002 M. Arroyo et al., 2004 [45]
240 360 0,249 Ýêñïåðèìåíò J.C. Bowman et al., 1958 [50]
211 350 0,170 Ýêñïåðèìåíò O.L. Blakslee et al., 1970 [48]
212 371 0,125 Ýêñïåðèìåíò A. Bosak at al., 2007 [49]

ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãðàôåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïî-
òåíöèàëà Áðåííåðà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ E = 227 Í/ì
è ν = 0,416, ÷òî áëèçêî ñõîäèòñÿ ñ äàííûìè, ïðèâåäåííûìè àâòîðàìè
ýòîé ñòàòüè, à òàêæå ñ äàííûìè [45]. Ïðè ýòîì â [83] ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû
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ïîñëå ìèíèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ëèñòà ãðàôåíà çà ñ÷åò îïðå-
äåëåíèÿ ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè. Ïî-âèäèìîìó, ýòî ïîçâîëèëî ñóùå-
ñòâåííî óìåíüøèòü îøèáêó, ñâÿçàííóþ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ó÷åòà âíóòðåí-
íèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ðåøåòêè. Âîçìîæíî, áîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü â îïè-
ñàíèè óïðóãèõ ìîäóëåé ðàññìàòðèâàåìûìè ïîòåíöèàëàìè ñâÿçàíà ñ òåì,
÷òî ðàçðàáîò÷èêè ïîòåíöèàëà ïðè åãî ïîäãîíêå ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì íå ó÷èòûâàþò âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû, îòâå÷àþùèå ñäâèãó
ïîäðåøåòîê â êðèñòàëëå. Â ÷àñòíîñòè, â [45] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ðàññ÷è-
òûâàòü ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ãðàôåíà áåç ó÷åòà ýòîãî
ñäâèãà, òî ïîëó÷àòñÿ çíà÷åíèÿ 337,8 Í/ì è 0,1580, ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî
áëèçêî ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Òîò æå ðåçóëüòàò, ïî-âèäèìîìó,
ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîëîæèâ â (2.5) âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíûì íóëþ.

Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî äëÿ áîëåå àäåêâàò-
íîãî îïèñàíèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëîâ òðåáóåòñÿ èëè äîðàáî-
òàòü ñóùåñòâóþùèå ïîòåíöèàëû, èëè èñïîëüçîâàòü äðóãèå ïîäõîäû, íà-
ïðèìåð ñ ïðèìåíåíèåì ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïàðàìåòðû êîòîðîãî
èìåþò íàãëÿäíûé ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë, ÷òî ïîçâîëÿåò ëåã÷å îáåñïå÷èòü
ñîîòâåòñòâèå ìåõàíè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì êðèñòàëëîâ [3, 4, 23, 29].

2.7. Âûâîäû

Ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëèâøèé â ðàìêàõ ëèíåéíîãî óïðóãîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ îäíîçíà÷íî ñâÿçàòü óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôåíà ñ
ïàðàìåòðàìè ðÿäà ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ. Âû-
÷èñëåííûå óïðóãèå ìîäóëè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ çíà÷åíèé. Âîçìîæíûõ ïðè÷èí ýòîãî ðàñõîæäåíèÿ ìîæåò áûòü íåñêîëü-
êî. Ïåðâàÿ ñîñòîèò â ñëîæíîñòè ïàðàìåòðèçàöèè ïîòåíöèàëîâ: ÷àñòî íåâîç-
ìîæíî ïîäîáðàòü ïàðàìåòðû òàê, ÷òîáû îíè ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ óäî-
âëåòâîðÿëè ðàçíûì ìàòåðèàëàì, òàêèì êàê ãðàôèò (ãðàôåí). Äëÿ íåêî-
òîðûõ ïîòåíöèàëîâ ïðè çàäàíèè ïàðàìåòðîâ ó÷èòûâàëàñü ëèøü ÷àñòü èç
óïðóãèõ ìîäóëåé. Âòîðàÿ ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî, ïî âñåé âèäèìî-
ñòè, àâòîðàìè ðàññìîòðåííûõ ïîòåíöèàëîâ íå áûë ïðèçâåäåí êîððåêò-
íûé ó÷åò âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû (ñäâèã ïîäðåøåòîê) ïðè ïðîâåäå-
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íèè ìîäåëüíûõ ðàñ÷åòîâ, ÷òî â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðèâåëî ê íåïðàâèëüíîé
îöåíêå ïàðàìåòðîâ. Áåçóñëîâíî, ýòî íå óìàëÿåò çíà÷èìîñòè ðàáîò Òåð-
çîôôà, Áðåííåðà è èõ êîëëåã, òàê êàê ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíî ïîñòðîèòü
óíèâåðñàëüíûé ïîòåíöèàë, óäîâëåòâîðÿþùèé êàê ìåõàíè÷åñêèì, òàê è
ôèçè÷åñêèì ñâîéñòâàì êðèñòàëëîâ. Êðîìå òîãî, òî÷íîå îïðåäåëåíèå ìå-
õàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñëîæíûõ ðåøåòîê � ýòî âåñüìà íåòðèâèàëüíàÿ
çàäà÷à. Ïðîðûâ â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ôèçèêè, âûçâàííûé ïîÿâëå-
íèåì ýòèõ ïîòåíöèàëîâ, âåñüìà çíà÷èòåëåí, îäíàêî ñëåäóåò ñ áîëüøîé
îñòîðîæíîñòüþ îòíîñèòüñÿ ê êîëè÷åñòâåííûì îöåíêàì ìåõàíè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê, ïîëó÷åííûõ ñ èõ ïîìîùüþ.

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ðàçðàáàòûâàëñÿ â ðàìêàõ ðàññìîòðåíèÿ ñìåæ-
íûõ ñâÿçåé. Äëÿ ðåøåòêè ãðàôåíà, ó êîòîðîãî âñå ñâÿçè ñìåæíûå, ýòî
ïðåäïîëîæåíèå ñåáÿ îïðàâäûâàåò. Ïî-âèäèìîìó äëÿ äðóãèõ äâóõàòîì-
íûõ ðåøåòîê, ó êîòîðûõ íå âñå ñâÿçè ñìåæíûå (íàïðèìåð, äëÿ ãåêñà-
ãîíàëüíûõ ïëîòíîóïàêîâàííûõ (ÃÏÓ)) ýòîò ïîäõîä òàêæå ìîæåò áûòü
ïðèìåíåí, îäíàêî îöåíêà âîçíèêàþùåé ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòè òðåáóåò
ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Êðîìå òîãî, êàê áûëî çàìå÷åíî â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå, åñëè â âûðàæåíèè äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè îïóñòèòü ñëàãà-
åìîå, ñâÿçàííîå ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òî ðàññìàòðèâàåìûå
ìåòîäû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðàñ÷åòà óïðóãèõ ñâîéñòâ ïðîñòûõ ðåøå-
òîê.
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Ñòåðæíåâàÿ ìîäåëü ðåøåòêè ãðàôåíà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ðåøåòêè ãðàôåíà, â êîòîðîé ìåæàòîìíûå ñâÿçè ìîäå-

ëèðóþòñÿ ëèíåéíî-óïðóãèìè öèëèíäðè÷åñêèìè ñòåðæíÿìè. Ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîç-

âîëÿþùèé ñâÿçàòü äèñêðåòíîå îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, ìîäåëèðóþùèõ àòî-

ìû ðåøåòêè, è êîíòèíóàëüíîå îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñòåðæíåé.

Îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ãðà-

ôåíà.

3.1. Îáùèå ñâåäåíèÿ

Â äàííîé ãëàâå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ñâÿçàòü äèñêðåò-
íîå îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, ìîäåëèðóþùèõ àòîìû ðåøåòêè, è
êîíòèíóàëüíîå îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñòåðæíåé. Ïî-
äîáíûå ïîäõîäû ïðåäëàãàëèñü è ðàíåå. Òàê, ïî îòíîøåíèþ ê íàíîñòðóê-
òóðàì ïîäîáíûé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí Îäåãàðäîì [81]. Ïðè ýòîì áûëà
ââåäåíà ïàðíàÿ ñèëîâàÿ ìîäåëü ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè âçàèìîäåéñòâèÿ
äëÿ ïåðâîé è âòîðîé êîîðäèíàöèîííûõ ñôåð. Èñïîëüçîâàëñÿ ïðîñòåéøèé
(ëèíåéíûé) çàêîí âçàèìîäåéñòâèÿ, ò. å. ôàêòè÷åñêè ìåæàòîìíûå ñâÿçè
çàìåíÿëèñü ëèíåéíûìè ïðóæèíàìè ðàçëè÷íîé æåñòêîñòè.

Äðóãàÿ ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü äëÿ íàíîñòðóêòóð, â êîòîðîé ìåæàòîì-
íûå ñâÿçè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñòåðæíÿìè, îáëàäàþùèìè æåñòêîñòüþ íà ðàñ-
òÿæåíèå è èçãèá, áûëà ïðåäëîæåíà â [70]. Òàêàÿ ñâÿçü ìîæåò áûòü îïè-
ñàíà ïîòåíöèàëîì ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ìåæàòîìíûõ ðàññòîÿíèé è óãëîâ ìåæäó ñâÿçÿìè.
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Ñðàâíèâàÿ ýíåðãèþ ðàñòÿæåíèÿ è èçãèáà ñòåðæíÿ ñ ýíåðãèåé ðàñòÿæå-
íèÿ ñâÿçè è ýíåðãèåé èçìåíåíèÿ óãëà ìåæäó ñâÿçÿìè ñîîòâåòñòâåííî
[55, 57], âû÷èñëÿþò ïî ýìïèðè÷åñêèì êîýôôèöèåíòàì, çàäàþùèì ïî-
òåíöèàë, íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû ñòåðæíåé. Äàëåå ñòðîèòñÿ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ óïðóãèå õàðàê-
òåðèñòèêè íàíîòðóáîê. Ïîäîáíûé ïîäõîä ðàçâèâàëñÿ ïîçæå â ðàáîòàõ
[71, 87, 94].

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä, ñõîæèé ñ ïðåäëîæåííûì â
[70], â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìåæàòîìíîé ñâÿçè òàêæå èñïîëü-
çóþòñÿ ãèáêèå ñòåðæíè. Ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â êà÷åñòâå àëüòåð-
íàòèâíîãî îïèñàíèÿ ìåæàòîìíîé ñâÿçè èñïîëüçóåòñÿ íå ýìïèðè÷åñêèé
ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ, à êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà âåêòîðîâ, îïèñûâàþ-
ùèõ ïîëîæåíèå ÷àñòèö-àòîìîâ. Ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì ó÷åòà ìîìåíòíîãî âêëàäà â äîïîëíåíèå ê ñèëîâîìó ïðè îïèñàíèè
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Â [23] îïðåäåëåíà ñâÿçü ìåæäó óïðó-
ãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè íåêîòîðûõ ìàòåðèàëîâ ñ ìèêðîïàðàìåòðàìè ìî-
ìåíòíîé ìîäåëè, à èìåííî � ñî çíà÷åíèÿìè ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé
æåñòêîñòåé ìåæàòîìíîé ñâÿçè. Öåëü � ïîëó÷åíèå ñîîòíîøåíèé, ñâÿçû-
âàþùèõ ýòè æåñòêîñòè ñ ïàðàìåòðàìè ñòåðæíåâîé ìîäåëè, è âû÷èñëåíèå
èõ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ãðàôèòà.

3.2. Îïèñàíèå ìåæàòîìíûõ âçàèìîäåéñòâèé

íà îñíîâå ìîìåíòíîé òåîðèè

Ïðèâåäåì ñâîäêó óðàâíåíèé, ñëóæàùèõ äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû òåë-
òî÷åê, ñîñòàâëåííûõ íà îñíîâå [21, 23]. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç äâóõ ÷à-
ñòèö è ïðèâåäåì ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷.

Òåëîì-òî÷êîé íàçûâàþò ìàòåðèàëüíûé îáúåêò, çàíèìàþùèé íóëåâîé
îáúåì â ïðîñòðàíñòâå, ïîëîæåíèå è îðèåíòàöèÿ êîòîðîãî ñ÷èòàþòñÿ îïðå-
äåëåííûìè, åñëè çàäàíû åãî âåêòîð ïîëîæåíèÿ è òåíçîð ïîâîðîòà. Âçà-
èìîäåéñòâèå ìåæäó òåëàìè-òî÷êàìè õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì ñèëû è
âåêòîðîì ìîìåíòà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç äâóõ òåë-òî÷åê, ìîäåëèðóþ-
ùèõ àòîìû êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè èõ
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ïîëîæåíèå çàäàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðàìè r1, r2, a îðèåíòàöèÿ � âåêòîðà-
ìè ïîâîðîòîâ φ1 è φ2. Â ðàâíîâåñíîì ïîëîæåíèè r2 − r1 = r0, φ1 = 0,
φ2 = 0. Ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: F1, M1 � ñèëà è ìîìåíò, äåéñòâóþùèå
íà òåëî-òî÷êó 1 ñî ñòîðîíû òåëà-òî÷êè 2; F2, M2 � ñèëà è ìîìåíò, äåé-
ñòâóþùèå íà òåëî-òî÷êó 2 ñî ñòîðîíû òåëà-òî÷êè 1. Ñïðàâåäëèâû ñîîò-
íîøåíèÿ

F = F1 = −F2,

M = M1 +
1

2
(r1 − r2)× F1 = −M2 −

1

2
(r2 − r1)× F2.

(3.1)

Ðàññìàòðèâàÿ ëèíåéíîå óïðóãîå äåôîðìèðîâàíèå, äëÿ ýíåðãèè ðå-
øåòêè ìîæíî ïðèíÿòü àïïðîêñèìàöèþ

U = F0 · ε+ M0 · κ+
1

2
ε ·A · ε+ ε ·B · κ+

1

2
κ ·C · κ. (3.2)

Êîýôôèöèåíòû A, B è C íàçûâàþòñÿ òåíçîðàìè æåñòêîñòè, à âåê-
òîðû F0 è M0 � ýòî íà÷àëüíûå óñèëèÿ. Â ëèíåéíîé òåîðèè òåíçîðû
æåñòêîñòè � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, ïðè÷åì òåíçîðû A è C � ñèììåò-
ðè÷íûå, à B � ïðîèçâîëüíûé. Íà âåêòîðàõ ε è κ, íàçûâàåìûõ âåêòîðàìè
äåôîðìàöèè, ñîâåðøàþò ðàáîòó âåêòîðû ñèëû è ìîìåíòà:

F = F0 + A · ε+ B · κ, M = M0 + ε ·B + C · κ. (3.3)

Ïðè ïîëó÷åíèè ýòèõ ñîîòíîøåíèé èñïîëüçîâàëñÿ ìîìåíò âçàèìîäåé-
ñòâèÿ M, âû÷èñëåííûé îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî
òåëà-òî÷êè. Ïðè ýòîì òåíçîðû æåñòêîñòè B è C òàêæå áûëè âû÷èñëåíû
îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè. Âåêòîðû äåôîðìàöèè â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

ε = r− r0 +
1

2
r0 × (φ1 + φ2), κ = φ2 − φ1, r = r2 − r1. (3.4)

Óðàâíåíèÿ â âèäå (3.3), (3.4) óäîáíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû òåí-
çîðîâ æåñòêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ ñèñòåìà
÷àñòèö, èìåþùàÿ äâå îðòîãîíàëüíûå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè, òî òåíçîðû
æåñòêîñòè èìåþò âèä

A = cAii + cDjj, B = 0, C = czkk , (3.5)
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ãäå i, j è k � âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, ïðè ýòîì i è j ëåæàò
â ïëîñêîñòè ÷àñòèö, k � îðòîãîíàëåí ýòîé ïëîñêîñòè.

Îäíàêî ÷àñòî ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü
ìîìåíòû âçàèìîäåéñòâèÿ, âû÷èñëåííûå îòíîñèòåëüíî òåë-òî÷åê. Ïðè ýòîì
íîâûå âåêòîðû äåôîðìàöèè ïðèîáðåòàþò âèä

ε1 = r− r0 + r0 × φ2, κ1 = φ2 − φ1, r = r2 − r1, (3.6)

âåêòîðû ñèëû è ìîìåíòà â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

F1 = F̃0 + Ã · ε1 + B̃ · κ1, M1 = M̃0 + ε1 · B̃ + C̃ · κ1. (3.7)

Íà÷àëüíûå óñèëèÿ F̃0 è M̃0 îòëè÷àþòñÿ îò íà÷àëüíûõ óñèëèé F0 è
M0, à òåíçîðû æåñòêîñòè Ã, B̃, è C̃ îòëè÷àþòñÿ îò òåíçîðîâ A, B è C.
Ïðè ýòîì âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

Ã = A, B̃ = B− 1

2
A× r0,

C̃ = C +
1

2

(
r0 ×B−BT × r0

)
− 1

4
r0 ×A× r0.

(3.8)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.6)�(3.8) èñïîëüçóåì äàëåå ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåì
÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ óñèëèé. Â äàëüíåéøåì íà-
÷àëüíûå óñèëèÿ F̃0 è M̃0 áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè íóëþ.

Ñìåùåíèå è ïîâîðîò ÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì

ïðèëîæåííûõ ê íåé âíåøíèõ óñèëèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç äâóõ ÷àñòèö, îäíà èç êîòîðûõ æåñòêî çàêðåï-
ëåíà, à äðóãàÿ ñìåùàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîïåðå÷íîé ñèëû Qy = Qyj íà
ðàññòîÿíèå u. Ïðè ýòîì çàïðåòèì ïîâîðîòû ÷àñòèö. Òîãäà âåêòîðû äå-
ôîðìàöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

ε1 = uj, κ1 = 0, (3.9)

à ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè (3.7), (3.8) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ

Q = cDu, M =
1

2
r0cDu. (3.10)
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìîäóëü cD â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êîýô-
ôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó ïîïåðå÷íûìè ñèëîé è ñìåùåíè-
åì. Òàêèì îáðàçîì, cD èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè
ñâÿçè, ñîåäèíÿþùåé äâå ÷àñòèöû. Ðåøèâ çàäà÷ó î ïðîäîëüíîì ñìåùåíèè
îäíîé èç ÷àñòèö ïîä äåéñòâèåì ñèëû, íàïðàâëåííîé ïî îñè, ñîåäèíÿþùåé
öåíòðû ÷àñòèö, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò cA èìååò ñìûñë
ïðîäîëüíîé æåñòêîñòè ñâÿçè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì òó æå çàäà÷ó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðàÿ ÷à-
ñòèöà ìîæåò ñâîáîäíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ íà óãîë φ. Òîãäà

ε1 = (u− r0φ)j, κ1 = φk, (3.11)

Óðàâíåíèÿ ñòàòèêè, çàïèñàííûå îòíîñèòåëüíî ÷àñòèöû, ê êîòîðîé
ïðèëîæåíà ñèëà, ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå

F1 = Q, M2 = 0. (3.12)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.7), (3.8) è (3.11) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü èç (3.12) ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé

cD − 1
2r0cDφ = Q,

czφ+
1

4
r2

0φcD −
1

2
r0cDu = 0.

(3.13)

Èñêëþ÷èì φ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì
ñâÿçü ìåæäó ñèëîé è ñìåùåíèåì:

Q =
4czcD

4cz + cDr0
2
u. (3.14)

Ñðàâíåíèå ñ (3.10) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ðàçðåøåí ïîâîðîò
îäíîé èç ÷àñòèö, âàæíóþ ðîëü èãðàåò ìîäóëü cz. Íàèáîëåå æå ïîëíî ôè-
çè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ cz ïðîÿâëÿåòñÿ, åñëè ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó. Çàïðåòèì ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö, ðàçðåøàÿ òîëüêî ïîâîðîò îäíîé
èç íèõ (äëÿ îïðåäåëåííîñòè � âòîðîé) íà óãîë φ ïîä äåéñòâèåì âíåøíå-
ãî ìîìåíòà Me = M ek, âû÷èñëåííîãî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà,
ñîåäèíÿþùåãî ÷àñòèöû. Óðàâíåíèå áàëàíñà ìîìåíòà äëÿ ýòîé ÷àñòèöû
M = Me c ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ äåôîðìàöèé ε = 0 è κ = φk ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

M = czφ, (3.15)
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò cz èãðàåò ðîëü êîýôôèöèåíòà ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè ìåæäó ìîìåíòîì, äåéñòâóþùèì íà ÷àñòèöó 1 ñî ñòîðîíû
÷àñòèöû 2, âû÷èñëåííûì îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî
÷àñòèöû, è óãëîì ïîâîðîòà ÷àñòèöû. Íàçîâåì ýòîò êîýôôèöèåíò èçãèá-
íîé æåñòêîñòüþ.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøàÿ òó æå çàäà÷ó, íî âû÷èñëÿÿ âíåøíèé
ìîìåíò M̃e îòíîñèòåëüíî òî÷êè 2, ìû ïîëó÷èëè áû âìåñòî (3.15) äðóãîå
ñîîòíîøåíèå:

M̃ e = −(cz +
1

4
r2

0cD)φ, (3.16)

êîòîðîå ïîêàçûâàåò ñâÿçü ïîïåðå÷íîé è èçãèáíîé æåñòêîñòåé â çàäà÷àõ
èçãèáà.

3.3. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé òåîðèè

ïðÿìîëèíåéíûõ ñòåðæíåé

Â äàííîé ãëàâå âûïîëíåíà ñâîäêà îñíîâíûõ óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåî-
ðèè ïðÿìîëèíåéíûõ ñòåðæíåé, ñîñòàâëåííàÿ íà îñíîâå [18], à òàêæå ïðè-
âåäåíî íåñêîëüêî çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.
Ïðåäñòàâèì, ÷òî ñìåùåíèÿ òî÷åê ñòåðæíÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

u = ut + w, t ·w = 0,

ψ = ψt + t×Θ, Θ · t = 0,
(3.17)

ãäå u � ïðîäîëüíûå ñìåùåíèÿ òî÷åê ñòåðæíÿ; w � âåêòîð ïîïåðå÷íûõ
ñìåùåíèé; ψ � êðó÷åíèå; t � åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé. Âåêòîðû
äåôîðìàöèè çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

e = εt + γ, ε = u′, γ = w′ −Θ, Φ ' ψ′t + t×Θ′. (3.18)

Çäåñü ε � îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå ñòåðæíÿ; γ �âåêòîð äåôîðìàöèè
ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà; ψ′ � îòíîñèòåëüíîå çàêðó÷èâàíèå ñòåðæíÿ; Θ �
âåêòîð èçãèáíûõ äåôîðìàöèé.

Â ëèíåéíîé òåîðèè ñòåðæíåé áåç ó÷åòà åñòåñòâåííîé êðóòêè ñîîòíî-
øåíèÿ óïðóãîñòè äëÿ äåéñòâóþùèõ â ñòåðæíå óñèëèé è ìîìåíòîâ ïðè-
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íèìàþò âèä
N = A · e, M = C ·Φ,
N = T t + Q, t ·Q = 0,

M = Ht + t× L, t · L = 0.

(3.19)

Çäåñü T � ïðîäîëüíîå óñèëèå â ñòåðæíå;H � êðóòÿùèé ìîìåíò; Q �
âåêòîð ïîïåðå÷íûõ óñèëèé; L � âåêòîð èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ. Òåíçîðû
íàïðÿæåíèé A è C ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A = EStt + kGS(E− tt), C = GJrtt + Ec ,

c = J1d1d1 + J2d2d2, k =
π2

12
.

(3.20)

Â ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ E � ìîäóëü Þíãà; S � ïëîùàäü ïîïåðå÷-
íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ;G� ìîäóëü ñäâèãà; k � êîýôôèöèåíò ïîïåðå÷íîãî
ñäâèãà; d1 è d2 � âåêòîðû íîðìàëè è áèíîðìàëè, J1 è J2 � ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìîìåíòû èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ
æåñòêîñòü íà êðó÷åíèå îáîçíà÷åíà Jr, ïðè÷åì äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî â ñå-
÷åíèè ñòåðæíÿ îíà ðàâíà ïîëÿðíîìó ìîìåíòó èíåðöèè Jp.

Ñ ó÷åòîì èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèé áåç ó÷åòà âíåøíèõ ðàñïðåäåëåí-
íûõ ñèë è ìîìåíòîâ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ ïðèìóò âèä

N′(s) = 0, M′(s) + t×N(s) = 0 , (3.21)

ãäå s � åñòåñòâåííàÿ êîîðäèíàòà ñòåðæíÿ.
Óðàâíåíèÿ (3.17)�(3.21) ïîçâîëÿþò ðåøàòü øèðîêèé êëàññ çàäà÷. Ïðî-

äåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðàõ.

Ðàñòÿæåíèå ñòåðæíÿ ïîä äåéñòâèåì ïðîäîëüíîé ñèëû

Ïðè ïðîäîëüíîì ðàñòÿæåíèè ñòåðæíÿ âåêòîð äåôîðìàöèè ïðåîáðà-
çóåòñÿ:

e = εt, ε = u′. (3.22)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.22) â (3.19), (3.20), ïîëó÷èì óñèëèå â ñòåðæíå

N = ESεt. (3.23)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî æåñòêîñòü ñòåðæíÿ íà ðàñòÿæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé ES

l .
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Êðó÷åíèå ñòåðæíÿ âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè ñèììåòðèè

Ðàññìîòðèì êðó÷åíèå ñòåðæíÿ ïîä äåéñòâèåì êðóòÿùåãî ìîìåíòàH1,
ïðèëîæåííîãî ê êîíöó ñòåðæíÿ. Òàê êàê èçãèá îñè ñòåðæíÿ íàáëþäàòüñÿ
íå áóäåò (L = 0,Θ = 0), ñîîòíîøåíèå óïðóãîñòè äëÿ ìîìåíòà èç (3.19)
äàåò

M = GJrψ
′t, H = GJrψ

′. (3.24)

Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ êðóòÿùåãî ìîìåíòà èç (3.21) ïîçâîëÿåò
íàì ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó óãëà êðó÷åíèÿ:

ψ′′ = 0, ψ|s=0 = 0, ψ′|s=l =
H1

GJr
. (3.25)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåò èçâåñòíóþ ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ óãîë
çàêðó÷èâàíèÿ êîíöà ñòåðæíÿ ñ ïðèëîæåííûì ê íåìó ìîìåíòîì:

ψ|l =
H1l

GJr
, (3.26)

çíà÷èò, æåñòêîñòü íà êðó÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì GJr
l .

Çàäà÷à îá èçãèáå ñòåðæíÿ

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ñòåðæåíü ïîäâåðæåí èçãèáó â òîé èëè èíîé ïëîñêî-
ñòè ïîä äåéñòâèåì ïîïåðå÷íîé ñèëû èëè èçãèáàþùåãî ìîìåíòà, ïðè ýòîì
ïðîäîëüíûå è êðóòÿùèå óñèëèÿ ðàâíû íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ïðèíèìàþò âèä

Q′ = 0, L′ + Q = 0. (3.27)

Ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âåê-
òîðà ïîïåðå÷íûõ óñèëèé è âåêòîðà èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ:

Q = kGS(w′ −Θ), L = Ec∗ ·Θ′, (3.28)

ãäå

c∗ = t× c× t = J2d1d1 + J1d2d2. (3.29)
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Çàäà÷à îá èçãèáå ñòåðæíÿ äîïóñêàåò óïðîùåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ �
èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè Áåðíóëëè �Ýéëåðà. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè, ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî æåñòêîñòü áàëêè íà ïîïåðå÷íûé ñäâèã áåñêîíå÷íî âåëè-
êà, íî ïðè ýòîì ïîïåðå÷íàÿ ñèëà îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé:

lim
k−>∞

|Q| <∞⇒ w′ = Θ. (3.30)

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (3.27), (3.28) óïðîùàþòñÿ.

Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü, ëåâûé êîíåö êîòîðîãî çàêðåïëåí, à ê ïðàâîìó
ïðèëîæåíà ïîïåðå÷íàÿ ñèëà Q0, äåéñòâóþùàÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.
Ïðè ýòîì çàïðåòèì ïîâîðîò ñå÷åíèÿ ïðàâîãî êîíöà ñòåðæíÿ. Ñèñòåìà
(3.27) ïðè èñïîëüçîâàíèè îãðàíè÷åíèé (3.30) ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ïðîãèáà îñè ñòåðæíÿ w:

EJ2w
IV = 0. (3.31)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â òåðìèíàõ ïîïåðå÷íîãî ñìåùåíèÿ w ïðèìóò âèä

w|s=0 = 0, EJ2w
′′′|s=l = Q0,

w′|s=0 = 0, w′|s=l = 0.
(3.32)

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñâÿçü ìåæäó ïðîãèáîì
è ñèëîé Q0:

Q0 = −cDw|s=l, cD = 12
EJ2

l3
. (3.33)

Íàçîâåì óñëîâíî êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè cD ïîïåðå÷íîé
æåñòêîñòüþ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è îá èçãèáå ñòåðæíÿ ñî ñâî-
áîäíûì ïðàâûì êîíöîì ïîä äåéñòâèåì ïîïåðå÷íîé ñèëû. Â ýòîì ñëó÷àå
èçìåíèòñÿ îäíî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïðàâîì êîíöå:

M|s=l = 0→ w′′|s=l = 0. (3.34)

Ðåøàÿ çàäà÷ó ïðè òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ïîëó÷èì âûðàæåíèå
äëÿ ïîïåðå÷íîé ñèëû:

|Q0| = 3
EJ2

l2
. (3.35)
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Êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ ñ (3.33), â ýòîì ñëó÷àå ïðîãèá áóäåò â ÷åòûðå
ðàçà áîëüøå, ÷åì ïðè çàêðåïëåííîì ïðàâîì êîíöå.

Áàëêà Áåðíóëëè �Ýéëåðà äîñòàòî÷íî õîðîøî ìîäåëèðóåò îòíîñèòåëü-
íî ìåäëåííûå ïðîöåññû â òîíêèõ ñòåðæíÿõ. Åñëè æå ñòåðæåíü íå î÷åíü
òîíêèé èëè íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü âûñîêî÷àñòîòíûå âîçäåéñòâèÿ íà
ñòåðæåíü (íàïðèìåð, óäàðíûå âîçäåéñòâèÿ), òî ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ïîë-
íóþ ñèñòåìó (3.27), (3.28), ó÷èòûâàþùóþ êàê äåôîðìàöèþ ïîïåðå÷íîãî
ñäâèãà, òàê è èíåðöèþ âðàùåíèÿ. Ìîäåëü ïðÿìîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ, ó÷è-
òûâàþùóþ äåôîðìàöèþ ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà, ïðèíÿòî íàçûâàòü áàëêîé
Òèìîøåíêî [18].

Ðåøèì çàäà÷ó î äåéñòâèè ïîïåðå÷íîé ñèëû äëÿ ìîäåëè áàëêè Òèìî-
øåíêî. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñâåäóòñÿ ê âèäó

Θ′′′ = 0, Θ′′ +
kS

2(1 + ν)J2
(w′ −Θ) = 0. (3.36)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî
íà ëåâîì êîíöå ïðîãèá è óãîë îòñóòñòâóþò:

Θ|s=0 = 0, w|s=0 = 0. (3.37)

Íà ïðàâîì êîíöå òîæå çàïðåùåí ïîâîðîò (òàê êàê ñå÷åíèå äîëæíî
îñòàâàòüñÿ âåðòèêàëüíûì) è ïðèëîæåíà ïîïåðå÷íàÿ ñèëà, ÷òî äàåò

Θ|s=l = 0, kGS(w′|s=l −Θ|s=l) = −Q0. (3.38)

Ðåøàÿ çàäà÷ó ïðè òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ïîëó÷èì âûðàæåíèå
äëÿ ïðîãèáà:

w|s=l = − Q0

12EJ2
l3 − Q0l

kGS
. (3.39)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (3.39) îòëè÷àåò âûðàæåíèå ïðîãèáà, ïîëó÷åí-
íîå ïî ìîäåëè Òèìîøåíêî, îò ïðîãèáà, ïîëó÷åííîãî ïî ìîäåëè Áåðíóë-
ëè �Ýéëåðà. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ðàçëè÷èå òåì ìåíåå çíà÷èòåëüíî, ÷åì
áîëüøå äëèíà ñòåðæíÿ. Çíà÷åíèå äëÿ ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè ïðè ðåøå-
íèè ïî Òèìîøåíêî ñîñòàâëÿåò

cD =
12kSJ2E

kSl3 + 24J2(1 + ν)l
, (3.40)
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ò. å. êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà âõîäèò â íåå êàê íåçàâèñèìûé ïàðàìåòð.
Âîñïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ Áåðíóëëè �Ýéëåðà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î

äåéñòâèè ìîìåíòà M e íà ïðàâîì êîíöå. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè

w|s=0 = 0, w′|s=0 = 0,

w′′′|s=l = 0, w′′|s=l =
M e

EJ2
.

(3.41)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.31) ïðè òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðîãèáîì è äåéñòâóþùèì ìîìåíòîì:

M e = 2
EJ2

l2
w|s=l. (3.42)

Ìîìåíò è óãîë íàêëîíà ïðàâîãî ñå÷åíèÿ ïðè ýòîì ñâÿçàíû ñîîòíî-
øåíèåì

M e =
EJ2

l
Θ|s=l. (3.43)

Êîýôôèöèåíò ïðè óãëå íàêëîíà ñå÷åíèÿ íàçîâåì èçãèáíîé æåñòêî-
ñòüþ ñòåðæíÿ.

3.4. Câÿçü ìåæäó äèñêðåòíûì

è êîíòèíóàëüíûì ïîäõîäàìè

Íåñîìíåííûì ïëþñîì ñòåðæíåâûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìàòåìà-
òè÷åñêèé àïïàðàò ìåõàíè÷åñêîé òåîðèè ñòåðæíåé õîðîøî ðàçâèò, à ñàìà
ìîäåëü èíòóèòèâíî ïîíÿòíà. Êðîìå òîãî, ñòåðæíåâûå ìîäåëè âîøëè âî
âñå ñòàíäàðòíûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå êîìïüþòåðíûå ïàêåòû, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò ñòðîèòü ñëîæíûå êîíñòðóêöèè íà èõ îñíîâå. Òàêèì îáðàçîì, âàæíà
âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ èõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íàíîñèñòåì è íàíî-
ìàòåðèàëîâ.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äâóìÿ àòîìàìè óãëåðîäà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì óïðóãîãî ñòåðæíÿ, ðàáîòàþùåãî íà ñæàòèå�
ðàñòÿæåíèå, èçãèá è êðó÷åíèå. Ïîäîáíûì ñòåðæíåì ìîäåëèðóåòñÿ âçà-
èìîäåéñòâèå ýëåêòðîííûõ îáëàêîâ, êîòîðûå ôîðìèðóþò íàïðàâëåííóþ
êîâàëåíòíóþ õèìè÷åñêóþ ñâÿçü. ßñíî, ÷òî óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ýòî-
ãî ñòåðæíÿ äîëæíû áûòü ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå
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ìîäåëü óäîâëåòâîðÿëà ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì óïðóãèõ õàðàêòå-
ðèñòèê èññëåäóåìîãî êðèñòàëëà. Â ãëàâå 4 ïîêàçàíî, ÷òî ýòà æå ñâÿçü
ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ìîìåíòíîãî ïîäõîäà, ïðè÷åì õàðàêòå-
ðèñòèêè ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ ãðàôåíà è
àëìàçà. Öåëü äàííîé ðàáîòû � èññëåäîâàíèå ñâÿçè ìîìåíòíîãî è ñòåðæ-
íåâîãî ïîäõîäîâ è îïðåäåëåíèå íåîáõîäèìûõ õàðàêòåðèñòèê ñòåðæíåé ïî
èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ìîìåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç äâóõ ÷àñòèö, îäíà èç êîòîðûõ æåñòêî çàêðåï-
ëåíà, à âòîðàÿ ñìåñòèëàñü îòíîñèòåëüíî ïåðâîé íà âåêòîð u∗ è ñîâåð-
øèëà ïîâîðîò, çàäàííûé âåêòîðîì ïîâîðîòà φ∗. Ñîãëàñíî ìîìåíòíîìó
ïîäõîäó, ìåæäó ÷àñòèöàìè íà÷àëè äåéñòâîâàòü ñèëà è ìîìåíò âçàèìî-
äåéñòâèÿ (3.3), êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ êîìïîíåíòàìè cA, cD è cz. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ÷àñòèöû ñî-
åäèíåíû óïðóãèì ñòåðæíåì, ëåâûé êîíåö êîòîðîãî çàêðåïëåí, à ïðàâûé
ñìåùåí èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà âåêòîð u∗ è ïîâåðíóò íà óãîë φ∗. Â
ðåçóëüòàòå â ñòåðæíå âîçíèêàþò óñèëèÿ, çàâèñÿùèå îò u∗ è φ∗. Óðàâíå-
íèÿ ñòàòèêè (3.21) äëÿ íèõ äàþò

N = N0 = const, M = M0 − t×N0s. (3.44)

Íà îñíîâàíèè (3.44) ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñèëû è ìîìåíòà, âû÷èñ-
ëåííûõ íà êîíöå ñòåðæíÿ:

N∗ = N0 = const, M∗ = M0 − t×N0l. (3.45)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (3.19),

N = A · u′ + t× φ, M = C · φ′. (3.46)

Ðåøàÿ ñîâìåñòíî ñèñòåìû (3.44) è (3.46), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ
âåêòîðîâ ñìåùåíèÿ è ïîâîðîòà:

u = A−1 ·N0s− t×
[
C−1 ·

(
1

2
M0s

2 − 1

6
t×N0s

3

)
+ φ0s

]
+ u0,

φ = C−1 ·
(

M0s−
1

2
t×N0s

2

)
+ φ0.

(3.47)
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Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

u|s=0 = 0, φ|s=0 = 0,

u|s=l = u∗, φ|s=l = φ∗
(3.48)

íàõîäèì

u0 = 0, φ0 = 0,

φ∗ = C−1 ·
(

M0l −
1

2
t×N0l

2

)
,

u∗ = A−1 ·N0l − t×
[
C−1 ·

(
1

2
M0l

2 − 1

6
t×N0l

3

)]
.

(3.49)

Ðàçðåøèì ñèñòåìû (3.45) è (3.49) îòíîñèòåëüíî u∗ è φ∗. Â ðåçóëüòàòå
äåéñòâóþùóþ íà êîíöå ñòåðæíÿ ñèëó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

N∗ = A · ε∗, ε∗ = u∗ +
1

2
t× φ∗l, (3.50)

A =

[
A−1l − 1

12

(
t× C−1 × t

)
l3
]−1

.

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ ñ (3.3)�(3.5), âèäèì, ÷òî íàì óäà-
ëîñü ïîëó÷èòü ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ â òîé æå ôîðìå, â êàêîé îíà áû-
ëà ïîëó÷åíà ïðè èñïîëüçîâàíèè äèñêðåòíîãî ïîäõîäà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîìïîíåíò òåíçîðà A èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: ïóñòü íåêèé òåí-
çîð âòîðîãî ðàíãà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Λ = λ1tt + λ2d1d1 + λ1d2d2. (3.51)

Îáðàòíûé òåíçîð â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

Λ−1 =
1

λ1
tt +

1

λ2
d1d1 +

1

λ1
d2d2. (3.52)

Èñïîëüçóÿ ýòî è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (3.20), íàéäåì èíòåðåñóþùèå
íàñ æåñòêîñòè:

cA = t ·A · t =
ES

l
, cD = d1 ·A · d1 =

12kEJ2S

kSl3 + 24J2(1 + ν)l
. (3.53)
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Ìîìåíò, âû÷èñëåííûé íà êîíöå ñòåðæíÿ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå,
àíàëîãè÷íîì (3.7):

M∗ = ε1∗ · B̃ + C̃ · κ1∗, (3.54)

ãäå

B̃ = −1

2
t×Al, C̃ =

1

l
C − 1

4
t×A× tl2,

ε1∗ = u + (t× φ∗)l, κ1∗ = φ∗.

(3.55)

Èñïîëüçóÿ (3.7), èçãèáíàÿ æåñòêîñòü cz ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîð-
ìóëå

cz =
1

l
d2 · C · d2 =

EJ2

l
. (3.56)

Îòìåòèì, ÷òî èç âûðàæåíèé (3.55) ëåãêî òàêæå ïîëó÷èòü æåñòêîñòü íà
êðó÷åíèå óïðóãîãî ñòåðæíÿ âîêðóã ñâîåé îñè, àíàëîãà êîòîðîé íåò â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé íàìè ìîìåíòíîé ïîñòàíîâêå:

cτ =
1

l
t · C · t =

GJr
l
. (3.57)

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷åííûõ â ýòîé ÷àñòè èç îáùèõ ñîîáðà-
æåíèé, ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùèìè àíàëîãè÷íûé ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë, ïîëó÷åííûìè ðàíåå íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ ñåðèè ìîäåëüíûõ
çàäà÷. Òàê, ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ æåñòêîñòè ñîâïàäàþò ñ ìîäóëÿìè
(3.53), à æåñòêîñòü íà èçãèá èç (3.43) � c (3.56). Çàìåòèì, ÷òî, êàê è
ñëåäîâàëî îæèäàòü, îáùèé ïîäõîä äàë ñîîòâåòñòâèå �äèñêðåòíîé� ïîïå-
ðå÷íîé æåñòêîñòè è æåñòêîñòè, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà-
÷è îá èçãèáå ñòåðæíÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè Òèìîøåíêî. Îäíàêî
î÷åâèäíî, ÷òî ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè èç (3.53) ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ ïðè
íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîýôôèöèåíò èç (3.33),
êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè Ýéëåðà.

Íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü àíàëîãèþ ïîäõî-
äîâ äëÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìûõ çàäà÷. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñìåùåíèè îäíîé èç ÷àñòèö ïðè íåïîäâèæíîé âòîðîé
÷àñòèöå ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû. Ñâÿçü ìåæäó ñèëîé è ñìåùåíè-
åì äëÿ ýòîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.14). Â êîíòèíóàëüíîé
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ïîñòàíîâêå ýòîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷à îá èçãèáå ñòåðæíÿ ñèëîé,
ïðèëîæåííîé íà îäíîì èç êîíöîâ, ïðè çàêðåïëåííîì âòîðîì êîíöå. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ àíàëîãèåé è ïîäñòàâèì (3.33) è (3.56) â (3.14). Â ðåçóëüòàòå,
êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïîëó÷èì (3.35).

3.5. Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ñòåðæíåâîé ìîäåëè

ðåøåòêè ãðàôåíà

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ àòîìàìè â êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêå ìîäåëèðóåòñÿ ëèíåéíî-óïðóãèìè êðóãëûìè â ñå÷åíèè ñòåðæíÿ-
ìè ïîñòîÿííîãî äèàìåòðà ñ äëèíîé, ðàâíîé äëèíå ìåæàòîìíîé ñâÿçè.
Òîãäà ïëîùàäü, ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü íà
êðó÷åíèå (ïîëÿðíûé ìîìåíò) ïðèìóò âèä, ñîîòâåòñòâåííî,

S =
πd2

4
, J2 =

πd4

64
, Jr = Jp =

πd4

64
. (3.58)

Âîñïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ Ýéëåðà äëÿ îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ñòåðæíÿ. Èç (3.53) è (3.33) ñ ó÷åòîì (3.58) ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ
äëÿ ìîäóëÿ Þíãà è äèàìåòðà ÷åðåç çíà÷åíèÿ ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé
æåñòêîñòåé ñâÿçè:

E =
3cA

2

πlCD
, d =

2
√

3

3

√
cD
cA
l, (3.59)

êîòîðûå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ñòåðæíÿ äëÿ äàííîé ìîäåëè.
Ïîäñòàâëÿÿ (3.58), (3.59) â (3.56) è (3.57), ìîæåì ïîëó÷èòü âûðàæå-

íèå äëÿ èçãèáíîé è êðóòèëüíîé æåñòêîñòåé:

cz =
cDl

2

12
, cτ =

cDl
2

12(1 + ν)
. (3.60)

Ïàðàìåòðû cA è cD ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû èç óïðóãèõ
õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà. Â ÷àñòíîñòè, â [23] ïîêàçàíî, êàê îïðåäåëèòü
òàêèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ãðàôåíà. Èç (3.60) ñëåäóåò, ÷òî èçãèáíàÿ æåñò-
êîñòü òàêæå ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà. Ïðè ýòîì êðóòèëüíàÿ
æåñòêîñòü ñîäåðæèò íåçàâèñèìûé ïàðàìåòð � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà,
êîòîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ, îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì äëÿ äàííîãî ñòåðæíÿ.
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Âîñïîëüçóåìñÿ äàííûìè äëÿ æåñòêîñòåé ñâÿçè ãðàôåíà, ïîëó÷åííûõ
â [23] íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èç [48]:

cA = 730,2 Í/ì, cD = 401,6 Í/ì, l = 0,142 íì. (3.61)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè äàííûå â (3.59), ïîëó÷èì

E = 8,928 ÒÏà, d = 0,122 íì. (3.62)

Òàêèì îáðàçîì, íàì óäàëîñü îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû ñòåðæíÿ Áåð-
íóëëè �Ýéëåðà, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
óïðóãèõ ñâîéñòâ ãðàôåíà. Ïàðàìåòðû ìîäåëè Òèìîøåíêî íå ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî áåç äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà, êîòîðûé âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè â
(3.53). Îäíàêî, èñïîëüçóÿ (3.61), ìîæíî âûðàçèòü äèàìåòð ñòåðæíÿ è
èç óñëîâèÿ åãî ïîëîæèòåëüíîñòè ïîëó÷èòü îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà:

−1 < ν < −0,252. (3.63)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ν → −0,252 äèàìåòð ñòåðæíÿ íåîãðàíè÷åííî âîç-
ðàñòàåò, à ïðè ν → −1 âûðàæåíèå äëÿ èçãèáíîé æåñòêîñòè ñòàíîâèòñÿ
ðàâíûì ïîëó÷åííîìó ðàíåå ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Áåðíóëëè �Ýéëåðà è äàåò
çíà÷åíèå d = 0,122íì.

Äëÿ ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ìîäóëÿ Þíãà è äèàìåòðà ñòåðæ-
íÿ ïî ìîäåëè Áåðíóëëè �Ýéëåðà áûëà ðåøåíà çàäà÷à îá îäíîîñíîì ðàñòÿ-
æåíèè ãðàôåíîâîãî ñëîÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñ ó÷å-
òîì ñèììåòðèè ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì ðàññìîòðåíà ÷åòâåðòü ñëîÿ ðàç-
ìåðîì ïðèáëèçèòåëüíî 1,8×1, 0 íì2. Ïîëó÷åííûé ìîäóëü Þíãà ãðàôå-
íà ñîñòàâèë 345�370 Í/ì, ÷òî äîâîëüíî áëèçêî ê òåîðåòè÷åñêîìó çíà÷å-
íèþ (ïîãðåøíîñòü ìåíåå 6%). Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü áàëêè Áåðíóëëè �
Ýéëåðà äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê ýêñïåðèìåíòó ïðè ðåøåíèè çàäà÷
î ìàëîì ðàñòÿæåíèè ãðàôåíîâîãî ëèñòà. Îäíàêî åñëè ñòåðæíè, ñîñòàâ-
ëÿþùèå êîíñòðóêöèþ, âûíóæäåíû ðàáîòàòü íà èçãèá, ñëåäóåò îæèäàòü
õóäøåãî ñîâïàäåíèÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.
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3.6. Ìîäåëè íà îñíîâå òðåõìåðíîé òåîðèè

óïðóãîñòè

Èç (3.61), (3.62) ñëåäóåò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòåðæíåâûõ ìîäåëåé
ìèíèìàëüíûé äèàìåòð ñòåðæíÿ ïîëó÷àåòñÿ ñîðàçìåðíûì ìåæàòîìíîìó
ðàññòîÿíèþ. Î÷åâèäíî, ýòî íå ñîîòâåòñòâóåò ãðàíèöàì ïðèìåíåíèÿ òåî-
ðèè òîíêèõ ñòåðæíåé, ïîýòîìó ñòåðæíåâûå ìîäåëè ñ íàéäåííûìè ïàðà-
ìåòðàìè ìîãóò äàâàòü áîëüøóþ ïîãðåøíîñòü ïðè îïèñàíèè ìåæàòîìíî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ, îñîáåííî â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñî ñäâèãîì è èçãèáîì
ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé. Áîëåå ðàçóìíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìî-
äåëèðîâàíèÿ ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé òîëñòûìè ñòåðæíÿìè, îïèñàíèå êîòî-
ðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

Ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ ïëàñòèíó, èìåþùóþ â îäíîì íàïðàâëåíèè
(âäîëü îñè x) òîëùèíó l, à ïî äâóì äðóãèì îñÿì óõîäÿùóþ â áåñêîíå÷-
íîñòü (ðèñ. 3.1).

Ðèñ. 3.1. Òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ìåæàòîìíîé ñâÿçè

Ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, è íà íåå íå äåéñòâóþò âíåøíèå
îáúåìíûå ñèëû. Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ èìååò âèä [37]

∇ · τ = 0, τ = λ tr εE + 2Gε,

ε =
1

2

(
∇u+ (∇u)T

)
, λ = K − 2

3
G,

(3.64)
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ãäå E � åäèíè÷íûé òåíçîð â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå; K � ìîäóëü
îáúåìíîãî ñæàòèÿ; G � ìîäóëü ñäâèãà.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ðàñòÿæåíèå ïëàñòèíû âäîëü îñè x ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè

u|x=0 = 0, u|x=l = u∗ = const. (3.65)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.64) â âèäå

u = αxi, (3.66)

ãäå i � îðò, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè x; α � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð.

Ðåøåíèå â òàêîì âèäå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü òåíçîð íàïðÿæåíèé

τ ∗ = λαE + 2Gαii. (3.67)

Ðàññìîòðèì ýêâèâàëåíòíóþ ñèëó, ïîðîæäåííóþ âîçíèêøèì â ðåçóëü-
òàòå ðàñòÿæåíèÿ íàïðÿæåíèåì, äåéñòâóþùóþ íà êðóãå ñ äèàìåòðîì d â
íàïðàâëåíèè îñè x:

F =
πd2

4
i · τ∗. (3.68)

Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ìîæåì âû÷èñëèòü íåèçâåñòíûé ïàðà-
ìåòð α è îïðåäåëèòü æåñòêîñòü, êîòîðàÿ â íàøåì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò
ïðîäîëüíîé æåñòêîñòè ìåæàòîìíîé ñâÿçè:

cA =
F · i
u∗

=
πd2

4l

(
K +

4

3
G

)
. (3.69)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè ñâÿçè ðàññìîòðèì çàäà÷ó ÷è-
ñòîãî ñäâèãà, ðåàëèçîâàííîãî â ïëàñòèíå. Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

u = βxj, (3.70)

ãäå j � îðò, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè y; β � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, êî-
òîðûé íàõîäèòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, àíàëîãè÷íûõ (3.65). Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî òåíçîð íàïðÿæåíèé ïðèíèìàåò âèä

τ∗∗ = Gβ(ij + ji). (3.71)



3.6. Ìîäåëè íà îñíîâå òðåõìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè 67

Ýêâèâàëåíòíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ âäîëü îñè y íà êðóãëîì ñå÷åíèè
äèàìåòðîì d, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

F =
πd2

4
j · τ∗∗, (3.72)

îòêóäà ìîæåò áûòü íàéäåíà ïîïåðå÷íàÿ æåñòêîñòü

cD =
F · j
u∗

=
πd2G

4l
. (3.73)

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó óïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè [37]

K =
E

3(1− 2ν)
, G =

E

2(1 + ν)
, (3.74)

ïîëó÷àåì èç (3.69) è (3.73) ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî E, ν è d.
Òàê êàê îòíîøåíèå cA è cD ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëèøü îäíîãî ïàðàìåòðà
� êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, îí ìîæåò áûòü îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî:

ν = −0,111. (3.75)

Îñòàâøèåñÿ ïàðàìåòðû � ìîäóëü Þíãà ìàòåðèàëà è äèàìåòð ñå÷å-
íèÿ � íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû îäíîâðåìåííî. Íåîáõîäèìî çàäàíèå
äîïîëíèòåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Â êà÷åñòâå òàêîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæåò
âûñòóïàòü çíà÷åíèå ìîäóëÿ Þíãà èç (3.62). Òîãäà

E = 8,928ÒÏà, d = 0,120íì. (3.76)

Åñëè æå çàäàòü â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ çíà÷åíèÿ äèà-
ìåòðà ñå÷åíèÿ èç (3.62), ïîëó÷èì

E = 8,674ÒÏà, d = 0,122íì. (3.77)

Â çàêëþ÷åíèå ñâåäåì â òàáë. 3.1 îñíîâíûå ïàðàìåòðû òðåõ ðàññìîò-
ðåííûõ â ýòîé ãëàâå ìîäåëåé.

Ôàêòè÷åñêè ìîäåëü Áåðíóëëè �Ýéëåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäåëü-
íûé ñëó÷àé ìîäåëè, ïîñòðîåííîé ïðèìåíåíèåì òåîðèè óïðóãîñòè, êîòî-
ðûé ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äèàìåòð ñòåðæíÿ ìàë ïî ñðàâíå-
íèþ ñ åãî äëèíîé.
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Òàáëèöà 3.1. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé: ÌÁÝ � ìîäåëü Áåðíóëëè�Ýéëåðà, ÌÒ
� ìîäåëü Òèìîøåíêî, ÌÒÑ1/ÌÒÑ2 � ìîäåëü òîëñòîãî ñòåðæíÿ ñ ïåðâûì/âòîðûì
íàáîðîì ïàðàìåòðîâ

Ìîäåëü cA cD E, ÒÏà ν d, íì

ÌÁÝ
Eπd2

4l

3

16

Eπd4

l3
8,928 � 0,122

ÌÒ
Eπd2

4l

3

16

Eπ3d4

π2l3 + 18d2(1 + ν)l
< 8,928 [−1;−0,252] > 0,122

ÌÒÑ1
Eπd2

4l

1− ν
(1− 2ν)(1 + ν)

Eπd2

8l(1 + ν)
8,928 −0,111 0,120

ÌÒÑ2
Eπd2

4l

1− ν
(1− 2ν)(1 + ν)

Eπd2

8l(1 + ν)
8,674 −0,111 0,122

Èç äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå, ñëåäóåò, ÷òî ðàçíèöà ìåæäó
óïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñòåðæíåé, ïîëó÷åííûõ ïî ýòèì äâóì ìîäå-
ëÿì, ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 3%. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðàåâîé ýôôåêò, êîòîðûì
ìû ïðåíåáðåãëè, ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ áåñêîíå÷íîé
ïëàñòèíû, âíîñèò íåçíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðåøåíèå.

3.7. Âûâîäû

Ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ñâÿçàòü äèñêðåòíîå îïèñàíèå âçà-
èìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, ìîäåëèðóþùèõ àòîìû ðåøåòêè, è êîíòèíóàëüíîå
îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñòåðæíåé. Ñîîòíîøåíèÿ, ïî-
ëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà äëÿ ïðîäîëüíîé è èç-
ãèáíîé æåñòêîñòè ñòåðæíÿ, ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå â [71, 87].
Îäíàêî â ýòèõ ðàáîòàõ ïàðàìåòðû ñòåðæíåé îïðåäåëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
èç ñðàâíåíèÿ ýíåðãèè èçãèáà ñòåðæíÿ ñ ýíåðãèåé èçìåíåíèÿ óãëà ìåæ-
äó àòîìíûìè ñâÿçÿìè. Ïðåäëîæåíî ñðàâíèâàòü ïîïåðå÷íóþ æåñòêîñòü
ñòåðæíÿ ñ ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòüþ ñâÿçè, îïðåäåëåííîé íà îñíîâàíèè
ìîìåíòíîé òåîðèè. Â ðåçóëüòàòå îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû ñòðåæíåé, ñî-
îòâåòñòâóþùèå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå ãðàôåíà.
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Èçãèá ãðàôåíà

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äèñêðåòíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ è ýêâèâàëåíòíàÿ êîíòèíóàëüíàÿ ìî-

äåëè ãðàôåíîâîãî ëèñòà. Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ìîäåëåé îïðåäåëÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñâîé-

ñòâàìè ìàòåðèàëà íà ìàêðîóðîâíå è ïàðàìåòðàìè ñâÿçè íà ìèêðîóðîâíå. Îïðåäåëÿ-

åòñÿ èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ãðàôåíîâîãî ëèñòà.

4.1. Îáùèå ñâåäåíèÿ

Â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ãðàôåíîâûé ëèñò ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé äâóìåðíóþ ãåêñàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó, ãäå àòîìû óãëåðîäà, íàõî-
äÿùèåñÿ â óçëàõ øåñòèóãîëüíèêîâ, ñâÿçàíû ñ ñîñåäíèìè àòîìàìè êîâà-
ëåíòíîé ñâÿçüþ. Äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òàêîé ñèñòå-
ìû èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû. Øèðîêî ðàñïðîñòðàíåí ïîäõîä
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãî÷àñòè÷íûõ ìåæàòîìíûõ ïîòåíöèàëîâ, ðàçðàáî-
òàííûõ äëÿ óãëåðîäíûõ ñòðóêòóð (íàïðèìåð, [51, 52, 84, 85]). Ïðè òàêîì
ïîäõîäå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ
êàê ôóíêöèÿ ïîëîæåíèé N ÷àñòèö, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè
òî÷êàìè. ×åì áîëüøå ÷àñòèö ó÷àñòâóåò âî âçàèìîäåéñòâèè, òåì áîëüøå
òðåáóåòñÿ ïàðàìåòðîâ.

Îáû÷íî ìíîãî÷àñòè÷íûå ïîòåíöèàëû ñîäåðæàò áîëüøîå ÷èñëî ïàðà-
ìåòðîâ, ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîòîðûõ íå âñåãäà ÿñåí. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà òàêæå èñïîëüçóþòñÿ áîëåå íàãëÿäíûå
ìîäåëè, ãäå ñâÿçü ìåæäó ÷àñòèöàìè â óçëàõ ðåøåòêè îïèñûâàåòñÿ ìåõà-
íè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè, òàêèìè êàê ïðóæèíû è ñòåðæíè. Ñâîéñòâà ýòèõ
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ýëåìåíòîâ ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè ñâÿçè ìåæäó àòîìàìè óãëåðîäà. Åñëè
ñâîéñòâà ñâÿçè èçâåñòíû, íàïðèìåð, èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
íà ìèêðîóðîâíå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü èõ êàê ïàðàìåòðû òîé èëè èíîé
äèñêðåòíîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè. Òàêæå ìîæíî ñîïîñòàâèòü äèñêðåò-
íîé ìîäåëè ýêâèâàëåíòíóþ êîíòèíóàëüíóþ è óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó
ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà íà ìàêðîóðîâíå è ïàðàìåòðàìè ñâÿçè íà ìèêðî-
óðîâíå. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ðåøèòü è îáðàòíóþ çàäà÷ó: ïî èçâåñòíûì
èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñâîéñòâàì ìàòåðèàëà îïðåäåëèòü ïàðà-
ìåòðû ñâÿçè íà ìèêðîóðîâíå.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ðåøåòêè ãðà-
ôåíà, ãäå ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå áëèæàéøèõ ÷àñòèö. Ýòî âçàè-
ìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ ÷åòûðüìÿ æåñòêîñòÿìè ñâÿçè: íà ðàñòÿæåíèå,
êðó÷åíèå, èçãèá è ñäâèãîâûå äåôîðìàöèè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ëè-
íåéíûå äåôîðìàöèè. Ñâÿçü ìåæäó óïðóãèìè ìîäóëÿìè íà ìàêðîóðîâíå
è ïàðàìåòðàìè íà ìèêðîóðîâíå âûâîäèòñÿ íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè, ïðèõîäÿùåéñÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ðåøåòêè âáëèçè
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñ ýíåðãèåé ýêâèâàëåíòíîé êîíòèíóàëüíîé ñðåäû,
êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíîé ïëàñòèíîé. Ðàññìîòðåííàÿ ìî-
äåëü ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íå òîëüêî óïðóãèå ìîäóëè, îòâå÷àþùèå çà
ðàñòÿæåíèå, ýôôåêò Ïóàññîíà è ñäâèãîâûå äåôîðìàöèè â ïëîñêîñòè ïëà-
ñòèíû, íî è ìîäóëè, îòâå÷àþùèå çà êðó÷åíèå è èçãèá. Ïîëó÷åíà ñâÿçü
ìåæäó èçãèáíîé æåñòêîñòüþ ãðàôåíîâîãî ëèñòà è æåñòêîñòÿìè ñâÿçè íà
ìèêðîóðîâíå. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé ãëàâû
(çíà÷åíèÿ æåñòêîñòåé ñâÿçè), ìîæíî îöåíèòü èçãèáíóþ æåñòêîñòü ãðà-
ôåíà.

4.2. Äèñêðåòíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü

ðåøåòêè ãðàôåíà

Ïðåäñòàâèì äèñêðåòíóþ ñòðóêòóðó ðåøåòêè ãðàôåíà êàê íàáîð ÷à-
ñòèö, îáëàäàþùèõ òðåìÿ âðàùàòåëüíûìè è òðåìÿ òðàíñëÿöèîííûìè ñòå-
ïåíÿìè ñâîáîäû. Â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè âñå ÷àñòèöû ëåæàò â
îäíîé ïëîñêîñòè, â óçëàõ ïðàâèëüíûõ øåñòèóãîëüíèêîâ. Ýëåìåíòàðíàÿ
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ÿ÷åéêà òàêîé ñòðóêòóðû ñîäåðæèò äâå ÷àñòèöû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñâÿ-
çàíà ñ òðåìÿ áëèæàéøèìè ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè (ðèñ. 4.1).

Ðèñ. 4.1. Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ãðàôåíà. Ïîêàçàíû
áàçèñíûå âåêòîðû è ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà

Äëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ñâÿçè ìåæäó ÷àñòèöàìè òðàíñâåðñàëüíî-
èçîòðîïíûìè è ó÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå òîëüêî áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Â
äàííîé ìîäåëè äåôîðìàöèþ ñâÿçè îïèñûâàþò ÷åòûðå ñèëîâûå êîíñòàí-
òû: A1 îïèñûâàåò ðàñòÿæåíèå ñâÿçè, A2 � ñäâèãîâûå äåôîðìàöèè, C1

� êðó÷åíèå, C2 � èçãèá ñâÿçè. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàþòñÿ ñèëîâûå è
ìîìåíòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ââåäåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {e1, e2, e3}, ãäå âåêòîðû e1 è e2

ëåæàò â ïëîñêîñòè ðåøåòêè, à âåêòîð e3 ïåðïåíäèêóëÿðåí åé. Îáîçíà÷èì
ñîíàïðàâëåííûå ñ âåêòîðàìè e1, e2, e3 îñè x, y è z, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
âåêòîðû íàïðàâëåíèÿ ñâÿçåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

a1 = e1, a2 = −1
2e1 +

√
3

2 e2, a3 = −1
2e1 −

√
3

2 e2. (4.1)

Ñìåùåíèÿ è ïîâîðîòû ÷àñòèö òàêæå ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó:

u = ux(x, y)e1 + uy(x, y)e2 + uz(x, y)e3,

ϕ = ϕx(x, y)e1 + ϕy(x, y)e2 + ϕz(x, y)e3,
(4.2)

Ïóñòü äëèíà ñâÿçè â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ðàâíà a. Òîãäà
îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè â ýòîì ñîñòîÿíèè áóäåò ðàâåí V0 = 3

√
3a2/2.
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4.3. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ÷àñòèö

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêè, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ðåøåòêè, ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà ïîòåíöèàëüíûõ ýíåðãèé äåôîðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé
ìåæäó íåêîòîðîé îòñ÷åòíîé ÷àñòèöåé è åå áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè:

W =
1

2V0

∑
α

Πα, (4.3)

ãäå Πα � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèöû â ÿ÷åéêå è
ñîñåäíåé ÷àñòèöû ñ èíäåêñîì α; V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èíäåêñ α ìåíÿåòñÿ îò 1 äî 3. Ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ Πα ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
âåêòîðîâ äåôîðìàöèè è òåíçîðîâ æåñòêîñòè ñâÿçè:

Πα =
1

2
εα ·Aα · εα + εα ·Bα · κα +

1

2
κα ·Cα · κα. (4.4)

ãäå Aα, Bα, Cα � òåíçîðû æåñòêîñòè ñâÿçè α, êîòîðûå ñîäåðæàò èí-
ôîðìàöèþ î äåôîðìèðîâàíèè ñâÿçè â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ:

Aα = A1nαnα + A2 (E− nαnα) ,

Cα = C1nαnα + C2 (E− nαnα) , anα = aα,
(4.5)

Çäåñü E � åäèíè÷íûé òåíçîð; âåêòîð nα = aα/a, ãäå a � äëèíà ñâÿçè,
aα ñîåäèíÿåò äâå ñîñåäíèå ÷àñòèöû. Òåíçîð B ðàâåí íóëþ, åñëè ðåøåòêà
èìååò äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè, ÷òî âåðíî
äëÿ ðåøåòêè ãðàôåíà. Âåêòîðû äåôîðìàöèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

εα = uα − u +
1

2
aα × (ϕα +ϕ), κα = ϕα −ϕ. (4.6)

Çäåñü uα, u � ñìåùåíèÿ ÷àñòèöû ñ èíäåêñîì α è îòñ÷åòíîé ÷àñòèöû;
ϕα, ϕ � èõ ïîâîðîòû.

Óðàâíåíèÿ (4.4) � (4.6) ìîæíî ïîäñòàâèòü â (4.3), è òàêèì îáðàçîì
áóäåò ïîëó÷åíà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ÷àñòèö â çàâèñèìîñòè îò
èõ ïîëîæåíèÿ u, uα, îðèåíòàöèè ϕ, ϕα, ãåîìåòðèè íà÷àëüíîé êîíôèãó-
ðàöèè aα è ñèëîâûõ êîíñòàíò âçàèìîäåéñòâèÿ A1, A2, C1, C2.
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4.4. Ýêâèâàëåíòíàÿ ïëàñòèíà

Äëÿ âûâîäà ýêâèâàëåíòíîé ïëàñòèíû èñïîëüçóåì ïîäõîä, ïðåäëîæåí-
íûé â [20, 23]. Ñîïîñòàâèì ñìåùåíèÿì è ïîâîðîòàì ÷àñòèöû ñìåùåíèÿ è
ïîâîðîòû ýëåìåíòà ñïëîøíîé ñðåäû: u = u(r), ϕ = ϕ(r), ãäå r � ðàäèóñ-
âåêòîð â íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè. Òîãäà ñìåùåíèÿ è ïîâîðîòû ñîñåäíèõ
÷àñòèö ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå uα = u(r− aα), ϕα = ϕ(r− aα). Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ äëèííîâîëíîâûì ïðèáëèæåíèåì, êîòîðîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìûå äëèíû âîëí çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò íà÷àëüíîå ìåæ-
àòîìíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè aα, ïðèíèìàåìîå ìà-
ëûì ïàðàìåòðîì. Òîãäà ñìåùåíèÿ è ïîâîðîòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ðàçëîæåíèÿ

uα = u + aα · ∇u + ηζ, ϕα = ϕ+ aα · ∇ϕ+ ηψ. (4.7)

Çäåñü ∇ � äèôôåðåíöèàëüíûé íàáëà-îïåðàòîð. Ïàðàìåòð η ðàâåí
åäèíèöå, åñëè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ðåøåòêè ñîäåðæàòñÿ äâå ÷àñòèöû,
åñëè îäíà ÷àñòèöà � îí ðàâåí íóëþ. Âåêòîðû ζ, ψ îáîçíà÷àþò îòíîñè-
òåëüíûå ñìåùåíèÿ è ïîâîðîòû ÷àñòèö èç ðàçíûõ ïîäðåøåòîê, ñîñòàâëÿþ-
ùèõ ïîëíóþ ðåøåòêó. Âûðàæåíèÿ (4.7) ìîãóò áûòü ïîäñòàâëåíû â (4.3).
Çàòåì íåîáõîäèìî íàéòè âåêòîðû ζ, ψ èç óñëîâèÿ îáåñïå÷åíèÿ èìè ñäâè-
ãà îäíîé ïîäðåøåòêè îòíîñèòåëüíî äðóãîé, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìóìó
ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ:

∂W

∂ζ
= 0,

∂W

∂ψ
= 0. (4.8)

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ ζ, ψ èç óñëîâèÿ (4.8)
ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýêâèâàëåíòíîé ïëàñòèíû W áóäåò èìåòü âèä

W = W (∇u,∇ϕ,ϕ, A1, A2, C1, C2). (4.9)

Îíà òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
òåíçîðîâ æåñòêîñòè ÷åòâåðòîãî ðàíãà è òåíçîðîâ äåôîðìàöèé:

W =
1

2
ε · ·4A · ·ε+ ε · ·4B · ·κ+

1

2
κ · ·4C · ·κ. (4.10)
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Òåíçîðû äåôîðìàöèé èìåþò âèä

ε = ∇u + E×ϕ, κ = ∇ϕ. (4.11)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ñèëîâûìè êîíñòàíòàìè âçàèìî-
äåéñòâèé íà ìèêðîóðîâíå è êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ æåñòêîñòè íåîáõîäè-
ìî ñðàâíèòü âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèé (4.10) è (4.11).

4.5. Óïðóãèå ìîäóëè ýêâèâàëåíòíîé ïëàñòèíû

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïèñàííûõ âûøå äåéñòâèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè (4.9) â ðàçâåðíóòîé ôîðìå. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïî-
ñëåäóþùèõ ñðàâíåíèé ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ñ âûðàæåíèåì äëÿ ýíåð-
ãèè ïëàñòèíû (4.10) c ó÷åòîì (4.11) óäîáíåå ðàáîòàòü ñ ïîêîìïîíåíòíîé
çàïèñüþ. Íóæíî ïðèðàâíÿòü ìíîæèòåëè ïåðåä ïðîèçâîäíûìè ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì êîìïîíåíò âåêòîðà ñìåùåíèé è âåêòîðà ïî-
âîðîòà, à òàêæå ïåðåä êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ïîâîðîòà â âûðàæåíèÿõ
(4.9) è (4.10). Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåò-
ðàìè äèñêðåòíîé ìîäåëè è óïðóãèìè ìîäóëÿìè (êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ
æåñòêîñòè) ýêâèâàëåíòíîé ïëàñòèíû äëÿ ðåøåòêè ëþáîãî âèäà. Â äàííîì
ñëó÷àå äëÿ ðåøåòêè ãðàôåíà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè òåíçî-
ðîâ æåñòêîñòè 4A è 4C è ïàðàìåòðàìè âçàèìîäåéñòâèÿ íà ìèêðîóðîâíå
A1, A2, C1, C2 ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå:

A1111 = A2222 =
√

3
6
A1(A1+3A2)
A1+A2

, C1111 = C2222 =
√

3
6
C1(C1+3C2)
C1+C2

;

A1122 = A2211 =
√

3
6
A1(A1−A2)
A1+A2

, C1122 = C2211 =
√

3
6
C1(C1−C2)
C1+C2

;

A1212 = A2121 =
√

3
6
A2(A2+3A1)
A1+A2

, C1212 = C2121 =
√

3
6
C2(C2+3C1)
C1+C2

;

A1221 = A2112 =
√

3
6
A2(A1−A2)
A1+A2

, C1221 = C2112 =
√

3
6
C2(C1−C2)
C1+C2

;

A3131 = A3232 =
√

3
3 A2, C3131 = C3232 =

√
3

3 C2.

(4.12)
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Â ëåâîé êîëîíêå (4.12) ïðåäñòàâëåíû íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà
4A, â ïðàâîé � òåíçîðà 4C. Ýêâèâàëåíòíàÿ ðåøåòêå ãðàôåíà ïëàñòè-
íà îáëàäàåò äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè ñèììåòðèè (áàçèñíûìè ïëîñêîñòÿìè), à
òàêæå ñèììåòðèåé âðàùåíèÿ (èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âî-
êðóã íîðìàëè e3). Òåíçîðû æåñòêîñòè äîëæíû èìåòü òàêóþ æå ñèììåò-
ðèþ ñîãëàñíî ïðèíöèïó Êþðè, ÷òî îòðàæåíî â (4.12): òîëüêî òàêîé íàáîð
íåíóëåâûõ êîìïîíåíò è ðàâåíñòâî íóëþ òåíçîðà 4B îáåñïå÷èâàþò óêà-
çàííóþ ñèììåòðèþ. Êîìïîíåíòû èç (4.12) íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè,
ìîæíî âûðàçèòü íåêîòîðûå èç íèõ ÷åðåç äðóãèå:

A1212 + A1221 = A1111 − A1122, C1212 + C1221 = C1111 − C1122. (4.13)

Åùå îäíî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
(4.12):

A3131 =
A2

1111 − A2
1122

3A1122 + A1111
, C1221 =

C1122(C1111 − C1122)

3C1122 + C1111
. (4.14)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü, êàêèå êîìïîíåíòû îòâå÷àþò çà òó èëè èíóþ
äåôîðìàöèþ, çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè â ïîêîìïîíåíòíîé çàïè-
ñè. Òåíçîð 4A ñâÿçûâàåò òåíçîð ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé T è òåíçîð äå-
ôîðìàöèé ε, à òåíçîð 4C � òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé M è òåíçîð
äåôîðìàöèé κ:

T11 = A1111ε11 + A1122ε22, T22 = A2211ε11 + A2222ε22,

T21 = A1221ε12 + A1212ε21, T12 = A2121ε12 + A2112ε21,

T13 = A3131ε13, T23 = A3232ε23,

M11 = C1111κ11 + C1122κ22, M22 = C2211κ11 + C2222κ22,

M21 = C1221κ12 + C1212κ21, M12 = C2121κ12 + C2112κ21,

M13 = C3131κ13, M32 = C3232κ23.

(4.15)

Êîìïîíåíòû òåíçîðîâ äåôîðìàöèè ε, κ:

ε11 = ux,x, ε12 = uy,x − ϕz, ε13 = uz,x + ϕy, ε21 = ux,y + ϕz,

ε22 = uy,y, ε23 = uz,y − ϕx, κ11 = ϕx,x, κ21 = ϕx,y,

κ12 = ϕy,x, κ22 = ϕy,y, κ13 = ϕz,x, κ23 = ϕz,y.

(4.16)
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Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé, ìîæíî îïðåäåëèòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë
ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò òåíçîðîâ æåñòêîñòè. Êîýôôèöèåíò A1111 îïèñûâà-
åò ñâîéñòâà ìàòåðèàëà íà ðàñòÿæåíèå, A1122 � ýôôåêò Ïóàññîíà, A1212

è A1221 ñâÿçûâàþò ñäâèãîâûå äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ â ïëîñêîñòè
âåêòîðîâ e1, e2, à A3131 � â îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè. C1111 îïèñûâàåò
ñâîéñòâà ìàòåðèàëà íà êðó÷åíèå, à C1221 � àíàëîã ýôôåêòà Ïóàññîíà
â ñëó÷àå êðó÷åíèé. Èç âûðàæåíèé (4.12) ñëåäóåò, ÷òî ýôôåêò Ïóàññîíà
èñ÷åçàåò, åñëè A1 = A2. Ïîäîáíûé ýôôåêò ïðîèñõîäèò è ïðè C1 = C2:
íåò ñêðó÷èâàíèÿ ìàòåðèàëà â íàïðàâëåíèè, îðòîãîíàëüíîì íàïðàâëåíèþ
ïðèëîæåíèÿ êðóòÿùåãî ìîìåíòà.

Íà ïðàêòèêå äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ óïðóãèõ ìîäóëåé çà÷àñòóþ íå
õâàòàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ ñâÿçè íà ìèêðîóðîâíå ïî èçâåñòíûì óïðóãèì ìîäóëÿì ìàòåðèàëà íà
ìàêðîóðîâíå íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü óïðîùåííóþ òåîðèþ. Ýòî äåëàåò-
ñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ ìîäóëåé. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî â ïëîñêîñòè îòñóòñòâóþò ìîìåíòíûå íàïðÿæåíèÿ. Â ðàìêàõ
áåçìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ñèì-
ìåòðè÷íû [23]. Òîãäà, ñîãëàñíî (4.15), òåíçîð æåñòêîñòè 4A äîëæåí áûòü
èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê òðàíñïîçèöèè ïàð èíäåêñîâ 12 è 21. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå ââåäåì íîâóþ êîìïîíåíòó A∗1212, ñîîòâåòñòâóþùóþ óïðîùåííîé
òåîðèè, â âèäå (A1212 + A1221)/2:

A∗1212 = A∗1221 = A∗2121 = A∗2112 =
√

3
3

A1A2

A1+A2
. (4.17)

Âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà 4A, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ äåôîðìàöèÿì â ïëîñêîñòè (âñå, êðîìå A3131 è A3232), ïîëíîñòüþ ñîâ-
ïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè, îïóáëèêîâàííûìè â [23].

Îïðåäåëèì èçãèáíóþ æåñòêîñòü D êàê êîýôôèöèåíò ìåæäó ìîìåíò-
íûì íàïðÿæåíèåì â ñå÷åíèè, îðòîãîíàëüíîì e1, è äåôîðìàöèåé κ12 (èëè
æå e2 è κ21). Òîãäà

D = C1212 = C2121 =

√
3

6

C2(C2 + 3C1)

C1 + C2
. (4.18)

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ èçãèáíóþ è êðóòèëüíóþ æåñòêîñòè êîâàëåíò-
íîé ñâÿçè C1 è C2, ìîæåì îïðåäåëèòü èçãèáíóþ æåñòêîñòü ãðàôåíîâîãî
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ëèñòà. Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, êàê îïðåäåëèòü æåñòêîñòè C1 è C2.
Íàïðèìåð, îíè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ÷åðåç èçâåñòíûå èç ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ [23] æåñòêîñòè êîâàëåíòíîé ñâÿçè íà ðàñòÿæåíèå è ñäâèã
A1 è A2 ñ ó÷åòîì ñòåðæíåâîé ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé â ãëàâå 3. Èñïîëüçóÿ
ñîîòíîøåíèÿ (3.50), (3.51) è (3.53), îöåíèì çíà÷åíèÿ èçãèáíîé æåñòêîñòè
ãðàôåíà: 0, 36 ≤ D ≤ 0, 58 íÍ·íì.

4.6. Âûâîäû

Ðàññìîòðåíà äèñêðåòíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåøåòêè ãðàôåíà, ó÷è-
òûâàþùàÿ ìîìåíòíîå âçàèìîäåéñòâèå, è ýêâèâàëåíòíàÿ åé â äëèííîâîë-
íîâîì ïðèáëèæåíèè êîíòèíóëüíàÿ ìîäåëü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ìî-
äåëü ïëàñòèíû. Âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö â äèñêðåòíîé ìîäåëè îïèñûâàåò-
ñÿ ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè � ïðîäîëüíîé, ïîïåðå÷íîé, èçãèáíîé è êðó-
òèëüíîé æåñòêîñòÿìè óãëåðîäíîé ñâÿçè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå
ýòèõ ïàðàìåòðîâ óïðóãèì ìîäóëÿì ýêâèâàëåíòíîé ïëàñòèíû. Ïîêàçàíî,
÷òî èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ãðàôåíîâîãî ëèñòà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èñêëþ-
÷èòåëüíî êðóòèëüíîé è èçãèáíîé æåñòêîñòåé ñâÿçè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñòåðæíåâîé ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé â ãëàâå 3, ìîæíî âûðàçèòü êðóòèëü-
íóþ è èçãèáíóþ æåñòêîñòè ÷åðåç ïðîäîëüíóþ è ïîïåðå÷íóþ, à ïîñëåäíèå
ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.



Ãëàâà 5

Ñèëüíîå äåôîðìèðîâàíèå

è ðàçðóøåíèå ãðàôåíà

Íà ïðèìåðå ãðàôåíà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïàðíûõ ìîìåíòíûõ

ïîòåíöèàëîâ äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãèõ è ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ

òåë, ñîñòîÿùèõ èç ÷àñòèö ñ âðàùàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Âûâåäåíû ôîðìó-

ëû, ñâÿçûâàþùèå ñèëû è ìîìåíòû ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèåé. Ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ìîìåíòíîãî ïîòåíöèàëà äëÿ sp2-óãëåðîäà. Îïðå-

äåëÿåòñÿ ñâÿçü ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ìåæàòîìíîé ñâÿçè. Ïà-

ðàìåòðû ïîòåíöèàëà êàëèáðóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ äëÿ ãðàôåíà. Ïðîâîäèòñÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äåôîð-

ìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ãðàôåíà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ïîòåíöèàë ïîçâîëÿåò

îïèñàòü âñå óïðóãèå è ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôåíà â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè

èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

5.1. Ïàðíîå ïîòåíöèàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö

ñ âðàùàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Îäèí èç ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ êðèñòàëëîâ ñ
íåïëîòíîé óïàêîâêîé � èñïîëüçîâàíèå ïàðíûõ ìîìåíòíûõ âçàèìîäåé-
ñòâèé [3, 21, 22, 23, 32]. Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà â êà÷åñòâå ìîäåëè àòî-
ìà â êðèñòàëëå èñïîëüçóåòñÿ òî÷å÷íîå òâåðäîå òåëî (èëè òåëî-òî÷êà [19]).
Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü òàêèå òåëà ÷àñòèöàìè.
Êàæäàÿ ÷àñòèöà îáëàäàåò òðàíñëÿöèîííûìè è âðàùàòåëüíûìè ñòåïåíÿ-
ìè ñâîáîäû. Âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè îñóùåñòâëÿþòñÿ ïîñðåä-
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ñòâîì ñèë è ìîìåíòîâ, çàâèñÿùèõ îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ è îðèåí-
òàöèè ÷àñòèö. Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíîå ìîìåíòíîå
âçàèìîäåéñòâèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòû ÷àñòèö
ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ
âçàèìîäåéñòâèÿ â âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ëèíåéíûõ âåêòîðîâ äåôîð-
ìàöèè. Îïðåäåëÿåòñÿ ñâÿçü ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ óïðóãèìè ìî-
äóëÿìè ãðàôåíà â ñëó÷àå ìàëûõ äåôîðìàöèé. Â äàííîé ãëàâå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ñèëüíîå íåëèíåéíîå äåôîðìèðîâàíèå è ðàçðóøåíèå ãðàôåíà
ïðè ðàñòÿæåíèè. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìîìåíòíûõ ïîòåí-
öèàëîâ, ïðèìåíèìûõ ïðè áîëüøèõ îòíîñèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ è ïî-
âîðîòàõ ÷àñòèö. Ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ïîòåíöèàëà, îïèñûâàþùåãî âñå
óïðóãèå è ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôåíà â ïðåäåëàõ ïîãðåøíî-
ñòè èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ðàññìîòðèì ïàðíîå ìîìåíòíîå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå òåë-òî÷åê.
Îïðåäåëèì ñâÿçü ñèë è ìîìåíòîâ ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Ïðè îïèñàíèè âçàèìîäåéñòâèé áóäåì ñëåäîâàòü
èäåÿì, èçëîæåííûì â ðàáîòàõ [19, 21, 32, 82]. Îñíîâíûå ðàññóæäåíèÿ
ïðîâåäåì äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ òåë-òî÷åê, ïîìå÷åííûõ èí-
äåêñàìè 1 è 2. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: F1, M1 � ñèëà è ìî-
ìåíò, äåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöó 1 ñî ñòîðîíû ÷àñòèöû 2; F2, M2 � ñè-
ëà è ìîìåíò, äåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöó 2 ñî ñòîðîíû ÷àñòèöû 1. Ìîìåí-
òû Mi, i = 1, 2, âû÷èñëåíû îòíîñèòåëüíî ÷àñòèö. Â îáùåì ñëó÷àå ïàð-
íûõ ìîìåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé ñèëû, ìîìåíòû è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ U â ñèñòåìå äâóõ òåë-òî÷åê óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíè-
ÿì (ñì. íàïðèìåð, [23])

F
def

= F1 = −F2, M1 + M2 − r12 × F = 0,

U̇ = F · ṙ12 −M1 · ω1 −M2 · ω2, r12 = r2 − r1.
(5.1)

ãäå ri,ωi � ðàäèóñ-âåêòîð è óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû i, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5.1) � òðåòèé çàêîí Íüþòîíà è åãî

àíàëîã äëÿ ìîìåíòîâ, à òðåòüå � ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåð-
ãèè. Îïðåäåëèì ñâÿçü ñèë è ìîìåíòîâ ñ âíóòðåííåé ýíåðãèåé â ñëó÷àå ïî-
òåíöèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö. Ââåäåì äâà ìíîæåñòâà åäèíè÷íûõ
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âåêòîðîâ {n1j}j∈Λ1
, {n2k}k∈Λ2

, æåñòêî ñâÿçàííûõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷à-
ñòèöàìè, ãäå Λ1,Λ2 � ìíîæåñòâà èíäåêñîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ââåäåííûå
ìíîæåñòâà âåêòîðîâ òàêèå, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ïîëíîñòüþ çàäàòü
îðèåíòàöèþ ÷àñòèö. Î÷åâèäíî, äëÿ ýòîãî îíè äîëæíû ñîäåðæàòü êàê ìè-
íèìóì ïî äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âåêòîðîâ
ïðè ýòîì íå îãðàíè÷èâàåòñÿ è íå âëèÿåò íà ïðîâîäèìûå ðàññóæäåíèÿ. Â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ nij âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà

ṅij = ωi × nij, j ∈ Λi, i = 1, 2. (5.2)

Â îáùåì ñëó÷àå âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ U çàâèñèò îò
îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ è îðèåíòàöèè ÷àñòèö. Îòíîñèòåëüíîå ïîëî-
æåíèå îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì r2 − r1. Îðèåíòàöèÿ ÷àñòèö îäíîçíà÷íî
çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ {n1j}j∈Λ1

, {n2k}k∈Λ2
. Òîãäà ìîæíî çàïè-

ñàòü ôîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè:

U = U(r12, {n1j}j∈Λ1
, {n2k}k∈Λ2

). (5.3)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè U ïî âðåìåíè:

U̇ =
∂U

∂r12
· ṙ12 +

2∑
i=1

∑
j∈Λi

∂U

∂nij
· ṅij. (5.4)

C äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ U̇ âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.1). Ïîä-
ñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (5.4) óðàâíåíèå Ïóàññîíà (5.2) è âû÷èòàÿ ïîëó÷èâ-
øååñÿ óðàâíåíèå èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5.1), ïîëó÷èì(

F− ∂U

∂r12

)
·ṙ12−

2∑
i=1

Mi−
∑
j∈Λi

∂U

∂nij
× nij

·ωi=0. (5.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíû, ñòîÿùèå â ñêîáêàõ, íå çàâèñÿò îò ṙ12,
ω1, ω2. Òîãäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ṙ12,ω1,ω2 ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ñèë è ìîìåíòîâ:

F =
∂U

∂r12
, M1 =

∑
j∈Λ1

∂U

∂n1j
× n1j, M2 =

∑
k∈Λ2

∂U

∂n2k
× n2k. (5.6)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçâåñòíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (5.3) ôîðìó-
ëû (5.6) ñëóæàò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèë è ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ ìåæäó
÷àñòèöàìè.

Ôîðìóëû (5.6) âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [82]. Îäíàêî èõ âû-
âîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [82], ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåäåí-
íîãî âûøå. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîâòîðèì ÷àñòü âûâîäà èç ðàáîòû [82], èñ-
ïîëüçóÿ òàêæå îáçîðíóþ ñòàòüþ [44]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ ñèñòåìû äâóõ ÷àñòèö èìååò âèä (5.3). Ðàññìîòðèì ïîâîðîò ÷à-
ñòèöû 1 íà óãîë ϕ âîêðóã âåêòîðà ek, ïðèíàäëåæàùåãî ê íåïîäâèæíîìó
îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó. Äëÿ âîçíèêàþùåãî ïðè ýòîì ìîìåíòà M1

â ðàáîòå [44] èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåíèå

M1 · ek = −∂U
∂ϕ

. (5.7)

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ â ïðàâîé ÷àñòè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè òàêîì
ïîâîðîòå n1j = n1j(ϕ), ïîëó÷èì

M1 · ek = −
∑
j∈Λ1

∂U

∂n1j
· ∂n1j

∂ϕ
= ek ·

∑
j∈Λ1

∂U

∂n1j
× n1j. (5.8)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà:

∂n1j

∂ϕ
= ek × n1j. (5.9)

Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.8) íà ek è ñóììèðóÿ ïî k = 1, 2, 3,
ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà, â òî÷íîñòè ñîâïàäàþùåå ñî âòîðîé èç
ôîðìóë (5.6).

Òàêèì îáðàçîì, îáà âûâîäà ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì îêîí÷àòåëüíûì
âûðàæåíèÿì, ñâÿçûâàþùèì ñèëû è ìîìåíòû ñ âíóòðåííåé ýíåðãèåé. Îä-
íàêî ïðè ýòîì èäåè, ïîëîæåííûå â îñíîâó âûâîäà, ñóùåñòâåííî îòëè÷à-
þòñÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå óñèëèÿ ñ âíóòðåííåé
ýíåðãèåé, ïîëó÷àþòñÿ íàïðÿìóþ èç óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíåðãèè. Â ðà-
áîòå [82] óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Âìåñòî ýòîãî
ïîñòóëèðóåòñÿ ôîðìóëà (5.7).
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5.2. Îáúåêòèâíûé ìîìåíòíûé ïîòåíöèàë

îáùåãî âèäà

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òåëàìè-òî÷êàìè äîëæ-
íà óäîâëåòâîðÿòü ïðèíöèïó ìàòåðèàëüíîé îáúåêòèâíîñòè, ò. å. íå äîëæíà
ìåíÿòüñÿ ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êàê òâåðäîãî òåëà. Äàííûé ôàêò íàêëà-
äûâàåò îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíû, êîòîðûå ìîãóò âûñòóïàòü â ðîëè àðãó-
ìåíòîâ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Èñïîëüçóÿ âåêòîðû {n1j}j∈Λ1

, {n2k}k∈Λ2
,

ñâÿçàííûå ñ ÷àñòèöàìè, è âåêòîð r12, ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü, íàïðèìåð,
ñëåäóþùèå îáúåêòèâíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäåì íàçû-
âàòü èíâàðèàíòàìè:

r12, e12 · n1j, e21 · n2k, n1j · n2k, (5.10)

ãäå e12 = r12/r12. Çäåñü è äàëåå â ðàìêàõ äàííîãî ðàçäåëà j ∈ Λ1, k ∈ Λ2.
Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ñîîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü ìîìåíòíûå

ïîòåíöèàëû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåì äîñòàòî÷íî îáùåãî
âèäà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà ÷àñòèö ìîãëà ñîïðîòèâëÿòüñÿ âíåøíèì
íàãðóçêàì, âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè äîëæíû îáëàäàòü ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè. ×àñòèöû äîëæíû îòòàëêèâàòüñÿ ïðè ñáëèæåíèè è
ïðèòÿãèâàòüñÿ ïðè óäàëåíèè, ò. å. âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
äîëæíà çàâèñåòü îò ðàññòîÿíèé r12 ìåæäó ÷àñòèöàìè. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè
íå ïëîòíîóïàêîâàííûõ ñòðóêòóð, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, êðèñòàëëè÷åñêèå
ðåøåòêè ãðàôèòà è àëìàçà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñâÿçè ìåæäó ÷àñòèöà-
ìè ñîïðîòèâëÿëèñü íå òîëüêî ðàñòÿæåíèþ/ñæàòèþ, íî è ñäâèãó, èçãèáó
è êðó÷åíèþ. Ïðè ñäâèãå ìåíÿþòñÿ ðàññòîÿíèå r12 è óãëû ìåæäó âåê-
òîðàìè n1j,n2k è âåêòîðîì e12, íàïðàâëåííûì ïî ñâÿçè (ò. å. e12 · n1j,
e21 · n2k). Âåëè÷èíû e12 · n1j, e21 · n2k ìåíÿþòñÿ òàêæå ïðè èçãèáå ñâÿçè.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ÷àñòèöàìè îáëàäàëà
æåñòêîñòÿìè íà ðàñòÿæåíèå/ñæàòèå, ñäâèã è èçãèá, íåîáõîäèìî, ÷òîáû
âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû èìåëà âèä

U = U(r12, e12 · n1j, e21 · n2k). (5.11)

Ïðèâåäåííàÿ ôîðìà ïîòåíöèàëà îáëàäàåò äâóìÿ âàæíûìè ñâîéñòâà-
ìè. Âî-ïåðâûõ, ïðè èñïîëüçîâàíèè (5.11) ñâÿçü îáëàäàåò íóëåâîé æåñò-
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êîñòüþ íà êðó÷åíèå (ïîâîðîò îäíîé èç ÷àñòèö âîêðóã ñâÿçè íå ìåíÿåò
ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ). Âî-âòîðûõ, æåñòêîñòè íà ñäâèã è èçãèá îêàçû-
âàþòñÿ ñâÿçàííûìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü êðó÷åíèå, íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ çàâèñåëà îò èíâàðèàíòîâ n1j · n2k, ïðè÷åì õîòÿ
áû íåêîòîðûå èç âåêòîðîâ n1j,n2k íå áûëè êîëëèíåàðíû e12. Âåëè÷è-
íû n1j · n2k èçìåíÿþòñÿ òàêæå ïðè èçãèáå ñâÿçè, íî íå ðåàãèðóþò íà
ñäâèã. Ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå èíâàðèàíòîâ e12 ·n1j, e21 ·n2k , n1j ·n2k

ïîçâîëÿåò ñäåëàòü æåñòêîñòè íà ñäâèã, èçãèá è êðó÷åíèå íåçàâèñèìûìè.
Â ðåçóëüòàòå äîñòàòî÷íî îáùàÿ ôîðìà ïàðíîãî ìîìåíòíîãî ïîòåíöèàëà
èìååò âèä

U = U(r12, e12 · n1j, e21 · n2k,n1j · n2k). (5.12)

Ïîäîáíàÿ ôîðìà çàïèñè ìîìåíòíîãî ïîòåíöèàëà âïåðâûå áûëà ïðåä-
ëîæåíà â ðàáîòå [82] äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìàêðîìîëåêóë.
Â ëèòåðàòóðå ôîðìóëà (5.12) àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ æèäêèõ êðèñòàëëîâ [44]. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî
ôîðìóëà (5.12) ìîæåò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îïèñàíèè äåôîðìèðî-
âàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ òâåðäûõ òåë [32].

Ðàíåå ïðè âûâîäå ôîðìóëû (5.6) íèêàê íå èñïîëüçîâàëñÿ òðåòèé çà-
êîí Íüþòîíà äëÿ ìîìåíòîâ. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ åãî âûïîëíåíèÿ äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ óäîâëåòâîðÿëà ïðèíöèïó îáúåêòèâíî-
ñòè (íå ìåíÿëàñü ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êàê òâåðäîãî òåëà). Ðàññìîòðèì
ïîâîðîò ñèñòåìû äâóõ ÷àñòèö êàê òâåðäîãî òåëà íà óãîë ϕ âîêðóã îñè,
èìåþùåé îðò e. Ïðè òàêîì ïîâîðîòå âåêòîðû r12, n1j, n2k ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèÿìè ϕ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ïðèíöèïà ìàòåðèàëüíîé îáúåêòèâ-
íîñòè âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ íå äîëæíà çàâèñåòü îò óãëà ϕ, ñëåäîâàòåëüíî,
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

∂U

∂ϕ
= 0. (5.13)

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè (5.3) â ôîðìó-
ëó (5.13) è âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷èì

∂U

∂ϕ
=

∂U

∂r12
· ∂r12

∂ϕ
+

∑
j∈Λi,i=1,2

∂U

∂nij
· ∂nij
∂ϕ

= e · (r12 × F−M1 −M2) = 0.

(5.14)
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Çäåñü ïðè âûâîäå èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî (5.9). Ðàâåíñòâî (5.14)
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî âåêòîðà e. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå
îáúåêòèâíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèëû è ìîìåíòû óäîâëåòâîðÿþò
âòîðîìó èç óðàâíåíèé (5.1), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåêòèâíîé ôóíê-
öèåé, òî ñèëû è ìîìåíòû, âû÷èñëåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (5.6),
àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþò òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà äëÿ ìîìåíòîâ
(5.1). Äàííûé ôàêò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Íåòåð [77].

5.3. Ìîìåíòíûé ïîòåíöèàë äëÿ sp2-óãëåðîäà

Ïðèìåíèì òåîðèþ, èçëîæåííóþ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ê îïèñàíèþ
êîâàëåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé â sp2-óãëåðîäå. Ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåì íà
ïðèìåðå ãðàôåíà. Âïåðâûå ýòî ñäåëàíî â ðàáîòå [32]. Áóäåì èñêàòü ïîòåí-
öèàë ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â âèäå (5.12). Äëÿ òîãî ÷òîáû äî-
áèòüñÿ íåîáõîäèìîé ñèììåòðèè âçàèìîäåéñòâèé â ãðàôåíå, âåêòîðû, ñâÿ-
çàííûå ñ ÷àñòèöàìè, âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ñ ÷àñòèöåé
íîìåð i ñâÿçàíû åäèíè÷íûå âåêòîðû nij, j = 1, .., 4. Âåêòîðû ni1,ni2,ni3
ðàñïîëàãàþòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè ïîä óãëàìè 2π/3 äðóã ê äðóãó (ðèñ.
5.1). Àíàëîãè÷íî ðàñïîëîæåíû ñâÿçè â íåäåôîðìèðîâàííîì ãðàôåíîâîì
ëèñòå.

Ðèñ. 5.1. ×àñòèöû 1 è 2 è ñâÿçàííûå ñ íèìè âåêòîðû
â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè

Âåêòîð ni4 áóäåì îïðåäåëÿòü ñîîòíîøåíèåì ni4 = 2ni1 × ni2/
√

3. Â
ñèëó ñèììåòðèè ïîòåíöèàë íå äîëæåí ìåíÿòüñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå âåê-
òîðîâ nij, j = 1, 2, 3, è çàìåíå ni4 → −ni4. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñâÿçè â
ãðàôåíå îáëàäàëè æåñòêîñòÿìè íà ðàñòÿæåíèå/ñæàòèå, ñäâèã, èçãèá è



5.3. Ìîìåíòíûé ïîòåíöèàë äëÿ sp2-óãëåðîäà 85

êðó÷åíèå. Ïåðå÷èñëåííûå âèäû äåôîðìàöèè ñâÿçè è ñîîòâåòñòâóþùåå
èçìåíåíèå âåêòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ ÷àñòèöàìè, ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíû íà
ðèñ. 5.2.

Ðèñ. 5.2. Ðàçëè÷íûå âèäû äåôîðìèðîâàíèÿ ñâÿçè è ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå âåê-
òîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ ÷àñòèöàìè

Âèäíî, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè ìåíÿåòñÿ òîëüêî ïåðâûé àðãóìåíò âíóò-
ðåííåé ýíåðãèè (5.12) � r12. Âåëè÷èíà n11·n21 ìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè èçãèáå
è èíâàðèàíòíà ê ñäâèãó è êðó÷åíèþ. Âåëè÷èíû n11 ·e12,n21 ·e21 ìåíÿþòñÿ
ïðè èçãèáå è ñäâèãå, íî èíâàðèàíòíû ê êðó÷åíèþ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
îïèñàíèÿ ðàñòÿæåíèÿ, ñæàòèÿ, èçãèáà è ñäâèãà ñâÿçè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ïîòåíöèàë U áûë ôóíêöèåé r12, n11 ·n21, n11 · e12, n21 · e21. Äëÿ îïèñàíèÿ
êðó÷åíèÿ íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ââåñòè çàâèñèìîñòü U îò n14 · n24.
Ðóêîâîäñòâóÿñü èçëîæåííûìè îáùèìè ñîîáðàæåíèÿìè, ïðåäñòàâèì ýíåð-
ãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö 1 è 2 â âèäå

U = ϕR(r12) + ϕA(r12) (UB + UT ) ,

UB =
3∑

j,k=1

η(n1j · n2k) [ψ(e12 · n1j) + ψ(e21 · n2k)] ,

UT = UT (n14 · n24, e12 · n14, e21 · n24),

(5.15)

ãäå e12 = r12/r12. Ôóíêöèè ϕA, ϕR îïèñûâàþò ïðèòÿæåíèå/îòòàëêèâàíèå
ìåæäó ÷àñòèöàìè; UB, UT îáåñïå÷èâàþò ñîïðîòèâëåíèå ñâÿçè ñäâèãó, èç-
ãèáó è êðó÷åíèþ. Äàííàÿ ôîðìà ïîòåíöèàëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [32].

Âû÷èñëèì ñèëû è ìîìåíòû, äåéñòâóþùèå ìåæäó ÷àñòèöàìè, ïîëü-
çóÿñü ôîðìóëàìè (5.6). Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ, íåîáõîäèìûå,
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â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

F=[ϕ′R+ϕ′A(UB+UT )] e12+
ϕA
r12

 3∑
j,k=1

ηjk
(
ψ′1jñ1j−ψ′2kñ2k

)
+U

(2)
T ñ14−U (3)

T ñ24

,

M1 =ϕA

 3∑
j,k=1

[
η′jk(ψ1j+ψ2k)n2k+ηjkψ

′
1je12

]
×n1j+

(
U

(1)
T n24+U

(2)
T e12

)
×n14

,
ñij = nij · (E− e12e12) , ψ1j = ψ(e12 · n1j), ηjk=η(n1j · n2k),

U
(i)
T (s1, s2, s3) =

∂UT
∂si

. (5.16)

Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà äëÿ ìîìåíòà M2. Îä-
íàêî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýôôåêòèâíåå âû÷èñëÿòü M2, èñïîëüçóÿ àíàëîã
òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ ìîìåíòîâ � âòîðóþ èç ôîðìóë (5.1).

Ïîäáåðåì ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ôîðìóëó (5.15), òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû â òî÷íîñòè óäîâëåòâîðèòü ñëåäóþùèì õàðàêòåðèñòèêàì ìåæàòîìíîé
ñâÿçè: ýíåðãèè ñâÿçè D, ïðîäîëüíîé, ïîïåðå÷íîé (ñäâèãîâîé), èçãèáíîé
è êðóòèëüíîé æåñòêîñòÿì cA, cD, cB, cT , êðèòè÷åñêîé äëèíå ñâÿçè* b è
êîýôôèöèåíòó íåëèíåéíîñòè k∗

def

= cA(b− a)/f∗, ãäå f∗ � ïðî÷íîñòü ñâÿ-
çè, a � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå. Äàííûå âåëè÷èíû â ñâîþ î÷åðåäü ìîãóò
áûòü îïðåäåëåíû íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ (ñì. ðàçäåë 5.5).
Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕR
áûëà îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî íà ïðîìåæóòêå îò 0 äî a, íå âëèÿëà íà õà-
ðàêòåðèñòèêè ñâÿçè è ñòðåìèëàñü ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè r12 → 0. Èíûìè
ñëîâàìè, ôóíêöèÿ ϕR äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì

ϕR(a) = 0, ϕ′R(a) = 0, ϕ′′R(a) = 0, lim
r12→0

ϕR(r12) =∞. (5.17)

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ϕR, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñîîòíîøåíèÿì (5.17):

ϕR(s) = B2B4
a10

s12
(s− a)4 , s ∈ [0; a]. (5.18)

*Êðèòè÷åñêîé äëèíîé ñâÿçè íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìàêñèìàëüíîé ñè-

ëå, âîçíèêàþùåé ìåæäó ÷àñòèöàìè ïðè ðàñòÿæåíèè ñâÿçè.
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Ïàðàìåòðû B2, B4 áóäóò îïðåäåëåíû äàëåå. Ðàññìîòðèì òåïåðü âòî-
ðîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå äëÿ ïîòåíöèàëà (5.15). Âûáåðåì ôóíêöèþ ϕA
òàê, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà ýíåðãèè, ïðîäîëüíîé æåñòêîñòè, ïðî÷íîñòè
è êðèòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ñâÿçè. Äëÿ ýòîãî ôóíêöèè UB è UT äîëæíû
áûòü áåçðàçìåðíûìè è â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè â ñóììå äàâàòü åäèíèöó.
Êðîìå òîãî, äëÿ óïðîùåíèÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕA(r12) è åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàëèñü
â íîëü ïðè r12 ≥ acut, ãäå acut � ðàäèóñ îáðåçàíèÿ. Ïðè ýòîì äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

ϕA(a) = −D, ϕ′A(a) = 0, ϕ′′A(a) = cA, ϕ′A(b) =
cA(b− a)

k∗
,

ϕ′′A(b) = 0, ϕA(acut) = 0, ϕ′A(acut) = 0. (5.19)

Ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì ïåðå÷èñëåííûì âûøå òðåáîâàíèÿì,
èìååò âèä

ϕA(s)=


B1 +B2(s− a)2

(
1 +B3

s− a
b− a

+B4
(s− a)2

(b− a)2

)
, s∈ [0; b] ,

B5 +B6(s− b)
(

1−B7

[
4

(s− b)2

a2
+

(s2 − b2)6

a12

])
, s∈ [b; acut] ,

(5.20)
Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå âûðàæåíèå â ôîðìóëû (5.19), ïîëó÷àåì ñâÿçü

ýíåðãèè, ïðîäîëüíîé æåñòêîñòè è êîýôôèöèåíòà íåëèíåéíîñòè ñâÿçè ñ
ïàðàìåòðàìè ïîòåíöèàëà B1, .., B6:

B1 = −D, B2 =
cA
2
, B3 =

2(3− 2k∗)

3k∗
, B4 =

k∗ − 2

2k∗
,

B5 = −D +
cA(b− a)2(k∗ + 6)

12k∗
, B6 =

cA(b− a)

k∗
.

(5.21)

Ïàðàìåòðû B7, acut, õàðàêòåðèçóþùèå äàëüíîäåéñòâèå ïîòåíöèàëà,
íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, èõ íàõîäÿò èç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé ϕA(acut) = 0, ϕ′A(acut) = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèè UB è UT , îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå ñèñòå-
ìû ïðè èçãèáå, ñäâèãå è êðó÷åíèè. Ôóíêöèè η, ψ, âõîäÿùèå â âûðàæåíèå
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äëÿ UB, âûáèðàåì, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïóñòü ôóíêöèÿ
ψ(n1j · e12) è åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ψ′(n1j · e12) îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî
ïðè 0 < n1j · e12 ≤ 1. Ðàâåíñòâî ôóíêöèé ψ, ψ′ íóëþ ïðè n1j · e12 = 0

íåîáõîäèìî äëÿ íåïðåðûâíîñòè ñèë è ìîìåíòîâ ïðè âçàèìíîì ïîâîðîòå
÷àñòèö. Àíàëîãè÷íî ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ η(n1j · n2k) áûëà îòëè÷-
íà îò íóëÿ ïðè −1 ≤ n1j · n2k < 0. Òàêîé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèé η,
ψ ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ ñèë è ìîìåíòîâ, à
ñëåäîâàòåëüíî, óñêîðÿåò ïðîöåññ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè ìàëûõ îòíîñèòåëüíûõ ïîâîðîòàõ ÷àñòèö âûðàæå-
íèå (5.15) äëÿ UB ñîäåðæèò òîëüêî äâà íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ. Íàèáîëåå
ïðîñòûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðå÷èñëåííûì òðåáîâàíèÿì:

ψ(s) = s2

(
1

2
+B8(s− 1)

)
, s ∈ [0; 1],

η(s) = s2 (1 +B9(s+ 1)) , s ∈ [−1; 0].

(5.22)

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ B8, B9 ïîëó÷åíû äàëåå. Ôóíêöèþ UT
áóäåì èñêàòü â âèäå UT = UT (n14 · n24, e12 · n14, e21 · n24). Ïîòðåáóåì,
÷òîáû îíà íå âëèÿëà íà ïîïåðå÷íóþ (ñäâèãîâóþ) è èçãèáíóþ æåñòêîñòè
ñâÿçè. Äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå

UT =B10

[
(n14 · n24+n14 · e12n24 · e21)

2(1 + (n14 · e12)
2
)(

1+(n24 · e21)
2
)
−1
]
.

(5.23)

Ôóíêöèÿ (5.23) ìåíÿåòñÿ ïðè èçãèáå è ñäâèãå ñâÿçè, îäíàêî íå âíîñèò
âêëàä â ïîïåðå÷íóþ è èçãèáíóþ æåñòêîñòè.

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ ôóíê-
öèé, âõîäÿùèõ â ïîòåíöèàë (5.15):

ϕA(s)=


B1 +B2(s− a)2

(
1 +B3

s− a
b− a

+B4
(s− a)2

(b− a)2

)
, s∈ [0; b] ,

B5 +B6(s− b)
(

1−B7

[
4

(s− b)2

a2
+

(s2 − b2)6

a12

])
, s∈ [b; acut] ,

ϕR(s) = B2B4
a10

s12
(s− a)4 , s ∈ [0; a],
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ψ(s) = s2

(
1

2
+B8(s− 1)

)
, s ∈ [0; 1],

η(s) = s2 (1 +B9(s+ 1)) , s ∈ [−1; 0], (5.24)

UT (s1, s2, s3) = B10

[
(s1 + s2s3)

2(1 + s2
2)(1 + s2

3)− 1
]
.

Äàííûå ôóíêöèè ïîçâîëÿþò íåçàâèñèìî çàäàâàòü ýíåðãèþ ñâÿçè, ïðî-
äîëüíóþ, ïîïåðå÷íóþ (ñäâèãîâóþ), èçãèáíóþ è êðóòèëüíóþ æåñòêîñòè,
êðèòè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ è ïðî÷íîñòü ñâÿçè.

5.4. Ñâÿçü ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà

è õàðàêòåðèñòèê ìåæàòîìíîé ñâÿçè

Îïðåäåëèì ñâÿçü ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà ñ ïîïåðå÷íîé, èçãèáíîé è
êðóòèëüíîé æåñòêîñòÿìè ñâÿçè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñäâèãå â ñèñòåìå
äâóõ ÷àñòèö. Ýòîò âèä äåôîðìàöèè ñõåìàòè÷íî ïîêàçàí íà ðèñ. 5.2. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî èçíà÷àëüíî ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèÿõ
íà ðàññòîÿíèè a äðóã îò äðóãà. Âåêòîðû n11 è n21 íàïðàâëåíû âäîëü ñâÿ-
çè, à âåêòîðû n14,n24 ñîíàïðàâëåíû:

n11 = e12, n21 = e21, n14 = n24 = k, (5.25)

ãäå k � îðò ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà n11,n12 â ðàâíîâåñíîì ïîëîæåíèè.
Çàôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ ÷àñòèö è ñîîáùèì èì ñìåùåíèÿ u1,u2 èç

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé ñâÿçè. Çàïèøåì âû-
ðàæåíèå äëÿ êîìïîíåíòû ñèëû ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ëåæàùåé â
ïëîñêîñòè ñ íîðìàëüþ e12. Ñîõðàíÿÿ òîëüêî ñëàãàåìûå ïåðâîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè, ïîëó÷èì

F̃ ≈ cD (u1 − u2) , cD = −2
ϕAηψ

′

a2
, (5.26)

ãäå cD � ïîïåðå÷íàÿ æåñòêîñòü ñâÿçè.
Çäåñü è äàëåå ôóíêöèè ϕA, η, ψ′ âû÷èñëÿþòñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿ-

íèè. Ïîäñòàâëÿÿ (5.20), (5.22) âî âòîðóþ èç ôîðìóë (5.26), ïîëó÷èì ñâÿçü
ìåæäó ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòüþ è ïàðàìåòðîì ïîòåíöèàëà B8:

B8 =
cDa

2

2D
− 1. (5.27)
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçè ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòåé ñ ïàðà-
ìåòðàìè ïîòåíöèàëà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïîâåðíåì ÷àñòèöû,
íàõîäÿùèåñÿ â ðàâíîâåñíîì ïîëîæåíèè, ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ ìàëîãî ïî-
âîðîòà θ1,θ2. Ïðè ýòîì âåêòîðû nij ïðèìóò âèä

n11 ≈ e12 + θ1 × e12, n21 ≈ e21 + θ2 × e21,

n14 ≈ k + θ1 × k, n24 ≈ k + θ2 × k.
(5.28)

Âû÷èñëèì ìîìåíò M1, äåéñòâóþùèé íà ïåðâóþ ÷àñòèöó. Ïîäñòàâëÿÿ
âûðàæåíèÿ (5.28) â ôîðìóëó (5.16) è ïðîâîäÿ ëèíåàðèçàöèþ, ïîëó÷èì

M1≈ϕA
[(

2η′ψ−1

2
ηψ′
)

(θ2−θ1)+
1

2
ηψ′ (θ1+θ2)

]
·(E− e12e12)−

−ϕAU (1)
T (θ2 − θ1) · e12e12, (5.29)

ãäå U (1)
T � ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó ôóíêöèè UT ; ôóíêöèè ϕA,

η, ψ, η′, ψ′, U (1)
T âû÷èñëåíû â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè. Ïîëüçóÿñü ôîðìó-

ëîé (5.29), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ èçãèáíîé è êðóòèëüíîé
æåñòêîñòåé ñâÿçè:

cB = ϕA

(
2η′ψ − 1

2
ηψ′
)
, cT = −ϕAU (1)

T . (5.30)

Âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ UT íå âëèÿåò íà èçãèáíóþ æåñòêîñòü ñâÿçè. Ïîä-
ñòàâëÿÿ â (5.30) êîíêðåòíûå âûðàæåíèÿ (5.22), (5.23) äëÿ ôóíêöèé η, ψ, UT ,
ïîëó÷èì ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå èçãèáíóþ è êðóòèëüíóþ æåñòêîñòè ñ
ïàðàìåòðàìè ïîòåíöèàëà:

B9 =
cDa

2

4D
− cB
D

+ 2, B10 =
cT
2D

. (5.31)

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà (5.15), (5.24) ñâÿçàíû ñ õà-
ðàêòåðèñòèêàìè ìåæàòîìíîé ñâÿçè ñîîòíîøåíèÿìè

B1 = −D, B2 =
cA
2
, B3 =

2(3− 2k∗)

3k∗
, B4 =

k∗ − 2

2k∗
,

B5 = −D +
cA(b− a)2(k∗ + 6)

12k∗
, B6 =

cA(b− a)

k∗
, B8 =

cDa
2

2D
− 1,
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B9 =
cDa

2

4D
− cB
D

+ 2, B10 =
cT
2D

. (5.32)

Âèäèì, ÷òî ïîäáîðîì ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà (5.15), (5.24) ìîæíî â
òî÷íîñòè óäîâëåòâîðèòü çíà÷åíèÿì âåëè÷èí D, a, b, cA, cD, cT , cB, k∗,
õàðàêòåðèçóþùèõ ìåæàòîìíûå ñâÿçè â ãðàôåíå. Â ñâîþ î÷åðåäü ñâîé-
ñòâà ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé îïðåäåëÿþò ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðàôåíà íà
ìàêðîóðîâíå. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [23] è ïðåäûäóùåé ãëàâå äàííîãî
ïîñîáèÿ ïîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíû cA, cD, cT , cB îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò
óïðóãèå ìîäóëè ãðàôåíà (ìîäóëü Þíãà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà è èç-
ãèáíóþ æåñòêîñòü). Ïðè ýòîì â ðàìêàõ ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè æåñòêîñòè
ñâÿçè cB, cD íà èçãèá è ñäâèã ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Âåëè÷èíû k∗, b

ñâÿçàíû ñ ïðî÷íîñòüþ è êðèòè÷åñêîé äåôîðìàöèåé ãðàôåíà ïðè ðàñòÿ-
æåíèè.

5.5. Îïèñàíèå óïðóãèõ è ïðî÷íîñòíûõ

õàðàêòåðèñòèê ãðàôåíà

Ïðîâåäåì êàëèáðîâêó ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà (5.15), (5.24) òàê, ÷òî-
áû îïèñàòü ñëåäóþùèå óïðóãèå è ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôå-
íà: ìîäóëü Þíãà*, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ïðî÷íîñòü è êðèòè÷åñêóþ äå-
ôîðìàöèþ ïðè ðàñòÿæåíèè â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Â ýêñïåðèìåíòå
äàííûå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâè-
ÿõ (òåìïåðàòóðå 300 K) [48, 69], â òî âðåìÿ êàê â ëèòåðàòóðå êàëèáðîâ-
êà ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà ÷àñòî ïðîâîäèòñÿ ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî
äâèæåíèÿ [51, 61, 84]. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî â ýòèõ óñëîâèÿõ ñðàâ-
íèòåëüíî ïðîñòî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ñâÿ-
çûâàþùèå, íàïðèìåð, óïðóãèå ìîäóëè ñ ïàðàìåòðàìè ïîòåíöèàëà. Ïðè
ýòîì ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ áåðóòñÿ ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ.
Òàêîé ñïîñîá êàëèáðîâêè âíîñèò äîïîëíèòåëüíóþ îøèáêó, òàê êàê óïðó-
ãèå è ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿò îò òåìïåðà-
òóðû. Ïîýòîìó â äàííîì ðàçäåëå èñïîëüçîâàí äðóãîé ïîäõîä ê êàëèá-
ðîâêå ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà. Ñíà÷àëà äåëàåòñÿ îöåíêà ïàðàìåòðîâ íà

*Â ñèëó ñèììåòðèè óïðóãèå ñâîéñòâà ãðàôåíà ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè.
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îñíîâå èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Çàòåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ óòî÷íÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ [66] äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ãðàôåíà ïðè òåìïåðàòóðå 300 K.

Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè, âûâåäåííûìè
ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ, è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè,
îöåíèì ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà. Çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñâÿçè D è ðàâíîâåñ-
íîãî ðàññòîÿíèÿ a íå çàâèñÿò îò òåïëîâîãî äâèæåíèÿ. Â äàííîì ïîñîáèè
èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ [23, 52]

D = 0,7899 íÍ·íì, a = 0,1430 íì. (5.33)

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (5.33), îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàìåòð ïî-
òåíöèàëà:

B1 = −D = −0,7899 íÍ·íì. (5.34)

Äëÿ îöåíêè ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòåé ñâÿçè âîñïîëüçóåì-
ñÿ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [23]. Â íåé âåëè÷èíû cA, cD âûáèðàëèñü èç óñëî-
âèÿ òî÷íîãî îïèñàíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé ãðàôåíà â ïëîñêîñòè ëèñòà. Ïðè
ýòîì áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ìîäóëü Þíãà è êîýôôè-
öèåíò Ïóàññîíà ñ æåñòêîñòÿìè ñâÿçè:

E =
4
√

3cAcD
3(cA + 3cD)

, ν =
cA − cD
cA + 3cD

. (5.35)

Çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé ãðàôåíà áðàëè èç ðàáîòû [48]. Â ðåçóëü-
òàòå áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòåé:

cA = 730 Í/ì, cD = 402 Í/ì. (5.36)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5.36), âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîòåíöè-
àëà:

B2 = 365 Í/ì, B8 = 4,2037. (5.37)

Îïðåäåëèì ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà, çàäàþùèå æåñòêîñòè ñâÿçè íà èç-
ãèá è êðó÷åíèå. Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî äàííûå æåñòêîñòè
ñâÿçàíû ñ èçãèáíîé æåñòêîñòüþ ãðàôåíîâîãî ëèñòà KB ñîîòíîøåíèåì

KB =

√
3

6

cB(cB + 3cT )

cT + cB
. (5.38)
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Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò íàäåæíûõ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî èçãèáíîé æåñòêîñòè ãðàôåíà. Ïîýòîìó èñïîëü-
çóåì îöåíêó èçãèáíîé æåñòêîñòè, ïîëó÷åííóþ â ðàáîòå [73] íà îñíîâå
ïîòåíöèàëà Áðåííåðà 1-ãî ïîêîëåíèÿ: KB = 0,225 íÍ·íì. Â ðàáîòå [73]
ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå èçãèáíîé æåñòêîñòè ñîãëàñóåòñÿ ñ ðå-
çóëüòàòàìè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ [68]. Ïàðàìåòðû cB, cT âû-
áèðàåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè â òî÷íîñòè óäîâëåòâîðÿëè èçãèáíîé
æåñòêîñòè [73]. Êðîìå òîãî, äëÿ óïðîùåíèÿ ïîëîæèì cB = cT . Èñïîëüçóÿ
ôîðìóëû (5.38), (5.39), ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ âåëè÷èí cB, cT è ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà B9, B10:

cB = cT = 0,3902 íÍ·íì, B9 = 4,1078, B10 = 0,2470. (5.39)

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà ãðàôåíà,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàìíîãî áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé. Äåëî â òîì, ÷òî íå ñó-
ùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë, ñâÿçûâàþùèõ ïðî÷íîñòü ãðàôåíà ñ õà-
ðàêòåðèñòèêàìè óãëåðîäíîé ñâÿçè ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîìåíòíûõ âçàè-
ìîäåéñòâèé. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ãðóáîé îöåíêîé. Ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà ãðàôåíà áûëè îïðåäåëåíû â ðàáîòå [69].
Ïîêàçàíî, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ ãðàôåíà ïðè îäíîîñíîì ðàñ-
òÿæåíèè ñîñòàâëÿåò εcr = 20 ± 5 %, à ïðî÷íîñòü σcr = 42 ± 4 Í/ì.
Ïðè òðàêòîâêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïðî÷-
íîñòíûå ñâîéñòâà ãðàôåíà èçîòðîïíû. Íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ äàííûõ
ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ êà÷åñòâåííóþ îöåíêó ïàðàìåòðîâ ìåæàòîìíîé
ñâÿçè b, k∗:

b ≈ εcra ≈ 1,2a, k∗ ≈
Eεcr
σcr
≈ 1,7, (5.40)

ãäå E = 350 Í/ì � ìîäóëü Þíãà ãðàôåíà [48, 69]. Ôîðìóëû (5.40) ïîç-
âîëÿþò îöåíèòü ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà B3 −B6:

B3 =−0,15686, B4 =−0,08823, B5 =−0,56449 íÍ·íì, B6 =12,281 íÍ.
(5.41)

Ïðèâåäåì ñâîäêó çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìåæàòîìíîé ñâÿçè D, a, cA,
cD, cB, cT , b, k∗, ïîëó÷åííûõ â ïðåäïîëîæåíèè îá îòñóòñòâèè òåïëîâîãî
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äâèæåíèÿ:

D = 0,7899 íÍ·íì, a = 0,1430 íì, b = 0,1716 íì, k∗ = 1,7,

cA = 730 Í/ì, cD = 402 Í/ì, cB = cT = 0,3902 íÍ·íì. (5.42)

Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà (5.15), (5.24) èìå-
þò âèä

B1 =−0,7899 íÍ·íì, B2 =365 Í/ì, B3 =−0,1569, B4 =−0,0882,

B5 =−0,5645 íÍ·íì, B6 =12,281 íÍ, B8 =4,2036, B9 =4,1078,

B10 = 0,2470. (5.43)

Ôîðìóëû (5.43) âûñòóïàþò â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïà-
ðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà (5.15), (5.24).

Ïðîâåäåì áîëåå òî÷íóþ êàëèáðîâêó ïðè òåìïåðàòóðå 300 K, èñïîëü-
çóÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå [66]. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè
÷èñëåííî ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèé ÷àñòèö:

mv̇i =
∑
j 6=i

Fij, Jω̇i =
∑
j 6=i

Mij, (5.44)

ãäå m, J=0, 01ma2 � ìàññà è ìîìåíò èíåðöèè ÷àñòèöû (äëÿ óïðîùåíèÿ
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ÷àñòèöû èìåþò øàðîâîé òåíçîð èíåðöèè*). Ñèëû
è ìîìåíòû Fij,Mij, äåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöó i ñî ñòîðîíû ÷àñòèöû j,
ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà îñíîâå ïîòåíöèàëà (5.15), (5.24) ïî ôîðìóëàì (5.16).
Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (5.44) èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì
�leap-frog� [93]. Êèíåìàòèêà âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö îïèñûâàåò-
ñÿ ïîñðåäñòâîì êâàòåðíèîíîâ [1].

Äëÿ êàëèáðîâêè ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà ïðîâåäåì äâå ñåðèè êîìïüþ-
òåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îáùèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå
ñ çàäàíèåì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â êà÷åñòâå èñïûòóåìîãî êîìïüþòåðíîãî

*Ìîìåíò èíåðöèè ÷àñòèöû � äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð ìîäåëè, êîòîðûé ìîæåò îêàçû-

âàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ñâîéñòâà ãðàôåíà ïðè êîíå÷íîì òåïëîâîì äâèæåíèè. Èññëå-

äîâàíèå âëèÿíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî ïîñîáèÿ.
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�îáðàçöà� áåðåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé ãðàôåíîâûé ëèñò (ðèñ. 5.3). Â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò ÷àñòèöàì ñîîáùàþòñÿ ñëó÷àéíûå ëèíåéíûå è óãëîâûå ñêîðî-
ñòè. Ñêîðîñòè çàäàþòñÿ òàê, ÷òîáû ñðåäíèé èìïóëüñ è ìîìåíò èìïóëü-
ñà îáðàçöà ðàâíÿëèñü íóëþ, à òåìïåðàòóðà â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå
ðàâíÿëàñü 300 K. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû èñïîëüçóåòñÿ ôîðìó-
ëà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïî
ñòåïåíÿì ñâîáîäû [34]:

3kBT =
1

2
m
〈
ṽ2
〉

+
1

2
J
〈
ω̃2
〉
, (5.45)

ãäå âîëíà îáîçíà÷àåò òåïëîâóþ êîìïîíåíòó ëèíåéíîé è óãëîâîé ñêîðî-
ñòåé.

Ðèñ. 5.3. Ôðàãìåíò íåäåôîðìèðîâàííîãî ëèñòà ãðàôåíà

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ ïî êàëèáðîâêå ïàðàìåò-
ðîâ ïîòåíöèàëà (5.15), (5.24), îïèñûâàþùèõ óïðóãèå ñâîéñòâà ãðàôåíà.
Ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé
ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äåôîðìèðî-
âàííîå ñîñòîÿíèå ãðàôåíà â ñëó÷àå ìàëûõ äåôîðìàöèé è âû÷èñëèòü
ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðÿæåíèÿ. Ïðè ýòîì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñòàòè÷å-
ñêîé ïîñòàíîâêîé. Äîáàâëåíèå òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ñóùåñòâåííî óñëîæ-
íÿåò çàäà÷ó. Âî-ïåðâûõ, ñîñòîÿíèå ãðàôåíà, â êîòîðîì ðàññòîÿíèå ìåæäó
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áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè ðàâíî a, óæå íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì â ñèëó íà-
ëè÷èÿ òåïëîâîãî ñæàòèÿ [91]. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìû êàê ìèíèìóì
äâà êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòà ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ äåôîðìàöèè. Âî-
âòîðûõ, íàëè÷èå òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ïðîöåññ âû-
÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè ïðèõîäèò-
ñÿ îñðåäíÿòü íàïðÿæåíèÿ ïî äîñòàòî÷íî áîëüøîìó âðåìåíè*, ÷òî äåëàåò
ïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåñóðñîåìêèì. Â äàííîì ïîñîáèè äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé ïðîâîäÿòñÿ äâà ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷å-
òà. Äåôîðìèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè x (�çèãçàã�).

Â íà÷àëå êàæäîãî èç ðàñ÷åòîâ íà îáðàçåö íàêëàäûâàåòñÿ îäíîðîäíàÿ
àôèííàÿ äåôîðìàöèÿ, ðàâíàÿ ε(1)

xx = 0,001 è ε(2)
xx = 0,005, ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì äèàïàçîíå äåôîðìàöèé ãðàôåí ìîæíî ñ÷èòàòü
èçîòðîïíûì ëèíåéíî-óïðóãèì ìàòåðèàëîì [69]. Èñïîëüçóþòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â íàïðàâëåíèÿõ x è y. Â õîäå ìîäåëèðîâàíèÿ
âû÷èñëÿþòñÿ íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèå â îáðàçöå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîð-
ìàëüíûõ íàïðÿæåíèé èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå:

σxx =
ex ·Fx

Ly
, σyy =

ey ·Fy

Lx
. (5.46)

ãäå Fx, Fy � ñóììàðíûå ñèëû, äåéñòâóþùèå â ñå÷åíèÿõ îáðàçöà ïëîñ-
êîñòÿìè, îðòîãîíàëüíûìè îñÿì x è y, ñîîòâåòñòâåííî; Lx, Ly � ðàçìåðû
îáðàçöà.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ñèëû Fx, Fy îñðåäíÿþòñÿ ïî ïðîìåæóòêó
âðåìåíè Tav è ïî âñåì ñå÷åíèÿì îáðàçöà â ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíè-
ÿõ. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ìàñøòàáíîãî ýôôåêòà [31] ïðè âû÷èñëåíèè íàïðÿæå-
íèé ðàçìåðû îáðàçöà â íàïðàâëåíèÿõ �çèãçàã� (x) è �êðåñëî� (y) â íåäå-
ôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì Lx =

√
3nxa,

Ly = 3nya/2, ãäå nx, ny � ÷èñëî ÷àñòèö â îäíîé ïîäðåøåòêå â íàïðàâëå-
íèÿõ x è y, ñîîòâåòñòâåííî. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ îïðåäåëÿþòñÿ
ìîäóëè óïðóãîñòè C11 è C12. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû

C11 =
σ

(2)
xx − σ(1)

xx

ε
(2)
xx − ε(1)

xx

, C12 =
σ

(2)
yy − σ(1)

yy

ε
(2)
xx − ε(1)

xx

, (5.47)

*Äëÿ ãðàôåíà âðåìÿ îñðåäíåíèÿ äîëæíî áûòü ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì â àíàëîãè÷íûõ

ýêñïåðèìåíòàõ ñ òðåõìåðíûìè êðèñòàëëàìè.
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ãäå σ(i)
xx, σ

(i)
yy , ε

(i)
xx, ε

(i)
yy � çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â i-ì ðàñ÷åòå.

Äëÿ óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïðîâîäèòñÿ
ñåðèÿ èç 40 ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíûõ íà-
÷àëüíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö. Â êàæäîì ýêñïåðèìåíòå îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷å-
íèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé. Çàòåì ïðîâîäèòñÿ îñðåäíåíèå ïî âñåìó àíñàìáëþ.
Çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóåìûõ â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå:

×èñëî ðàñ÷åòîâ N εx1 εx2 Tav/T0 ∆t/T0
40 10000 0,001 0,05 400 0,02

Çäåñü N � ïðèáëèçèòåëüíîå ÷èñëî ÷àñòèö; ∆t � øàã èíòåãðèðîâàíèÿ;

T0 = 2π
√
m/cA.

Äëÿ êàëèáðîâêè ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà, îïèñûâàþùèõ ïðî÷íîñòíûå
ñâîéñòâà ãðàôåíà, ïðîâîäèòñÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå îäíîîñíîãî íàãðóæåíèÿ. Â õîäå ìîäåëèðîâàíèÿ íà îáðàçåö ÷åðåç
ïðîìåæóòêè âðåìåíè Tav = 400T0, ãäå T0 = 2π

√
m/cA, íàêëàäûâàåò-

ñÿ îäíîðîäíàÿ àôèííàÿ äåôîðìàöèÿ ∆ε = 0,001. Ïðè ýòîì íàïðÿæåíèÿ
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (5.46), ïðîâîäèòñÿ îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè è
ïðîñòðàíñòâó (ïî ñå÷åíèÿì). Â äàííîì ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî â íàïðàâëåíèè íàãðóæåíèÿ. Äåôîð-
ìèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â íàïðàâëåíèÿõ �êðåñëî� è �çèãçàã�. Äëÿ êàæäîãî
íàïðàâëåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ñåðèÿ èç 20 ðàñ÷åòîâ. Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòè-
êè ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî êàëèáðîâêå ïàðàìåòðîâ
ïîòåíöèàëà (5.15), (5.24), îïèñûâàþùèõ ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà ãðàôåíà:

×èñëî ðàñ÷åòîâ N ∆ε Tav/T0 ∆t/T0
20 104 10−3 400 2 · 10−2

Â ðåçóëüòàòå ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ ïîòåíöèàëà (5.15):

B1 =−0,7899 íÍ·íì, B2 =400 Í/ì, B3 =−0,6882, B4 =0,1774,
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B5 =−0,4297 íÍ·íì, B6 =11,07 íÍ, B7 =0,1421, B8 =4,1260,

B9 =4,0689, B10 =0,2470, acut=0,2325 íì. (5.48)

Ïàðàìåòðû B7, acut, õàðàêòåðèçóþùèå äàëüíîäåéñòâèå ïîòåíöèàëà,
íàõîäèëè èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ϕA(acut) = 0, ϕ′A(acut) = 0.
Äàííûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ õà-
ðàêòåðèñòèê ñâÿçè:

D = 0,7899 íÍ·íì, a = 0,1430 íì, b = 0,1859 íì, k∗ = 3,1,

cA = 800 Í/ì, cD = 396 Í/ì, cB = cT = 0,3902 íÍ·íì. (5.49)

Ðèñ. 5.4. Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ãðàôåíà â íàïðàâëåíèÿõ
�çèãçàã� è �êðåñëî� ïðè òåìïåðàòóðå 300 K

Ïîëó÷åííàÿ â õîäå ìîäåëèðîâàíèÿ äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ è ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èç ðàáîòû [69] ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.4. Çíà÷å-
íèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ãðàôåíà, ïîëó÷åííûå â õîäå ìîäåëè-
ðîâàíèÿ, à òàêæå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà íà îñíîâå ìíîãî÷àñòè÷íîãî ïîòåí-
öèàëà AIREBO [96] è ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [48, 69] ïðèâåäåíû â
òàáë. 5.1.
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Òàáëèöà 5.1. Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôåíà: ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå
è ðåçóëüòàòû ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. ∗ Ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà
ãðàôåíà ñ÷èòàëèñü èçîòðîïíûìè [69]. ∗∗ Çíà÷åíèå èçãèáíîé æåñòêîñòè ðàññ÷èòûâà-
ëîñü â ðàáîòå [73] íà îñíîâå ïîòåíöèàëà Áðåííåðà 1-ãî ïîêîëåíèÿ.

Âåëè÷èíà Ïîòåíöèàë (5.15) Ïîòåíöèàë AIREBO [96] Ýêñïåðèìåíò
E, Í/ì 346,5 338 350 [48]

ν 0,171 0,21 0,17 [48]
σcr(�çèãçàã�), Í/ì 45,8 43 42∗ [69]
σcr(�êðåñëî�), Í/ì 42,6 34 42∗ [69]

εcr(�çèãçàã�) 0,196 0,20 0,25 [69]
εcr(�êðåñëî�) 0,186 0,13 0,25 [69]
KB, íÍ·íì 0,225 0,225∗∗ -
Ïîãðåøíîñòü ≤ 1% ≤ 5% ≤ 20%

Èç äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå, ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííûå â
íàñòîÿùåì ïîñîáèè çíà÷åíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ãðàôåíà õî-
ðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [48, 69] è ðåçóëüòàòà-
ìè ðàñ÷åòà íà îñíîâå ïîòåíöèàëà AIREBO [96]. Çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ìîäó-
ëåé íå áîëåå ÷åì íà 1 % îòëè÷àþòñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [48].
Ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñîâïàäàþò ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷å-
íèÿìè [69] ñ òî÷íîñòüþ, ðàâíîé ïîãðåøíîñòè ýêñïåðèìåíòà. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî â îòëè÷èå îò ïîòåíöèàëà AIREBO, ïîòåíöèàë (5.15), (5.24)
ïîçâîëÿåò â òî÷íîñòè óäîâëåòâîðèòü ýêñïåðèìåíòàëüíîìó çíà÷åíèþ êî-
ýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ ãðàôåíà [48]. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé
ïîòåíöèàë (5.15), (5.24) ïîçâîëÿåò â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè ýêñïåðèìåíòà
îïèñûâàòü âñå óïðóãèå è ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôåíà.

Îïðåäåëèì óïðóãèå è ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôåíà ïðè îò-
ñóòñòâèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ. Óïðóãèå ìîäóëè ðàññ÷èòûâàþòñÿ àíàëè-
òè÷åñêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (5.35) è çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñâÿ-
çè (5.49) (ñì. òàáë. 5.2). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê
ãðàôåíà ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ìîëåêóëÿðíî-
äèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ ãðàôåíîâîãî ëè-
ñòà. Äëÿ ýòîãî â õîäå ìîäåëèðîâàíèÿ íà îáðàçåö ÷åðåç ïðîìåæóòêè âðå-
ìåíè Tav = 200T0 íàêëàäûâàåòñÿ îäíîðîäíàÿ àôèííàÿ äåôîðìàöèÿ∆ε =

= 0,001. Íàïðÿæåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (5.46), ïðîâîäèòñÿ îñðåä-
íåíèå ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó. Ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
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èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî â íàïðàâëåíèè íàãðóæåíèÿ. Äåôîðìèðîâàíèå ïðî-
âîäèòñÿ â íàïðàâëåíèÿõ �êðåñëî� è �çèãçàã�. ×òîáû óñòðàíèòü âëèÿíèå
êîìïüþòåðíûõ îøèáîê íà ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, àòîìàì ñîîáùàþò-
ñÿ ìàëûå íà÷àëüíûå ñêîðîñòè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â øàðå ðàäè-
óñîì v∗ = 10−5vd, ãäå vd � ñêîðîñòü äèññîöèàöèè. Îñíîâíûå õàðàêòåðè-
ñòèêè ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ ïðî÷-
íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ãðàôåíà ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ:

N ∆ε Tav/T0 dt/T0 v∗/vd
3200 10−3 200 2 · 10−2 10−5

ÇäåñüN � ïðèáëèçèòåëüíîå ÷èñëî ÷àñòèö; ∆t�øàã èíòåãðèðîâàíèÿ;
vd =

√
2D/m � ñêîðîñòü äèññîöèàöèè.

Ðèñ. 5.5. Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ãðàôåíà â íàïðàâëåíèÿõ
�çèãçàã� è �êðåñëî� ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ

Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ãðàôåíà â íàïðàâëåíèÿõ �çèãçàã� è �êðåñ-
ëî� ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 5.5. Çíà÷å-
íèÿ ïðî÷íîñòè è êðèòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ãðàôåíà, ïîëó÷åííûå â õîäå
ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðèâåäåíû â òàáë. 5.2. Òàì æå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ [68, 72].
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Òàáëèöà 5.2. Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôåíà ïðè îòñóòñòâèè
òåïëîâîãî äâèæåíèÿ: ðåçóëüòàòû ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ è êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ

Âåëè÷èíà Ïîòåíöèàë (5.15) ab initio [68] ab initio [72]
E, Í/ì 367 351 345

ν 0,202 0,186 0,149
σcr(�çèãçàã�), Í/ì 51,5 40,4 �
σcr(�êðåñëî�), Í/ì 45,7 36,7 �

εcr(�çèãçàã�) 0,294 0,266 �
εcr(�êðåñëî�) 0,233 0,194 �

Èç ñðàâíåíèÿ äàííûõ, ïðèâåäåííûõ â òàáë. 5.1, 5.2, ñëåäóåò, ÷òî óïðó-
ãèå è ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôåíà óáûâàþò ñ ïîâûøåíèåì òåì-
ïåðàòóðû, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ áîëüøèíñòâà êðèñòàëëîâ [14]. Èç äàííûõ,
ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 5.5, òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî
äâèæåíèÿ àíèçîòðîïèÿ ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ ãðàôåíà íàìíîãî áîëåå âû-
ðàæåíà, ÷åì ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ. Ê ñîæàëåíèþ, ïîäòâåðäèòü èëè
îïðîâåðãíóòü ýòîò ýôôåêò íà äàííûé ìîìåíò íåëüçÿ, òàê êàê â ëèòåðàòó-
ðå îòñóòñòâóþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì
ãðàôåíà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ òàêæå âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî, òàê êàê ðåçóëüòà-
òû, ïðèâîäèìûå â ëèòåðàòóðå, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ (ñì. íàïðèìåð,
çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, ïðèâåäåííûå â òàáë. 5.2).

5.6. Âûâîäû

Â ãëàâå ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå èäåè, ïîçâîëÿþùèå êîíñòðóèðî-
âàòü íåëèíåéíûå ïàðíûå ìîìåíòíûå ïîòåíöèàëû äëÿ îïèñàíèÿ ìåõà-
íè÷åñêèõ ñâîéñòâ òâåðäûõ òåë, ñîñòîÿùèõ èç ÷àñòèö ñ âðàùàòåëüíûìè
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ñèëû è ìîìåí-
òû ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Ïîêàçà-
íî, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ àíàëîãà òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ ìîìåí-
òîâ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ óäîâëå-
òâîðÿëà ïðèíöèïó ìàòåðèàëüíîé îáúåêòèâíîñòè. Äëÿ äåìîíñòðàöèè âîç-
ìîæíîñòåé èçëîæåííîãî ïîäõîäà ïîñòðîåí ïîòåíöèàë äëÿ ìîäåëèðîâà-
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íèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ óãëåðîäíûõ ñòðóêòóð ñ sp2-ãèáðè-
äèçàöèåé. Ïîëó÷åíû ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ïà-
ðàìåòðû ïîòåíöèàëà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ìåæàòîìíîé ñâÿçè. Ïîêàçàíî,
÷òî ïîäáîðîì ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà ìîæíî òî÷íî óäîâëåòâîðèòü ñëåäó-
þùèì ïàðàìåòðàì ìåæàòîìíîé ñâÿçè: ýíåðãèè ñâÿçè, ïðîäîëüíîé, ïîïå-
ðå÷íîé, èçãèáíîé è êðóòèëüíîé æåñòêîñòÿì ñâÿçè, êðèòè÷åñêîé äåôîð-
ìàöèè è ïðî÷íîñòè ñâÿçè. Îïèñàíà ïðîöåäóðà êàëèáðîâêè ïàðàìåòðîâ
ïîòåíöèàëà íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ãðàôåíà. Ïðîâåäå-
íî ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðó-
øåíèÿ ãðàôåíà ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ è ïðè íîðìàëüíûõ
óñëîâèÿõ. Ïîñòðîåíà äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ ãðàôåíà â íàïðàâëå-
íèÿõ �çèãçàã� è �êðåñëî�. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîòåíöèàë ïîç-
âîëÿåò îïèñàòü âñå óïðóãèå è ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôåíà ñ
òî÷íîñòüþ, ðàâíîé ïîãðåøíîñòè èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.



Ãëàâà 6

Óïðóãèå ñâîéñòâà ãðàôèòà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ðåøåòêè α-ãðàôèòà ïðè ó÷åòå ìîìåíòíîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðèâîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåíçîðà

æåñòêîñòè ðåøåòêè â ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê áåçìî-

ìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè è ïîêàçàíî, ÷òî ìàêðîñêîïè÷åñêèå óïðóãèå ìîäóëè áåçìî-

ìåíòíîé òåîðèè çàâèñÿò êàê îò ñèëîâûõ, òàê è îò ìîìåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê ìåæ-

àòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ìèêðîïàðàìåòðîâ ðå-

øåòêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

6.1. Îïèñàíèå ìîäåëè ðåøåòêè α-ãðàôèòà

ïðè ìîìåíòíîì âçàèìîäåéñòâèè

α-Ãðàôèò � îäíà èç àëëîòðîïíûõ ôîðì óãëåðîäà, ìèíåðàë ñî ñëîè-
ñòîé ñòðóêòóðîé. Ñëîåì ãðàôèòà ÿâëÿåòñÿ ãðàôåí � ïëîñêèé êðèñòàëë,
àòîìû êîòîðîãî â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ðàñïîëîæåíû â âåðøè-
íàõ ïðàâèëüíûõ øåñòèóãîëüíèêîâ. Êàæäûé àòîì óãëåðîäà â ñëîå ãðà-
ôåíà êîâàëåíòíî ñâÿçàí ñ òðåìÿ äðóãèìè îêðóæàþùèìè åãî àòîìàìè
óãëåðîäà. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñëîÿìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñèëàìè Âàí-
äåð-Âààëüñà. Ó α-ãðàôèòà ïîëîâèíà àòîìîâ êàæäîãî ñëîÿ ðàñïîëàãàåòñÿ
íàä è ïîä öåíòðàìè øåñòèóãîëüíèêîâ ñîñåäíèõ ñëîåâ. Ðåøåòêà α-ãðàôèòà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ ÷åòûðåõàòîìíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåò-
êó, ò. å. åå ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò 4 àòîìà. Äàëåå, åñëè ýòî ñïåöè-
àëüíî íå îãîâîðåíî, ïîä ãðàôèòîì áóäåì ïîíèìàòü α-ãðàôèò. Ðàññìîòðèì
ìîäåëü ðåøåòêè ãðàôèòà (ðèñ. 6.1).
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Ðèñ. 6.1. Ìîäåëü ðåøåòêè ãðàôèòà

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àòîìû âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî ñ áëèæàéøèìè ñî-
ñåäÿìè. Äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ðåøåòêè ãðàôèòà èñïîëüçóåì ìî-
äåëü ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè [23]. Ñëåäñòâèå ìî-
ìåíòíîãî ïîäõîäà � íàëè÷èå ïîïåðå÷íûõ æåñòêîñòåé cD è sD. Âçàèìî-
äåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè, ðàñïîëîæåííûìè â îäíîé ïëîñêîñòè, ìîäåëè-
ðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòåðæíåé ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè cA è
cD, ñîîòâåòñòâåííî. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ìîäåëèðóåòñÿ
ñòåðæíÿìè ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè sA è sD. Ïðè÷åì âçàè-
ìîäåéñòâóþò òîëüêî òå àòîìû, êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî
äðóã íàä äðóãîì.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó, êîòîðóþ íàçîâåì èñ-
õîäíîé. Íà ðèñ. 6.1 îíà îãðàíè÷åíà øòðèõîâûìè ëèíèÿìè è ïðåäñòàâëå-
íà â âèäå ïðÿìîé ïðèçìû, îñíîâàíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðîìáû. Ýëå-
ìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè ãðàôèòà ñîäåðæèò ÷åòûðå àòîìà. Ïðîíóìå-
ðóåì âñå ÿ÷åéêè, â êîòîðûõ åñòü àòîìû, âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ àòîìàìè
èñõîäíîé ÿ÷åéêè. Èñõîäíîé ÿ÷åéêå ïðèñâîèì íîìåð α = 0, îñòàëüíûì
α = ±1, α = ±2, α = ±3, òàê êàê òàêèõ ÿ÷ååê â äàííîì ñëó÷àå øåñòü.
Ïðè ýòîì íóìåðàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ òàê, ÷òîáû ÿ÷åéêè, ðàñïîëîæåííûå
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé, èìåëè èíäåêñû, ïðîòèâîïîëîæíûå
ïî çíàêó. ×àñòèöû, âõîäÿùèå â êàæäóþ ÿ÷åéêó, ïðîíóìåðóåì èíäåêñàìè
îò 1 äî 4. Àòîìû êàæäîãî òèïà íà ðèñ. 6.1 îáîçíà÷åíû ðàçíûìè ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè ôèãóðàìè.
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Îáîçíà÷èì aγαβ � ðàäèóñ-âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå ÷àñòèöû
β ÿ÷åéêè α îòíîñèòåëüíî ÷àñòèöû γ èñõîäíîé ÿ÷åéêè; nγαβ � îðò, ñîîò-
âåòñòâóþùèé âåêòîðó aγαβ.

Âïèøåì áàçèñ òàê, ÷òîáû îðò k áûë ïåðïåíäèêóëÿðåí ãðàôåíîâûì
ïëîñêîñòÿì, à îðò j áûë êîëëèíåàðåí ëèíèè ñâÿçè ìåæäó àòîìàìè â ïëîñ-
êîñòè. Òîãäà îðòû, çàäàþùèå íàïðàâëåíèÿ ñâÿçåé â ïëîñêîñòè ìåæäó
àòîìàìè ïåðâîãî òèïà èñõîäíîé ÿ÷åéêè è àòîìàìè âòîðîãî òèïà, ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

n1
02 =

1

2
(−
√

3i+j)
def

= n1, n1
12 = −j

def

= n2, n1
22 =

1

2
(
√

3i+j)
def

= n3. (6.1)

Îðòû, çàäàþùèå íàïðàâëåíèÿ ñâÿçåé àòîìîâ âòîðîãî òèïà èñõîäíîé
ÿ÷åéêè ñ àòîìàìè òðåòüåãî òèïà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè, ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû â âèäå

n2
03 = k, n2

−33 = −k. (6.2)

Â ñèëó ãåîìåòðèè ðåøåòêè è ñâîéñòâà ðàäèóñ-âåêòîðîâ aγ−αβ = −aβαγ
âñå îñòàâøèåñÿ îðòû íàïðàâëåíèé ñâÿçåé áóäóò êîëëèíåàðíû ââåäåííûì
ðàíåå îðòàì n1, n2, n3, k, à çíà÷èò, è âûðàæåíû ÷åðåç íèõ.

Â ðàáîòå [23] áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ìàêðîñêîïè-
÷åñêîãî òåíçîðà æåñòêîñòè ñëîæíîé ðåøåòêè:

4

A =
4

A∗ +
4

A
′
, (6.3)

ãäå

4

A∗ =
1

2V0

∑
α,β,γ

aγαβA
γ
αβa

γ
αβ,

4

A
′
=
∑
β,γ

3

Aγ
β ·
[

3

Uβ −
3

Uγ

]T
. (6.4)

Çäåñü 4A, 4A∗, 4A
′
, 3Aγ

αβ, A
γ
αβ � òåíçîðû æåñòêîñòè; 3Uγ � òåíçîðû

íåâÿçêè; aγαβ � âåêòîðû íàïðàâëåíèÿ ñâÿçè; V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé
ÿ÷åéêè ðåøåòêè. Òåíçîðû íåâÿçêè 3Uγ îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû ÷åòûðåõ óðàâíåíèé:

3

Aγ +
∑
β

[
3

Uβ −
3

Uγ

]
·Aγ

β = 0. (6.5)
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Ïðîìåæóòî÷íûå òåíçîðû æåñòêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

3

Aγ =
∑
β

3

Aγ
β,

3

Aγ
β =

1

2V0

∑
α

aγαβA
γ
αβ, Aγ

β =
1

2V0

∑
α

Aγ
αβ. (6.6)

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.5) îòíîñèòåëüíî òåíçîðîâ íåâÿçêè 3Uγ

ñ ó÷åòîì ãåîìåòðèè ðåøåòêè ãðàôèòà, ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ òåíçîðà
æåñòêîñòè 4A

′
:

4

A
′
= −4

3

A2
1 · (A1

2)
−T · ( 3

A2
1)
T . (6.7)

Òåíçîð æåñòêîñòè 4A∗ äëÿ óäîáñòâà ïðåäñòàâèì â âèäå

4

A∗ =
1

2V0

∑
α,β,γ

4

Aγ
αβ,

4

Aγ
αβ = aγαβA

γ
αβa

γ
αβ. (6.8)

Òîãäà ñ ó÷åòîì ãåîìåòðèè ðåøåòêè ãðàôèòà òåíçîð æåñòêîñòè 4A∗

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

4

A∗ = 4
∑
α

4

A1
α2 + 2

∑
β

4

A2
β3, α = 0, 1, 2; β = 0, 3. (6.9)

Òåíçîðû æåñòêîñòè ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé [29] â îáùåì âèäå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê

Aγ
αβ = cAnγαβn

γ
αβ + cD(E− nγαβn

γ
αβ). (6.10)

Ñ ó÷åòîì ãåîìåòðèè ðåøåòêè ãðàôèòà è ââåäåííûõ ðàíåå îáîçíà÷åíèé
äëÿ îðòîâ nγαβ çàïèøåì òåíçîðû æåñòêîñòè ìåæàòîìíûõ âçàèìîäåéñòâèé
äëÿ ñâÿçåé â ïëîñêîñòè:

Aα = cAnαnα + cD(E− nαnα), α = 1, 2, 3, (6.11)

äëÿ ñâÿçåé ìåæäó ïëîñêîñòÿìè:

Aβ = sAkk + sD(E− kk), β = 4, 5. (6.12)

Ïîäñòàâèâ òåíçîðû æåñòêîñòè (6.11) è (6.12), à òàêæå îðòû íàïðàâ-
ëåíèé ñâÿçåé (6.1), (6.2) â ôîðìóëû äëÿ òåíçîðîâ æåñòêîñòè 4-ãî ðàíãà
(6.7) è (6.9), ïîëó÷àåì ìàêðîñêîïè÷åñêèé òåíçîð æåñòêîñòè 4A ñðåäû â
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ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Â ðàìêàõ áåçìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè
íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ïåðåñ÷åò òåíçîðà æåñòêîñòè 4A ïî ôîðìóëå

4

C =
4

A− 4

A× ·
(

4

×A×

)−1

· 4

×A, (6.13)

ãäå 4C � òåíçîð æåñòêîñòè ñðåäû â áåçìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè.
Ñèìâîë × îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâåííûå êðàéíèå âåêòîðû äàííîãî òåí-
çîðà óìíîæàþòñÿ âåêòîðíî äðóã íà äðóãà:

(abcd)× = abc× d, ×(abcd) = a× bcd, ×(abcd)× = a× bc× d.

(6.14)
Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (6.13) âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà 4A, ïîëó÷èì âû-

ðàæåíèå äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè ãðàôèòà â áåçìîìåíòíîé òåîðèè óïðó-
ãîñòè. Âûðàçèì êîîðäèíàòû òåíçîðà 4C ÷åðåç êîîðäèíàòû òåíçîðà 4A:

C1111 = A1111, C1122 = A1122, C3333 = A3333, (6.15)

C1212 =
1

4
(A1212 + A1221 + A2112 + A2121), C1313 =

A1331A3113

A1331 + A3113
.

Ïàðàì èíäåêñîâ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îäèí èíäåêñ. Òîãäà êîîðäè-
íàòû òåíçîðà 4C ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

C1111
def

= C11, C1122
def

= C12, C3333
def

= C33, C1313
def

= C55, C1212
def

= C66.

(6.16)
Îïðåäåëèì êîîðäèíàòû C11, C12, C33, C55, C66 òåíçîðà

4C. Ýòî è åñòü
óïðóãèå ìîäóëè ãðàôèòà, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìèêðîïàðàìåòðû
ðåøåòêè:

C11 =
3a2

2V0

cA(cA + 3cD)

cA + cD
, C12 =

3a2

2V0

cA(cA − cD)

cA + cD
, C33 =

2h2

V0
sA,

C66 = 3
a2

V0

cAcD
cA + cD

, C55 = 12
a2h2

V0

cDsD
3a2cD + 4h2sD

, (6.17)

ãäå cA, cD, sA, sD � æåñòêîñòè ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ; V0 � îáú-
åì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ðåøåòêè; a, h � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè
àòîìàìè â îäíîé ïëîñêîñòè è â ñìåæíûõ ïëîñêîñòÿõ. Âèäèì, ÷òî óïðóãèé
ìîäóëü C66 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìîäóëåé C11 è C12:

C66 =
1

2
(C11 − C12). (6.18)
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Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ðåøåòêè ãðàôèòà íå ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ìîäóëÿ C13, êîòîðûé îòâå÷àåò çà èçìåíåíèå
ðàçìåðîâ ãðàôèòà â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ñëîÿì ãðàôåíà, ïðè ðàñòÿ-
æåíèè (ñæàòèè) ãðàôèòà â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ãðàôåíîâûì
ñëîÿì. Èç ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî óïðóãèå ìîäóëè ãðàôèòà C11, C12, C66 çà-
âèñÿò òîëüêî îò æåñòêîñòåé cA è cD, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò âçàèìîäåé-
ñòâèå àòîìîâ, ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óïðóãèõ
ìîäóëåé ãðàôåíà, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå [29], âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Cgraphene
11 = hCgraphite

11 , Cgraphene
12 = hCgraphite

12 , Cgraphene
66 = hCgraphite

66 .

(6.19)

Ðàññòîÿíèå h ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó
äâóìåðíûìè è òðåõìåðíûìè ìîäóëÿìè óïðóãîñòè. Òàêèì îáðàçîì, óïðó-
ãèå ìîäóëè ãðàôåíà îòäåëÿþòñÿ îò ìîäóëåé ãðàôèòà.

6.2. Âû÷èñëåíèå ìèêðîïàðàìåòðîâ

ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

Äîëãîå âðåìÿ êîýôôèöèåíòû óïðóãîñòè ìîíîêðèñòàëëîâ ãðàôèòà,
êîòîðûå îáû÷íî èìåþò î÷åíü ìàëûå ðàçìåðû, îïðåäåëÿëèñü òîëüêî êîñ-
âåííî [12]. Íàèëó÷øèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ óïðó-
ãîñòè ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ ãðàôèòà (α-ãðàôèòà) áûëè îñíîâàíû
íà äîâîëüíî êîñâåííûõ äàííûõ äëÿ àíñàìáëÿ êðèñòàëëèêîâ ïèðîëèòè÷å-
ñêîãî ãðàôèòà, èìåþùèõ áëèçêèå îðèåíòàöèè âäîëü îñè c è áîëüøîé ðàç-
áðîñ îðèåíòàöèé â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ýòè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå äàííûå èç ðàáîò [48, 90] äîëãî îñòàâàëèñü íàèëó÷øèìè äàííûìè
ïî óïðóãîñòè ãåêñàãîíàëüíîãî ãðàôèòà. Ïÿòü êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè
áûëè îïðåäåëåíû ðàçíîîáðàçíûìè ìåòîäàìè ìåõàíè÷åñêèõ èñïûòàíèé
(ñòàòè÷åñêèìè èñïûòàíèÿìè ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ è ñäâèãà, àíàëèçîì ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ óëüòðàçâóêà è ðåçîíàíñíûõ âèáðàöèé, èçãèáà è êðó÷åíèÿ
ñòåðæíåé è äèñêîâ). Áûëî íàéäåíî:

C11 = 1060 ÃÏà, C12 = 180 ÃÏà, C33 = 36,5 ÃÏà, C55 = 4 ÃÏà. (6.20)



6.2. Âû÷èñëåíèå ìèêðîïàðàìåòðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ 109

Íàèìåíåå òî÷íî áûë îïðåäåëåí êîýôôèöèåíò C55, ÷óâñòâèòåëüíûé ê
óðîâíþ äåôåêòíîñòè êðèñòàëëîâ [90]. Ëèøü â 2007 ãîäó ïîëó÷åíû áîëåå
òî÷íûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ ìîíîêðèñòàëëîâ ãåêñàãîíàëüíîãî
ãðàôèòà ñ ïîìîùüþ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé [49]:

C11 = 1109 ÃÏà, C12 = 139 ÃÏà, C33 = 38,7 ÃÏà, C55 = 4,95 ÃÏà.
(6.21)

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè äàííûìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìèêðîïàðàìåòðîâ ðå-
øåòêè ãðàôèòà. Âíóòðåííèå æåñòêîñòè îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
óïðóãèå êîíñòàíòû ãðàôèòà:

cA =
V0

3a2
(C11 + C12), cD =

V0

3a2

C2
11 − C2

12

C11 + 3C12
,

sA =
V0

2h2
C33, sD =

V0

4h2
C55

C2
11 − C2

12

C2
11 − C2

12 − C55(C11 + 3C12)
.

(6.22)

Ïîäñòàâëÿåì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé â ôîðìóëû (6.22)
è íàõîäèì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ æåñòêîñòåé ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ:

cA = 736 Í/ì, cD = 468 Í/ì, sA = 5,8 Í/ì, sD = 0,373 Í/ì. (6.23)

Òàê êàê âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ãðàôåíîâûìè ñëîÿìè îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ ñèëàìè Âàí-äåð-Âààëüñà, òî ñâÿçè ìåæäó ãðàôåíîâûìè ïëîñêîñòÿìè
ìíîãî ñëàáåå ñâÿçåé ìåæäó àòîìàìè óãëåðîäà â ìîíîñëîå ãðàôåíà. Ýòî
ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ñòîëü íåçíà÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé æåñòêîñòåé sA è sD
ïî ñðàâíåíèþ ñ æåñòêîñòÿìè cA è cD.

Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì äëÿ óïðóãèõ ìîäóëåé ãðàôåíà [29]

C11 =

√
3

6

cA(cA + 3cD)

cA + cD
, C12 =

√
3

6

cA(cA − cD)

cA + cD
, C66 =

√
3

3

cAcD
cA + cD
(6.24)

è ôîðìóëàì (6.19), ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ æåñòêîñòåé
ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé cA è cD äëÿ ðåøåòîê ãðàôèòà è ãðàôåíà ðàâíû ìåæ-
äó ñîáîé. Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì (6.23), îòíîøåíèå ïîïåðå÷íîé
æåñòêîñòè ê ïðîäîëüíîé äëÿ ñâÿçè àòîìîâ â îäíîé ïëîñêîñòè ðàâíî

cD
cA

= 0,64, (6.25)
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à äëÿ ñâÿçè àòîìîâ â ñìåæíûõ ïëîñêîñòÿõ ðàâíî

sD
sA

= 0,064. (6.26)

Òàêèì îáðàçîì, ïîïåðå÷íàÿ æåñòêîñòü êîâàëåíòíîé ñâÿçè àòîìîâ óã-
ëåðîäà â ñëîå ãðàôåíà ñðàâíèìà ñ ïðîäîëüíîé æåñòêîñòüþ, è ó÷åò åå
íåîáõîäèì äëÿ ðàñ÷åòà óïðóãèõ ñâîéñòâ êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëîâ.

6.3. Âûâîäû

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíà ìîäåëü êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ãðà-
ôèòà ïðè ó÷åòå ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Àíàëèòè-
÷åñêè áûëà ðåøåíà ñèñòåìà ÷åòûðåõ òåíçîðíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÷åòûðåõ-
àòîìíîé ðåøåòêè ãðàôèòà. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ìàêðîïàðàìåòðàìè
C11, C12, C33, C66 è ìèêðîïàðàìåòðàìè cA, cD, sA, sD êðèñòàëëè÷åñêîé ðå-
øåòêè ãðàôèòà â áåçìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî óïðóãèå
ìîäóëè ãðàôåíà îòäåëÿþòñÿ îò ìîäóëåé ãðàôèòà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ ãðàôèòà ïîëó÷åíû
÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ æåñòêîñòåé ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Óñòà-
íîâëåíî, ÷òî ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ æåñòêîñòåé ñâÿçè cA è cD äëÿ ãðàôèòà
è ãðàôåíà ñîâïàäàþò. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî æåñòêîñòè
ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé â ïëîñêîñòè ãðàôåíà íàìíîãî áîëüøå, ÷åì æåñòêîñòè
ñâÿçåé â ñìåæíûõ ïëîñêîñòÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè
êîâàëåíòíîé ñâÿçè íåîáõîäèì äëÿ ðàñ÷åòà óïðóãèõ ñâîéñòâ êîâàëåíòíûõ
êðèñòàëëîâ.



×àñòü III

Àëìàç, ëîíñäåéëèò è ñôàëåðèòû:

ìîìåíòíîå îïèñàíèå





Ãëàâà 7

Êðèñòàëëû ñî ñòðóêòóðîé àëìàçà

è ñôàëåðèòà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóõàòîìíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè

ïðè ó÷åòå ñèëîâîãî è ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâà-

þùèå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìîäóëè óïðóãîñòè ñ ìèêðîïàðàìåòðàìè ïðîäîëüíîé è ïîïå-

ðå÷íîé æåñòêîñòè ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé. Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ðàññìîòðåíû

êðèñòàëëû ñ ðåøåòêàìè àëìàçà è ñôàëåðèòà. Ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü îáëàäàåò çíà÷è-

òåëüíîé óíèâåðñàëüíîñòüþ, ïîçâîëÿÿ äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàòü óïðóãèå ñâîéñòâà

áîëüøîãî êëàññà êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëîâ.

7.1. Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ

Â äàííîé ãëàâå èñïîëüçóþòñÿ è ðàçâèâàþòñÿ ïîäõîäû, èçëîæåííûå
â [23], ãäå ïîëó÷åíû ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ ìíîãîàòîìíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê ñ ó÷åòîì ìîìåíò-
íûõ ñîîòíîøåíèé íà ìèêðîóðîâíå. Ðàçðàáàòûâàåìûå ïîäõîäû ïðèìåíÿ-
þòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ êðèñòàëëîâ, èìåþùèõ ñòðóêòóðó àë-
ìàçà (êðèñòàëëû àëìàçà, êðåìíèÿ, ãåðìàíèÿ, îëîâà). Ðàññìàòðèâàåòñÿ
ëèíåéíîå óïðóãîå äåôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû. Êàæäàÿ ÷àñòèöà ñ÷èòàåòñÿ
âçàèìîäåéñòâóþùåé ëèøü ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ñîñåäåé � ýòî ïîçâî-
ëÿåò ïðè ïåðåõîäå ê ìàêðîñêîïè÷åñêîìó ìàñøòàáíîìó óðîâíþ ïîëó÷èòü
ëîêàëüíóþ òåîðèþ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè èñïîëü-
çóåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèé ïîäõîä � ñâÿçü ìèêðî- è ìàêðîïàðàìåòðîâ ïîëó-
÷àåòñÿ èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé äëÿ ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ. Äàííûé
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ïîäõîä ïîçâîëÿåò áîëåå ïðîñòî, ÷åì â [23], ïîëó÷èòü òðåáóåìûå ñîîòíîøå-
íèÿ, îñîáåííî â ñëó÷àå ìîìåíòíîãî è ìíîãî÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèé.
Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèå óïðóãèå ìîäóëè ñ ïàðàìåòðàìè ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè
ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé. Ïîêàçàíî, ÷òî äàííûå ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü ñ
óñïåõîì ïðèìåíåíû ê îïèñàíèþ ñîåäèíåíèé, èìåþùèõ êðèñòàëëè÷åñêóþ
ðåøåòêó ñôàëåðèòà, ò. å. àíàëîãè÷íóþ àëìàçó, íî èìåþùóþ â óçëàõ àòî-
ìû äâóõ òèïîâ.

7.2. Òåíçîð æåñòêîñòè äâóõàòîìíîé ðåøåòêè

Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå òåíçîð æåñòêîñòè äâóõàòîìíîé
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ïðè ó÷åòå ñèëîâîãî è ìîìåíòíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ. Ðàññìîòðèì ñëîæíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó, ýëåìåíòàðíàÿ
ÿ÷åéêà êîòîðîé ñîäåðæèò äâà àòîìà. Óñëîâíî íàçîâåì èõ àòîìàìè ïåð-
âîãî è âòîðîãî òèïà, ñîîòâåòñòâåííî. Àòîìû êàæäîãî òèïà îáðàçóþò ïðî-
ñòóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó, ïðè÷åì ýòè ðåøåòêè êîíãðóýíòíû. Âû-
áåðåì îäèí èç àòîìîâ ïåðâîãî òèïà è íàçîâåì åãî îòñ÷åòíûì. Ïðîíó-
ìåðóåì àòîìû, ñ êîòîðûìè âçàèìîäåéñòâóåò îòñ÷åòíûé, èíäåêñàìè α.
Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà îòñ÷åòíûé àòîì, ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

W =
1

2V0

∑
α

Πα, (7.1)

ãäå Πα � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ îòñ÷åòíîãî àòîìà ñ àòîìîì α. Ìíî-
æèòåëü 1/2 âîçíèê â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïîòåíöèàë Πα îïèñûâàåò âçàèìî-
äåéñòâèå äâóõ àòîìîâ. Ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó
ðåøåòêè, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

W
def

=
2

V0
Π =

1

V0

∑
α

Πα, (7.2)

ãäå V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè íåäåôîðìèðîâàííîé ðåøåòêè; ìíî-
æèòåëü 2 òðåáóåòñÿ, òàê êàê ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò äâà àòîìà
(ýíåðãèè, ïðèõîäÿùèåñÿ íà êàæäûé èç àòîìîâ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ðàâ-
íû â ñèëó ñèììåòðèè ðåøåòêè).
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Âåêòîðû, íàïðàâëåííûå èç îòñ÷åòíîãî àòîìà â àòîì α äëÿ íåäåôîð-
ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà, îáîçíà÷èì aα. Àòîìû ðåøåòêè áóäåì
ìîäåëèðîâàòü òâåðäûìè òåëàìè, âåêòîðû ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòà êî-
òîðûõ ïî îòíîøåíèþ ê èõ ïîëîæåíèþ â íåäåôîðìèðîâàííîì êðèñòàëëå
îáîçíà÷èì uα è ϕα; âåêòîðû ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòà îòñ÷åòíîãî àòîìà
îáîçíà÷èì u è ϕ. Òîãäà ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå [23]

Πα = 1

2
εα ·Aα ·εα + εα ·Bα ·κα + 1

2
κα ·Gα ·κα, (7.3)

ãäå εα è κα � âåêòîðû äåôîðìàöèè ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé,

εα
def

= uα − u + 1

2
aα×(ϕα +ϕ), κα

def

= ϕα −ϕ; (7.4)

Aα, Bα è Gα � òåíçîðû æåñòêîñòè ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé (2-ãî ðàíãà).

Â ïðåäñòàâëåíèè (7.3) îòñóòñòâóþò ëèíåéíûå ïî äåôîðìàöèÿì ñëà-
ãàåìûå, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå íà÷àëüíûõ óñèëèé â ñâÿçÿõ (â ðàâíî-
âåñíîì ñîñòîÿíèè êðèñòàëëà ñâÿçè ÿâëÿþòñÿ íåíàïðÿæåííûìè). Èñïîëü-
çîâàíèå äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ îïðàâäàíî, òàê êàê â ðåàëüíîñòè â ñèëó
áûñòðîãî óáûâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íà÷àëüíûå óñèëèÿ â ñâÿçÿõ ìàëû.
Ó÷åò æå èõ ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó óñëîæíåíèþ ôîðìóë è ê íåîáõîäèìî-
ñòè ïðèâëå÷åíèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè.

Ìàêðîñêîïè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå óäåëüíîé (ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäè-
íèöó îáúåìà) ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ ìîìåíòíîé ñðåäû ïðè ìàëûõ äå-
ôîðìàöèÿõ èìååò âèä [23]

W = 1

2
ε·· 4A·· ε+ ε·· 4B··κ+ 1

2
κ·· 4G··κ. (7.5)

Çäåñü ε è κ � ìàêðîñêîïè÷åñêèå òåíçîðû äåôîðìàöèè

ε
def

= ∇u + E×ϕ, κ
def

= ∇ϕ, (7.6)

ãäå u è ϕ � âåêòîðû ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòà ýëåìåíòà ñðåäû; ∇ � âåê-
òîðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð; 4A, 4B è 4G � òåíçîðû æåñòêîñòè
ñðåäû (4-ãî ðàíãà).
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Ïðè îäíîðîäíîì* äåôîðìèðîâàíèè ðåøåòêè ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ

uα = u + aα ·∇u + ναζ, ϕα = ϕ+ aα ·∇ϕ+ ναψ, (7.7)

ãäå ζ è ψ � âåêòîðû òðàíñëÿöèîííîé è óãëîâîé íåâÿçîê, îïèñûâàþ-
ùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, ñìåùåíèÿ è ïîâîðîòû ÷àñòèö îäíîé ïîäðåøåòêè ïî
îòíîøåíèþ ê ÷àñòèöàì äðóãîé ïîäðåøåòêè; να � êîýôôèöèåíò, ïðèíè-
ìàþùèé çíà÷åíèå 0 äëÿ àòîìîâ ïåðâîãî òèïà è çíà÷åíèå 1 äëÿ àòîìîâ
âòîðîãî òèïà. Ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâëåíèé (7.7) â âûðàæåíèÿ (7.4) ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷èòü ñâÿçü âåêòîðîâ äåôîðìàöèè ñâÿçåé è òåíçîðîâ äåôîð-
ìàöèè ñðåäû:

εα = aα ·ε+ ναζ − 1

2
aα ·κ×aα + 1

2
ναaα×ψ, κα = aα ·κ+ ναψ. (7.8)

Íà ìàêðîóðîâíå, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî áåçìîìåíòíîãî îïèñàíèÿ
äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïåðåõîä ê áåçìîìåíòíîé
òåîðèè. Äëÿ ýòîãî îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äåôîðìèðîâàíèÿ, ïðè êî-
òîðîì ïåðâûé òåíçîð äåôîðìàöèè îñòàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Òîãäà, èñ-
ïîëüçóÿ (7.6), ïîëó÷àåì

ε = εS ⇐⇒ (∇u)A + E×ϕ = 0 ⇐⇒ ϕ = 1

2
∇×u. (7.9)

Ãåîìåòðè÷åñêè äàííîå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî âñå ÷àñòèöû ïîâî-
ðà÷èâàþòñÿ âìåñòå ñî ñðåäîé. Äëÿ âòîðîãî òåíçîðà äåôîðìàöèè ïîëó÷à-
åì

κ = ∇ϕ = 1

2
∇∇×u, (7.10)

à ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îäíîðîäíîì äåôîðìèðîâàíèè äàííûé òåíçîð òîæ-
äåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íîëü. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî â íîëü îáðàùà-
åòñÿ óãëîâàÿ íåâÿçêà ψ. Òîãäà ôîðìóëû (7.2), (7.3), (7.8) äàþò

W =
1

2V0

∑
α

εα ·Aα ·εα, εα = aα ·ε+ ναζ; (7.11)

*Ïîä îäíîðîäíûì áóäåì ïîíèìàòü äåôîðìèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì ïåðåìåùåíèÿ è ïîâî-

ðîòû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò.
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îòêóäà ïîëó÷àåì

W = 1

2
ε·· 4C∗ ·· ε+ ε·· 3C·ζ + 1

2
ζ ·2C·ζ, (7.12)

ãäå

4C∗ =
1

V0

∑
α

(aαAαaα)S , 3C =
1

V0

∑
α

να (aαAα)S , 2C =
1

V0

∑
α

ναAα.

(7.13)
Çäåñü ñèììåòðèçàöèÿ âåäåòñÿ ïî òåì âåêòîðàì, íà êîòîðûå â ôîð-

ìóëå (7.12) óìíîæàåòñÿ ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ε. Íåâÿçêà íàõîäèòñÿ èç
óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëà ïðè çàäàííîì òåíçîðå ε:

∂W

∂ζ
= 0 ⇒ ζ = −ε·· 3C·2C−1 = −2(C−1)·3CT ·· ε, (7.14)

ãäå
3CT def

=
1

V0

∑
α

να (Aαaα)S ,

ïðè÷åì ñèììåòðèçàöèÿ âåäåòñÿ ïî ïðàâûì äâóì èíäåêñàì. Ïîäñòàíîâêà
ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ζ â ôîðìóëó (7.12) äàåò

W = 1

2
ε·· 4C·· ε, 4C

def

= 4C∗ − 3C·2C−1 ·3CT . (7.15)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè â ìàê-
ðîñêîïè÷åñêîé áåçìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

Áóäåì ñ÷èòàòü òåíçîðû æåñòêîñòè ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
àòîìàìè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè, ïðè ýòîì äëÿ óïðîùåíèÿ îãðà-
íè÷èìñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ñ àòîìàìè ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû.
Òîãäà òåíçîðû æåñòêîñòè ñâÿçåé ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

Aα = cA nαnα + cD (E− nαnα) , nα =
1

a
aα, a = |aα|, (7.16)

ãäå cA è cD � ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ æåñòêîñòè ñâÿçåé. Ïîäñòàíîâêà
ýòîãî âûðàæåíèÿ â (7.13) äàåò

4C∗ =
a2

V0

∑
α

(
(cA − cD)nαnαnαnα + cD nαE nα

)S
,

3C =
a

V0
(cA − cD)

∑
α

ναnαnαnα,

2C =
1

V0

∑
α

να

(
(cA − cD)nαnα + cDE

)
.

(7.17)
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Çäåñü èñïîëüçîâàíî, ÷òî
∑

α ναnα = 0.
Äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êðèñòàëëè÷åñêèõ

ðåøåòîê, äëÿ êîòîðûõ να = 1, ò. å. íà ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðå
íàõîäÿòñÿ àòîìû òîëüêî âòîðîãî òèïà. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
òåíçîð

∑
α nαnα èçîòðîïåí. Îáà ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ

êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè àëìàçà, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ äàëåå. Óêà-
çàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâàìè∑

α

nαnα =
M

d
E ⇒

∑
α

nαE nα =
M

d
ekenenek, (7.18)

ãäå M � êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî; d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà; ek �
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, çäåñü è äàëåå âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòî-
ðÿþùåìóñÿ ëàòèíñêîìó èíäåêñó îò 1 äî d. Òîãäà ôîðìóëû (7.17) ïðèîá-
ðåòàþò âèä

4C∗ =
a2

V0

(
(cA − cD)

∑
α

nαnαnαnα +
M

2d
cD J23

)
, (7.19)

3C =
a

V0
(cA − cD)

∑
α

nαnαnα,
2C =

M

V0d
(cA + d1cD) E, (7.20)

ãäå J23
def

= ekenenek + ekeneken, d1
def

= d− 1.

Îòìåòèì, ÷òî, íàïðèìåð, äëÿ ãåêñàãîíàëüíîé ïëîòíîóïàêîâàííîé ðå-
øåòêè (ÃÏÓ) óêàçàííûå âûøå ïðåäïîëîæåíèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ
íåå âìåñòî ôîðìóë (7.19)�(7.20) äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ ïîëíûå ôîðìó-
ëû (7.17).

Çàïèøåì âûðàæåíèå (7.15) äëÿ ðåçóëüòèðóþùåãî òåíçîðà æåñòêî-
ñòè 4C â ôîðìå

4C
def

= 4C∗ − 4C′, 4C′
def

= 3C·2C−1 ·3CT , (7.21)

ãäå òåíçîð 4C∗ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (7.19), à äëÿ ïîïðàâî÷íîãî òåí-
çîðà æåñòêîñòè 4C′ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (7.20) ïîëó÷àåì

4C′ =
a2d

V0M

(cA − cD)2

(cA + d1cD)

∑
α

nαnαnα ·
∑
β

nβnβnβ. (7.22)
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7.3. Ðåøåòêà àëìàçà

Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà àëìàçà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé äâóõàòîìíîé,
ò. å. ñîäåðæèò àòîìû äâóõ òèïîâ, ðàçëè÷àþùèåñÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó
ðàñïîëîæåíèþ îêðóæàþùèõ èõ àòîìîâ. Ïëîòíîñòü óïàêîâêè ðåøåòêè
àëìàçà î÷åíü íèçêàÿ � îíà ñîñòàâëÿåò ëèøü 46% îò ïëîòíîñòè ÃÖÊ
(ãðàíåöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé) ðåøåòêè, íî ïî òâåðäîñòè êðèñòàëëû
àëìàçà ïðåâîñõîäÿò âñå èçâåñòíûå ìèíåðàëû. Êðîìå àëìàçà àíàëîãè÷-
íîé ðåøåòêîé îáëàäàþò äðóãèå ýëåìåíòû ÷åòâåðòîé ãðóïïû: êðåìíèé,
ãåðìàíèé è α-îëîâî. Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè àòîìàðíîãî íîìåðà êîâà-
ëåíòíîå âçàèìîäåéñòâèå îñëàáåâàåò, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îëîâî óæå ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü è â ìåòàëëè÷åñêîé ìîäèôèêàöèè, äëÿ êîòîðîé õàðàêòåð-
íà ïëîòíàÿ óïàêîâêà àòîìîâ, à ñëåäóþùèé ýëåìåíò ÷åòâåðòîé ãðóïïû �
ñâèíåö � âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â âèäå ïëîòíîóïàêîâàííîãî ìåòàëëà.

Ðèñ. 7.1. Ðåøåòêà àëìàçà

Àëìàç ñòàáèëåí ïðè âûñîêèõ äàâëåíèÿõ è ìåòàñòàáèëåí ïðè íîðìàëü-
íûõ óñëîâèÿõ, õîòÿ è ìîæåò ïðè íèõ ñóùåñòâîâàòü íåîïðåäåëåííî äîëãî.
Ïðè íàãðåâàíèè îí ïåðåõîäèò â ãðàôèò (òåìïåðàòóðà ïåðåõîäà ñîñòàâ-
ëÿåò äëÿ ñèíòåòè÷åñêèõ ìèêðîïîðîøêîâ 450�500 ◦C, äëÿ êðèñòàëëîâ ñ
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ðàçìåðàìè îò 0,6 äî 1 ìì ýòà òåìïåðàòóðà ïîâûøàåòñÿ äî 600�700 ◦C è
çàâèñèò îò ñîâåðøåíñòâà ñòðóêòóðû, êîëè÷åñòâà è õàðàêòåðà ïðèìåñåé).

Ýëåìåíò êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè àëìàçà ïîêàçàí íà ðèñ. 7.1. Êðè-
ñòàëë îáëàäàåò êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå àòî-
ìû ðàñïîëîæåíû ïî âåðøèíàì êóáà, â öåíòðå åãî ãðàíåé (àòîìû 1, 5, 7) è
â öåíòðàõ ÷åòûðåõ íåñìåæíûõ îêòàíòîâ êóáà (àòîìû 2, 4, 6, 8). Ðåøåòêà
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ÎÖÊ (îáúåìîöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé) óäà-
ëåíèåì ñ ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû êàæäîãî âòîðîãî àòîìà òàê,
÷òîáû îñòàâøèåñÿ àòîìû ëåæàëè íà âåðøèíàõ òåòðàýäðà. Êàæäûé àòîì
íàõîäèòñÿ â öåíòðå òåòðàýäðà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæàò ÷åòûðå áëè-
æàéøèõ àòîìà, óãîë ìåæäó êîâàëåíòíûìè ñâÿçÿìè ñîñòàâëÿåò 109◦ 28′.

Ðåøåòêà àëìàçà � òðåõìåðíàÿ, çíà÷åíèå êîîðäèíàöèîííîãî ÷èñëà
äëÿ íåå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

M = d+ 1, d = 3, (7.23)

÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ôîðìóëû (7.19), (7.22) â âèäå

4C
def

= 4C∗ − 4C′,

4C∗ =
a2

V0

(
(cA − cD)

d+1∑
α=1

nαnαnαnα +
d+ 1

2d
cD J23

)
,

4C′ =
d

d+ 1

a2

V0

(cA − cD)2

(cA + d1cD)

d+1∑
α=1

nαnαnα ·
d+1∑
β=1

nβnβnβ.

(7.24)

Âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå

d+1∑
α=1

nαnαnα ·
d+1∑
β=1

nβnβnβ =
d+1∑
α,β=1

(nα ·nβ) nαnαnβnβ. (7.25)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå
∑

α nα = 0, íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

nα ·nβ =

[
1, α = β;
−1/d, α 6= β

⇐⇒ nα ·nβ =
1

d

(
(d+ 1)δαβ − 1

)
, (7.26)
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ãäå δαβ � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïîäñòàíîâêà ôîðìóëû (7.26) â (7.25) äàåò
d+1∑
α=1

nαnαnα ·
d+1∑
β=1

nβnβnβ =
d+ 1

d

d+1∑
α=1

nαnαnαnα −
1

d

d+1∑
α=1

nαnα

d+1∑
β=1

nβnβ.

(7.27)
Äàííàÿ ôîðìóëà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ

d+1∑
α=1

nαnα =
d+ 1

d
E (7.28)

ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ôîðìóëó äëÿ ïîïðàâî÷íîãî òåíçîðà æåñòêîñòè:

4C′ =
a2

V0

(cA − cD)2

(cA + d1cD)

(
d+1∑
α=1

nαnαnαnα −
d+ 1

d2
EE

)
. (7.29)

Äëÿ ðåøåòîê, óïðóãèå ñâîéñòâà êîòîðûõ èçîòðîïíû (íàïðèìåð, ãðà-
ôåí) èëè îáëàäàþò êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé (íàïðèìåð, àëìàç), ñïðàâåä-
ëèâà ôîðìóëà èç [29]:∑

α

nαnαnαnα = Mκekekekek +Mµ(J1 + J23), J1
def

= EE. (7.30)

ãäå ek � îðòû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, íàïðàâëåííûå èëè âäîëü îñåé
êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè èëè â ñëó÷àå èçîòðîïèè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì;
Mκ è Mµ � áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

Mκ =
2M

d

1− ηc
dηc + 2

, Mµ =
M

d

ηc
dηc + 2

, (7.31)

ãäå ηc � ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè òåíçîðà
∑

α nαnαnαnα, ñîâïàäàþùèé ñ
ïàðàìåòðîì àíèçîòðîïèè òåíçîðà æåñòêîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ìàòåðè-
àëà ïðè ÷èñòî ñèëîâîì âçàèìîäåéñòâèè.

Çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðåøåòêè àëìàçà:

Ïàðàìåòðû d M ηc Mκ Mµ V0a
−d

Çíà÷åíèÿ 3 4 ∞ −8/9 4/9 16
√

3/9

Ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè âû÷èñëÿëñÿ â áàçèñå ek (ò. å. äëÿ íàïðàâëåíèÿ
100). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ìîæåò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ îáùàÿ ôîðìóëà (ïîëó÷åííàÿ ýìïèðè÷åñêè):

V0 =

√
(d+ 1)d+1

dd
ad; d = 1, 2, 3. (7.32)
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Ìîäóëè òåíçîðà æåñòêîñòè C11, C12 è C44, à òàêæå êîýôôèöèåíò îáú-
åìíîãî ñæàòèÿ K ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì

C11 =

√
3

12a
(cA + 2cD), C12 =

√
3

12a
(cA − cD), C44 =

3
√

3

8a

cAcD
cA + 2cD

,

K =

√
3

12a
cA. (7.33)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ çàâèñèò òîëüêî
îò êîýôôèöèåíòîâ cA (õàðàêòåðèçóþùèõ ïðîäîëüíóþ æåñòêîñòü ñâÿçè)
è íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ cD (õàðàêòåðèçóþùèõ ïîïåðå÷íóþ æåñò-
êîñòü).

7.4. Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé

Êðèñòàëëû ñ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé èìåþò òðè íåçàâèñèìûõ ìîäó-
ëÿ óïðóãîñòè, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ìîãóò áûòü âûáðàíû C11, C12 è C44.
Ïóñòü íàì èçâåñòíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ ìîäóëåé.
Òîãäà ëþáûå äâà çíà÷åíèÿ è èçâåñòíîå ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå a ïîçâî-
ëÿò ïî ôîðìóëàì (7.33) îïðåäåëèòü ìèêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé � êîýôôèöèåíòû cA è cD. Òàêèì îáðàçîì, áåçìî-
ìåíòíûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà ïîçâîëÿþò íàé-
òè íå òîëüêî ÷èñòî ñèëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó ìåæàòîìíîé ñâÿçè cA, íî
è êîýôôèöèåíò cD, õàðàêòåðèçóþùèé ïîïåðå÷íóþ æåñòêîñòü ìåæàòîì-
íîé ñâÿçè è ïðèñóòñòâóþùèé òîëüêî ïðè íàëè÷èè ìîìåíòíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ íà ìèêðîóðîâíå. Çíà÷åíèå òðåòüåãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìîäåëè.

Â òàáë. 7.1 ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ ìîäóëåé óïðó-
ãîñòè àëìàçà, êðåìíèÿ, ãåðìàíèÿ è îëîâà. Ýòè çíà÷åíèÿ îòëè÷àþòñÿ äðóã
îò äðóãà èíîãäà ñóùåñòâåííî, òàê ÷òî ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü î íàèáîëåå
âåðîÿòíîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ.

Èñïîëüçóÿ äàííûå èç òàáë. 7.1 äëÿ C11, C12 è ìåæàòîìíîå ðàññòîÿ-
íèå a, èç ôîðìóë (7.33) ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðîäîëüíîé è
ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòåé ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé â êðèñòàëëàõ, êîòîðûå ïðè-
âåäåíû â òàáë. 7.2.



7.4. Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé 123

Òàáëèöà 7.1. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè êðèñòàëëîâ
ñ ðåøåòêîé àëìàçà (ÃÏà)

Ýëåìåíò C11 C12 C44 Èñòî÷íèê
C (àëìàç) 1076 125 576 McSkimin (1957)[79]

1076 275 519 Markham (1965)[74]
1079 124 578 McSkimin (1972)[80]
1076 125 577 Grimsditch (1975)[64]
1080 125 577 Gilman (2002)[63]

Si (êðåìíèé) 168 65 80 Simmons (1971)[92]
159 61 85 Martin (1985)[78]
160 57,8 80 Nikanorov (1985)[39]
172 63 99 Clerc (1990) [54]
164 64 80 We (1992) [95]

Ge (ãåðìàíèé) 130 45 68 Martin (1985)[78]
126 44 67,7 Nikanorov (1985)[39]
134 49 69 We (1992)[95]

Sn (îëîâî) 74,5 34,8 34 Nikanorov (1985) [39]

Íàïðèìåð, äàííûå èç ðàáîòû [79] è çíà÷åíèå a = 0,154 íì äàþò ñëå-
äóþùèå çíà÷åíèÿ æåñòêîñòåé ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé â êðèñòàëëàõ àëìàçà:

cA = 472 Í/ì, cD = 338 Í/ì. (7.34)

Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì (7.34), îòíîøåíèå ïðîäîëüíîé è ïî-
ïåðå÷íîé æåñòêîñòè ñâÿçè àòîìîâ óãëåðîäà â êðèñòàëëàõ àëìàçà ðàâíî

cD/cA = 0,72. (7.35)

Åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå cD/cA=0,49, ïîëó÷åííîå ïðè èñïîëüçîâàíèè
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èç [74], âèäèìî, ìîæíî îáúÿñíèòü íåñîâåð-
øåíñòâîì ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîì ïîëó÷åíî ïîäîçðèòåëüíî áîëüøîå çíà-
÷åíèå ìîäóëÿ C12 = 275 ÃÏà. Ó êðèñòàëëîâ êðåìíèÿ è ãåðìàíèÿ ìåæ-
àòîìíîå ðàññòîÿíèå áîëüøå, ÷åì ó àëìàçà (0,235 è 0,245 íì, ñîîòâåòñòâåí-
íî), êîâàëåíòíàÿ ñâÿçü ñëàáåå. Îòíîøåíèå cD/cA ëåæèò â ïðîìåæóòêå
îò 0,34 äî 0,39, ÷òî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ó àëìàçà. Òåì íå ìåíåå
ïîïåðå÷íàÿ æåñòêîñòü ñâÿçè èìååò çíà÷åíèå è åå íåëüçÿ íå ó÷èòûâàòü.
Ðàçëè÷èÿ â ýòèõ çíà÷åíèÿõ äëÿ êðåìíèÿ è ãåðìàíèÿ ëåæàò â ïðåäåëàõ
ïîãðåøíîñòè ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ îëîâà, èìåþùåãî ðåøåòêó àëìàçà, òåí-
äåíöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ: c óâåëè÷åíèåì ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ (0,281 íì)
îñëàáåâàåò âëèÿíèå ïîïåðå÷íîé ñîñòàâëÿþùåé ñâÿçè (cD/cA=0,28).
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Òàáëèöà 7.2. Ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ êðèñòàëëîâ
ñ ðåøåòêîé àëìàçà

Ýëåìåíòû cA, cD, cd/ca, C44 ýêñï., C44 ðàñ÷., Îòêëîíåíèå,
Í/ì Í/ì ÃÏà ÃÏà %

C (àëìàç) 472 338 0,72 576 586 1,7
a = 0,154 íì 578 285 0,49 519 605 17

472 340 0,72 578 587 1,6
472 340 0,72 577 586 1,6
473 340 0,72 577 588 1,9

Si (êðåìíèé) 162 55,9 0,35 80 91,4 14
a = 0,235 íì 153 53,2 0,35 85 86,6 1,9

150 55,5 0,37 80 88,0 10
162 59,2 0,37 99 94,6 4,6
159 54,3 0,34 80 89,0 11

Ge (ãåðìàíèé) 125 48,1 0,39 68 71,9 5,8
a = 0,245 íì 121 46,4 0,38 67 69,6 2,9

131 48,1 0,37 69 73,6 6,6
Sb (îëîâî) 93,4 25,7 0,28 34 38,4 13
a = 0,281 íì

Èñïîëüçóåì íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñò-
êîñòè è ôîðìóëû (7.33) äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïîñòîÿííîé C44 (ñì.
òàáë. 7.2). Ñîãëàñíî äàííûì â òàáë. 7.2, äëÿ êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ (àë-
ìàçà, êðåìíèÿ, ãåðìàíèÿ) èìåþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, äàþùèå
ïîãðåøíîñòü â îïðåäåëåíèè C44 íå áîëåå 3%, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò â ïîëü-
çó ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè. Îäíàêî ðàçáðîñ â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
äîñòàòî÷íî âåëèê, ÷òî ïðèâîäèò ê íåñêîëüêî áîëüøèì îòêëîíåíèÿì â
çíà÷åíèÿõ C44. Âîçìîæíî, ýòî ñâÿçàíî ñ ÷èñòî ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ïî-
ãðåøíîñòÿìè.

Ðàññìîòðèì êðèñòàëëû ñî ñòðóêòóðîé ñôàëåðèòà. Ñôàëåðèò (öèí-
êîâàÿ îáìàíêà) îáëàäàåò ãåîìåòðè÷åñêîé ðåøåòêîé àëìàçà, îäíàêî ñî-
ñòîèò èç àòîìîâ äâóõ ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ. Êîâàëåíòíàÿ ñâÿçü ïîëÿðíàÿ,
÷òî îáóñëîâëåíî íåðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè
âñëåäñòâèå ðàçëè÷èé â ýëåêòðîîòðèöàòåëüíîñòÿõ àòîìîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî òåì íå ìåííåå ïðåäëîæåííóþ ìåòîäèêó ñ óñïåõîì ìîæ-
íî ïðèìåíÿòü è äëÿ ïîäîáíûõ êðèñòàëëîâ. Â òàáë. 7.3 ïðèâåäåíû ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå è ðàñ÷åòíûå äàííûå äëÿ êðèñòàëëîâ ñî ñòðóêòóðîé ñôà-
ëåðèòà.
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Òàáëèöà 7.3. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ
ïîñòîÿííûõ êðèñòàëëîâ ñ ðåøåòêîé ñôàëåðèòà

Ýëå- a, C11, C12, cA, cD, cD
cA

C44 ýêñï., C44 ðàñ÷., Îòêëî-
ìåíòû íì ÃÏà ÃÏà Í/ì Í/ì ÃÏà ÃÏà íåíèå, %
BN 0,157 820,0 190,0 435 228 0,53 480 461 4,0
SiC 0,189 410,5 164,3 323 107 0,33 194 222 14
AlP 0,236 138,0 61,0 142 42,3 0,30 69,0 72,8 5,5
AlSb 0,266 89,4 44,3 109 27,7 0,25 41,6 44,9 8,1
GaP 0,236 141,1 63,5 146 42,3 0,29 70,3 73,7 4,8
GaAs 0,245 117,6 52,7 126 36,7 0,29 59,7 61,5 3,2
GaSb 0,264 88,4 40,3 104 29,4 0,28 43,2 46,0 6,5
InP 0,254 102,2 57,6 128 26,2 0,21 46,0 47,4 3,1
InAs 0,262 83,4 45,4 105 23,0 0,22 39,5 39,7 0,4
InSb 0,281 64,7 32,7 84,3 20,9 0,25 30,7 32,2 4,9
ZnS 0,235 97,6 59,0 117 20,9 0,18 45,1 42,6 5,5
ZnSe 0,245 80,3 45,1 96,7 20,0 0,21 39,9 37,4 6,2
ZnTe 0,264 71,1 40,7 92,9 18,5 0,2 31,3 32,6 4,2
CdS 0,253 73,3 50,9 102 13,0 0,13 30,2 26,8 11
CdTe 0,281 53,5 36,8 82,4 10,8 0,13 19,9 19,8 0,5

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè äëÿ íèòðèòà áîðà âçÿ-
òû èç [65], äëÿ îñòàëüíûõ êðèñòàëëîâ � èç [39], äàííûå äëÿ ìåæàòîìíîãî
ðàññòîÿíèÿ � èç [8].

Áëèæå âñåãî ïî óïðóãèì ñâîéñòâàì ê àëìàçó íàõîäèòñÿ íèòðèò áîðà.
Êàê âèäíî èç äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 7.3, ìåæàòîìíîå ðàññòîÿ-
íèå ó ýòîãî ýëåìåíòà íåìíîãî áîëüøå (0,157 íì), à îòíîøåíèå ïîïåðå÷íîé
æåñòêîñòè êîâàëåíòíîé ñâÿçè ê ïðîäîëüíîé (cD/cA=0,53) íåìíîãî ìåíü-
øå, ÷åì ó àëìàçà. Äàëåå èäåò êàðáèä êðåìíèÿ (a = 0,189íì, cD/cA=0,33).
Îäíàêî äëÿ êðèñòàëëîâ ñî ñòðóêòóðîé ñôàëåðèòà íà ìåæàòîìíóþ ñâÿçü
â áîëüøåé ñòåïåíè âëèÿåò íå ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå, à èîíèçàöèÿ è ìå-
òàëëèçàöèÿ êîâàëåíòíîé ñâÿçè. Êàê ñëåäóåò èç äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ
â òàáë. 7.3, îòíîøåíèå cD/cA èçìåíÿåòñÿ îò 0,13 äî 0,3, â òî âðåìÿ êàê
ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå ìåíÿåòñÿ íåñóùåñòâåííî. Äëÿ áîëüøèíñòâà êðè-
ñòàëëîâ (8 èç 15) îòêëîíåíèå ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé C44 îò ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ íå ïðåâûøàåò 5%. Ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, ðåàëèçóåìàÿ äëÿ
SiC, ñîñòàâëÿåò 14%, ÷òî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ áîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ýòîãî êðèñòàëëà.
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7.5. Âûâîäû

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàëàñü ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóõàòîìíîé
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ïðè ó÷åòå ñèëîâîãî è ìîìåíòíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ. Â ðàìêàõ ìîäåëè âûâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè,
ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìîäóëè óïðó-
ãîñòè ñ ìèêðîïàðàìåòðàìè ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè ìåæ-
àòîìíûõ ñâÿçåé. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïðèìåíåíà ê îïèñàíèþ óïðóãèõ
ñâîéñòâ êðèñòàëëîâ ñ ðåøåòêàìè àëìàçà è ñôàëåðèòà. Äëÿ äàííûõ êðè-
ñòàëëîâ îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè ìåæ-
àòîìíûõ ñâÿçåé. Ïðîèçâåäåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìîäåëè. Îòíîøåíèå
ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè ìåæàòîìíîé ñâÿçè ê ïðîäîëüíîé èìååò íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå ó àëìàçà: cD/cA=0,72, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóò î ñèëüíîì êî-
âàëåíòíîì âçàèìîäåéñòâèè è çíà÷èòåëüíîé ðîëè æåñòêîñòè ïîïåðå÷íîé
ñâÿçè.

Â ãðóïïå óãëåðîäà (óãëåðîä, êðåìíèé, ãåðìàíèé, îëîâî) ñ óâåëè÷å-
íèåì ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ êîâàëåíòíîå âçàèìîäåéñòâèå îñëàáåâàåò,
îòíîøåíèå æåñòêîñòåé ñâÿçè óìåíüøàåòñÿ: cD/cA äëÿ êðåìíèÿ, ãåðìàíèÿ
è îëîâà ïðèáëèçèòåëüíî ñîñòàâèëî 1/3, ÷òî ìåíüøå, ÷åì äëÿ óãëåðîäà,
îäíàêî íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé. Òàêèì îáðàçîì, ïîïåðå÷íàÿ æåñò-
êîñòü êîâàëåíòíîé ñâÿçè ñðàâíèìà ñ ïðîäîëüíîé, è ó÷åò åå íåîáõîäèì
äëÿ îïèñàíèÿ êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëîâ.

Äëÿ êðèñòàëëîâ ñî ñòðóêòóðîé ñôàëåðèòà íà êîâàëåíòíóþ ñâÿçü, ïî-
ìèìî ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ, îêàçûâàåò âëèÿíèå íåðàâíîìåðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè âñëåäñòâèå ðàçëè÷èé â ýëåêòðîîòðè-
öàòåëüíîñòÿõ àòîìîâ. Îäíàêî ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü è â ýòîì ñëó÷àå ïîç-
âîëÿåò îöåíèòü ñòåïåíü êîâàëåíòíîñòè ñâÿçè áåç âíåñåíèÿ êàêèõ-ëèáî ïî-
ïðàâî÷íûõ ñëàãàåìûõ â ôîðìóëû.

Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå, ÷òî ïðåä-
ëîæåííàÿ ìîìåíòíàÿ ìîäåëü îáëàäàåò çíà÷èòåëüíîé óíèâåðñàëüíîñòüþ,
ïîçâîëÿÿ ñ åäèíûõ ïîçèöèé è äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàòü óïðóãèå ñâîé-
ñòâà áîëüøîãî êëàññà êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëîâ.



Ãëàâà 8

Ëîíñäåéëèò

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ðåøåòêè ëîíñäåéëèòà ïðè ó÷åòå ìîìåíòíîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðèâîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåíçî-

ðà æåñòêîñòè ðåøåòêè â ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê

áåçìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè è ïîêàçàíî, ÷òî ìàêðîñêîïè÷åñêèå óïðóãèå ìîäóëè

áåçìîìåíòíîé òåîðèè çàâèñÿò êàê îò ñèëîâûõ, òàê è îò ìîìåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê

ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé

ëîíñäåéëèòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé æåñòêîñòåé ìåæàòîìíîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ ðåøåòêè àëìàçà. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ëîíñäåéëè-

òà è àëìàçà.

8.1. Îáùèå ñâåäåíèÿ

Ëîíñäåéëèò, èëè àëìàç ãåêñàãîíàëüíûé � îäíà èç àëëîòðîïíûõ ìî-
äèôèêàöèé óãëåðîäà. Îòêðûò ïðåäïîëîæèòåëüíî â 1966 ãîäó. Ïåðâàÿ
ïóáëèêàöèÿ î íåì â 1967 ãîäó [62]. Àëìàç è ëîíñäåéëèò èìåþò îäèíà-
êîâûå âàëåíòíûå óãëû � 109◦28

′
16
′′
, äëèíû ñâÿçåé ó íèõ 0, 1545 íì, à

êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî � 4. Ðåøåòêè àëìàçà è ëîíñäåéëèòà îòëè÷àþòñÿ
ñïîñîáîì óïàêîâêè. Äëÿ ëîíñäåéëèòà õàðàêòåðíà äâóõñëîéíàÿ óïàêîâêà
òèïà (...ABAB...), ãäå êàæäûé ïîñëåäóþùèé òåòðàýäðè÷åñêèé ñëîé ïî-
âåðíóò íà 60◦ ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäûäóùåìó; äëÿ àëìàçà � òðåõñëîéíàÿ
òèïà (...ABCABC...), ãäå âñå ñëîè ïîñòðîåíû èç îäèíàêîâûõ êîîðäèíà-
öèîííûõ òåòðàýäðîâ (ðèñ. 8.1).



128 Ãëàâà 8. Ëîíñäåéëèò

Ðèñ. 8.1. Ðåøåòêè ëîíñäåéëèòà è àëìàçà

8.2. Îïèñàíèå ìîäåëè ðåøåòêè ëîíñäåéëèòà

Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà, äëÿ êîòîðîé ñìåùåíèå íà ëþáûå âåêòî-
ðû, ñîåäèíÿþùèå óçëû ðåøåòêè, ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì, íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé (îäíîàòîìíîé). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåòêà
íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé. Ðåøåòêà ëîíñäåéëèòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ
÷åòûðåõàòîìíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó, òàê êàê ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åé-
êà òàêîé ðåøåòêè ñîäåðæèò 4 àòîìà. Ðàññìîòðèì ìîäåëü ðåøåòêè ëîí-
ñäåéëèòà (ðèñ. 8.2). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àòîìû âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî
ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ðåøåòêè ëîí-
ñäåéëèòà áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäåëü ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
÷àñòèöàìè [23]. Ñëåäñòâèåì ìîìåíòíîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïîïå-
ðå÷íîé æåñòêîñòè cD, ò. å. âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè ìîäåëèðóåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ñòåðæíåé ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè cA è cD, ñîîò-
âåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó, êîòîðóþ äëÿ
óäîáñòâà íàçîâåì èñõîäíîé.

Íà ðèñ. 8.3 èñõîäíàÿ ÿ÷åéêà îãðàíè÷åíà øòðèõîâûìè ëèíèÿìè è ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå ïðÿìîé ïðèçìû, îñíîâàíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðîìáû
(ðèñ. 8.4). Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè ëîíñäåéëèòà ñîäåðæèò ÷åòû-
ðå àòîìà. Ïðîíóìåðóåì âñå ÿ÷åéêè, â êîòîðûõ åñòü àòîìû, âçàèìîäåé-
ñòâóþùèå ñ àòîìàìè èñõîäíîé ÿ÷åéêè. Èñõîäíîé ÿ÷åéêå ïðèñâîèì íîìåð
α = 0, îñòàëüíûì α = ±1, α = ±2, α = ±3, òàê êàê òàêèõ ÿ÷ååê
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Ðèñ. 8.2. Ðåøåòêà ëîíñäåéëèòà
Ðèñ. 8.3. Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè
ëîíñäåéëèòà

â äàííîì ñëó÷àå øåñòü. Ïðè ýòîì íóìåðàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ òàê, ÷òîáû
ÿ÷åéêè, ðàñïîëîæåííûå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé, èìåëè èí-
äåêñû, ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó. ×àñòèöû, âõîäÿùèå â êàæäóþ ÿ÷åé-
êó, ïðîíóìåðóåì èíäåêñàìè îò 1 äî 4. Îáîçíà÷èì aγαβ � ðàäèóñ-âåêòîð,
îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå ÷àñòèöû β ÿ÷åéêè α îòíîñèòåëüíî ÷àñòèöû γ

èñõîäíîé ÿ÷åéêè; nγαβ � îðò, ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîðó aγαβ.

Ðèñ. 8.4. Ìîäåëü ðåøåòêè ëîíñäåéëèòà
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Âïèøåì áàçèñ òàê, ÷òîáû îðò k áûë êîëëèíåàðåí ñòåðæíÿì, ñîåäè-
íÿþùèì àòîìû âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà, îðò i áûë êîìïëàíàðåí ïëîñ-
êîñòè, îáðàçîâàííîé àòîìàìè ïåðâîãî, âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî
òèïà, è ïåðïåíäèêóëÿðåí îðòó k. Îðò j âïèøåì òàê, ÷òîáû òðîéêà âåê-
òîðîâ i, j,k îáðàçîâûâàëà ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ. Òàêîé áàçèñ íàçîâåì
áàçèñîì ëîíñäåéëèòà. Òîãäà îðòû, çàäàþùèå íàïðàâëåíèÿ ñâÿçåé àòîìîâ
÷åòâåðòîãî òèïà ñ áëèæàéøèì îêðóæåíèåì, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â
âèäå
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(8.1)

Îðòû, çàäàþùèå íàïðàâëåíèÿ ñâÿçåé àòîìîâ ïåðâîãî òèïà ñ áëèæàé-
øèì îêðóæåíèåì, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå
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(8.2)

Â ñèëó ãåîìåòðèè ðåøåòêè è ñâîéñòâà ðàäèóñ-âåêòîðîâ aγ−αβ = −aβαγ âñå
îñòàâøèåñÿ îðòû íàïðàâëåíèé ñâÿçåé áóäóò êîëëèíåàðíû ââåäåííûì ðà-
íåå îðòàì nα, ñβ, ãäå α, β = 1, 4, à çíà÷èò, è âûðàæåíû ÷åðåç íèõ.

Â ðàáîòå [23] áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåíçî-
ðà æåñòêîñòè ñëîæíîé ðåøåòêè
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γ
αβ � òåíçîðû æåñòêîñòè; 3Uγ � òåíçîðû

íåâÿçêè; aγαβ � âåêòîðû íàïðàâëåíèÿ ñâÿçè; V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé
ÿ÷åéêè ðåøåòêè. Òåíçîðû íåâÿçêè 3Uγ îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû ÷åòûðåõ òåíçîðíûõ óðàâíåíèé:
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Ïðîìåæóòî÷íûå òåíçîðû æåñòêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå
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β,

3

Aγ
β =

1

2V0

∑
α

aγαβA
γ
αβ, Aγ

β =
1

2V0

∑
α

Aγ
αβ. (8.5)

Ñ ó÷åòîì ãåîìåòðèè ðåøåòêè ëîíñäåéëèòà ôîðìóëà äëÿ òåíçîðà æåñò-
êîñòè 4A

′
ïðåäñòàâèìà â âèäå

4

A
′
= −4 (

3

A1 ·UT
1 +

3

A4 ·UT
4 ). (8.6)

Òåíçîðû íåâÿçêè UT
1 è UT

4 îïðåäåëåíû â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé (8.4) è èìåþò âèä

UT
1 = {( 3

A1+
3

A4·(2A4
3+A4

1)
−1·A1

4)·[A4
1·(2A4

3+A4
1)
−1·A1

4−2A1
2−A1

4]
−1}T ,

UT
4 = {[U1 · (2A1

2 + A1
4)−

3

A1] · (A1
4)
−1}T . (8.7)

Òåíçîðû æåñòêîñòè ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé [29] â îáùåì âèäå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê

Aγ
αβ = cAnγαβn

γ
αβ + cD(E− nγαβn

γ
αβ). (8.8)

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ ðàíåå îáîçíà÷åíèé äëÿ îðòîâ nγαβ çàïèøåì òåí-
çîðû æåñòêîñòè ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ñâÿçåé àòîìîâ ÷åòâåð-
òîãî òèïà ñ áëèæàéøèì îêðóæåíèåì:

Aα = cAnαnα + cD(E− nαnα), α = 1, 4, (8.9)

äëÿ ñâÿçåé àòîìîâ ïåðâîãî òèïà ñ áëèçëåæàùèìè àòîìàìè:

Ãβ = cAñβñβ + cD(E− ñβñβ), β = 1, 4. (8.10)

Òîãäà ñ ó÷åòîì ãåîìåòðèè ðåøåòêè ëîíñäåéëèòà òåíçîð æåñòêîñòè
4A∗ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

4

A∗ =
a2

V0

4∑
α=1

(nαAαnα + ñαÃαñα), (8.11)

ãäå a � ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå.
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Ïîäñòàâèâ òåíçîðû æåñòêîñòåé ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (8.8),
(8.9) è (8.10), à òàêæå îðòû íàïðàâëåíèé ñâÿçåé (8.1), (8.2) â ôîðìóëû
(8.6), (8.7) è (8.11), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ æåñòêîñòè 4A∗ è
4A

′
:

4

A∗ =
8

27

a2

V0
(cA − cD)[2Ĩ1 + 2Ĩ23 + Î1 + Î23 + 7K] +

8

3

a2

V0
cD [̃I2 + Î2 + K],

4

A
′
= − 8

27

a2

V0

(cA − cD)2

cA + 2cD
(8
cA + 2cD
4cA + 5cD

[̃I23 − Ĩ1] + Ĩ1 − 2Î1 + Î23 + 4K),

(8.12)
ãäå Ĩ1

def

= ekekenen, Ĩ2
def

= ekenenek, Ĩ3
def

= ekeneken, K
def

= kkkk,

Î1
def

= kkekek+enenkk, Î2
def

= kekekk+enkken, Î3
def

= ekkekk+kenken.

(8.13)

Â ôîðìóëàõ (8.12) Ĩ23
def

= Ĩ2 + Ĩ3, Î23
def

= Î2 + Î3. Îðòû en ïåðïåíäè-
êóëÿðíû k, ãäå n = 1, 2. Âåêòîðà e1, e2,k îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ. Â ôîðìóëàõ âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó.

Ïîëó÷åííûé ìàêðîñêîïè÷åñêèé òåíçîð æåñòêîñòè 4A = 4A∗ + 4A
′

âûâåäåí äëÿ ñðåäû, ðàññìàòðèâàåìîé â ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Â
ðàìêàõ áåçìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ïåðåñ÷åò
òåíçîðà æåñòêîñòè 4A ïî ôîðìóëå

4

C =
4

A− 4

A× ·
(

4

×A×

)−1

· 4

×A, (8.14)

ãäå 4C � òåíçîð æåñòêîñòè ñðåäû â áåçìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè.
Ñèìâîë × îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâåííûå êðàéíèå âåêòîðû äàííîãî òåí-
çîðà óìíîæàþòñÿ âåêòîðíî äðóã íà äðóãà:

(abcd)× = abc× d, ×(abcd) = a× bcd, ×(abcd)× = a× bc× d.

(8.15)

Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (8.14) âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà 4A, ïîëó÷èì âû-
ðàæåíèå äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè 4C ëîíñäåéëèòà â áåçìîìåíòíîé òåîðèè
óïðóãîñòè:

4

C = C1122Ĩ1 + C1212Ĩ23 + C1133Î1 + C1313Î23 + C3333K. (8.16)
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Ïàðàì èíäåêñîâ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îäèí èíäåêñ. Òîãäà êîîðäè-
íàòû òåíçîðà 4C ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

C1122
def

= C12, C1212
def

= C44, C1133
def

= C13, C1313
def

= C66, C3333
def

= C33,

(8.17)
à òåíçîðó æåñòêîñòè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñèììåòðè÷íóþ ìàò-
ðèöó êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè

4

C ∼



C11 C12 C13 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C13 C23 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C55 0
0 0 0 0 0 C66

 . (8.18)

Òàêàÿ ñòðóêòóðà ìàòðèöû (8.18) óêàçûâàåò íà îðòîòðîïèþ ñâîéñòâ
ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû.

Êîîðäèíàòû òåíçîðà 4C ÷åðåç ìèêðîïàðàìåòðû ðåøåòêè ëîíñäåéëè-
òà âûðàæàþòñÿ â âèäå

C12 =
8

9

a2

V0
(cA − cD)

4c2
A + 11cAcD + 3c2

D

(cA + 2cD)(4cA + 5cD)
, C44 =

4

3

a2

V0
cD

8cA + cD
4cA + 5cD

,

C13 =
8

9

a2

V0
cA

cA − cD
cA + 2cD

, C66 =
4

9

a2

V0
cD

5cA + 4cD
cA + 2cD

, C33 =
8

9

a2

V0
cA
cA + 8cD
cA + 2cD

,

(8.19)
ãäå cA, cD �æåñòêîñòè ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ; V0 � îáúåì ýëåìåí-
òàðíîé ÿ÷åéêè ðåøåòêè; a � ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè àòîìàìè. Âè-
äèì, ÷òî óïðóãèé ìîäóëü C11 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìîäóëåé
C12 è C44:

C11 = C12 + 2C44. (8.20)

8.3. Ñðàâíåíèå óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ëîíñäåéëèòà

è àëìàçà

Êàê áûëî îòìå÷åíî â ïåðâîì ðàçäåëå äàííîé ãëàâû, ðåøåòêè àëìàçà è
ëîíñäåéëèòà îòëè÷àþòñÿ ñïîñîáîì óïàêîâêè. Äëÿ ëîíñäåéëèòà õàðàêòåð-
íà äâóõñëîéíàÿ óïàêîâêà òèïà (...ABAB...), äëÿ àëìàçà � òðåõñëîéíàÿ
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òèïà (...ABCABC...), ãäå âñå ñëîè ïîñòðîåíû èç îäèíàêîâûõ êîîðäèíà-
öèîííûõ òåòðàýäðîâ (ñì. ðèñ. 8.1). Àëìàç ÿâëÿåòñÿ îðòîòðîïíûì ìàòå-
ðèàëîì, îáëàäàþùèì êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Äëÿ óïðîùåíèÿ ìàòåðèàë
ñ ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè íàçîâåì îðòîòðîïíûì. Ýëåìåíò ðåøåòêè àëìà-
çà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 8.5. Â êà÷åñòâå ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè âûñòóïàþò
ãðàíè êóáà.

Ðèñ. 8.5. Ôðàãìåíò êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè àëìàçà [98]

Â ðàáîòå [29] áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè îðòî-
òðîïíîãî ìàòåðèàëà

4

C = (C11 − C12 − 2C44)ekekekek + C12J1 + C44J23, (8.21)

ãäå
J1

def
= ekekenen, J23

def
= ekenenek + ekeneken. (8.22)

Çäåñü 4C � ìàêðîñêîïè÷åñêèé òåíçîð æåñòêîñòè îðòîòðîïíîãî ìàòå-
ðèàëà; J1 è J23 � èçîòðîïíûå òåíçîðû 4-ãî ðàíãà; C11, C12 è C44 � óïðóãèå
õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà; ek è en � âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçè-
ñà. Âèä (8.21) òåíçîð æåñòêîñòè èìååò ïðè ïðåäñòàâëåíèè åãî â ãëàâíîì
áàçèñå. Äëÿ àëìàçà ãëàâíûì áóäåò áàçèñ, îðòû êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿð-
íû ïëîñêîñòÿì ñèììåòðèè ðåøåòêè. Òàêîé áàçèñ íàçîâåì áàçèñîì àëìàçà.

Â ðàáîòå [4] áûëà ðàññìîòðåíà ìîäåëü ðåøåòêè àëìàçà ïðè ó÷åòå
ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Äàííàÿ ìîäåëü ó÷èòûâàåò âçàèìîäåéñòâèå
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áëèæàéøèõ àòîìîâ ïîñðåäñòâîì ñòåðæíåé ïðîäîëüíîé æåñòêîñòè cA è
ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè cD. Áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîîðäèíàò C11,
C12, C44 òåíçîðà æåñòêîñòè, âûðàæåííûå ÷åðåç æåñòêîñòè cA è cD:

C11 =

√
3

12a
(cA + 2cD), C12 =

√
3

12a
(cA− cD), C44 =

3
√

3

8a

cAcD
cA + 2cD

, (8.23)

ãäå a � ìåæàòîìíîå ðàñòîÿíèå.
Èñïîëüçóÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ óïðóãèõ ìîäóëåé C11, C12

àëìàçà, ïî ôîðìóëàì

cA =
4
√

3a

3
(C11 + 2C12), cD =

4
√

3a

3
(C11 − C12) (8.24)

áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ æåñòêîñòåé ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé cA è cD (òàáë. 8.1).

Òàáëèöà 8.1. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ àëìàçà

C11, ÃÏà C12, ÃÏà C44, ÃÏà cA, Í/ì cD,Í/ì Èñòî÷íèê
1076 275 519 578 285 [74]
1079 124 578 472 340 [80]
1080 125 577 473 340 [63]

Äëÿ ñðàâíåíèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ëîíñäåéëèòà è àëìàçà íåîá-
õîäèìî ïðåäñòàâèòü òåíçîðû æåñòêîñòè êàæäîãî èç ìàòåðèàëîâ â áàçèñå
äðóãîãî ìàòåðèàëà. Ïðåäñòàâëåíèå îðòîâ áàçèñà ëîíñäåéëèòà â áàçèñå
àëìàçà èìååò âèä

i =
1√
6
i∗−
√

2

3
j∗+

1√
6
k∗, j =

1√
2

(−i∗+k∗), k = − 1√
3

(i∗+j∗+k∗). (8.25)

Îðòû áàçèñà àëìàçà â áàçèñå ëîíñäåéëèòà ïðåäñòàâèì â âèäå

i∗ =
1√
6
i− 1√

2
j− 1√

3
k, j∗ = −

√
2

3
i− 1√

3
k, k∗ =

1√
6
i +

1√
2
j− 1√

3
k.

(8.26)
Çäåñü i, j, k è i∗, j∗, k∗� îðòû áàçèñîâ ëîíñäåéëèòà è àëìàçà, ñîîò-

âåòñòâåííî.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (8.26) â ôîðìóëó (8.21) ïîëó÷èì ïðåä-

ñòàâëåíèå òåíçîðà æåñòêîñòè àëìàçà â áàçèñå ëîíñäåéëèòà:
4

C
D

=
1

6
(CD∗

11 −C
D∗
12 −2CD∗

44 )[J1+J23+Ĵ1+Ĵ23−K+
√

2L]+CD∗
12 J1+CD∗

44 J23,

(8.27)
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ãäå L =
∑4

n=1 Ln.

Çäåñü è äàëåå îòñóòñòâèå èëè íàëè÷èå ñèìâîëà ∗ óêàçûâàåò íà ïðåä-
ñòàâëåíèå äàííîãî òåíçîðà â áàçèñå ëîíñäåéëèòà èëè àëìàçà, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èíäåêñû L èëèD ó òåíçîðà èíôîðìèðóþò íàñ î òîì, ÷òî äàííûé
òåíçîð âûâåäåí äëÿ ëîíñäåéëèòà èëè àëìàçà, ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð,
4CL∗ � òåíçîð æåñòêîñòè ëîíñäåéëèòà, ïðåäñòàâëåííûé â áàçèñå àëìàçà.

Ln-é òåíçîð ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ îðòà k â òåíçîð 3 Ĩ íà ïîçè-
öèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ èíäåêñó n. Òåíçîðû L1 è L4, ê ïðèìåðó, âûãëÿäÿò
êàê

L1 = k
3

Ĩ, L4 =
3

Ĩk, (8.28)

ãäå
3

Ĩ = iii− ijj− jji− jij. (8.29)

Êîîðäèíàòû CD
12, C

D
44, C

D
13, C

D
66, C

D
33 òåíçîðà

4CD, âûðàæåííûå ÷åðåç
æåñòêîñòè cA è cD, èìåþò âèä

CD
12 =

4

9

a2

V D
0

c2
A − c2

D

cA + 2cD
, CD

44 =
2

9

a2

V D
0

cD
7cA + 2cD
cA + 2cD

, (8.30)

CD
13 =

4

9

a2

V D
0

cA
cA − cD
cA + 2cD

, CD
66 =

2

9

a2

V D
0

cD
5cA + 4cD
cA + 2cD

, CD
33 =

4

9

a2

V D
0

cA
cA + 8cD
cA + 2cD

,

ãäå V L
0 = 2V D

0 . Çäåñü V L
0 è V D

0 � îáúåìû ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê ðåøåòîê
ëîíñäåéëèòà è àëìàçà, ñîîòâåòñòâåííî. Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (8.19) è
(8.30), âèäèì, ÷òî óïðóãèå ìîäóëè C13, C66, C33 äëÿ ëîíñäåéëèòà è àëìàçà,
ïðåäñòàâëåííûå â áàçèñå ëîíñäåéëèòà, ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé.

Ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê áûëî ñäåëàíî ðàíåå, òåíçîðó 4CD ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè

4

CD ∼



C11 C12 C13 0 0 C16

C12 C22 C23 0 0 C26

C13 C23 C33 0 0 0
0 0 0 C44 C45 0
0 0 0 C45 C55 0
C16 C26 0 0 0 C66

 . (8.31)
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Êðèñòàëëè÷åñêèå ðåøåòêè ëîíñäåéëèòà è àëìàçà îáëàäàþò êîâàëåíò-
íîé ïðèðîäîé âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè óãëåðîäà, äëÿ êîòîðîé õà-
ðàêòåðíà íàïðàâëåííîñòü ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé. Ðåøåòêè èìåþò îäèíàêî-
âîå ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå a = 0,154 íì. Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà äàþò íàì
ïðàâî ïðè îïðåäåëåíèè ïî ôîðìóëàì (8.19) ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé óïðóãèõ
ìîäóëåé ëîíñäåéëèòà èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ æåñòêîñòåé ìåæàòîìíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ cA è cD, âû÷èñëåííûå äëÿ àëìàçà. Åñëè çà îñíîâó ïðè-
íÿòü äàííûå èç [63], êîòîðûå äàþò çíà÷åíèÿ æåñòêîñòåé ìåæàòîìíûõ
ñâÿçåé

cA = 473 H/ì, cD = 340 H/ì, (8.32)

òî óïðóãèå ìîäóëè ëîíñäåéëèòà áóäóò èìåòü ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ

CL
11 = 1189 ÃÏà, CL

12 = 91 ÃÏà, CL
44 = 549 ÃÏà,

CL
13 = 51 ÃÏà, CL

66 = 515 ÃÏà, CL
33 = 1228 ÃÏà.

(8.33)

Ïðèâåäåì äëÿ ñðàâíåíèÿ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò òåíçîðà æåñò-
êîñòè àëìàçà, ïðåäñòàâëåííîãî â áàçèñå ëîíñäåéëèòà (8.30):

CD
11 = 1190 ÃÏà, CD

12 = 88 ÃÏà, CD
44 = 551 ÃÏà,

CD
13 = 51 ÃÏà, CD

66 = 515 ÃÏà, CD
33 = 1228 ÃÏà.

(8.34)

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé ëîíñäåéëèòà è àë-
ìàçà, âèäèì, ÷òî ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé C11, C12, C44 àë-
ìàçà è ëîíñäåéëèòà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàëè. Òàêæå èíòåðåñíî ñðàâíèòü êî-
îðäèíàòû òåíçîðîâ æåñòêîñòè îáåèõ ðåøåòîê â áàçèñå àëìàçà. ×èñëîâûå
çíà÷åíèÿ ìîäóëåé àëìàçà èìåþò âèä

CD∗
11 = 1080 ÃÏà, CD∗

12 = 125 ÃÏà, CD∗
44 = 588 ÃÏà. (8.35)

Çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ëîíñäåéëèòà:

CL∗
11 = 1145 ÃÏà, CL∗

12 = 93 ÃÏà, CL∗
44 = 554 ÃÏà, (8.36)

ïðè÷åì

CL∗
11 = CL∗

22 = CL∗
33 , CL∗

12 = CL∗
13 = CL∗

23 , CL∗
44 = CL∗

55 = CL∗
66 . (8.37)
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Òàáëèöà 8.2. ×èñëîâûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ àëìàçà è ëîíñäåéëèòà,
ïðåäñòàâëåííûå â áàçèñå ëîíñäåéëèòà

Ðåøåòêà C11, ÃÏà C12, ÃÏà C44, ÃÏà C13, ÃÏà C66, ÃÏà C33, ÃÏà
Ëîíñäåéëèò 1189 91 549 51 515 1228

Àëìàç 1190 88 551 51 515 1228

Òàáëèöà 8.3. ×èñëîâûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ àëìàçà è ëîíñäåéëèòà,
ïðåäñòàâëåííûå â áàçèñå àëìàçà

Ðåøåòêà C11, ÃÏà C12, ÃÏà C44, ÃÏà
Ëîíñäåéëèò 1145 93 554

Àëìàç 1080 125 588

Çíà÷åíèå CL∗
11 áîëüøå CD∗

11 íà 65 ÃÏà, CL∗
12 ìåíüøå CD∗

12 íà 32 ÃÏà, à
CL∗

44 ìåíüøå CD∗
44 íà 34 ÃÏà. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ

ìîäóëåé àëìàçà è ëîíñäåéëèòà ïðèâåäåíû â òàáë. 8.2 è 8.3.
Íàéäåì íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ n äëÿ ðåøåòîê àëìàçà è ëîíñäåéëèòà,

â êîòîðûõ ìîäóëü Cnnnn áóäåò ïðèíèìàòü íàèáîëüøåå çíà÷åíèå. Ïåðåáè-
ðàÿ âñå âîçìîæíûå âåêòîðû n è ïîäñòàâëÿÿ èõ â ôîðìóëó

Cnnnn = nn · · 4C · ·nn, (8.38)

áûëî îïðåäåëåíî, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîäóëü Cnnnn äëÿ îáåèõ ðåøå-
òîê ïðèíèìàåò â íàïðàâëåíèÿõ âåêòîðîâ n, êîëëèíåàðíûõ îðòó k áàçèñà
ëîíñäåéëèòà. Äëÿ ðåøåòêè ëîíñäåéëèòà

n = ±k, CL
nn max = CL

33 = 1228 ÃÏà, (8.39)

äëÿ ðåøåòêè àëìàçà

n = ± 1√
3

(i∗ + j∗ + k∗), CD
nn max = CD

33 = 1228 ÃÏà. (8.40)

8.4. Âûâîäû

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíà ìîäåëü êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ëîí-
ñäåéëèòà ïðè ó÷åòå ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Àíà-
ëèòè÷åñêè ðåøåíà ñèñòåìà ÷åòûðåõ òåíçîðíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÷åòûðåõ-
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àòîìíîé ðåøåòêè ëîíñäåéëèòà. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ìàêðîïàðàìåò-
ðàìè CL

12, C
L
44, C

L
13, C

L
66, C

L
33 è ìèêðîïàðàìåòðàìè cA, cD êðèñòàëëè÷åñêîé

ðåøåòêè ëîíñäåéëèòà â áåçìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé æåñòêîñòåé ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ cA
è cD ðåøåòêè àëìàçà ïîëó÷åíû ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ëîíñäåéëèòà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå óïðóãèõ ìîäóëåé ëîíñäåéëèòà
è àëìàçà. Ïîêàçàíî, ÷òî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ìîäóëè îáåèõ ðåøåòîê
äîñòèãàþò â íàïðàâëåíèè âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíûõ îðòó k áàçèñà ëîí-
ñäåéëèòà. Êðîìå òîãî, íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé àëìàçà è
ëîíñäåéëèòà ðàâíû ìåæäó ñîáîé.





Çàêëþ÷åíèå

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ ñâÿçè ìåæäó ïàðàìåòðàìè, îïè-
ñûâàþùèìè ïîâåäåíèå âåùåñòâà íà àòîìàðíîì óðîâíå, ñ ìàêðîñêîïè-
÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðèàëà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êðèñòàëëè÷å-
ñêèå ñòðóêòóðû ñ êîâàëåíòíûì òèïîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè.
Ê òàêèì ñòðóêòóðàì îòíîñÿòñÿ ãðàôåí, ãðàôèò, ëîíñäåéëèò, ýëåìåíòû
IV ãðóïïû òàáëèöû Ìåíäåëååâà, îáëàäàþùèå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåò-
êîé àëìàçà, à òàêæå ñôàëåðèòû. Äëÿ îïèñàíèÿ êîâàëåíòíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ â ïîñîáèè èñïîëüçóþòñÿ äâå îñíîâíûå ìîäåëè: ïàðíîå ìîìåíòíîå
è ìíîãî÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèÿ. Îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçû-
âàþùèå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìîäóëè óïðóãîñòè ñ ìèêðîïàðàìåòðàìè, îò-
âå÷àþùèìè æåñòêîñòÿì ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé. Âñå ðàññìîòðåííûå ìîäå-
ëè ñîäåðæàò íåçíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ � îò äâóõ äî ÷åòûðåõ.
Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñ÷åòà
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëîâ, è â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü íåïëîõóþ êîððåëÿöèþ ñ ýêñïåðèìåíòîì, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î
ïðåäñêàçàòåëüíîé âîçìîæíîñòè ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé.

Â ïîñîáèè ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå àòîìàðíîé ñòðóêòóðû êðè-
ñòàëëîâ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íà ìàê-
ðîóðîâíå àäåêâàòíîå îïèñàíèå óïðóãèõ è ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ áîëüøî-
ãî êëàññà êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëîâ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ïðîäîëæåíèå è
ðàçâèòèå ýòèõ ïîäõîäîâ ïîçâîëèò ïîëó÷èòü ñâÿçàííûå ìíîãîìàñøòàáíûå
ìîäåëè òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â òâåðäûõ òåëàõ, îñíîâàííûå íà
ïðèíöèïàõ ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêè.
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Íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ

äåôîðìàöèé ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé è êîìïîíåíò

òåíçîðà æåñòêîñòè

Ïðèâîäèòñÿ âûâîä íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü
ðàíåå.

Ðàññìîòðèì äåôîðìàöèþ ñâÿçåé äàííîé ÷àñòèöû ñ áëèæàéøèìè ñî-
ñåäÿìè, êîòîðûõ îáîçíà÷èì èíäåêñîì α. Â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè
âåêòîðû ñâÿçåé Aα áóäóò èìåòü âèä

Aα = aα + uα − u + aζ, (Ï.1)

ãäå aα � âåêòîð ñâÿçè äàííîé ÷àñòèöû ñ ÷àñòèöåé α â îòñ÷åòíîé êîí-
ôèãóðàöèè; uα è u � âåêòîðû ñìåùåíèé ÷àñòèöû α è äàííîé ÷àñòèöû,
ñîîòâåòñòâåííî; aζ � âåêòîð íåâÿçêè (a � äëèíà ñâÿçè â îòñ÷åòíîé êîí-
ôèãóðàöèè).

Ñ ó÷åòîì äëèííîâîëíîâîãî ïðèáëèæåíèÿ

uα − u = aα ·∇u. (Ï.2)

Òîãäà, îòáðàñûâàÿ ìàëûå ÷ëåíû, ïîëó÷èì èç (Ï.1)

Aα = aα + aα ·∇u + aζ, Aα
2 = aα

2 + 2aαaα ·· ε+ 2aα ·aζ. (Ï.3)

Âûðàçèì ìîäóëü âåêòîðà ñâÿçè â àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè êàê

Aα ' a(1 + nαnα ·· ε+ nα ·ζ). (Ï.4)

Ïðè ýòîì çíà÷åíèå äåôîðìàöèè ñâÿçè

κα =
Aα − aα
aα

= nαnα ·· ε+ nα ·ζ. (Ï.5)

Îöåíèì, êàê èçìåíèòñÿ óãîë ìåæäó ñâÿçÿìè ϕ. Ìàëîå ïðèðàùåíèå
óãëà ìåæäó ñâÿçÿìè α è β îáîçíà÷èì ξαβ, çàïèøåì:

cos(ϕ+ ξαβ) =
Aα ·Aβ

A2
= cosϕ− sinϕ ξαβ. (Ï.6)
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cosϕ = (aα ·aβ)/a2 è

Aα ·Aβ = aα ·aβ + 2aαaβ ·· ε+ 2(aα + aβ)·aζ, (Ï.7)

ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

cosϕ− sinϕ ξαβ = (cosϕ+ 2καβ)(1− κα)(1− κβ). (Ï.8)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

καβ = nαnβ ·· ε+
1

2
(nα + nβ)·ζ. (Ï.9)

Ïðåîáðàçîâûâàÿ (Ï.8), ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå

ξαβ =
(κα + κβ) cosϕ− 2καβ

sinϕ
. (Ï.10)

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè äåôîðìàöèè ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé. Äà-
ëåå ïðèâîäèòñÿ ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà æåñòêîñòè.

Ðàññìîòðèì îðòû nα è nβ, çàäàþùèå íàïðàâëåíèå äâóõ ñìåæíûõ ñâÿ-
çåé. Ïðåäñòàâèì nβ â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, ïàðàëëåëüíûõ è ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ nα:

nβ = nα cosϕ+ nba sinϕ, (Ï.11)

ãäå nba � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé nα.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèëó ñèììåòðèè ðåøåòêè âûïîëíÿþòñÿ òîæäå-

ñòâà∑
β(α)

nba = 0,
∑
β(α)

nban
b
a =

M1

d− 1
(E− nαnα) ,

∑
α

nαnα =
M

d
E, (Ï.12)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïî β(α) îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñâÿçÿì, ñìåæ-
íûì ñ nα; d = 2, 3 � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà; E � åäèíè÷íûé òåíçîð,
ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà;M � ÷èñëî áëèæàéøèõ ñî-
ñåäåé äàííîãî àòîìà; M1 � ÷èñëî ñâÿçåé, ñìåæíûõ ñ äàííîé. Ýòè òîæ-
äåñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ðåøåòêè ãðàôèòà, à òàêæå, ïî êðàéíåé ìåðå,
äëÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê: òðåóãîëüíîé, êâàäðàòíîé, ïðîñòîé êóáè-
÷åñêîé, ÎÖÊ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (Ï.11), (Ï.12) ïîëó÷àåì∑

β(α)

nβnβ = M1Pnαnα +
M1

d− 1
E, P = cos2 ϕ− sin2 ϕ

d− 1
. (Ï.13)
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Òîãäà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü òåíçîðû:∑
α,β

′
nαnαnβnβ = M1P

∑
α

nαnαnαnα +QJ1 , (Ï.14)

∑
α,β

′
(nαnβnαnβ + nαnβnβnα) = 2M1P

∑
α

nαnαnαnα +Q (J2 + J3),

ãäå Jk � èçîòðîïíûå òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà,

J1 = ekekenen = EE, J2 = ekenenek, J3 = ekeneken, (Ï.15)

ãäå ek � âåêòîðû íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà; çäåñü è äàëåå
èñïîëüçóåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ ëàòèíñêîìó èíäåêñó.

Çäåñü áûëî ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Q =
M1M sin2 ϕ

d(d− 1)
. (Ï.16)

Â ïðîöåññå âûâîäà ôîðìóë äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè îêàçûâàþòñÿ ïî-
ëåçíûìè òîæäåñòâà∑

α,β

′
nαnαnαnα = M1

∑
α

nαnαnαnα ,
∑
α,β

′
nαnαnα = M1

∑
α

nαnαnα ,

∑
α,β

′
nαnα = M1

∑
α

nαnα , (Ï.17)

∑
α,β

′
nαnαnαnβ = M1 cosϕ

∑
α

nαnαnαnα ,

∑
α,β

′
nαnαnβ = M1 cosϕ

∑
α

nαnαnα ,
∑
α,β

′
nαnβ = M1 cosϕ

∑
α

nαnα.

Èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ ðåøåòêè, íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

am ·an =

[
a2, µ = ν;
−a2/d, µ 6= ν;

⇐⇒ am ·an =
1

d
a2
(

(d+ 1)δmn − 1
)
,

(Ï.18)
ãäå δmn � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
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Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû (Ï.18) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå∑
α

nαnαnα·
∑
α

nαnαnα =
d+ 1

d

∑
α

nαnαnαnα−
1

d

(∑
α

nαnα

)(∑
α

nαnα

)
.

(Ï.19)
Äàëåå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ

âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà æåñòêîñòè ñ ó÷åòîì ñìåæíûõ ñâÿçåé. Îñòàíîâèìñÿ
ïîäðîáíåå íà ñëàãàåìîì ïðè G4 â (2.1):

ξαβ ξαγ =
(
κ2
α + κακβ + κακγ + κβκγ

) cos2 ϕ

sin2 ϕ
−

−2 cosϕ

sin2 ϕ

[
καβ(κα + κγ) + καγ(κα + κβ)

]
+

4

sin2 ϕ
καβκαγ.

(Ï.20)

Î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ∑
α,β,γ

′
κ2
α =

∑
α

κ2
α,
∑
α,β,γ

′
(κακβ +κακγ) =

∑
α,β

κακβ,
∑
α,β,γ

′
κβκγ =

1

2

∑
β,γ

κβκγ,

∑
α,β,γ

′
κα(καβ + καγ) =

∑
α,β,γ

κακαβ,
∑
α,β,γ

′
καβκαγ =

1

2

∑
α,β,γ

καβκαγ. (Ï.21)

Èñïîëüçóÿ äàííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì

∑
α,β,γ

′
ξαβ ξαγ = ctg2 ϕ

∑
α

κ2
α +

∑
α,β

κακβ +
1

2

∑
β,γ

κβκγ

−
−2

ctgϕ

sinϕ

∑
α,β

κακαβ +
∑
α,β,γ

καβκγ

+
2

sin2 ϕ

∑
α,β,γ

καβκαγ.

(Ï.22)

Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â (Ï.22). Çàìåòèì, ÷òî è ó ãðàôèòà, è
ó àëìàçà êàæäàÿ ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ ñìåæíîé ñ êàæäîé. Âñëåäñòâèå ýòîãî∑

β,γ

κβκγ =
∑
α,β

κακβ, (Ï.23)

÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ñóììèðîâàíèå.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (Ï.22). ×òîáû ÿâíî ó÷åñòü ñèììåò-

ðèþ òåíçîðîâ æåñòêîñòè è äåôîðìàöèè, âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

καβκαγ =
1

4
(καβκαγ + καβκγα + κβακαγ + κβακγα) . (Ï.24)
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Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (2.6) â (Ï.20) è èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ
(Ï.21)�(Ï.24). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òåíçîðû âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åò-
âåðòîãî ðàíãîâ, òðåáóþùèå ñóììèðîâàíèÿ ïî èíäåêñàì α, β è γ. Èñïîëü-
çóÿ ñèììåòðèþ ðåøåòêè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îò äâóõ è òðåõ èíäåêñîâ
â êîíå÷íîì ñ÷åòå ìîæíî ïåðåéòè ê ñóììèðîâàíèþ ïî îäíîìó èíäåêñó.
Ïîêàæåì ýòî äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìûõ ñîîòíîøåíèé.

Ðàññìîòðèì îðòû nα è nβ, çàäàþùèå íàïðàâëåíèå äâóõ ñìåæíûõ ñâÿ-
çåé. Ïðåäñòàâèì èõ â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, ïàðàëëåëüíûõ è ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ nα:

nβ = nα cosϕ+ nba sinϕ, nγ = nα cosϕ− nba sinϕ, (Ï.25)

ãäå nba � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé nα. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
â ñèëó ñèììåòðèè ðåøåòêè âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà∑
β(α)

nba = 0,
∑
β(α)

nban
b
a =

M1

d− 1
(E− nαnα) ,

∑
α

nαnα =
M

d
E, (Ï.26)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïî β(α) îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñâÿçÿì, ñìåæ-
íûì ñ nα; d = 2, 3 � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà; E � åäèíè÷íûé òåíçîð,
ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà;M � ÷èñëî áëèæàéøèõ ñî-
ñåäåé äàííîãî àòîìà; M1 � ÷èñëî ñâÿçåé, ñìåæíûõ ñ äàííîé. Ïîëüçóÿñü
ñîîòíîøåíèÿìè (Ï.25), (Ï.26), à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî∑

α,β nαnαnαnα = M1

∑
α nαnαnαnα,∑

α,β

nαnαnαnβ = M1 cosϕ
∑
α

nαnαnαnα,
(Ï.27)

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:∑
α,β

nαnαnβnβ = M1P
∑
α

nαnαnαnα +QJ1 ,

∑
α,β,γ

nαnβnγnγ =
∑
α,β,γ

nβnγnαnα = M1P̃
∑
α

nαnαnαnα −QJ1 ,

1

4

∑
α,β,γ

(nαnβnγnα + nαnβnαnγ + nβnαnγnα + nαnβnαnγ) =

= M1P̃
∑
α

nαnαnαnα −
Q

2
(J2 + J3),

(Ï.28)
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ãäå

P = cos2(ϕ)− sin2 ϕ

d− 1
, P̃ = cos2(ϕ) +

sin2 ϕ

d− 1
, Q =

M1M sin2 ϕ

d(d− 1)
. (Ï.29)

Èçîòðîïíûå òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà îáîçíà÷åíû Jk,

J1 = ekekenen = EE, J2 = ekenenek, J3 = ekeneken, (Ï.30)

ãäå ek � âåêòîðû íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà; çäåñü è äàëåå
èñïîëüçóåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ ëàòèíñêîìó èíäåêñó.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ òðåòüåãî ðàí-
ãà:∑

α,β

nαnβnβ = M1P
∑
α

nαnαnα,
∑
α,β,γ

nαnβnγ = M1P̃
∑
α

nαnαnα.

(Ï.31)
Ïðè ïîëó÷åíèè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ó÷èòûâàëîñü ñîîòíîøåíèå∑

α

nα = 0, ÷òî âåðíî äëÿ ìíîãèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê, â ÷àñòíîñòè,

äëÿ ãðàôèòà.
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