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Диффузионный и баллистический 
режимы теплопроводности
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Проблема: охлаждение микропроцессоров

4
https://spectrum.ieee.org/nanoclast/semiconductors/processors/intel-now-packs-100-million-transistors-in-each-square-millimeter
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Закон Фурье

• Закон Фурье

• Связь коэффициент теплопроводности с длиной свободного 
пробега фононов λ ([1], [2])

• Работает на макроуровне в материалах с дефектами (длина 
свободного пробега много меньше длины образца) 

5[1] R.E. Peierls, Quantum theory of solids (Oxford University Press, 1965)
[2] J.M. Ziman, Electrons and Phonons. The theory of transport phenomena in solids. (Oxford University Press, 1960)

q= −𝐾 𝛻𝑇

𝐾~ 𝑣𝜆



Режимы распространения тепла

• Диффузионный
• Выполняется закон Фурье

• К-т теплопроводности – константа материала

• Баллистический
• Закон Фурье НЕ выполняется

• Эффективный к-т теплопроводности 
пропорционален размеру образца (𝐾 ~ L)

6



Баллистическое распространение тепла в нанопроволоках
(T.-K. Hsiao et al. Observation of room-temperature ballistic thermal conduction persisting over 8.3 
micron in SiGe nanowires. Nature Nanotech. 2013)

Зависимость эффективного к-та 
теплопроводности от размера

Κ ~ L баллистический
режим

диффузионный
режим

Кремний-германиевая нанопроволока



Эксперименты по нестационарному распространению тепла на 
наноуровне. Метод Transient Thermal Grating*

* J.A. Rogers, A.A. Maznev, M.J. Banet, K.A. Nelson, Optical generation and characterization of acoustic waves in thin films: 
fundamentals and applications. Annu. Rev. Mater. Sci. (2000).
* S. Huberman, R.A. Duncan, K.Chen, B. Song, V. Chiloyan, Z. Ding, A.A. Maznev, G. Chen, K.A. Nelson, Observation of second sound 
in graphite at temperatures above 100 K, Science, (2019)

S. Huberman et al. Science, 2019

• На поверхности материала генерируется 
синусоидальное распределение начальной 
температуры с помощью двух лучей лазера

• Тепловое расширение приводит к искривлению 
поверхности

• В поликристаллическом графите при T ~ 100K
амплитуда синусоидального поля температуры 
затухает немонотонно

Параметры эксперимента: 
• Период синуса ~10 μm,
• Температура фона ~100 K,
• Длительность импульса ~60 ps



Аномальная теплопроводность: зарубежные ученые и 
научные группы 
Научные группы:

• NanoHeat Lab, Stanford

• NanoEngineering group, MIT

• The Keith Nelson group, MIT

9

Ученые:
• Gang Chen (H=100)
• Abhishek Dhar (H=30)
• Oleg Gendelman (H=39)
• Kenneth Goodson (H=64)
• William Hoover (H=49)
• Joel Lebowitz (H=87)
• Stefano Lepri (H=26)
• Roberto Livi (H=36)
• Alexander Mielke (H=42)
• Keith Nelson (H=69)
• Denis Nika (H=62)
• Antonio Politi (H=42)
• Herbert Spohn (H=54)
• …..

2005 2018



Стационарная задача теплопроводности

• Конечный кристалл

• Температура на двух противоположных границах 
поддерживается за счет термостатов

• Исследуется зависимость коэффициента 
теплопроводности от длины образца

• Постановка использовалась в работах Лебовица, 
Наказавы, Дхара, Савина, Гендельмана, Лепри, 
Ливи, Полити и др.

Термостат ТермостатКристалл

10

Rieder, Z., Lebowitz, J.L., Lieb, E. J. 
Math. Phys., 1967

Наша особенность – решение нестационарных задач



Работы А.М. Кривцова

11

Задача: обобщение на случай многомерных сложных решеток



Работы научной группы А.М. Кривцова по тепловым процессам (2014-2019)

12

Баллистическая 
теплопроводность

Переходные 
процессы



Постановка задачи 

13

• Модель – бесконечный/полубесконечный, 
идеальный кристалл 

• Взаимодействия между частицами: 
• линейные (в аналитике)
• нелинейные (в численных экспериментах)

• Начальные условия случайные, соответствуют 
начальному полю температуры

• Основные исследуемые величины – кинетические 
температуры



Линейные эффекты 
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Начальные условия. “Независимость” потока и 
температуры

• Поле температуры, нулевые потоки 
• Скорости частиц – некоррелированные случайные величины с нулевым 

матожиданием 

• Перемещения частиц – нулевые 

• Поле температуры, НЕнулевые потоки
• Скорости и перемещения вычисляются как в суперпозиции волн со 

случайными фазами

15Korznikova E.A., Kuzkin V.A., Krivtsov A.M., Xiong D., Gani V.A., Kudreyko A.A., Dmitriev S.V., Equilibration of 

sinusoidal modulation of temperature in linear and nonlinear chains // Phys. Rev. E 102, 062148 (2020)



• Компоненты векторов перемещений частиц формируют столбец u
• Частицы соединены с произвольным числом соседей пружинками
• Сила, действующая на каждую частицу, представляется в виде 

линейной комбинации перемещений других частиц
• Уравнения движения для частиц элементарной ячейки x:

Здесь M – матрица масс, С – матрицы, определяемые жесткостями 
связей 

• Начальные условия:

• Начальные скорости – некоррелированные случайные величины с 
нулевым мат. ожиданием

16

Гармонический кристалл



Кинетическая температура и температурная матрица

• Температурная матрица ячейки x:

• Кинетическая температура

• В случае равнораспределения T – шаровая 

17



Вывод формулы для температурной матрицы

18

• Equations of 
motion

• Initial conditions
Дискретное 

преобразование 
Фурье

• Particle velocities 
(exact)

Осреднение 
по 

реализациям • Temperature 
matrix T(x,t) 
(exact)

- Два масштаба 
времени

- Континуализация

• Температурная 
матрица T(x,t) 
(приближенно)

• Krivtsov A.M. Heat transfer in infinite harmonic one dimensional crystals. Doklady Physics, 2015, Vol. 60, No. 9, pp. 
407–411

• Kuzkin V.A. Unsteady ballistic heat transport in harmonic crystals with polyatomic unit cell. Continuum Mech. 
Thermodyn. 2019



Kuzkin V.A. Unsteady ballistic heat transport in harmonic crystals with polyatomic unit cell. Continuum Mech. 
Thermodyn. 2019

Нестационарный баллистический теплоперенос
в гармонических кристаллах

Эволюция температурного профиля T0(x) описывается формулой

Формула применима
• 1D, 2D, 3D решетки
• ячейка имеет N dстепеней свободы
• произвольные линейные взаимодействия

тепловые волны
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- начальное распределение температурной матрицы

- ветка дисперсионного соотношения 

- групповая скорость 

- поляризационная матрица

Kuzkin V.A. Unsteady ballistic heat transport in harmonic crystals with polyatomic unit cell. Continuum Mech. 
Thermodyn. 2019

Нестационарный баллистический теплоперенос
в гармонических кристаллах



Особенности баллистического теплопереноса в 
бесконечных кристаллах

Гармоническая теория предсказывает:

✓ Конечная скорость фронта

✓ Несколько температур

✓ Анизотропия в “изотропных материалах”

✓ Перенос тепла “от холодного к горячему”

✓ Колебательное затухание температуры

21



Несколько температур

22

m2 = 2m1, c1 = c2

Параметры:

T11

T22

время - 500τmin

число реализаций - 104

Температуры подрешеток 
НЕ равны

Точки – результаты моделирования
Линии - аналитика



Конечная скорость фронта

23

T11 T22

Фронт распространяется с 
максимальной групповой 

скоростью

фронт
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Анизотропия распространения тепла

Начальное распределение 
температуры:

10 реализаций 100 реализаций

1000 реализаций 10 000 реализаций
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Перенос тепла “от холодного к горячему”

горячие точки
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Вклады продольных и поперечных колебаний

maximum minimum

in-plane out-of-plane

Panchenko A.Yu., Kuzkin V.A., Berinskii I.E. Unsteady ballistic heat transport in two-dimensional 
harmonic graphene lattice // J. Phys.: Cond. Matter, 34, 165402 (2022)
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Немонотонное затухание синусоидального температурного 
поля в графене (поперечные колебания)

зигзаг
кресло

Эффекты:
1) Немонотонное затухание
2) Асимптотика 1/t, а НЕ e-t 

3) Анизотропия

Начальное распределение:

Исследуемая величина:
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isotropy anisotropy

Red – zigzag 
Blue – armchair

Panchenko A.Yu., Kuzkin V.A., Berinskii I.E. Unsteady ballistic heat transport in two-dimensional 
harmonic graphene lattice // J. Phys.: Cond. Matter, 34, 165402 (2022)

Немонотонное затухание синусоидального температурного 
поля в графене (колебания в плоскости)



Нелинейные эффекты

29



Особенности баллистического теплопереноса в 
бесконечных кристаллах

Гармоническая теория предсказывает:

✓ Конечная скорость фронта

✓ Несколько температур

✓ Колебательное затухание температуры

✓ Перенос тепла “от холодного к горячему”

30



Несколько температур в ГЦК решетке Леннарда-Джонса

31
Kuzkin V.A., Liazhkov S.D. Equilibration of kinetic temperatures in face-centered cubic 

lattices // Phys. Rev. E 102, 042219 (2020)

Малые времена Большие времена

На “малых” временах работает линейная теория



Масштабирование времени:

Выравнивание температур при разной 
степени нелинейности происходит 
подобным образом.

32Kuzkin V.A., Liazhkov S.D. Equilibration of kinetic temperatures in face-centered cubic 

lattices // Phys. Rev. E 102, 042219 (2020)

Несколько температур в ГЦК решетке Леннарда-Джонса



Уравнения динамики

Начальные условия

33Liazhkov S.D., Kuzkin V.A., Unsteady two-temperature heat transport in mass-in-mass 

chains // Phys. Rev. E, 105, 054145 (2022)

Теплопроводность в цепочке mass-in-mass

Начальные температуры подрешеток равны
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Колебания температур в цепочке mass-in-mass

Температура цепочки Температура прикрепленных масс

Температуры подрешеток в нелинейном 
случае совершают колебания
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Несколько температур в цепочке mass-in-mass

Температура цепочки

Температура прикрепленных масс

Разница температур

Температуры подрешеток в процессе 
теплопроводности отличаются, хотя 
изначально они равны!
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Несколько температур в цепочке mass-in-mass

Разница температур тем больше, чем 
сильнее отличаются массы

𝑚2

𝑚1
= 2

𝑚2

𝑚1
=

1

10



Нелинейные эффекты. 
Баллистическая термоупругость

37



Постановка задачи (microlevel)

• Цепочка Ферми-Паста-Улама:

• Начальные условия

38

Or any other function

nonlinearity



Переход к континуальному пределу

• Осреднение по реализациям

• Разделение тепловых и механических 
движений

• Континуализация

• Вывод определяющих соотношений

• Теплопроводность описывается 
гармонической теорией

39

механика тепло

A.M. Krivtsov, V.A. Kuzkin, Discrete and continuum thermomechanics. In: Encyclopedy of continuum mechanics



Уравнения баллистической термоупругости

• Динамика

• Баллистический теплоперенос

• Начальные условия

• Периодические граничные условия

40

Выводятся из 
уравнений 

динамики решетки



Колебания температуры

41

Решение (Кривцов, 2015)

Результаты:
1) Колебания температуры
2) Гармоническая теория работает в 

слабонелинейном случае

Analytical solution (line) and numerical results (points) for
αa/c = -0.25 (red), αa/c = -1 (blue)



Динамические уравнения:

Решение:

42

Periodic “external force” with frequency equal to 
the 1st eigenfrequency

Баллистический резонанс: теория

Рост амплитуды без внешнего воздействия! 



Баллистический резонанс: численные результаты

43

Амплитуда механических колебаний Механическая энергия

Рост амплитуды без внешнего воздействия! 
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Интерфейсные эффекты. 
Отражение тепловых волн

45



Перенос тепла в свободном кристалле

• Уравнения динамики

• Начальные условия

46

ሷ𝑢𝑛 = 𝜔𝑒
2 𝑢𝑛+1 − 2𝑢𝑛 + 𝑢𝑛−1 ,

ሷ𝑢0 = 𝜔𝑒
2 𝑢1 − 𝑢0 ,

ሷ𝑢𝑁−1 = 𝜔𝑒
2 𝑢𝑁−2 − 𝑢𝑁−1 .

𝑢𝑛
0 = 0, 𝑣𝑛

0 = 𝜌𝑛

𝑘𝐵𝑇𝑛
0

𝑚

𝜌𝑛 = 0, 𝜌𝑛𝜌𝑚 = 𝛿𝑛𝑚

෨𝐿1 = 25
෨𝐿2 = 50

Сергей Ляжков

свободные концы

Liazhkov S.D. Unsteady heat transport in an instantly heated semi-infinite free 

end Hooke chain // CMAT 35(2) 413-430 (2023)



Континуальное выражение для кинетической 
температуры

Поле температуры: 
𝑇(𝑥, 𝑡) = 𝑇𝐹 + 𝑇𝑆

Быстрый процесс (выравнивание кинетической и потенциальной энергий):

𝑇𝐹(𝑥, 𝑡) =
𝑇0 𝑥

2
𝐽0 4𝜔𝑒𝑡 .

Медленный процесс (баллистическое распространение тепла):

𝑇𝑆(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋
න

0

𝜋

𝑇0( 𝑥 + 𝑣𝑠𝑡 cos 𝜃 )d𝜃

где 𝑣𝑠 – скорость звука.

47Liazhkov S.D. Unsteady heat transport in an instantly heated semi-infinite free 

end Hooke chain // CMAT 35(2) 413-430 (2023)



Прямоугольное тепловое возмущение, не касающееся 
границы

До отражения тепловой волны ෨𝐿1 = 25, ෨𝐿2 = 50 :

Бесконечная цепочка ( ǁ𝑡 = 20) Полубесконечная цепочка ( ǁ𝑡 = 20)

48Liazhkov S.D. Unsteady heat transport in an instantly heated semi-infinite free 

end Hooke chain // CMAT 35(2) 413-430 (2023)
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Скачек на границе

Скачок!

Периодическая цепочка Свободная цепочка

Liazhkov S.D. Unsteady heat transport in an instantly heated semi-infinite free 

end Hooke chain // CMAT 35(2) 413-430 (2023)



51

Температура на свободной границе цепочки

Континуальное 
решение на 
границе на 
работает



Интерфейсные эффекты. 
Акустическая прозрачность

52



Прохождение волновых пакетов через границу

53



Условие прозрачности

Акустическая прозрачность

54
Kuzkin V.A. Acoustic transparency of the chain-chain interface // Phys. Rev. E, 107, 065004 (2023)



Интерфейсные эффекты. 
Тепловые диоды

55



Тепловой диод. Постановка задачи

• Рассматривается интерфейс двух цепочек на 
упругом основании

• В одной из цепочек задается распределение 
энергии по волновым числам 

• Вычисляется тепловой поток

• Определяется диодный коэффициент

56Dmitriev S.V., Kuzkin V.A., Krivtsov A.M. Nonequilibrium thermal rectification at the junction of harmonic 

chains // Phys. Rev. E [submitted]



• Диодный коэффициент:

• Здесь          – коэффициент прохождения, 

• E(q) – распределение энергии по длинам волн

Пример. Кусочно-постоянное распределение энергии 

Формула для диодного коэффициента

57Dmitriev S.V., Kuzkin V.A., Krivtsov A.M. Nonequilibrium thermal rectification at the junction of harmonic 

chains // Phys. Rev. E [submitted]



Идеальный тепловой диод (максимальный эффект)

Система становится идеальным тепловым диодом (пропускает 
тепло только в одну сторону) при условии

58Dmitriev S.V., Kuzkin V.A., Krivtsov A.M. Nonequilibrium thermal rectification at the junction of harmonic 

chains // Phys. Rev. E [submitted]



Идеальный тепловой диод. Примеры 

• Только длинные волны

• Только короткие волны

59Dmitriev S.V., Kuzkin V.A., Krivtsov A.M. Nonequilibrium thermal rectification at the junction of harmonic 

chains // Phys. Rev. E [submitted]



Диодный эффект 

• Отсутствует в линейных системах, находящихся в равновесии
(если распределение энергии равномерное или соответствует 
статистике Бозе-Эйнштейна)

• Может наблюдаться в линейных системах при неравновесном
распределении энергии

• Максимален, если волны, соответствующие полосе пропускания, 
имеют нулевую энергию для одной из цепочек

60Dmitriev S.V., Kuzkin V.A., Krivtsov A.M. Nonequilibrium thermal rectification at the junction of harmonic 

chains // Phys. Rev. E [submitted]



Открытые вопросы/проблемы

• Определение температуры

• Определение границ применимости континуального описания баллистической 
теплопроводности

• Описание влияния неидеальностей (дефектов, изотопного состава и тд.)

• Описание перехода от баллистического режима теплопроводности к диффузионному

• Описание перехода механической энергии в тепловую 

• Учет электронной подсистемы 

• Постановка реальных экспериментов (нестационарная постановка)

61
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Публикации группы А.М. Кривцова

tm.spbstu.ru/TC



Дополнительные слайды

63



64



65



Многотемпературные модели 

• Ударные волны (Зельдович, Холиан, 
Хувер, Фортов и др.)

• Лазерное воздействие на твердые 
тела (Беляев, Индейцев, Петров, 
Фортов и др.)

• Баллистическое распространение 
тепла в твердых телах (Kato, Jou, 
2001; Dhar, Lebowitz, 2012; Xiong, 
2013 и др.)

• Неравновесные течения газов 
(Аристов, Кустова и др.)
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Пример: двумерная треугольная решетка Леннарда-Джонса
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¼ (линейная модель)

Амплитуда начальных скоростей (по 

отношению к скорости диссоциации): 

• 0.05 (точки)

• 0.25 (пунктир)

• 0.5 (штрих-пунктир)

Наличие нелинейности приводит к выравниванию кинетических энергий, 

соответствующих разным степеням свободы.



Отличия от гиперболической теплопроводности

• Уравнения Максвелла-Каттанео-Вернотта:

• Решение в случае косинусоидального начального возмущения [1] 

• Отличия:
• Не описывает распространение тепла в линейных и слабо нелинейных цепочках [2,3]
• Дает экспоненциальное затухание, в численном эксперименте – степенное затухание
• Нет зависимости от закона взаимодействия (дисперсионного соотношения). Для разных 

цепочек закон изменения температуры будет одинаковым (не согласуется с 
результатами моделирования)
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Точная формула Аcимптотика при больших t

Перемещения

Механическая 
энергия

Аналитическое решение (баллистический резонанс)
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Сравнение формул для T(x,t)
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Точная формула для T(x,t) Приближенная формула для T(x,t)

Симметрична по отношению к времени Симметрична по отношению к времени

Бесконечная скорость распространения сигнала Тепловой фронт распространяется с 
максимальной групповой скоростью 

Медленно считается (двойной интеграл и сумма) Быстро считается (один интеграл)



Синусоидальное распределение температуры

• Начальное распределение температуры:

• Амплитуда теплового профиля:

• Формула для амплитуды:

73разные характерные времена



Связь микро- и макропараметров

• Механические параметры

• Тепловые параметры

74

A.M. Krivtsov From nonlinear oscillations to equation of state in simple discrete systems // CSF, 2003
А.М. Кривцов, В.А. Кузькин Получение уравнений состояния идеальных кристаллов простой структуры // МТТ, 
2011


