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Постановка задачи

𝑛−𝐵− + 𝑛∗𝐵∗ → 𝑛+𝐵+

• Химическая реакция локализована на 

фронте реакции, который разделяет 

две твердых компоненты

• Весь газ, диффундирующий к фронту 

реакции через B+ , расходуется в 

результате реакции

• Температура постоянна и является 

параметром модели

𝑆𝑖 + 𝑂2 → 𝑆𝑖𝑂2



Способы учета 
механических напряжений

ω – скорость химической реакции

𝑘∗– константа скорости химической реакции

А – химическое сродство

Т – температура, R – универсальная газовая постоянная

с – молярная концентрация газовой составляющей

Концентрация находится из закона Фика:

𝜔 = 𝑘∗𝑐 1 − exp −
𝐴

𝑅𝑇

𝛻 ⋅ 𝐷𝛻𝑐 =
𝑑𝑐

𝑑𝑡



Тензор химического 
сродства

и – тензора напряжений Коши

– концентрация газовой компоненты на фронте реакции Г

– растворимость газовой компоненты в материале 𝐵+

– тензор химических превращений материала 𝐵+

– отсчетный уровень химической энергии, при постоянной температуре постоянен

и 𝜌− − молярная масса и плотность материала 𝐵−

Скорость распространения фронта химической реакции:

− равновесная концентрация газа, при которой скорость прямой реакции равно скорости 

обратной, 𝐴𝑛𝑛 = 0

𝐴𝑛𝑛 =
𝑛−𝑀−

𝜌−
(𝛾 𝑇 +

1

2
𝛔−: 𝛆− −

1

2
𝛔+: 𝛆+ − 𝛆𝑐ℎ + 𝛔+: 𝛆+ − 𝛆− ) + 𝑛∗𝑅𝑇ln

)𝑐(Г

𝑐∗

𝝈− = 𝐂−: 𝛆− )𝛔+ = 𝐂+: (𝛆+ − 𝛆𝑐ℎ

)𝑐(Г

𝑐∗

𝛆𝒄𝒉 = 𝜀𝑐ℎ𝑰

)𝛾(𝑇

𝑀−

𝑉 =
𝑛−𝑀−

𝜌−
𝑘∗𝑛∗(𝑐(Г) − 𝑐𝑒𝑞 )

𝑐𝑒𝑞
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𝛻 ⋅ (𝐷𝛻𝑐) = 0 – закон Фика

Граничные условия:

α – скорость растворимости газовой компоненты в 𝐵+, Ω – внешняя поверхность 

тела

Различные коэффициенты диффузии:

•

• , Vd – объем одной ячейки B+, 

𝐷𝛻 ⋅ 𝑐|Г + 𝛼 𝑐∗ − 𝑐|Ω = 0,
𝐷𝛻 ⋅ 𝑐|Г + 𝑛∗

2𝑘∗(𝑐(Г) − 𝑐𝑒𝑞) = 0

𝐷 = 𝐷0𝑒
−𝑝  𝑉𝑑 𝑘𝑇

𝐷 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝 = −
1

3
𝑡𝑟𝝈+

Задача диффузии
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Считаем, что задача квазистатическая,  𝜌𝑔 = 0;  𝑉𝑔,𝑠 = 0

Диффузионный поток частиц газа распространяется только в направлении 𝑥𝑖

𝑓𝑠,𝑔 = 𝜌𝑔𝑎 𝑉𝑠 − 𝑉𝑔 – сила взаимодействия, где  a – коэффициент вязкого трения

Поток 𝑗 = 𝜌𝑔 𝑉𝑔 − 𝑉𝑠 из решения системы равен 𝑗 = 𝜆+2𝜇

𝑎
𝑐1𝑒

−𝑐2𝑥𝑖 , 𝑐1,2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Концентрация 𝑐𝑔 =
𝜌𝑔

𝑀𝑔
; 𝛻𝑐𝑔 = 𝜆+2𝜇

𝑅𝑇
𝑐1𝑒

−𝑐2𝑥𝑖. Тогда 𝑗 =
𝑅𝑇

𝑎
𝛻𝑐𝑔, и закон Фика:

𝛻 ∙ 𝑗 = 0 ↔ 𝛻 ⋅ 𝐷𝛻𝑐 = 0; где 𝐷 =
𝑅𝑇

𝑎

Модель  тензодиффузии: 

𝛽 – некий параметр

Из сравнения с эмпирическим коэффициентом 

𝜆 + 𝜇 𝛻𝛻𝑢𝑠 + 𝜇𝛥𝑢𝑠 + 𝑓𝑠,𝑔 = 0

−
𝑅𝑇

𝑀𝑔
𝛻𝜌𝑔 − 𝑓𝑠,𝑔 = 0

𝛻 𝜌𝑔𝑉𝑔 = 0

𝐷𝑖𝑗 = 𝐷0 1 + 𝛽 𝑡𝑟𝜺+ − 𝜀𝑖𝑖



Параметры материалов
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International Journal of Engineering Science, 83 (2014), pp. 57-75
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Прямоугольное тело
Реакция идет, если γ > γ∗ =

E+

1 − ν+
εch
2

𝐷 = 𝐷0𝑒

𝐸+
)3(1−𝜈+
𝜀11+𝜀22−2𝜀ch  𝑉𝑑 𝑘𝑇

Заданные перемещения: 𝜀11 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜀22 = const

d𝜉

dt∗
=

1 −  𝑐𝑒𝑞 𝑐∗
1 + 𝜅1𝜉 + 𝜅2

Скорость роста превращенного слоя

𝜕

𝜕𝑥3
𝐷

𝜕𝑐

𝜕𝑥3
= 0Уравнение Фика:

Заданные усилия: 𝜀 = 𝐴𝑥3 + 𝐵

Скорость роста превращенного слоя в случае переменного коэффициента 

диффузии d𝜉

dt∗
=

1 −  сeq с∗

1 +
𝜅1
𝑒  𝐵  𝐴

(1 − 𝑒−  𝐴𝜉) + 𝜅2

𝜉 =
ℎ

𝐻
, 𝑡∗ =

𝑛−𝑀−𝑛∗𝑘∗𝑐∗
𝐻𝜌−

𝑡, 𝜅1 =
𝑛∗

2𝑘𝐻

𝐷0
, 𝜅2 =

𝑛∗
2𝑘

𝛼
,  𝐴 = 𝑓(𝐴),  𝐵 = 𝑓 𝐵



Difference = 
 ξ 𝐷 −ξ(𝐷0

0.5



Сферическое тело
𝑢− = 𝐴−𝑟 , 𝑢+ = 𝐴+𝑟 +

 𝐴− − 𝐴+)𝑟𝑖
3

𝑟2

𝐴+ =
𝐴− 3𝑘− + 4𝜇+ + 3𝑘+𝜀𝑐ℎ

3 𝜆+ + 2𝜇+

𝐴− =
𝜆+ + 2𝜇+

3𝑢0
𝑟𝑜

− 3𝑘+ 1 −  𝜉3 𝜀𝑐ℎ

3𝑘− + 4𝜇+ + 3 𝑘+ − 𝑘−  𝜉3 в случае заданных перемещений

𝐴− =
𝜆+ + 2𝜇+ 𝜎0 + 4𝑘+𝜇+ 1 −  𝜉3 𝜀𝑐ℎ

𝑘+ 3𝑘− + 4𝜇+ − 4𝜇+ 𝑘+ − 𝑘−  𝜉3
в случае заданных напряжений

 𝜉 =
𝑟𝑖
𝑟𝑜



Задача диффузии

𝐷
𝑑2𝑐

𝑑𝜁2
+

𝑑𝐷

𝑑𝜁
+
2

𝜁
𝐷

𝑑𝑐

𝑑𝜁
= 0 𝜁 =

𝑟

𝑟о
где

• Так как не зависит от ζ, то и  при                    , 

и при решение будет иметь одинаковый вид. Скорость роста 

превращенного слоя 

• . В этом случае

Скорость роста превращенного слоя 

𝑡𝑟𝜎+ = 𝜎𝑟
+ + 𝜎𝜑

+ + 𝜎𝜗
+ = 3𝑘+ 𝐴+ − 𝜀𝑐ℎ 𝐷 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑑𝜉

𝑑𝑡∗
=

1 −  𝑐𝑒𝑞 𝑐∗

1 + 𝜅1  𝜉 − 𝜅1  𝜉
2 + 𝜅2  𝜉

2

 𝐷 = 𝐷0(1 + 𝛽(𝜀𝜑𝜑
+ + 𝜀𝜃𝜃

+ ) 𝜀𝜑𝜑
+ = 𝜀𝜃𝜃

+ = 𝐴+ +
𝐴− − 𝐴+ 𝜉3

ζ3

𝑑𝜉

𝑑𝑡∗
=

1 + 2𝐴−𝛽)(1 −  𝑐𝑒𝑞 𝑐∗

 1 + 2𝐴−𝛽)(1 + 𝜅2  𝜉
2) + 𝜅1  𝜉 − 𝜅1  𝜉

2

 𝜉 =  𝑟𝑖 𝑟𝑜 , ξ = 1 −  𝜉, 𝑡∗ =
𝑛−𝑘∗𝑛∗𝑀−𝑐∗

𝑟𝑜𝜌−
𝑡, 𝜅1 =

𝑛∗
2𝑘∗𝑟𝑜
𝐷0

, 𝜅2 =
𝑛∗
2𝑘∗
𝛼

𝐷 = 𝐷0𝑒
−𝑝  𝑉𝑑 𝑘𝑇



Кинетика роста превращенного слоя для заданных перемещений, 

𝑢0 =  𝑢0 𝑟𝑜, коэффициент диффузии постоянный



Difference = 
 ξ 𝐷 −ξ(𝐷0

0.5







Результаты
Исследовано влияние выбора модели диффузии под напряжением 
на распространение фронта химической реакции. Для вычисления 
скорости реакции использована модель тензорного химического 
сродства и различные зависимости коэффициента диффузии от 
механических напряжений. 

Получены и исследованы аналитические решения простейших 
краевых задач описания распространения фронта химической 
реакции в твердых телах.

 Вне зависимости от формы тела и типа приложенных 
механических нагрузок получено, что при использовании модели 
тензодиффузии, разницей с решением, полученным при 
постоянной константе диффузии, можно пренебречь. 


