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Уравнения для дискретных моделей 

• Для одного тела: 

𝐹 𝑝,… 𝑟, 𝑟 , 𝑟 , … , 𝜜, … = 0 

• Для системы тел: 

𝐹𝑖 𝑝𝑖 , … , 𝑟𝑖 , 𝑟𝑗 , 𝑟𝑖 , 𝑟𝑗 , 𝑟𝑖
′, 𝑟𝑗

′, … , 𝜜𝒊, … = 0 

 

 

 



Безмоментные среды 

• Обычно в результате дискретизации 
модели получаются уравнения вида 

m
ⅆ2𝑉𝑖

ⅆ𝑡2
=  𝐹𝑖

𝑗

𝑡, 𝑟𝑖 , 𝑟𝑗 , 𝑟𝑖 , 𝑟𝑗  

• Должен выполняться закон баланса 
энергии 



Среды с моментным 
взаимодействием 

• К уже имеющимся уравнениям 
добавляются уравнения вращательного 
движения  

𝜽𝑖 ∙ 𝜔𝑖
∙
=  𝑀𝑗

𝑗≠𝑖

+𝑀𝑖
𝑒 

• Должен выполняться закон баланса 
кинетического момента системы. 



Качественные свойства физических 
процессов 

• Причинность 

• Положительность 

• Обратимость 

• Консервативность 

 

 



Метод конечных разностей 

• Алгоритм Верле 
𝑥 𝑡 + ∆𝑡 = 2𝑥 − 𝑥 𝑡 − ∆𝑡 + 𝑎∆𝑡2 + 𝑜(∆𝑡4) 

• Метод leapFrog 

 
𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ𝑉𝑛+1/2

𝑉𝑛+3/2 = 𝑉𝑛+1/2 + ℎ𝐹(𝑥𝑛+1)
 

• Метод предиктора-корректора 

• Методы Рунге-Кутта 



Выполнение законов сохранения 

Ошибка при 
интегрировании методом 
Рунге-Кутта 4 порядка 
накапливается. 
При этом, при 
интегрировании методом 
leapfrog значение энергии 
осциллирует в близи 
точного решения. 
 



𝐹 𝑟 = −
𝑟

𝑟

ⅆ𝑈 𝑟

𝑟
, где 𝑟 =  𝑟  

В таком случае, сила метод leapfrog точно 
сохраняет кинетический момент.  



Симплектические методы 

• Могут быть сформулированы в зависимости 
от функции Гамильтона 

• В некоторых задачах, где Гамильтониан не 
может быть записан в виде 𝐻 𝑝, 𝑞 =
𝑇 𝑝 + 𝑈 𝑞  можно применять составные 
симплектические методы 

• Некоторые численные схемы могут быть 
приведены к симплектическим 

 

 



Что означает симплектичность? 

ⅆ𝐴 = ⅆ𝐴′ 

Симплектичность означает сохранение площади в фазовом 
пространстве. 



Для численного метода 

𝑣𝑛+1/2 = 𝑣𝑛 +
1

2
ℎ𝐹(𝑥𝑛) 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ𝑣𝑛+1/2 

𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛+1/2 +
1

2
ℎ𝐹(𝑥𝑛+1) 

«Скоростной» алгоритм Верле 

ⅆ𝐴′ = det 𝐽 ⅆ𝐴 

𝐽 =

𝜕𝑥′

𝜕𝑥

𝜕𝑥′

𝜕𝑝

𝜕𝑝′

𝜕𝑥

𝜕𝑝′

ⅆ𝑝

 

det 𝐽 = 1 

Аналитическая формулировка 



Вращательное движение 

 
𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 + 𝑉𝑖ⅆ𝑡
𝑉𝑖 = 𝑉𝑖−1 + 𝑎𝑖ⅆ𝑡

  
𝜑𝑖 = 𝜑𝑖−1 + 𝑍 𝜑𝑖−1 ∙ 𝜔𝑖

𝜔𝑖 = 𝜔𝑖−1 +𝑀𝑖ⅆ𝑡
 

Видна принципиальная разница при описании поступательного 
движения и вращательного 



Немного теории 

• Лагранжиан системы тел: 

𝐿 =  
𝑀𝑖 𝑣𝑖

2

2
𝑖

+ 
Ω𝑖

2
𝑰𝑖

2
𝑖

− Π( 𝑟𝑖 , *𝜃𝑖+) 

Здесь 𝑣𝑖 Ω𝑖𝑟𝑖𝑰𝑖—скорость, угловая скорость, 
радиус вектор и тензор инерции. Π — 
потенциальная энергия, 𝜃𝑖  — ориентация 
тела. 

 



Поступательное движение 

• Уравнение движения центра масс: 
𝑟 𝑖 = 𝑣𝑖  

𝑀𝑖𝑣𝑖 = −𝛻Π 

• Численно интегрируется, например, 
leapfrog 



Вращательное движение 

• Модификация лагранжиана для одного 
тела 

𝐿 =
𝑀𝑖 𝑣𝑖

2

2
+
1

2
𝑇𝑟,𝐐 ∙ 𝑱 ∙ 𝐐 𝑇- − Π 𝑟𝑖 , 𝜃𝑖

− Tr,𝝀(𝐐𝑇𝐐 − 𝟏)- 

Последнее слагаемое служит для того, чтобы 
обеспечить ортогональность 𝐐 
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