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Уравнения Лагранжа

Обобщенные координаты. 
Число степеней свободы системы.
Рассмотрим систему точек {с идеальными голономными нестационарными связями. Положение системы в инерциальной системе отсчета  определяется  координатами (x1, y1, z1; x2, y2, z2;… ;xn, yn, zn).  Эти 3n координат подчиняются s уравнениям голономных связей:
Фj (x1…zn; t) ≥ 0  	                         (1)
Таким образом, из 3n координат только l = 3n-s являются независимыми. 
Число l называется числом степеней свободы голономной системы. Оно  может быть определено как число координат, которое надо зафиксировать, чтобы система остановилась. 
 (
1
2
3
Рис.1
)Декартовы координаты не всегда удобны.  Кроме них, используют угловые координаты и их комбинации с линейными координатами.  Обобщенными координатами qi называются параметры любой размерности, определяющие положение системы. 
Например, обобщенными координатами системы трех тел на рисунке являются: координата центра и угол поворота катка 1, угол поворота блока 2, координата тела 3.  
Если каток движется без проскальзывания, нить нерастяжима и не скользит по блоку 2,  то система имеет 1у степень свободы, поскольку достаточно зафиксировать одну из перечисленных координат, чтобы система остановилась. 
Если каток проскальзывает, либо нить скользит по блоку 2, то l =2.  А при отсутствии всех перечисленных ограничений все 4 обобщенные координаты становятся независимыми, и  система имеет 4 степени свободы.
Условимся в дальнейшем под обобщенными координатами понимать только независимые координаты 
 
Лекции А.Костарева 
Обобщенные силы. 
Способы их вычисления.
Рассмотрим систему точек {в произвольном возможном положении.  Обозначим равнодействующие активных сил и реакций связей, действующих на точки, через .  Все возможные законы движения из данного положения являются функциями независимых обобщенных координат и времени

В данном положении возможная скорость точки  

складывается из переносной скорости  , однозначно определенной движением связей, 

и одной из множества виртуальных скоростей   :

[bookmark: OLE_LINK2][bookmark: OLE_LINK4]Множество виртуальных скоростей  (6)строится на векторах

направленных по касательным к координатным линиям .  Различие  состоит в произвольных значениях обобщенных скоростей .   
Дадим точкам системы произвольные виртуальные скорости    и вычислим виртуальную мощность всех сил.  Реакции идеальны (, поэтому


В этом выражении мощности скобки умножены на обобщенные скорости  .   Поэтому выражения в скобках:

естественно назвать обобщенными силами 
	Обобщенные силы редко находят по формуле (9).  Чаще всего обобщенные силы находят как коэффициенты при     в выражении виртуальной мощности активных сил

Для потенциальных сил (см. ниже) обобщенные силы вычисляются по функции потенциальной энергии П так:

Лекции А.Костарева 
Пример
 (
x
φ
m
1
g
l
)Найдем обобщенные силы эллиптического маятника.   Маятник состоит из тела массы m1, поступательно скользящего без трения вдоль оси х, и шарнирно прикрепленного к нему математического маятника длины l и массы m2.  Система имеет 2 степени свободы и 2 независимые обобщенные координаты х и φ.
Связи стационарны, значит, виртуальные скорости являются возможными скоростями.
	При вычислении возможной мощности активных сил m1g
и m2g  воспользуемся  независимостью и произвольностью возможных скоростей системы  и .   Хотя знак обобщенных скоростей произволен, покажем, что удобнее давать положительные скорости.
	Сначала, для вычисления Qx дадим скорость  < 0 , положив  = 0.  При этом вся система движется поступательно налево  со скоростью . На горизонтальном движении вертикальные силы тяжести не имеют мощности,  поэтому
Nх = 0	    и	Qx = 0                 (12)
	Чтобы вычислить обобщенную силу Qφ, дадим системе возможные скорости Vх = 0,  < 0.  Тело m1 остается неподвижным, маятник вращается по часовой стрелке.  Мощность создает только момент силы m2g на угловой скорости .  

Таким образом	

[bookmark: OLE_LINK5][image: ]	Чтобы не ошибиться в знаке силы, удобно давать положительные обобщенные возможные скорости.
	Название «эллиптический маятник» объясняется тем, что масса m2 движется по эллипсу, что видно из анимации 

http://subaru2.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/meca/pendelip2.html


[bookmark: OLE_LINK6]Статический принцип возможных мощностей в обобщенных координатах.
Известно условие сохранения покоя системы в данном положении

Поскольку

а все обобщенные скорости независимы, то в обобщенных координатах принцип приобретает вид

Таким образом, для сохранения покоя нужно, чтобы в данном положении все обобщенные силы обратились в ноль.
Лекции А.Костарева 
Тождества Лагранжа
Рассмотрим систему материальных точек {с идеальными голономными нестационарными связями и l степенями свободы. 

  Возможная скорость точки  в обобщенных координатах имеет вид

При этом

Первое тождество Лагранжа 

Вытекает из (17) поскольку  является  линейной функцией i с коэффициентами .
Второе тождество Лагранжа 

доказывается прямым вычислением правой и левой частей тождества.
Производная (18) по времени, и частная производная (17) по  дают одно и то же выражение:


Уравнения Лагранжа второго рода.
	Запишем общее уравнение динамики 

в обобщенных координатах.  
		Подставив выражение виртуальной (относительной) скорости

получаем


	Как известно, суммы 

являются обобщенными силами. 
Найдем сумму 



Здесь 

Лекции А.Костарева 
- кинетическая энергия системы, и использованы тождества Лагранжа

	Подставляя (25) и (26) в (24), получаем запись общего уравнения динамики в обобщенных координатах: 

	Выражения в скобках формулы (24), а значит и выражения в скобках формулы (29)  являются проекциями второго закона Ньютона на касательную к связям плоскость Как было показано, они не зависят от обобщенных скоростей .  Поэтому все скобки должны быть равны нулю.  
	Приходим к уравнениям Лагранжа.

Уравнения Лагранжа являются наиболее универсальным алгоритмом для вывода дифференциальных уравнений движения системы по связям.
Чтобы получить дифференциальные уравнения, нужно:
1. Записать функцию кинетической энергии Т через обобщенные координаты и скорости
2. Взять соответствующие производные от кинетической энергии Т
3. Вычислить обобщенные силы Qi одним из способов 
4. Подставив результат в уравнения Лагранжа, получить l штук обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка относительно обобщенных координат как функций времени

Преимущества и недостатки метода Лагранжа по сравнению с методом Ньютона:
1) [bookmark: OLE_LINK8]Метод Лагранжа сводится к формальному дифференцированию  функции Т.  Он эффективен, но не демонстрирует физические законы, как это делает метод Ньютона.
2) Метод Лагранжа изначально исключает из рассмотрения реакции идеальных связей.  Для определения этих реакций после интегрирования уравнений движения приходится обращаться к методу Ньютона.
3) Лекции А.Костарева 
Пример 
 (
m
2
g
x
φ
m
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g
l
)Чтобы получить дифференциальные уравнения движения эллиптического маятника методом Ньютона, пришлось бы:  
· учесть реакцию идеальной связи в виде натяжения нити, 
· составить одно уравнение поступательного движения тела m1, 
             и два уравнения плоского движения точки m2. 
· Из трех уравнений- два будут дифференциальными и одно послужит для определения натяжения нити.
Найдем дифференциальные уравнения методом Лагранжа: 
	Система имеет две степени свободы, которым соответствуют обобщенные координаты  x, φ и уравнения Лагранжа

	Обобщенные силы мы нашли раньше
	
Кинетическая энергия системы по теореме косинусов 

Поскольку  кинетическая энергия не зависит от х:

 и  Qx= 0, то первое уравнение имеет «циклический» (см. далее)  интеграл

Замечаем, что этот интеграл выражает ожидаемое свойство сохранения количества движения системы вдоль оси х (горизонтальные внешние силы отсутствуют).  
Дифференцируя (36) получим первое дифференциальное уравнение движения системы 

	Для получения второго уравнения, найдем соответствующие производные.



При подстановке во второе уравнение Лагранжа подобные выражения сокращаются, и мы находим второе дифференциальное уравнение движения системы

При фиксации тела m1 получаем уравнение колебаний математического маятника m2

	
	Полезной может оказаться следующая  анимация 
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1:eJztvXlwHOl1J6iIjdg/17PjWWsVli3J47Fle2JiY+yZkQjUkVmFiwTBs3mB

gLtbh8dud7fGjpjxaDQzG16rLWt8qKXWQRD3VagD4H3jrAKqUCfOAkDiItkk

CPAAiYNkk0RV7TsyE1mFKlwE2GArO75GfPXLl+9735FZ9f343vu+8vb7e9/+

3z73uc/9Jvxv/N8/9zmsi8cHoZhLrkLZjLqpeMB0/BoUxIuuYqV4GK4aigeF

44Om4iGSD0NFvhQW6F74KBYPgWTGcbwEoHBsCLSJJQOS/qJB1Fw8JBQN8O1Q

ARm4SyABoTgMINwuUB0qdGMY/4IlxUPGoiFuK6OI7mU9YNKxq6BcJPNQIZuH

8gNQ4F6QR/0kz0Zy11B50VVWjh+5QnWULLpqLh4RqY/wMbNseGdx/77j/pzS

MHcW2sXOlqAMazPhANIQsRIUw2KSxlYaNDPJSx9LR1g48/gIIiXDJDMiyZQM

Zx5flMdKyQhrVuwUSqk5nrviAUk/dRP0gAYcGbCkhC4VDSqt8AgjWCINEV1S

zS9PKw8LrQexpB8nrnSYh477xfMllA5mFl+FCuPQnMpm1JlxfECkwaF2w7h4

aJAle0qGcQEUD6ElJQPC8avSuuIpK77GdmJDjJcOsp3yuuX5GuZx4H5J9xZJ

44MV6GPpIDTByw+FaXxwbZMNkgzjOIZhGH+WYVykFaKM29y9b8ZmC1rCPzSX

8RK6ZizBcZPGmRdDkbQqsAlc7Vel54sGXFEo2z/Ma55X0WY/71pdq2t1ra7V

tfrrWj82Yiq6AQUqwrGr4rEx8Rc3toptWl2rb2bdVNwvFveYcI8A+4huqJul

zUgf1UdeEjeV9MIl3pIAuCgPdRkXjncn4LKeRPm14tAvKIzL+6ke3jvQ3pNs

LhmU7j0+yPsmFT68JfGwvHdW2Q913KYt6de68CXtjghF/byf5T07jmEJbjfW

ivPeStn7w/Izl8hb6WQ4b20UGkHaB6H8Gta5KcU+6HXBX8l7YGiDcGnvjGvm

F8PCL0bpi/U6fLfi9yy/Z4gzWV9/lVt4MSgfNwqnEpZWKZM5VDKOD8GWHGki

2uCbi8LMMxCnMcD0EZTMYmWDH+a/Eg1VtLhomb5AWun4EFEuQ0pFYoSKJepD

YlGKBpH6KJL4GRV1IxupPCYkwHSBUDQAFiqkGd8uPUFkvKrpIWUElNtBRiCu

A9mG4n6oZxT1vVl39jtlNQXWS2APCEhkC73Gidwb4ObkrsUV9Xgi6VcclpZQ

EZstCYBmanGIR4nkB+TZwbu4RbiKApLYoDS2xdd49JAmKpL4RpkGlGYclIPl

i3NdLE0Kc1A8vyyJJCFNtGKbQhJKppIAdoFn7bj0gmLKTu7aEN8oT4G0JNCM

Y1eXjgyyakXXlF4rV7mPAi0eHh++HReS3AVxcQyHVAKDtH7iWuGRkdYtrWcm

XRcblQeBBxZJOdkMtSrAywMfdl//y9hs/s/cP4N1AqCRCdsSXH6gR1A/bkWL

XY577mjB8JLgv2C8MoCb+rxruIZruIZruIa/jrj8Y1XaPS3+094Ws1PDNXzT

1v8QPwII8j+/Lu4awso/Rq8Pp78Dckn4uT6wKC9Lyn8T8KG14myMul1VGZAv

DakkXydc6Zc8CGF5ZhP6O7BWXF4Y4aXy6rWUsJxWjyfMhVpyyTTFaUtYvakU

Ll3n6qWy9fFUZan8ZuMvY3/8ipJZF4WTeYliCwibWux+0Q5/oe43QrH6DFav

sa4T/0Ld5hOsfiqIi3U+Q12nUEcyANb5jCAAfy1eQ61bV+vGvxaPESudxjqf

aPHq4RLcUtupr3ELdFUPl+ivvsaDt0AdK51G6S+KIQh30e1cMdR4oOiq3Xqq

KAU06Go6EKx2p7MBoASUkw061sm21XjSQYyVgwDohF5gl/3SODiCInTHHjA4

APEJjlBmg3PP6YbtJzt31wVFELCEdDYeq4AojZ4yjPA3aIB75atKEeyLYiKP

Nt8itavgflGSIWOkJkCnX7QG9HZFUmoC7VTa5UqdVDEoiA1BlaRsuVQP6mSd

OPuKWkfQiJWgqFZOvRMUk+yLqgzqniqjYacOghK+kcwgbXLBS3LflaFzBJMN

rLxQseLXq3H1X1zAsp1Lb4+7pKrY5L/Y6yD3RRpJLmCSlTSzvMNvaAlnxmYL

wyN5kvEwdNwFmsS6xWUgqJozKDbIzUnTagnobdJwGeOs1YpWtKIVrWhFK4lF

XFI+dZO0opVXUJaufFz8tJvYAJyb4F+8KpAr5viPQvzfjcFpX5DQbtJnPPk4

bG38la8Webux+HHNuBiPiynkl+AJZrz6vmtlI8s613Cdz4g0Ed27OXVDnQ/e

VyZ4oRGJZLB4kQuqRKZIZ/HCi86EdBCSQliqOtLgEuBQqlneg38rXcbyNn1V

u6GqQ1fZnl7drmPWCBEXfAQBfaVTV+HUVbqN1R1GrLvSqpzGKpe+vF0Pt9R0

IF5BMlXtQo1bgI/VbmrabQD58rZ0aKXCaaho1Ve0pcO99JH0uLDpMpcOWgE9

ULg5bJ2bdumrO8SaDj3e7kQjQTl3lt7VOCa1PpEfNBiQWr/BEcg479x/oSq3

oXW/I5SJPJLXaPGbHEHR4Rfs/kzVV4Agv/CxsqROMj7BGtDzR0sAcVToN8p1

M/GERuR5CLcSnYiGBfmjTIb4BEIE/pZhhXw7TCV8xcBV6AvMGmhGGZ/UQUCI

bJTYJ2QgvRJ3h4QksZRIv/hEWg8C6YFx0Fm9oiXI60T6UqO6gU21ePVIeIJA

kNeqge8F3CZ/CUpcKH39sXIeExhkpBB9Jr63lseKjCRq1AR2ggHUL9TPbcnz

hfdCx7GOMkbUL9/LTbA9aIPPhOxrp4HsFBfbCpjReB/aj3W/kccHh9GH40Pj

xjoNrLPGb2wOZ0VnC3vHcmt8BugCs3PMhcrjY2Qb6khPrTRHIrelsk36SWCV

xlaybZOfd62u1bW6VtfqWv01rUu7IfjxBgXrQcOWsU2ra/VNrPMujLcYXJef

BUGpo4eAV9qArBXnf/3n37G876N2Wb+E03Mn2IMm3ivxM2gPSjjLrxWnHaX6

uZY2OAoOzcnPe5x8Kj1bDedxk+eRvT70Sn/XjVNbelvc+1CMr4svX+f1xvsg

FS+hxo28fuS6WV63rMe8mrUttyW8pvjrW1f6ouzNJfekgMIPGGVOQ1DLrFjf

fPt5v4+lxkNsT3s6/EWiyYVOSuTFhIwWlKoOXUUrUklMK8FHJILadYCUtepL

WvUO36GLve+f734XPoKS6nZDeZu+rBWpp4q29JLm9NKW9Mo2JJTKW3SlTenl

rWkVrSgA8sxogQAUaB3UIhVGxFRVG+FNaedD37G53yhpTCtuSrN05Di8+0he

B8orWlAGVFU79WQPFmwL9evL2wzEjBmOkxjgNR1oP7yTiRrCB7PWZ1beOfCx

IZRxtvNga0nO6YuHTgd22vx6npd6f1Z9MNvWnmN1ZzoCGXiLD6khiash3kny

p/ItTjfxVIIyuZaAcLIro20wuzmcc647o0723mFCieSROWT3njrJBUhZV5J7

D6ryisS9CM3hzJaBbNCJt5MfHfv81PqRPyG/IHoHyn5ctAaQyHIN5DQNZJ3p

NtvoEskb2PnKERSb+zIb+7PtEqenvEtx2aCXWsBcHzS39Odc6ctyIJdlYJ7N

htwU6oHKuR7oY9aZrkxbgPkxsscn1fkZaQ1nt/RnNeAXIvaxhtYkO6Gxneyb

VIvtGiXnLuLE2gZyoIDxtew9GBJp7oxsPL/nma/jOtmMfYSP7OtVi69cbkuA

drELIZHtr/HpYUih1IdMxGXRmHuNTQOZsdn8ntEdYFiVT8d6YEAu92bDhEJf

SKeoPPtSHwd3wDjI/7oktxsQ2gYAz2QZh38LvdO0ulbX6lpdq2v1rVQXqa7s

40TCX8G/82p1rf7p19WclbqOoSWqOhTecq4VX6pfwYmzEqHEy+iZ+1py7/px

9o5Q1RP4ajEV3/U64KnsR5y4rw3A5T2sMak968Jx7cnzkmC/Glc4urj3sz2o

5u62xHP0+tcXOaV4XnHNuJqHVPNU6nZT4Uo9FW6Xo5A2qcisi1DXaah1C9Xt

aZVtBrvnQCwWOxt6qwrfcnr0sOowVjmNFW3b2ge//2zhMdSRwmo3EtOFDlGn

A29NPgzForGHj4ehPH/xuHu8FGkrp6G8RXdvbjgWicboP7i9Y+gD59AH/Jn+

RuY/uXsm+Gb39bKYJIUXnkfmazrQdQr01zpz7s+PgCRcCY2VVbfmXL1zFurX

Ji84PAdu3G8HefnWiH/kp6eDb0ejUUl/NPZkYRb6BSZJTUZBUXT03nny5zHJ

0XBmh1+sD5j4Xxbqg9lnvEecxTkXTx0+FdxbF8qww1V/VkMw92TTnpPnt0Od

R0+OrRPbBrOjcwWxWSj5zx4enpzc3zOedyYkcPjhYiifX+wdy43O5YMYlpmj

8w8OnO/Ohku913fB7aCHna9AbWy2cHJyLy8e+Ng7lgdI20AO8VrIegWv5T59

dBjuisweBW0D43n2kLR4WgayoJX+0Tyk18jI1oEsuL1nPBeuBoa3R2cLYzNH

4F4we2rq4ImQqAS+tYazQS0ZWQB16Agoh9uVLsNfMiafbs+Hzp7rzYzNFABo

l2X6R3eDZi7cOlRIwEDuYUJwZOezh0doxFBJ//XdSgydayCbhW2SPzN2B8TI

eCEwnEdDLbV+d/LgyS6T8sgoFRh50AMjjHfhcJmVYEZ2gYORlFsR7KrZhFF9

Pn0EbsQymx++sUsxDMdwpqBnbDeSjRhRKDSGMx/ePcJTz3+hOSk2M2gC5ZIq

ugpTz3rA4PkHB2HWwH42wLbJD7tWtKIVrWhFK69psS0pSnS/VrTy2S+U54T/

sZsRynnCPzWZyxWVnaZt7TjpN8r6DSr9SjSZFKUi60nEFYUbgqcahMRKKoEt

gscXxdtBPf6qsgl43FC/LM4bH9WlBHnV2kj2UV0+/Qfq5Uqqfr3u5TXqL3kf

oUdKTYe+yimUNum9wx/GYpHBmzbON4Xhe+3p5S360hbd5HQvXGrq/x66NjmR

7AL8pPetZwuPY9FY++D3kc5ypUEFPo5OXChrNsBdZc26K71/xVRVjSunDB2x

dNXObKabmsL/pcJpLHduK2/R1biymIS63PeOFFTYrgN8+M45kPzkxaxn6KM7

04Fnz+eJy4qM329rH/wA9J8Pvcc31rlzkTdr1dNdFwC5MxNC5y5AWtOgUTbD

Ofg9UI5xbXIInt2bYXdlnfDmNgQybV3mE8EdTZ1v9x83u6v2XujOR7erUM5p

/77TzUebyrJOXd5T3xXHX9kldqhgbvrAnalDE1N7mZmZe3D4Un+GLSBnuPIJ

PWO7Y3OFtyf3dV7NbR3ICF7Lm5zcf6ILf4YRTVToDCOXxfFoyCzd2a9MVv8o

UkZIcAXwpeHs3w4fp6cOu6/mugZyPr69j8gT5HzqggLogdsXuRTytgIBZEvA

jPHcsVu7QUPrUOYNuHGmYOTWnrogfX8FDDdu7wWke3x3ezj7XG9m71huZK4A

brdTeiiQaerbDsof3j3UMbTDNZD98e39xHdh60QAYnPPHx6E7rRf2+EZ2oHj

M5gTmznSPZ7HqbHQmJkjD+4fcF9FN6qbE3tiM4XdYzuY62sb2BGdOwym1slJ

sVrD2ZLxARxDMB4GHJpGU2fB+H3yKMW9yXlSekd3g04pzVcQeWY7/Qwg/ipf

5tyk4E2ivAof3DvkHcqBMYSuIWFFvBkowauzhWAAzZH+dCgDJvrZg8M91/eA

hW2DmYNju3EQaLqJ4iu4f/cw9XEHTF9wZCf/PKBLh2/fOgBNXA5n46j6l34H

aUUrWtGKVrSiFa1oRSu0kaRfsArJo1yS6Fy/ksNqEedfvAmqUuG2uE2rdFWd

v9eWbD+baoe7Sjxhj2zfcDyF/SnxVdfXwXss5QRWaislT6XKn6zWs2G4ut3V

2LNGXFCD8WOSakO09fGtY8mniS/1D2TvoJfHuUXEPejuVduJCayKm75W2pSO

7lKxyLOFxxWt+mqXgCF+zemAW11vkP/SwrXJCyBc0pxe0pgG+MwnE0glTbVX

ozuWsbRFV9KoI3epWFv/Xxddho9p54LvsPcURvO16I83biu+rGfG6XzoPbgF

FJa36ADHFqJROb0VBRu26eeeTgLuGfpx8ZVtvzi/rbn/r6Ox2PyTydIrGIfI

5kVJP8YSOnUlTdCXbaGxkmg01jVeCqaWt6Vj0OLFNHLJilzq+UtMluXRybGf

osWddfL89tNn951yHWwI7D7ds7vF9a3p8j/8+Kdfbe36s5Oh3FO+/eeuvOUp

yrlk3XsmuJeSLwkWyitloXcgEiwzR/tHdzvg6yOEye27R3fFZgufTx+50pdF

+box3OzJw8P37+1zBEyUEcvE3lnoPuQzdY/uQTcnpKekN0l0tnBq6g05nlTo

GttJ/ldE8vgMD6cOgvITPQZQVePTW4Li1J39sdmCEyEzfMG1DSLh0z2200bv

BJjlpt4MpmswZ5TXTDySCdP1k6pnD4+Qvyg2dGfqUGT2aJ1Xzz5jXaO50LWW

gWyKScf1gyzczNGOwSzMsR/EOMfbt/az/5WNZKC5yFzB5OT+Gp/B5kWHK3aF

6r2K9oDB01MHXzwsaOjG8G2wweJLvzexH25xYFyk0YmDWdA9nFfXKdQHMD9b

S38W81cYZw2N+kT6hwz0X50m4x1BJXZbWudgQxtRdl0jeRiWSN/4dCiAgeMN

m/uQAASdDp+ZomXx2/z+XdB22EGDg+yuVz858QaM2+lQBtSb+jNjc4U9oztr

6JliJzT34A70VCSnMjJYelF/Mn14bvrA6S5KTYY24zg4guiMDUP6fO4IjAnF

LQoUt7iJz7uGa7iGa7iGa7iGa7iGv454lQczAzMOlRqPJFPdKdZ6JBIGZKo7

JadElrfLMiviUAE97CAE9ThcifXziHJdrPZiJhlZjyzvXycu6V9sa+PwVPan

wC3exfhKOT5utbiST8y2mEMs0Z516Oe6HDPIsZymJetEyktWs5iv7KXwVPo3

D1/kJQjfuPxjyfW/PL40XtKWMp79tcctqvjQ1eEbNs4J61NpFx5baA7ehGUt

xuNX9HXO/Rxk98mL2ebwd6tc+tJmA/FUaX3X62KxyPMXj58uPCnFBFb641fS

r/T+FbtRNfb9VSVmzUL+qvjKtsB4Gfo+Peg7dmlbSZP+XPBdZqswHVYrJrAq

uvQ1Rs4F3wEQHbfa0kEhR/hVuwRMikX5r0Dt5HQA0JF7zqLLaT+/kH7O9w58

vP0oBIbBLUh/taZFYgvIX2EqLUxyVdyo6xovjcSi8Jf4MXQhK7ry9SjxY5d6

/hP6d3l0zDnAgFiDOSfb9jjL8lqLci62vN3c8+2OS3/yuOJfPfvJr7af+daV

4J9cuPIn/T8xDH+Yfsnz7YZQjs2fafebHSGzBbPf48PYivGD+T2jzBdRhje/

sXcMI90mJw/wnGIM3Xxh99hOB6XbsgTYmxS9nqw+Q/c4Btw5w9lWv+RlGsX4

wf0Kf9U3gvxVS38W8k5+XWz+6M0J9DuqCeA5j/ZAFtIpc4cbwxl1QbEFPYUK

ZHtwruHGyOyR3uu7oF5DucrrQpgEzBEU5x4cjM0U4ErwojAyNvOFVV6jhei1

0PBODCQczEHuqNMAMj2jO2Kz+Y3hTPxuDQiOgKl9UHLuqgtKuaTA1Kk7B2q8

JqR6QgLyaTNIJeE6DBois0ev396Hnm9+6Z0MpsZmjjYNZIFJTL51jWKadH4v

NfdnIP1F/leYOx3NxiGtD4hz0wdA2BZI5K+gMH/VPZLLeQ6ltjoxaNSKydhz

QGff+E7CDdR3MDv/xu19lBsNZxbA3uG82MwR6D7INPcRCzcGCvG1PzF54NnD

I9XEQfG/i8FEwNcodBDXw2zhAPKHONEWXzoMnfR9AXM9khubK2wNb8fB8XC0

o+EVvG81XMM1XMM1XMM1XMM1/DXCU/FXaj4K6lWE29eDG1D/Lz1/lYp32mq4

ZYN4qmX4q03FVecFbInna6PwrcY7fVr8Fa9SVV1dNgC302F2FgoerHDqipvS

PEMfxqKxuaeTA7esw3culLemUa71tOLL+tknd6LRaGisbO7xnZa+/1HenF7S

nBa8Xi4xTnSYIOZ4d+rgUlPPd9HhKhorbUoHteeC71MKrEgZe3ORTvbIutT7

Lh8LWNGGOPtHVTp1dJJgenUHqm3s/x6TXU3d/6Xoctp5/3dAbOJRkDLAG8qd

20qb9JLjVpuODygsb9F3jSKH1n29rELKxAVN61gPNFrt1tdRDm2O1IMH6lRo

9/nL+cM/TBv9wb/z1f9poOHQU8tvLvziV/p/lOY6+37458aZH3zJf+rIxf6C

04GdJ4M7z4b2nfLudPhzHAETxcchpdMznstn81G2cOQl5qYPROcKGvsyYKgH

xpCicQ1ks0yDF5246oIGPu2uZ4TzX2UqXpTwEeMHfZJfJQUYFnD8IDEzhd3X

c+0hIzNIloDeGc6OzB7tG98FrbcN7IzNF/YOb+cc43bploKe0R1IU9MtDnQb

2/7w7qHoXP7ox7t4VQA+ObEP7ESCiPJEIS02cxTzbrGHp19s6s+MzBXcvrVf

PjNRaBvKoYP58hwcpA/Gzxy9O3kQ5SklF8Uz5mN4o09oH8iVg/LkBGJE+MRm

3sTQvKDBGeZkWTiYbBUzWhS4R49VEOzMALHpqYOAj328R17ecYtciR9kfNE3

NYhUElyNcP4rCiqsC4pNsjz6UNGJkNaAvpUiMXuv78JuUsqsbgzSRMcw6MXk

JAV40jGR7EYFt8AY9ozuBEkwm0cM85XhPBrYEmVI7fQY2jf0udZwDddwDddw

DddwDdfwzxCeEMOVLI4vRSaKNeFa/OBa9SslIXgzVVlRv5LcT7Uels6UFj+4

BfGtY8mniwsbt06S4HyeXW2nvsqlL2vFYMB781djkWj4puOk961Pnj8ta9aV

Nacfv6K/0vWfmaeydhwY+tg+cMtahvzV10NjJeSU9aSibVulU1flFPDMweb0

xu7/yn5cJY3sf4UeU9FoFF2hKJVWSaMuGkWPqYvd75W16iucBlKYznnYK1r1

xF8Zqyl1fJlLZ3MfHL1z7tnz2aGJM56hH0OjUw8l/gpulImpCBrcYiSqKp35

q67xUhRoTYNLoJ/TvF/pedfiMdp8pvpgpiOQ5QiYTgSzTvXkNvYV+k5+a/a7

v/7kv/2L+dJ/tWD5QsTy5ec//M3HP/nt53/za3Mf/X7Q998bA396rvWb568U

+E5ktrXknQjl1gUwMbgzjNnRiSqR4sptPkwh3j+aG310lB2TkICSU6bHZvOj

c/kLc4cilOTKERQ5f3vrYDafuAd/Qezu5Bs2KYe50DuWSwGGOYBwOF7f2B6K

TJRi3p2D25Uc6ez/0ze+k+cdZNgjS0pXHhSv9Geg29VsfgRJmAMnuk3Sq8Mn

TE29QUnXpbMO4ZbI7FFot46zLPqQ7uu/jhmc5u8fHry+Kzy2a+zmroXZo/2j

eShD/4ITmy+cmNqPrmhgoZ8SXsE4jO+xy1nQob8oHDTg8YhBkRmqvhF0GGsP

54BV4TH0jGIqidy3cBiZum8MZ87dOxKbPwqNTk7uVZLPJ6xwifUiuokzt5On

E6UcpFRXmLNrRCLuoK32sJQ3XuHNbAHyZJs5QqnXRSkL/ehuu89YFzLF5g5D

RygT/lHKoo+TG5nPb+nf0Te+C+aX2EgDeehJh0VywgGmIlsGsrj7dlVqzc17

3jVcwzVcwzVcwzVcwzX8NcQ1/mq9+Kvir1ZZ1qg/5TrR+Kuth28dSz5NXOVf

p/gQihuI13gMmKS9I72yzVDcqKtzHkSXqVik3l14/AomtnIOfXDsgu7nF772

8f02wG/cbTneuK2l77uPnkwWXzb+4kpakDgiTEXVgomnKp2Yw6rosoTDf0WX

vlbSmHY28GdK/GBZc3rRla8fu5DGyNnAn0PThOuOXdompclqTi9p0pe1bKts

31btEkqbDUVNaQBWt2a19n4w93QiEluYetRT2pQGysta9VCJSvxVemnLNjAe

bRgriuJ5heVQB/PgEjcajUYbe9+tcumtnZknvNtPe3af6Nx31pN/0fnHlzu/

3en+b9c/+rfRv/m/Ise+Eqn457ETvxWx/D/RD78Y+eCfPf3bL0wc0w3/XLz5

sz/qLzZcuHTgTNd+TIRFrA55N2H8ILvTKCd6uK/uiM0dvXEbjxHsGc+NzRaO

3djbO5bXO7obPobHdsVmjty5+0at39g9nBd7dLQN+SuiFoMCxR5K8YNIf43s

iswedQ3kOPzClYGcyPzhnpE9joAJ7q3xYQLwFiJkukdyMR/XUCanfqojeyxe

obGfKKDxPXWdhjMh07OHeMLg1Zv7LvVk8esLPfG8JkdQhEbhEvoYB03QOzRs

rhD9voKGanktgc6L3Zlw6ebE/luT+8gPKp9cqsw1Xoyh43MJ6zoFXm8u8lwK

juy0hkTO5d5zdRePFR7U6zERm5QfGt0NH1vD26meB2Y7fGboQmM4E93JKNf6

mZAAxmPa9hu7LnZnV3npNEY6h1fxR+U4dM76Pvfg8OTtAxOTB8I39jT2ZUA3

+UWNwYCzeEQj+zCj/OAONGxkF8YnBjC5GRjW2pcJw949jsm4GvuyOIcY9BEe

H5jNuQcHYRB6h/Og74BP3jkMGtoGdvBhkc19mUwDWjzo98vfldAQxg/OFrQO

ZFk8kk+1fDbxJj7vGq7hGq7hGq7hGq7hGv564ZVu/Ad9wgWowN6N64zb5XrS

OMHV4Rg/yL+Noa7glXSSF7elilsUqzp1UGc9i/L+deKSfrBBpb9WjptjnM8i

XzPuWcwrxfanwrndtcYnynO0WjxBT/X69S/G36nXSfUG4an0bwa+FeL+Ng43

EA51UVX/LOBrih/c7PchPLOVLn11u67CaSy+ss0z+KNYNDb75HYx8T99N603

77p+fmFbdct+dotyhj8obtpW0fa1Zy+eNHjeOta47aT3LaahMI+6C2P3iDvS

3SC+6+7s8PHLaWUt2y50vQsfo9FoWbOBeSqFvzrjf4dyWKEP1S8ufp35JYfn

AICAVLULle3p1c5sz9CPy5rSylpR5rz/vUg0dudRX0lzGpSyVn1JYxoltgIz

9CVN+mOX0qEJ5tCCo6VQ54jF4xeFKHmRXQ7/eXW74URH5kVn9qWLuRdqcztq

dt+syxi360Ztuunq341U/N8viv9N5NhvvKj5N8/t/y7y888v/OBXnv1/n3/6

gy/N/fg3wtUZl1xvnunebQtlWv1Crd9YHxCZKukZ3UmheRgtaAkYOQ9VdC5/

auoNu98MMpG5go6h7eQFhKsC3t5w1+jNvQ6/0D2GEWetA8gmWb3owUUheIv5

2zHAcL6QBHDNgPCtiTeorrdQHirmTJoGMDeXk+wJX8vlo/dqfAama0CJxWPs

GsZc8cTJICVF0XP4boFXOvJXE2/AvZjLER23DF0j6CzUN5oD1uKRlJ3o8WUN

iZiHyq3DdeU3EjlWQE5K5lrkjjDDFfQalMBzDV1whjH7FnJrtM7BzvFbe7mO

OaM6jd3onFbQ0pNV3SkSf3W4e2Q7fCVx3vWmPjMPL9zC+bi6x3eTzcZatwGM

gQFc+p7nSZm9f+j25L5Hd/fHHhXEZijIkXX244B8fHufA/rlFaAtUAKjev3j

/fxegikAY5C+my0AVdD35rB0ZCHq94iTdw4+vHsIvneqMI89tgs2R+YKL3ab

2d9sYHwvn7coxftLPJsRxgHnejAHBtzilX5LbLXfSxqu4Rqu4Rqu4Rqu4Rr+

6eKr5K8qCbevB9cr/BXU1fyV0hbc+Ar4K4WP2hh8kRNbgb9KyoNVpeDTFLzG

k5w3k+dOkOfUuLweNQ4VBU+lR7VO4nih15G/gkpSXmij8M3jrzg2inH2WtmC

vNOnwl+xBrkIchE3Cq/z4bNGydIxQ/v0/LVYNDbwsb3CaShtST/p/QZ8LG/J

cg9iUqxnz2fxQECnrsxp/PieE8RAprRFN/EoFI3FWvq+W9lmwMMKW/X2Tonv

8o38qLxFX96kOxd8X/aPMpS1bCtpTi+mVO18/mAJxveh/1VpUzr5X0WuP3DC

jaeDb58IHKrq0A3fOQcKm/r/KzRX1pzeNvC30VhkePJMlVOARsvbkODicMVz

wXf4VET4e3u6C7Dr91xwtbT56wDaPPukRru/Vec12/3ms8GdZ9z7Llw61Fmd

d++jP3jx0y9Eir8Qqft8pPJXI8e/GPlf/+eLf/hi7B9/Z+Gffi32o9+O/eOv

ffKzzwdsey53fvt01x5HCDWQxyNyLJL/1Xgevf9xnB1+LEyhTGAmKMOpELJV

I7f2sB9OXVDwjWwHxDeCsWlwb2T2SM/YbjulkDrRbYrNHX08c/RkVwa/88M3

kLe5HM7k5Fp47t70oRPdGTbpvEJx6u6eyEzByS5TXdCAXNl8/vy9QpsUo2cI

DaP7FlJMQTpAcLbAFd6BB+0F8Gw+h8ySQUH/q9lCPnwQLmH84EzBPLQVzEJv

IoqDawxnSivKbwRrg1d3xeYOQ3eU7kcwsu8AfwNapJhBPJ+Rm7t/9+DC9OET

3VKjdXR4YnQuH4y3StGCBXMP8kHYEtCDbcFrecRZ5YE8JY8qcIaRx7MRecjf

F0sfGSkmcXwXfVGaG/synjw8xI5PVp6amSPRuYJL/Vl2PjUyIPJRjCd6DOxP

awkJE1NIfJ1EUwU5fnAvD9S1cZyRc90ZDimHlQij9OT+QeqR8GTm8PyDgzBB

cMkRNMqOymgYzDXocQ1kUw464xKn3E153jVcwzVcwzVcwzVcwzX8dcOx8irj

B/nfeW2cEUUVZxefslV1SzCFqlXgjuDGxPFtVPzgUmvXhK9YVnmjFj+4jPxW

xbeOJZ8uHlc25L0k45hYvrYTefgKF+aGavC+zRTQ6cBblS4jJjxv0s09nXD1

fzD/dAKujEyer3LpK9sMZe3G9sEPnj6exHMDWw1nAt98tvB4/pOpuo6ssla9

pSNnaiYQjcam56+VudIqW/XlTYbzoe9IgYGUvz180wYN0YmBLxDG4w7nHZ79

4Vt2Jr5u3G9/9uIJKHkembd6c62dOXNPJx/Oj1rcWQ3e/Q/nroFM6+D3qjp0

lS79pZ73b9x3svHPX8zdnx9xDfzN6MQlpqqmZ4dB5fCdC86hD6bnRjFb18Iz

DNryGyjPdkZDiDJfhf/Y1fXujWNZz//7r0bq/+2LVjFi+fcv/ulfLnzvVxaO

/eHz6j/8pEGIHfvC3Z/+vtv9P1p6//Rc6PCJrmyksCgdk42ZjdlC5K+ClEgq

qKOs3YIPPW3yh67vshOF0juGH7vGd7QN7IBLLx4dmX2QfyaESvpHcxdmjz6e

Phi8lts2mPnx7f2xmcL5hwehAh8Dw3nPHh599vAwEV9IN3HG+Id3D7muZjvD

Wbdu7Y3NF2IC+YC5wSe2DGVCQ88fHr45sR9sc1/d8ezhEZC/1I9819ke9ICa

vruvY2hH62BO71jeFcCDBtdATs/49rkH+ZxsCrpzvicTkzXNHYbbn9w/COCZ

Pkw73zu6e3Jyv390p7N/O3Tk2aODz6ePnAghoRca2dE/shdaf3z3CNhDnJXQ

MpQj5+ZC3zNKhJ4/ffcN99VcMODmrb3R2TfJfQsG0wxXIzMFTx8eBbw1nA3G

L0wfhuFt7MuAUT3XmxmbKZDuHcgC8xr7zJxJ3hIgPt8n5blCJ7S5Qs4Djz5j

wQz03Zo5MnRjN/JXAxmR+fynj47AKA3e2NlCnm9MeU1PHfQMwRzl3L69D8yG

qeFpxVxYc0dh+sBImIKTXSYYlodTb3iu5sCNH0/sibAwPdSBYUxHdv/uQbAf

rsIowSRe7M6EAZm4+wY0Pfzx3r6RndAK+pgFDZv5vGu4hmu4hmu4hmu4hmv4

a4wrmb0TUoVLH/EsIaN6UxmfCXyJ/s8ibk8kQ1bC/YkEzvrt2ah5X7ldcXl5

ad79iWJJ+c9lcBvnc06GL5VXtxu/PsUU61BMYX8qfG3zsmH8Zyr8JfKqra+e

qix/b+o1IG4SL7qx56Im4FavkbOmV7UZShq39V23R2OR+U/uVDp1pS3pJU3G

8hZdz8fWmcd3YnSU4NnQNyhTejoI1Hv3RmOxBu+bZS70yDrpf/v2dNfzyJOp

R13zn9wFPWP3zts7t5c06UFzWbPubOgdCgxcKKeTAYuufP2M731mtDqufngm

8N7Fvj+/2P0XVycuvnj+OBaNWd3Z9x5fA4Hp+WsO746SNl2Nc0fvjdKFyNNo

FBmuuWf3at14amF5a5p75O9u3G9/GplbiMUc7dkjkxefLTxmm4enzpY26dsG

vz/3dIKZMfjTfvW7GDTXYYzzY/SIZ3r3dIT+sqvkwCc/+b3oSfOL6rTIP/xB

9H99OfLBP184oXt+ybRg+eqLos/fKf69jprdF07ln3EWnPbub+jcYfVhBnj0

v6Iz9eghNdf60YHH4RfGbqGnU2h4F3ouwRQHxUHKghWbPUQuRgcb+7N5xjE8

kNyKHj84sjCTvzCL5/ed6DLCX8wTPpv/fPpIB3EdGO7nQ5+9wHDuc8oEFZk9

GpspHLq+y+LV13gFh9/APEznte2TkwfgUnQOs4tTridzlRddT4PX8p5NF0KL

C3NgCaa3qnGbgiM7KRU5mJcPl0CDM5xNnE/B2Z6Mh1MH4WpzH56p1zqQNX8f
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