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Аннотация

В работе рассматривается поведение кинетической температуры при перехо-
де к тепловому равновесию в бесконечной гармонической гранецентрированной
кубической решетке. В начальный момент времени частицы имеют нулевые
перемещения и случайные начальные скорости. Начальное распределение тем-
пературы по пространству однородно. Начальные кинетические температуры,
соответвующие различным пространственным направлениям, вообще говоря,
не равны. В данной работе исследуются два быстрых процесса, которыми обу-
словлен переход к тепловому равновесию: выравнивание кинетической и по-
тенциальной энергий и перераспределение температуры по пространственным
направлениям. Показано, что равное распределение в общем случае не дости-
гается. Получены формулы, описывающие поведения температуры. Колебания
кинетической температуры, связанные с выравниванием кинетической и потен-
циальной энергий затухают обратно пропорционально 𝑡3/2. Кроме того, поведе-
ние кинетической температуры не зависит от начального распределения кине-
тической энергии по пространственным направлениям. Показано, что аналити-
ческие результаты согласуются с результатами численного решения уравнения
динамики решетки.



1 Введение
В современной физике описание тепловых процессов в твердых телах явля-

ется одной из актуальных проблем. В частности, представляет интерес исследо-
вание процессов, происходящих при переходе к состоянию теплового равновесия
[1]. Неравновесное состояние может быть вызвано, например, прохождением
ударных волн [2], вследствие чего температура может проявлять тензорные
свойства (кинетические энергии теплового движения атомов могут существен-
но различаться по направлениям), а также быстрым лазерным воздействием
[3, 4].

При переходе к тепловому равновесию в системе происходят следующие фи-
зические процессы: перераспределение полной энергии между кинетической и
потенциальной формами [5], перераспределение кинетической энергии по про-
странственным направлениям [6]. Удобной моделью, которая используется для
описания перехода к тепловому равновесию является гармонический кристалл.
Это кристаллическая решетка, состоящая из материальных точек, взаимодей-
ствующих постредством гармонических сил и совершающих линейные колеба-
ния.

Гармоническая модель кристалла используется для описания переходных
тепловых процессов в работах [5, 6, 7, 8, 9]. Рассматривались начальные усло-
вия, при которых частицы имеют случайные начальные скорости и нулевые
перемещения. Исследован переход к тепловому равновесию в случае, когда
температуры подрешеток в начальный момент времени различны. Переход к
тепловому равновесию описан на основе подхода, состоящего в использовании
ковариаций скоростей и перемещений частиц. В частности, в работе [7] гармо-
ническая модель кристалла рассмотрена на примере одномерной цепочки оди-
наковых частиц, взаимодействующих с ближайшими соседями. В статье [8] был
рассмотрен одномерный кристалл, представляющую собой цепочку на упругом
основании. В работе [6] процесс перехода к тепловому равновесию представлен
на примере треугольной и квадратной решеток. В работе [9] выведены точные
формулы для описания температуры в сложных решетках (содержащих произ-
вольное число частиц). В качестве примера рассмотрены колебания одномерной
цепочки с различными массами и жесткостями и поперечные колебания графе-
на. Как известно, трехмерные кристаллические решетки не являлись объектами
исследования переходных тепловых процессов.

В настоящей работе рассмотрим переход к состоянию теплового равновесия
в гранецентрированной кубической (ГЦК) решетке. К примеру, ГЦК решет-
кой обладают также инертные газы в конденсированном состоянии, серебро и
другие металлы [10].

2 Уравнения динамики решетки
Рассмотрим кристаллическую ГЦК решетку, состоящую из одинаковых ча-

стиц. Атомы лежат в центрах граней и вершинах кубов, плотно заполняю-
щих пространство. Для идентификации частиц будем использовать их радиус-
векторы в недеформированном состоянии. Рассмотрим частицу с радиус-вектором
r. Для нумерации всех частиц, соседних с ней, будет использоваться индекс 𝛼;
𝛼 = ±1,±2,±3,±4,±5,±6. Векторы, соединяющие частицу с радиус-вектором r
с соседней, обозначаются a𝛼. Векторы n𝛼 = a𝛼/|a𝛼| в рассматриваемой решетке
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имеют следующий вид:

n±1 = ±(ex + ey)/
√

2, n±4 = ±(n3 − n2),

n±2 = ±(ey + ez )/
√

2, n±5 = ±(n1 − n3),

n±3 = ±(ex + ez )/
√

2, n±6 = ±(n1 − n2), (1)

где ex , ey , ez — орты декартового базиса, направленные вдоль осей кубической
симметрии [10]. Для радиус-вектора r имеется следующее представление:

r = 𝑎(𝐴1n1 + 𝐴2n2 + 𝐴3n3), (2)

где a — равновесное расстояние; A1, A2, A3 — целые числа.
Ближайшие соседи соединены линейными пружинками. В работе [9] урав-

нения движения представлены в следующем виде:

𝑚ü(r) =
∑︁
𝛼

C𝛼u(r + a𝛼), (3)

где 𝑚 — масса частиц; u(r) = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧)
⊤ — вектор-столбец, состоящий из ком-

понент вектора перемещения частицы с радиу-вектором r; ⊤ — знак транспони-
рования; C𝛼 — матрицы, коэффициенты которых определяют вклад частицы
номер 𝛼 в суммарную силу, действующую на рассматриваемую частицу. Мат-
рицы C𝛼 в ГЦК решетке представлены следующим образом:

C1 = C−1 =
1

2

⎛⎝ 𝑐 𝑐 0
𝑐 𝑐 0
0 0 0

⎞⎠ , C2 = C−2 =
1

2

⎛⎝ 0 0 0
0 𝑐 𝑐
0 𝑐 𝑐

⎞⎠ ,

C3 = C−3 =
1

2

⎛⎝ с 0 с
0 0 0
с 0 с

⎞⎠ , C4 = C−4 =
1

2

⎛⎝ с −с 0
−с с 0
0 0 0

⎞⎠ ,

C5 = C−5 =
1

2

⎛⎝ 0 0 0
0 с −с
0 −с с

⎞⎠ , C6 = C−6 =
1

2

⎛⎝ с 0 −с
0 0 0
−с 0 с

⎞⎠ ,

C0 = −4𝑐E,

где c — жесткость связи; E — единичная матрица. Заметим, что матрицы C𝛼

являются симметричными (C𝛼 = C⊤
𝛼 ).

Начальные условия для перемещений и скоростей частиц имеют вид

u(r) = 0; u̇(r) = v0(r), (4)

где v0(r) — вектор-столбец независимых случайных начальных скоростей с ну-
левым математическим ожиданием.

В следующем параграфе строится дисперсионное соотношение, которое да-
лее используется для описания тепловых процессов.
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3 Дисперсионное соотношение
В работе [6] показано, что для описания поведения температуры необхо-

димо построить дисперсионное соотношения. Для получения дисперсионного
соотношения, 𝜔(k), сделаем следующую подстановку в уравнении (3):

u(r) = A𝑒i(𝜔𝑡+k·r), i2 = −1, (5)

где A — постоянный вектор; k — волновой вектор, который представляется в
следующем виде:

k =
1

𝑎
(𝜃𝑠n̂1 + 𝜃𝑝n̂2 + 𝜃𝑛n̂3) , (6)

где 𝜃𝑠, 𝜃𝑝, 𝜃𝑛 ∈ [0; 2𝜋]; n̂1, n̂2, n̂3 — векторы сопряженного базиса, т.е. n𝑖 · n̂𝑗 =
𝛿𝑖𝑗, где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера.

Получим однородную систему линейных уравнений относительно A:(︀
Ω− 𝜔2E

)︀
A = 0, Ω = − 1

𝑚

∑︁
𝛼

C𝛼eik·a𝛼 , (7)

где Ω — динамическая матрица решетки. Система (7) имеет нетривиальное
решение при равенстве нулю определителя матрицы Ω. Подставляя (2) в (7),
получим следующий вид элементов Ω:

Ω11 = 𝑓(𝜃𝑠, 𝜃𝑛, 𝜃𝑝), Ω12 = Ω21 = 𝑔(𝜃𝑠, 𝜃𝑛, 𝜃𝑝), Ω22 = 𝑓(𝜃𝑝, 𝜃𝑠, 𝜃𝑛),

Ω13 = Ω31 = 𝑔(𝜃𝑛, 𝜃𝑝, 𝜃𝑠), Ω33 = 𝑓(𝜃𝑛, 𝜃𝑝, 𝜃𝑠), Ω23 = Ω32 = 𝑔(𝜃𝑝, 𝜃𝑠, 𝜃𝑛),

𝑓(𝜃𝑠, 𝜃𝑛, 𝜃𝑝) = 2𝜔2
*

(︂
sin2 𝜃s

2
+ sin2 𝜃n

2
+ sin2 𝜃n − 𝜃p

2
+ sin2 𝜃s − 𝜃p

2

)︂
,

𝑔(𝜃𝑠, 𝜃𝑛, 𝜃𝑝) = 2𝜔2
*

(︂
sin2 𝜃s

2
− sin2 𝜃n − 𝜃p

2

)︂
, 𝜔2

* =
𝑐

𝑚
. (8)

Из формул (8) следует, что матрица Ω — вещественная и симметричная. Тогда
ее можно представить в следующем виде:

Ω = PΛP⊤, Λ𝑖𝑗 = 𝜔2
𝑗 𝛿𝑖𝑗, (9)

где 𝜔2
𝑗 — собственные числа матрицы Ω; 𝜔𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3 — ветки дисперсионного

соотношения; P — ортогональная матрица поляризации [11], составленная из
единичных векторов матрицы Ω.

Таким образом, задача построения дисперсионного соотношения сводится к
нахождению собственных чисел матрицы Ω.

В следующем параграфе дисперсионное соотношение используется для опи-
сания тепловых процессов.

4 Колебания температуры. Тепловое равновесие
Рассмотрим бесконечное множество реализаций одного и того же кристал-

ла. Кинетические температуры, соответствующие различным пространствен-
ным направлениям, в общем случае различаются. Поэтому тепловое состояние
описывается матричной температурой. Введем матричную температуру T:

𝑘BT = 𝑚

⎛⎝ ⟨�̇�2
𝑥⟩ ⟨�̇�𝑥�̇�𝑦⟩ ⟨�̇�𝑥�̇�𝑧⟩

⟨�̇�𝑥�̇�𝑦⟩ ⟨�̇�2
𝑦⟩ ⟨�̇�𝑦�̇�𝑧⟩

⟨�̇�𝑥�̇�𝑧⟩ ⟨�̇�𝑦�̇�𝑧⟩ ⟨�̇�2
𝑧⟩

⎞⎠ , (10)
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где 𝑘B — постоянная Больцмана. ⟨...⟩ — математическое ожидание. Диагональ-
ные элементы матричной температуры характеризуют кинетические темпера-
туры, соответствующие различным пространственным направлениям.

Введем также кинетическую температуру 𝑇 :

𝑇 =
1

3
trT. (11)

В работе [9] показано, что поведение матричной температуры T описывается
следующей точной формулой:

T =

∫︁
k

PT′P⊤dk, 𝑇
′

𝑖𝑗 =
1

2
{P⊤T0P}𝑖𝑗 (cos((𝜔𝑖 − 𝜔𝑗)𝑡) + cos((𝜔𝑖 + 𝜔𝑗)𝑡)) , (12)

где T0 — начальное значение матричной температуры; 𝜔2
𝑗 — собственные числа

Ω. Здесь для краткости использована запись для интеграла по компонентам
волнового вектора:

∫︁
k

... dk =
1

(2𝜋)3

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

... d𝜃𝑠d𝜃𝑝d𝜃𝑛. (13)

Для определения кинетической температуры 𝑇 вычислим след T в формуле
(12), используя выражение (11). В результате имеем:

𝑇 =
𝑇0

2

(︃
1 +

1

3

3∑︁
𝑗=1

∫︁
k

cos(2𝜔𝑗(k)𝑡)dk +
1

3

∫︁
k

3∑︁
𝑗=1

{P⊤devT0P}𝑗𝑗
𝑇0

cos(2𝜔𝑗(k)𝑡)dk

)︃
,

(14)
где 𝑇0 — начальное значение кинетической температуры.

Формула (12) в точности описывает изменение во времени матричной тем-
пературы. В работе [9] показано, что в переходе к равновесию реализуются два
процесса: колебания кинетической температуры, связанные с переходом части
энергии в потенциальную (формулы (14), (15)) и перераспределение кинетиче-
ской температуры 𝑇 по пространственным направлениям.

В случае, когда в начальный момент времени выполняется равное распре-
деление кинетической энергии в решетке по пространственным направлениям,
то devT0 = 0, и формула (14) упрощается:

𝑇 =
𝑇0

2
+ 𝐵1 + 𝐵2 + 𝐵3, 𝐵𝑗 =

𝑇0

6

∫︁
k

cos(2𝜔𝑗(k)𝑡)dk. (15)

Величины 𝐵𝑗 определяют вклад веток дисперсионного соотношения в колеба-
ния температуры.

В формулах (14),(15) отклонение кинетической температуры от равновес-
ного значения затухает обратно пропорционально 𝑡3/2. Это можно показать,

домножая 𝑇 − 𝑇0

2
на 𝑡3/2 — получившаяся величина совершает незатухающие

колебания. Более строгое обоснование асимптотики формул (14), (15) заключа-
ется в использовании метода стационарной фазы [12, 13]. В работе [9] показано,
что с течением времени в бесконечном гармоническом кристалле устанавлива-
ется тепловое равновесие, при котором матричная температура не меняется.

На основе точного решения (12) в работе [9] выведена формула, определя-
ющее равновесное значение матричной температуры на больших временах:
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T𝑒𝑞 =
1

6
tr (T0)E +

1

2

∫︁
k

Pdiag(P⊤devT0P)P⊤dk. (16)

В следующем параграфе приводится сравнение аналитического и численно-
го решений задач поведения температуры.

5 Сравнение аналитического и численного реше-
ний

Сравним аналитическое решение задачи поведения температуры в ГЦК ре-
шетке (формулы (12, 14, 15, 16) с численным решением (интегрирование урав-
нения движения 13). Пусть в начальный момент времени 𝑇11 =

𝑚

𝑘B
⟨�̇�2

𝑥⟩ ̸= 0,

𝑇22 = 𝑇33 = 0. Зависимость кинетической температуры, соответствующая рас-
сматриваемому случаю, совпадает c зависимостями ее при следующих началь-
ных условиях: 𝑇11 = 0, 𝑇22 ̸= 0, 𝑇33 = 0 и 𝑇11 = 0, 𝑇22 = 0, 𝑇33 ̸= 0. Третье слагае-
мое в формуле (14), соответвующее перечисленным выше начальным условиям,
равно нулю. Следовательно, распределение кинетической энергии в ГЦК решет-
ке по пространственным направлениям в начальный момент времени не влияет
на колебания кинетической температуры. Таким образом, поведение темпера-
туры 𝑇 можно описать формулой (15).

Для проверки формул (12), (14),(15),(16) проводилось численное интегриро-
вание уравнения динамики решетки ГЦК (3) методом Верле с шагом 𝜏 = 10−3𝜏*,
𝜏* = 2𝜋

√︀
𝑚/𝑐 при 𝑁 = 32, где 𝑁 — число частиц, расположенных вдоль сто-

роны ячейки периодичности решетки. Начальные перемещения частиц равны
нулю, скорости — независимые случайные величины, распределенные поком-
понентно на промежутке [—𝑣0; 𝑣0], где 𝑣0 — амплитуда начальных скоростей.
Проводилось осреднение данных по 15 реализациям. При расчете кинетичекой
температуры по формулам (14), (15), (16) использовался метод ячеек с числом
разбиений области интегрирования, равным 𝑁3.

На рисунке 1 представлен процесс колебаний кинетической температуры,
связанный с выравниванием кинетической и потенциальной энергий, на рисун-
ке 2 — вклады веток дисперсионного соотношения 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 в зависимость
кинетической температуры от времени. Каждой ветке 𝐵𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3 соответ-
ствует характерная частота 𝜔𝑗.

На рисунке 3 показан результат моделирования поведение кинетических
температур в ГЦК решетке, соответствующим направлениям 𝑥, 𝑦, 𝑧. В мас-
штабе рисунка видно, что значения 𝑇22 и 𝑇33 совпадают. Отсюда можно сделать
вывод, что при 𝑇11 ̸= 0 в начальный момент времени кинетические темпера-
туры в ГЦК решетке перераспределяются одинаково про направлениям 𝑦, 𝑧.
Также из рисунка 3 видно, что решение нестационарной задачи (формула (14))
сходится к решению стационарной задачи (формула (16)). В итоге выражения
для равновесных температур можно представить в следующем виде:

𝑇 𝑒𝑞
11 u 0.31𝑇0, 𝑇 𝑒𝑞

22 = 𝑇 𝑒𝑞
33 u 0.095𝑇0. (17)

В масштабе рисунков 1,2,3 видно, что аналитическое и численное решения
совпадают. Значит, задача поведения температуры в ГЦК решетке решена с
высокой точностью.
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6 Заключение
В настоящей работе рассмотрен переход к тепловому равновесию в гармони-

ческой бесконечной ГЦК решетке. Рассмотрен случай, когда начальный момент
нет равного распределения кинетической энергии по пространственным направ-
лениям. Анализ формулы (11) показал, что начальное распределение не влияет
на колебания кинетической температуры. Исследование асимптотики формулы
(12) показывает, что колебания кинетической температуры затухают обратно
пропорционально 𝑡3/2. Формула (12) показывает, что в ГЦК решетке реализу-
ется процесс выравнивания кинетической и потенциальной энергий.

На основе формулы (12), в точности описывающей изменение матричной
температуры, исследовано перераспределение кинетической температуры по
пространственным направлениям. Для этого рассмотрен случай, когда кине-
тическая температура по направлению x в начальный момент времени не равна
нулю. Установлено, что кинетические температуры одинаково перераспределя-
ются по направлениям y, z. Было показано, что в ГЦК решетке равного распре-
деления температуры не происходит. Кинетические температуры по направле-
ниям x, y, z довольно быстро стремятся к равновесным значениям, описываю-
щимися с помощью формулы (16).

Все аналитические выкладки подкреплены сравнением с результатами чис-
ленного интегрирования уравнений динамики решетки.
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С.Д.Ляжков, В.А.Кузькин. Переход к тепловому равновесию в гармонической
гранецентрированной кубической решетке.

Рис. 1: Колебания кинетической температуры, связанные с выравниванием ки-
нетической и потенциальной энергий в ГЦК решетке, со случайными началь-
ными скоростями. Сплошная линия — аналитическое решение (12); круги ––
численное решение уравнения динамики ГЦК (3).
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С.Д.Ляжков, В.А.Кузькин. Переход к тепловому равновесию в гармонической
гранецентрированной кубической решетке.

Рис. 2: Вклад трех веток 𝐵1 (сплошная линия), 𝐵2 (пунктирная линия) и 𝐵3

(штрихпунктирная линия) дисперсионного соотношения в зависимость кинети-
ческой температуры от времени. Каждой ветке 𝐵𝑗 соответствует характерная
частота.
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С.Д.Ляжков, В.А.Кузькин. Переход к тепловому равновесию в гармонической
гранецентрированной кубической решетке.

Рис. 3: Перераспределение кинетической температуры в ГЦК решетке по на-
правлениям x (сплошная линия — аналитическое решение (9), круги — числен-
ное), y (пунктирная линия — аналитическое решение (9), круги — численное), z
(линия и круги совпадают со значениями для y). Начальные температуры — 𝑇11

̸= 0, 𝑇22 = 0, 𝑇33 = 0. Пунктирные линии соответствуют равновесным значениям
кинетической температуры.
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Подписи к рисункам.

Рис.1: Колебания кинетической температуры, связанные с выравниванием
кинетической и потенциальной энергий в ГЦК решетке, со случайными началь-
ными скоростями. Сплошная линия — аналитическое решение (12); круги ––
численное решение уравнения динамики ГЦК (3).

Рис.2: Вклад трех веток 𝐵1 (сплошная линия), 𝐵2 (пунктирная линия) и 𝐵3

(штрихпунктирная линия) дисперсионного соотношения в зависимость кинети-
ческой температуры от времени. Каждой ветке 𝐵𝑗 соответствует характерная
частота.

Рис.3: Перераспределение кинетической температуры в ГЦК решетке по на-
правлениям x (сплошная линия — аналитическое решение (9), круги — числен-
ное), y (пунктирная линия — аналитическое решение (9), круги — численное), z
(линия и круги совпадают со значениями для y). Начальные температуры — 𝑇11

̸= 0, 𝑇22 = 0, 𝑇33 = 0. Пунктирные линии соответствуют равновесным значениям
кинетической температуры.
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