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ВВЕДЕНИЕ

Одной из актуальных задач механики деформируемого твердо-
го тела является описание термомеханических процессов, при кото-
рых материал находится в сильно неравновесном состоянии. В си-
стемах, находящихся в тепловом равновесии, кинетическая энергия
обычно равнораспределена по степеням свободы. Этот факт сле-
дует из теоремы о равном распределении [1, 2]. Данная теорема
позволяет описывать тепловое состояние системы с помощью одно-
го скалярного параметра — кинетической температуры, величины,
пропорциональной энергии хаотического теплового движения ато-
мов. Вдали от теплового равновесия кинетические энергии, соответ-
ствующие различным степеням свободы, могут существенно отли-
чаться [3—9]. Поэтому во многих работах вводится несколько тем-
ператур [4, 5, 8, 10, 11]. В частности, известно, что температуры
решетки и электронной подсистемы в твердых телах, подверженных
лазерному воздействию, могут не совпадать (см., например, обзор-
ную статью [4]). Несколько температур также обнаруживается при
молекулярно-динамическом моделировании ударных волн: в рабо-
тах [3, 6, 7, 12] показано, что кинетические энергии, соответствую-
щие движениям атомов вдоль и поперек направления распростране-
ния ударной волны, вблизи ее фронта могут отличаться почти в два
раза. В работах [13, 14] рассматривалось распространение тепла в
двухатомной гармонической цепочке, помещенной между двумя теп-
ловыми резервуарами с различными температурами. Показано, что
температуры подрешеток в неравновесном стационарном состоянии
отличаются. Аналогичный эффект наблюдается и в нестационарных
процессах. Так, в работе [9] показано, что температуры подрешеток
при баллистическом распространении тепла в двухатомной цепочке
отличаются, даже если изначально они были заданы равными.
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В отсутствие внешних воздействий неравновесная система стре-
мится к тепловому равновесию. Переход к тепловому равновесию
сопровождается несколькими процессами: функция распределения
скоростей стремится к гауссовой [15—19]; полная энергия перерас-
пределяется между кинетической и потенциальной [15, 20—24]; кине-
тическая энергия перераспределяется между степенями свободы [3,
22, 24, 25]; энергия перераспределяется между собственными фор-
мами системы [26]. Данные процессы, за исключением последнего,
происходят как в линейных, так и в нелинейных системах. В ли-
нейных (гармонических) кристаллах энергии собственных форм не
меняются. Однако поле кинетической температуры в бесконечных
гармонических кристаллах стремится стать пространственно одно-
родным и постоянным во времени [16, 18, 25, 27]. Поэтому понятие
теплового равновесия широко применяется и к гармоническим кри-
сталлам [17—19, 28—32].

Переход к тепловому равновесию рассматривается во многих ра-
ботах [15—19, 21, 23, 24, 27, 28, 30—35]. Исследуются такие аспекты
данного процесса, как существование равновесного состояния [17],
эргодичность [29], стремление функции распределения к нормаль-
ному [15, 19, 30, 32], эволюция энтропии [28, 36, 37] и др. В данном
учебном пособии мы ограничиваемся исследованием поведения ки-
нетической температуры (температур). Здесь и далее под кинетиче-
ской температурой понимается величина, пропорциональная кине-
тической энергии хаотического движения частиц [2, 21, 25].

В литературе представлены два основных подхода к описанию
изменения статистических характеристик в гармонических кристал-
лах. Первый подход использует точное решение уравнений динамики
решетки [15, 16, 28, 33, 38]. При известном точном решении кинети-
ческая энергия вычисляется как математическое ожидание кинети-
ческой энергии. В частности, в пионерской работе Дж. Клейна и
И. Пригожина [15] рассматривался переход к тепловому равновесию
в бесконечной гармонической цепочке со случайными начальными
условиями. С использованием точного решения, полученного ранее
Э. Шредингером [39], в работе [15] было показано, что кинетиче-
ская и потенциальная энергии цепочки осциллируют во времени и
стремятся к равным равновесным значениям [15]. В рамках второго
подхода, используемого в данном пособии, в качестве основных пе-
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ременных выступают ковариации1 скоростей и ковариации переме-
щений частиц. В случае гармонического кристалла для ковариаций
удается получить замкнутую систему уравнений в стационарном [14,
40, 41] и нестационарном [21, 24, 27, 35, 42] случаях. Решение этой
системы описывает, в частности, изменение кинетической темпера-
туры во времени. В работах [21, 24, 25, 27, 35, 43, 44] данная идея ис-
пользована для описания перехода к равновесию в кристаллах с про-
стой (моноатомной) решеткой2, таких как одномерные цепочки [21,
23, 43], двумерные треугольная и квадратная решетки [24, 27, 35]
и трехмерная гранецентрированная кубическая решетка [45]. Для
сложных решеток описание переходных процессов было получено в
работах [45—47].

Настоящее пособие является продолжением серии пособий [48—
51], разработанных в рамках подхода, согласно которому определя-
ющие уравнения сплошной среды выводятся из дискретной моде-
ли — системы взаимодействующих частиц. Идея подхода была пред-
ложена П.А.Жилиным и развита в монографии [52]. В работах [48—
50] была получена связь между параметрами вещества на атомар-
ном уровне и макроскопическими (упругими и тепловыми) харак-
теристиками материала [48—50]. Дальнейшее применение указанной
идеи к аналитическому описанию переходных процессов в гармони-
ческих кристаллах отражено в учебном пособии [51], где рассмат-
ривались одномерные и двумерные кристаллы простой структуры.
При этом в двумерном случае рассматривались только квадратная и
треугольная решетки с взаимодействиями ближайших соседей. В на-
стоящем пособии изложены результаты, полученные в работах [24,
27, 35, 46] и позволяющие описывать переходные процессы в про-
стых и сложных решетках с взаимодействием произвольного чис-
ла соседей в пространстве произвольной размерности. Аналогичное
обобщенное описание медленных процессов, отвечающих за перенос
энергии, представлено в пособии [53].

Настоящее пособие составлено следующим образом. В главе 1
приводятся постановка и решение задачи о переходе к равновесию в
простых скалярных решетках, в которых каждая частица имеет одну

1 Ковариацией двух центрированных случайных величин называется матема-
тическое ожидание их произведения.

2 Решетка называется простой, если она совпадает с собой при перемещении
на вектор, соединяющий две любые частицы.
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степень свободы. Задача решается для широкого класса линейных
решеток с взаимодействием произвольного числа соседей. Решение
строится на основе ковариационного подхода, использующего в ка-
честве основных переменных ковариации перемещений и скоростей
частиц. Подход позволяет получить, в частности, точные формулы,
описывающие поведение кинетической энергии. В качестве примера
рассматриваются одномерная цепочка, а также квадратная и тре-
угольная решетки, совершающие поперечные колебания. В главе 2
проводится обобщение полученных результатов на случай простых
решеток, частицы которых имеют несколько степеней свободы, и
сложных решеток. Для этого используется матричная запись урав-
нений динамики, позволяющая проводить основные выкладки в фор-
ме, не зависящей от числа степеней свободы элементарной ячейки.
В качестве примера рассматриваются решетки с двумя степенями
свободы на элементарную ячейку: цепочка с чередующимися мас-
сами, треугольная решетка, совершающая колебания в плоскости,
и решетка графена, совершающая поперечные колебания. Данные
примеры расположены в порядке возрастания сложности системы —
одномерная сложная, двумерная простая и двумерная сложная ре-
шетка. Также в главе 2 численно исследуется влияние малой нели-
нейности на рассматриваемые переходные процессы.

Данное учебное пособие подготовлено при финансовой поддерж-
ке Российского научного фонда (грант № 21-71-10129).



1. РЕШЕТКИ С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ
НА ЭЛЕМЕНТАРНУЮ ЯЧЕЙКУ

1.1. Уравнения движения и начальные условия

В рамках главы 1 в качестве модели деформируемого твердого те-
ла будем использовать решетку простой структуры в пространстве
размерности d = 1, 2, каждая частица которой имеет одну степень
свободы. В таком случае перемещение частицы задается скалярной
функцией u(x), где x — радиус-вектор частицы в недеформирован-
ном состоянии. Такие решетки в литературе часто называются ска-
лярными.

Далее будем использовать следующее представление для радиус-
вектора x частицы в недеформированном положении:

x =

d∑
j=1

zjej ,

где ej , j = 1, . . . , d — базисные векторы, а z1, . . . , zd — целые чис-
ла, которые можно использовать в качестве индексов элементарной
ячейки. Также будем использовать векторы ẽj сопряженного базиса
такие, что ei · ẽj = δij , где δij — символ Кронекера.

Каждая частица взаимодействует с соседями, нумеруемыми ин-
дексом α. Векторы aα, соединяющие частицу с ее соседями, удовле-
творяют соотношению

aα = −a−α.
При этом автоматически выполняется a0 = 0.

Будем рассматривать только линейные решетки, в которых сила,
действующая на каждую частицу, представляется в виде линейной
комбинации перемещений всех частиц, а уравнение движения может
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быть записано в виде

ü (x) = Du (x) , Du (x) = ω
2
∗

∑
α

bαu(x + aα), bα = b−α, (1.1)

где ω∗ — характерная частота (см., например, формулы (1.2)—(1.4));
D — линейный разностный оператор. С математической точки зре-
ния формула (1.1) — дифференциально-разностное уравнение, или
бесконечное множество связанных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений.

Уравнения (1.1) описывают поведение целого класса одномерных
и двумерных решеток. Например, простейшей моделью, описывае-
мой уравнением (1.1), является одномерная цепочка с взаимодей-
ствиями ближайших соседей (цепочка Гука). В таком случае

Du (x) = ω2
∗

(
u(x + a1)− 2u(x) + u(x + a−1)

)
⇒

⇒ ω∗ =
√

C
M , a±1 = ±ai, b±1 = 1, b0 = −2,

(1.2)

где i — единичный вектор, направленный вдоль цепочки; a — рав-
новесное расстояние между частицами; C — жесткость связи; M —
масса частиц. Отметим, что уравнение (1.2) при подходящем вы-
боре ω∗ также описывает линеаризованные поперечные колебания
растянутой цепочки с парными взаимодействиями ближайших сосе-
дей. Уравнение динамики цепочки с угловыми взаимодействиями,
совершающей поперечные колебания, также может быть записано
в виде (1.1)

Du (x) = −ω2
∗

(
u(x + a2)− 4u(x + a1) +

+ 6u(x)− 4u(x + a−1) + u(x + a−2)
)
⇒

⇒ ω∗ =

√
Ca

Ma2
, a±1 = ±ai, a±2 = ±2ai,

b0 = −6, b±1 = 4, b±2 = −1,

(1.3)

где Ca — жесткость угловой пружинки. Модель (1.3) может исполь-
зоваться, например, для описания поперечных колебаний карбина,
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нанопроволок или алмазных нанонитей.
Простейшая двумерная модель, описываемая уравнением (1.1),

— растянутая квадратная решетка с взаимодействиями ближайших
соседей, совершающая поперечные колебания. В таком случае

Du (x) = ω2
∗

(
u(x + a1) + u(x + a2) −

− 4u(x) + u(x + a−1) + u(x + a−2)
)
⇒

⇒ ω∗ =
√

F
Ma , a±1 = ±ai, a±2 = ±aj,

b±1 = b±2 = 1, b0 = −4,

(1.4)

где i, j — ортогональные единичные векторы; F — величина силы на-
тяжения в равновесии. Двумерные решетки могут рассматриваться
как простейшие модели поперечных колебаний двумерных материа-
лов, таких как графен, дисульфид молибдена, нитрид бора и др.

В общем случае правильный подбор параметров aα и bα в уравне-
нии (1.1) позволяет описывать линеаризованные колебания одномер-
ных и двумерных скалярных решеток с парными и многочастичны-
ми взаимодействиями произвольного числа соседей. Уравнение (1.1)
также описывает некоторые системы с моментными взаимодействи-
ями [54], например, цепочку из твердых тел, соединенных упруги-
ми связями и фиксированными трансляционными степенями свобо-
ды [55]. Также можно рассматривать поперечные колебания двумер-
ных решеток с моментными взаимодействиями при условии, что вра-
щательные степени свободы зафиксированы.

Будем рассматривать следующие стохастические начальные усло-
вия, типичные для молекулярно-динамического моделирования:

u(x) = 0, v(x) = v0 (x) ,〈
v0(x)

〉
= 0,

〈
v0(x)v0(y)

〉
=
〈
v20 (x)

〉
δD(x− y),

(1.5)

где v = u̇, начальные скорости v0 (x) — некоррелированные случай-
ные величины с нулевым математическим ожиданием; δD(x−y) = 1
при x = y, в противном случае δD(x−y) = 0. Здесь и далее угловыми
скобками

〈
...
〉

обозначается математическое ожидание. В расчетах
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оно заменяется на среднее по реализациям с различными начальны-
ми условиями.

Начальные условия (1.5) соответствуют некоторому начальному
распределению кинетической энергии (температуры) в решетке и мо-
гут рассматриваться, например, как результат воздействия на кри-
сталл ультракороткого лазерного импульса. Заметим, что при таких
начальных условиях полная энергия системы равна начальной кине-
тической энергии, а начальная потенциальная энергия равна нулю.
Движение частиц приведет к перераспределению энергии между ки-
нетической и потенциальной формами. Описанию данного переход-
ного процесса посвящена глава 1 данного учебного пособия.

1.2. Дисперсионное соотношение

Распространение волн в решетке определяется ее дисперсионным
соотношением — зависимостью частоты волны от волнового векто-
ра. Как будет показано далее, дисперсионное соотношение играет
ключевую роль и при описании переходных процессов в решетках.

Построим дисперсионное соотношение для произвольной скаляр-
ной решетки, описываемой уравнением движения (1.1). Для этого
будем искать решение в виде

u = Aei(ωt+k·x), (1.6)

где k представляет собой волновой вектор:

k =

d∑
j=1

pj ẽj , (1.7)

где ẽj — векторы сопряженного базиса; pj ∈ [0; 2π].
Подстановка (1.6) в уравнения (1.1) приводит к системе незави-

симых линейных уравнений с нулевой правой частью. Данные урав-
нения имеют нетривиальное решение при выполнении соотношения

ω
2(k) = −ω2

∗

(
b0 + 2

∑
α>0

bα cos (k · aα)

)
. (1.8)

Формула (1.8) дает дисперсионное соотношение для рассматривае-
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мых скалярных решеток, описываемых уравнением движения (1.1).
Отметим два важных свойства дисперсионного соотношения (1.8).

Первое свойство — симметрия относительно замены k на −k:

ω
2(−k) = ω

2(k). (1.9)

Второе свойство — периодичность. Функция ω2(p1, p2, ..., pd) являет-
ся 2π-периодической:

ω
2(p1, p2, ..., pd) = ω

2(p1 + 2C1π, p2 + 2C2π, ..., pd + 2Cdπ),

где Ci — целые числа.
Таким образом, дисперсионное соотношение для скалярных ре-

шеток, описываемых уравнением движения (1.1), определяется фор-
мулой (1.8). Примеры дисперсионных соотношений для нескольких
конкретных решеток приведены ниже (см. формулы (1.38), (1.45)).

1.3. Точное решение уравнений движения
с использованием дискретного преобразования Фурье

Получим точное решение уравнений движения (1.1) со следую-
щими начальными условиями общего вида:

u(x) = u0(x), v(x) = v0(x). (1.10)

Для этого воспользуемся дискретным преобразованием Фурье. Это
преобразование обычно используется для решения задач с перио-
дическими граничными условиями. В данном учебном пособии мы
ограничиваемся предельным случаем, когда размер ячейки перио-
дичности стремится к бесконечности. Влияние конечности кристалла
на переходные процессы рассматривается, например, в работе [56].

Прямое и обратное дискретное преобразования Фурье по пере-
менным z1, . . . , zd для бесконечной решетки определяются формула-
ми

û(k) =
∑
x

u(x)e−ik·x, u(x) =

∫
k

û(k)eik·xdk, (1.11)

где û(k) — Фурье-образ u; i2 = −1; k — волновой вектор (1.7); для
краткости используются обозначения
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∫
k

...dk
def
=

1

(2π)d

∫2π
0

...

∫2π
0

...dp1 ...dpd,

∑
x

...
def
=

+∞∑
z1=−∞

...

+∞∑
zd=−∞

...

(1.12)

Основным свойством дискретного преобразования Фурье, необхо-
димым для решения уравнений типа (1.1), является свойство сдвига:

Φ (u(x + aα)) = Φ (u(x)) eik·aα , (1.13)

где Φ – оператор Фурье-преобразования. С использованием данного
тождества нетрудно показать, что выполняются следующие соотно-
шения:

Φ (Du) = D̂û, Φ
(
D2u

)
= D̂Φ (Du) = D̂2û,

D̂ = ω
2
∗

∑
α

bαe
ik·aα .

(1.14)

Отметим, что D̂ с точностью до знака совпадает с дисперсионным
соотношением (1.8). Применяя дискретное преобразование Фурье к
уравнению (1.1), получим

¨̂u(k) = −ω2(k)û(k), ω
2 = −D̂. (1.15)

Дискретное преобразование Фурье позволяет перейти от системы
связанных обыкновенных дифференциальных уравнений (1.1) для
перемещений к системе независимых уравнений (1.15) для Фурье-
образов перемещений. Отметим, что (1.15) представляет собой урав-
нение колебаний гармонического осциллятора.

Применим дискретное преобразование Фурье к начальным усло-
виям:

û(k) = û0 = Φ(u0 (x)), v̂(k) = v̂0 = Φ(v0 (x)). (1.16)

Решая уравнения (1.15) с начальными условиями (1.16), получим

û = û0 cos (ωt) +
v̂0
ω

sin (ωt) , v̂ = v̂0 cos (ωt)− ωû0 sin (ωt) .
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Применяя обратное преобразование Фурье, имеем

u(x) =

∫
k

(
û0 cos (ω(k)t) +

v̂0
ω(k)

sin (ω(k)t)
)
eik·x dk,

v(x) =

∫
k

(
v̂0 cos (ω(k)t)− ω(k)û0 sin (ω(k)t)

)
eik·x dk.

(1.17)

Формула (1.17) дает формальное решение уравнений движения (1.1)
с начальными условиями (1.10).

Таким образом, уравнение (1.1) с начальными условиями (1.10)
может быть решено аналитически. Получающиеся в результате ре-
шения скорости и перемещения частиц (1.17) являются случайными
величинами. Точное решение (1.17) позволяет вычислить все интере-
сующие характеристики кристалла, включая его кинетическую и по-
тенциальную энергии и их математические ожидания. Такой подход
используется в работе [9]. В данном учебном пособии будет использо-
ваться другой подход, основанный на анализе ковариаций перемеще-
ний и скоростей частиц. Далее будет показано, что ковариационный
анализ позволяет получить, в частности, ряд дополнительных зако-
нов сохранения, вывод которых в рамках подхода [9] представляется
более сложным.

1.4. Уравнение динамики ковариаций скоростей

В силу случайности рассматриваемых начальных условий (1.5)
скорости частиц в любой момент времени также являются случай-
ными величинами. Далее нас будут интересовать не случайные вели-
чины, а статистические характеристики, например, математическое
ожидание кинетической энергии, которое может трактоваться как
величина, пропорциональная кинетической температуре. Для того
чтобы ввести статистические характеристики, рассматривается бес-
конечное множество реализаций начальных условий (2.3).

Введем ковариации скоростей частиц с радиус-векторами x и y:

κ(x,y) =
〈
v(x)v(y)

〉
. (1.18)

Ковариация скоростей связана с математическим ожиданием ки-
нетической энергии T (величиной, пропорциональной кинетической
температуре) следующим соотношением:
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T (x) =
1

2
M
〈
v(x)2

〉
=

1

2
Mκ|x=y, (1.19)

где M — масса частицы. Получим уравнение для ковариаций ско-
ростей. Заметим, что скорости частиц также удовлетворяют уравне-
нию (1.1):

v̈ (x) = Dv (x) . (1.20)

Введем вспомогательную величину — ковариацию ускорений

ζ =
〈
v̇(x)v̇(y)

〉
.

Дифференцирование ковариаций скоростей κ и ковариаций ускоре-
ний ζ по времени с учетом уравнений движения (1.1), (1.20) дает

κ̈ = (Dx + Dy) κ+ 2ζ, ζ̈ = (Dx + Dy) ζ+ 2DxDyκ,

Dxκ = ω
2
∗

∑
α

bακ(x + aα,y), Dyκ = ω
2
∗

∑
α

bακ(x,y + aα).
(1.21)

Исключая ковариации ускорений ζ из системы (1.21), получим
....
κ − 2 (Dx + Dy) κ̈+ (Dx −Dy)

2
κ = 0. (1.22)

Уравнение (1.22) в точности описывает, в том числе, поведение по-
ля кинетической энергии (кинетической температуры) в любой гар-
монической скалярной решетке, описываемой уравнением динами-
ки (1.1).

Рассмотрим еще один вывод уравнения (1.22) для ковариаций
скоростей, использованный, например, в работе [44]. Введем ковари-
ации скоростей, перемещений и смешанные ковариации:

ξ(x,y) =
〈
u(x)u(y)

〉
,

ν(x,y) =
〈
u(x)v(y)

〉
,

ν(x,y)∗ =
〈
v(x)u(y)

〉
.

(1.23)

Дифференцирование ковариаций по времени с учетом уравнений
движения дает
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ξ̇ = ν+ ν
∗, ν̇ = Dyξ+ κ, κ̇ = Dxν+ Dyν

∗,

ξ̈ = Dxξ+ Dyξ+ 2κ, κ̈ = Dxκ+ Dyκ+ 2DxDyξ. (1.24)

Первое из уравнений (1.24) позволяет выразить κ через ξ:

κ =
1

2

(
ξ̈−Dxξ−Dyξ

)
. (1.25)

Следовательно, ковариации скоростей и перемещений связаны диф-
ференциально-разностным оператором, стоящим в правой части (1.25).
Применяя данный оператор к первому из уравнений (1.24), получим
уравнение (1.22) для κ. Отметим, что ковариации перемещений ξ

также удовлетворяют уравнению (1.22).
Начальные условия к уравнению (1.22) для ковариаций скоро-

стей, соответствующие начальным условиям для частиц (1.5), имеют
вид

κ =
2

M
T0(x)δD(x− y), κ̇ = 0,

κ̈ = 2
M (Dx + Dy)

(
T0(x)δD(x− y)

)
,

...
κ = 0,

T0(x) =
1

2
M
〈
v0(x)2

〉
,

(1.26)

где T0(x) — пространственное распределение начальной кинетиче-
ской энергии (температуры); функция δD(x− y) равна единице при
x = y и нулю при x 6= y.

Таким образом, получено уравнение (1.22) с детерминированны-
ми начальными условиями (1.26). Данное уравнение позволяет вы-
числить статистические характеристики (ковариации) скоростей, по-
лучающихся при решении уравнений движения (1.1) cо случайны-
ми начальными условиями (1.5). В частности, уравнение описывает
изменение пространственного распределения кинетической энергии,
пропорциональной кинетической температуре.

Аналогичный метод вывода уравнений для ковариаций может
также применяться для описания тепловых процессов в цепочках
с консервативным шумом [42]. Однако для получения замкнутой си-
стемы уравнений необходимо дополнительно рассматривать поведе-
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ние ковариаций перемещений и смешанных ковариаций (1.23).

1.5. Колебания кинетической энергии

Рассмотрим однородное начальное распределение кинетической
энергии в решетке. Сделаем замену переменных

(x,y)→ (r, x− y) , r =
x + y

2
. (1.27)

Тогда ковариация скоростей представляется в виде κ(r,x − y). При
однородных начальных условиях ковариации не зависят от простран-
ственной координаты r. Тогда для разностных операторов Dx, Dy

выполняются соотношения

Dx = Dy = Dx−y, Dx−y = ω
2
∗

∑
α

bαSα,

Sακ = κ (r,x− y + aα) .

(1.28)

Подстановка формулы (1.28) в (1.22), (1.26) дает уравнение
....
κ − 4Dx−yκ̈ = 0 (1.29)

с начальными условиями

κ =
2

M
T0δD(x− y), κ̇ = 0, κ̈ =

4

M
T0Dx−yδD(x− y),

...
κ = 0. (1.30)

Начальная задача (1.29), (1.30) в точности описывает изменение ки-
нетической энергии в решетке.

Решение уравнения (1.29) строится с использованием дискретно-
го преобразования Фурье по вектору x − y. Для рассматриваемых
простых решеток векторы x− y представляются в виде

x− y =

d∑
j=1

zjej ,

где ej , j = 1, . . . , d — базисные векторы решетки; d — размерность
пространства; zj — целые числа. Применяя в уравнении (1.29) дис-
кретное преобразование Фурье (1.11) по zj , получим уравнение для
образов
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....
κ̂ + 4ω2¨̂κ = 0, (1.31)

где ω = ω(k) — дисперсионное соотношение для решетки (1.8), k —
волновой вектор. Начальные условия для образов получаются после
применения дискретного преобразования Фурье к формуле (1.30):

κ̂ =
2

M
T0, ˙̂κ = 0, ¨̂κ = − 4

M
T0ω

2,
...
κ̂ = 0. (1.32)

Решая уравнение (1.31) с начальными условиями (1.32) и приме-
няя обратное дискретное преобразование Фурье, получим

T =
T0

2

[
1 +

∫
k

cos
(
2ω(k)t

)
dk

]
. (1.33)

Формула (1.33) в точности описывает изменение кинетической энер-
гии. Кинетическая энергия совершает высокочастотные колебания,
связанные с переходом части энергии в потенциальную. Подынте-
гральное выражение в формуле (1.33) меняет знак и осциллирует с
частотой, пропорциональной времени. Следовательно, второе слага-
емое в скобках стремится к нулю1, а кинетическая энергия — к по-
ловине начального значения.

1.6. Пример. Цепочка Гука

Рассмотрим одномерную цепочку, состоящую из одинаковых ча-
стиц, взаимодействующих с ближайшими соседями посредством оди-
наковых линейных пружинок (цепочку Гука [58]). Уравнения движе-
ния цепочки Гука имеют вид

ü(x) = ω
2
∗

(
u(x + a)− 2u(x) + u(x− a)

)
,

где a — равновесное расстояние. Осцилляции кинетической энергии
в такой системе описываются интегралом (1.33). Подставляя пара-

1Данное утверждение, вообще говоря, требует строгого доказательства, ко-
торое выходит за рамки данного учебного пособия. Отметим только, что для
исследования поведения интеграла (1.33) могут использоваться хорошо разрабо-
танные асимптотические методы, такие как метод стационарной фазы [57].
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метры (1.2) в формулу (1.33) и проводя интегрирование, получим

T =
T0

2

(
1 + J0(4ω∗t)

)
, (1.34)

где J0 — функция Бесселя первого рода. На больших временах дан-
ную формулу можно упростить, применяя известную асимптотиче-
скую формулу для функции Бесселя:

T ≈ T0

2

(
1 +

1√
2πω∗t

cos
(

4ω∗t−
π

4

))
.

Формула (1.34) показывает, что отклонение энергии от среднего зна-
чения совершает колебания с частотой ω∗ и стремится к нулю обрат-
но пропорционально корню из времени. Отметим, что формула (1.34)
была получена другим способом в работе [21].

1.7. Пример. Квадратная решетка (поперечные колебания)

Рассмотрим изменение кинетической энергии в растянутой квад-
ратной решетке, совершающей поперечные колебания. Радиус-век-
торы частиц в недеформированном состоянии задаются формулой

xn,m = a (ni + mj) ,

где i, j — ортогональные единичные векторы; a — начальное рассто-
яние между ближайшими соседями. Частицы соединены с соседями
линейными пружинками. Равновесная длина пружинок меньше a,
т. е. решетка растянута (в нерастянутой решетке поперечные коле-
бания являются существенно нелинейными). Тогда линеаризованные
уравнения поперечных колебаний имеют вид

ü(x) = ω
2
∗

∑
α=±2;±1

(
u(x + aα)− u(x)

)
,

a±1 = ±ai, a±2 = ±aj,
(1.35)

где u(x) — проекция вектора перемещения на нормаль к плоско-
сти решетки. Видно, что уравнение (1.35) является частным случаем
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уравнения (1.1), где параметры ω∗, bα определяются формулой (1.4):

ω∗ =

√
F

Ma
, b±1 = b±2 = 1, b0 = −4, (1.36)

где F — сила натяжения; M — масса частицы.
Для программной реализации численного интегрирования

уравнений (1.35) удобно также использовать следующую индексную
запись:

ün,m = ω
2
∗ (un+1,m + un,m+1 − 4un,m + un−1,m + un,m−1) , (1.37)

где un,m = u(xn,m).
Для построения дисперсионного соотношения достаточно подста-

вить конкретные выражения (1.36) для параметров bα и векторов aα
в общую формулу (1.8). В результате подстановки получим:

ω = 2ω∗

√
sin2 p1

2
+ sin2 p2

2
, k =

1

a
(p1i + p2j) . (1.38)

Рис. 1.1. Дисперсионная поверхность ω(p1, p2)/ω∗ для квадратной
решетки, совершающей поперечные колебания

Дисперсионная поверхность (1.38) показана на рис. 1.1. Видно, что
она симметрична относительно замены p1 на p2. Данная симметрия
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является следствием симметрии решетки. Она позволяет при описа-
нии колебаний кинетической температуры ограничиться рассмотре-
нием треугольника p2[0; p1], p1 ∈ [0;π]. Отметим, что в данном тре-
угольнике компоненты групповой скорости ∂ω

∂p1
и ∂ω

∂p2
одновременно

обращаются в ноль в двух точках: p1 = π, p2 = 0 и p1 = p2 = π.
Соответствующие частоты имеют вид

Ω1 = 2ω∗, Ω2 = 2
√

2ω∗.

По-видимому, основные колебания кинетической температуры про-
исходят на данных частотах (удвоенных). Строгое доказательство
этого факта на основе анализа асимптотики интеграла (1.40) выхо-
дит за рамки данного учебного пособия.

Начальные условия для уравнений движения частиц, соответ-
ствующие однородному начальному распределению кинетической
энергии T0, имеют вид

un,m = 0, vn,m = v0ρn,m,
〈
ρn,m

〉
= 0,

〈
ρn,mρs,p

〉
= δn,sδm,p, (1.39)

где ρn,m — некоррелированные случайные числа с нулевым матема-
тическим ожиданием и единичной дисперсией, v20 = 2T0/M . В таком
случае начальные кинетическая и потенциальная энергии не равны.
Уравнивание энергий приводит к колебаниям кинетической энергии,
описываемым формулой (1.33).

Подстановка дисперсионного соотношения (1.38) в формулу (1.33)
дает

T =
T0

2

[
1 +

1

π2

∫π
0

∫π
0

cos

(
4ω∗t

√
sin2 p1

2
+ sin2 p2

2

)
dp1dp2

]
. (1.40)

Для проверки формулы (1.40) проведем сравнение с результатами
численного решения уравнений движения (1.35). Для численного
интегрирования используется метод центральных разностей с ша-
гом 0.0025τ∗, τ∗ = 2π/ω∗. В обоих направлениях ставятся перио-
дические граничные условия. Ячейка периодичности содержит 106

частиц. В процессе моделирования вычисляется полная кинетиче-
ская энергия системы (см. рис. 1.2). При таком количестве частиц
осреднение по реализациям не требуется. В частности, точки на гра-
фике — результат всего одной реализации. При вычислении темпе-
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ратуры по формуле (1.40) интеграл вычисляется с помощью метода
прямоугольников. Для этого область интегрирования покрывается
квадратной сеткой, содержащей 25000 узлов. Дальнейшее увеличе-
ние числа узлов не влияет на вид графика. Из рис. 1.2 видно, что
аналитическое решение (1.40) совпадает с результатами численного
решения уравнений динамики решетки (1.35). Стандартная ошиб-

Рис. 1.2. Осцилляции кинетической энергии в растянутой квадратной
решетке, совершающей поперечные колебания. Сплошная линия —

аналитическое решение (1.40); ромбы — численное решение уравнений
динамики решетки (1.35)

ка среднего при определении кинетической энергии порядка разме-
ра точек на графике. Колебания кинетической энергии затухают со
временем. Характерное время данного процесса составляет порядка
нескольких периодов τ∗. Домножая энергию на время, можно по-
казать, что отклонение от стационарного значения стремится к ну-
лю как 1/t. Аналогичные колебания в одномерной цепочке затухают
как 1/

√
t.

1.8. Пример. Треугольная решетка (поперечные колебания)

Рассмотрим изменение кинетической энергии в растянутой тре-
угольной решетке, совершающей поперечные колебания. Радиус-век-
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торы частиц в недеформированном состоянии задаются соотноше-
ниями

xn,m = a (ne1 + me2) , e1 =

√
3

2
i +

1

2
j, e2 = −

√
3

2
i +

1

2
j, (1.41)

где i, j — ортогональные единичные векторы; a — начальное рассто-
яние между ближайшими соседями.

Частицы соединены с соседями линейными пружинками. Равно-
весная длина пружинок меньше a, т. е. решетка растянута (в нерас-
тянутой решетке поперечные колебания являются существенно нели-
нейными). Тогда линеаризованные уравнения поперечных колебаний
имеют вид

ü(x) = ω
2
∗

[
u(x + a1) + u(x + a2) + u(x + a3)− 6u(x) +

+ u(x + a−1) + u(x + a−2) + u(x + a−3)
]
.

(1.42)

Видно, что уравнение (1.42) является частным случаем уравнения (1.1),
где параметры ω∗, aα, bα определяются формулами

ω∗ =

√
F

Ma
, b±1 = b±2 = b±3 = 1, b0 = −6,

a1 = ae1, a2 = ae2, a3 = a1 + a2,

(1.43)

где F — сила натяжения; M — масса частицы. При программной ре-
ализации численного интегрирования уравнений движения удобнее
пользоваться следующей индексной формой записи:

ün,m = ω2
∗

(
un+1,m + un,m+1 + un+1,m+1 −

− 6un,m + un−1,m + un,m−1 + un−1,m−1

)
,

(1.44)

где un,m = u(xn,m) — проекция вектора перемещения на нормаль
к плоскости решетки.

Для построения дисперсионного соотношения достаточно подста-
вить выражения (1.43) для параметров bα и векторов aα в общую
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формулу (1.8). В результате подстановки получаем:

ω = 2ω∗

√
sin2 p1

2
+ sin2 p2

2
+ sin2 p1 + p2

2
,

k =
1

a
(p1ẽ1 + p2ẽ2) .

(1.45)

Дисперсионная поверхность (1.45) показана на рис. 1.3.

Рис. 1.3. Дисперсионная поверхность ω(p1, p2)/ω∗ для треугольной
решетки, совершающей поперечные колебания

Начальные условия для уравнений движения частиц, соответ-
ствующие однородному начальному распределению энергии T0 за-
даны формулой (1.39). В таком случае начальные кинетическая и
потенциальная энергии не равны. Уравнивание энергий приводит к
колебаниям кинетической энергии, описываемым формулой (1.33).
Подстановка дисперсионного соотношения (1.45) в формулу (1.33)
дает

T =
T0

2

(
1+

1

π2

∫
π

0

∫
π

0
cos

(
4ω∗t

√
sin2

p1

2
+ sin2

p2

2
+ sin2

p1 + p2

2

)
dp1dp2

)
. (1.46)

Для проверки формулы (1.46) проведем сравнение с результатами
численного решения уравнений движения (1.44). Параметры чис-
ленного моделирования будем использовать такие же, как и для
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Рис. 1.4. Осцилляции кинетической энергии в треугольной решетке,
совершающей поперечные колебания. Сплошная линия — аналитическое

решение (1.46), ромбы — численное решение уравнений динамики
решетки (1.44)

квадратной решетки, рассмотренной в предыдущем пункте. Зави-
симость полной кинетической энергии системы от времени показана
на рис. 1.4.

Из рис. 1.4 видно, что аналитическое решение (1.46) совпада-
ет с результатами численного решения уравнений динамики решет-
ки (1.44). Колебания кинетической энергии имеют две характерные
частоты, близкие по величине, в результате чего наблюдаются биения.

1.9. Заключительные замечания

В данной главе приведено описание переходных процессов в ска-
лярных решетках со случайными начальными скоростями. Уравне-
ния движения записаны в общем виде, позволяющем проводить вы-
кладки для широкого класса систем, к которым относятся, напри-
мер, одномерные цепочки простой структуры и двумерные простые
решетки, совершающие поперечные колебания. При этом подход поз-
воляет учитывать взаимодействие произвольного числа соседей. По-
строен общий вид дисперсионного соотношения. Исследованы коле-
бания кинетической энергии. Выведено точное уравнение для кова-
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риаций скоростей с детерминированными начальными условиями,
описывающее данный процесс. Получено решение данного уравне-
ния, описывающее колебания кинетической энергии для всего рас-
сматриваемого класса решеток (формула (1.33)). Информация о ре-
шетке входит в данную формулу через дисперсионное соотношение.

Для примера рассмотрены три конкретные решетки: одномер-
ная цепочка Гука, растянутая квадратная решетка, совершающая
поперечные колебания, и растянутая треугольная решетка, совер-
шающая поперечные колебания. Для цепочки Гука воспроизведены
результаты работы [21]. Для квадратной решетки построена зависи-
мость кинетической энергии от времени. Показано, что кинетическая
энергия совершает колебания, связанные с уравниванием кинетиче-
ской и потенциальной энергий. При этом отклонение кинетической
энергии от равновесного значения совершает затухающие колебания.
Амплитуда колебаний затухает обратно пропорционально времени.
Колебания имеют две основные частоты, соответствующие нулевым
значениям групповой скорости. Аналогичные результаты получены
для треугольной решетки. Показано, что колебания кинетической
энергии также имеют две основные частоты, но, в отличие от квад-
ратной решетки, данные частоты близки по величине, что приводит
к возникновению биений.
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2. РЕШЕТКИ С НЕСКОЛЬКИМИ СТЕПЕНЯМИ
СВОБОДЫ НА ЭЛЕМЕНТАРНУЮ ЯЧЕЙКУ

2.1. Матричная запись уравнений движения

Произведем обобщение полученных ранее результатов на случай
простых и сложных кристаллических решеток в пространстве про-
извольной размерности. Для этого будем использовать матричную
запись уравнений динамики, позволяющую проводить основные вы-
кладки в общем виде для решетки, элементарная ячейка которой
имеет N степеней свободы.

Для идентификации элементарных ячеек будем использовать ра-
диус-векторы x их центров1. Для аналитических выкладок это удоб-
нее, чем использование индексов2. Каждая элементарная ячейка име-
ет степени свободы ui(x), i = 1, .., N , соответствующие компонентам
векторов перемещений частиц, находящихся в данной ячейке. Ком-
поненты перемещений формируют вектор-столбец

u(x) = (u1, u2, .., uN )>,

где > — знак транспонирования.
Запишем уравнения динамики частиц, находящихся в элементар-

ной ячейке с радиус-вектором x, в матричном виде:

Mv̇(x) = dxu(x), (2.1)

где u(x), v(x) — вектор-столбцы из компонент векторов перемеще-
1Конкретное определение центра ячейки не влияет на дальнейшие рассужде-

ния. Для определенности можно считать, например, что центр ячейки совпадает
с ее центром масс в недеформированном состоянии.

2Число индексов зависит от размерности пространства, а радиус-вектор ячей-
ки всегда один.
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ний и скоростей частиц, находящихся в ячейке с радиус-вектором x;
M — диагональная матрица N × N , составленная из масс частиц;
dx — матричный разностный оператор.

Для нумерации всех ячеек, соседних с ячейкой x, будем исполь-
зовать индекс α. Вектор, соединяющий центр ячейки x и соседней
ячейки номер α, обозначим aα. При этом, как и ранее, векторы aα
удовлетворяют тождеству:

aα = −a−α.
Такую нумерацию ячеек всегда можно ввести, так как элементарные
ячейки сложной решетки образуют простую решетку.

Как и ранее, ограничимся рассмотрением линейных взаимодей-
ствий между частицами. При этом сила, действующая на частицы
элементарной ячейки x, представима в виде линейной комбинации
перемещений всех частиц решетки:

dxu(x) =
∑
α

Cαu(x + aα), Cα = C>−α, (2.2)

где Cα — динамическая матрица, коэффициенты которой опреде-
ляют вклад ячейки α в суммарную силу, действующую на рассмат-
риваемую ячейку. Суммирование ведется по всем соседним элемен-
тарным ячейкам α. Похожая форма используется в работе [34], где
также вводится условие Cα = C>−α. Далее будет показано, что при
выполнении данного условия динамическая матрица, собственные
числа которой дают дисперсионное соотношение, является эрмито-
вой (см. п.2.2).

Начальные условия, как и ранее, будут рассматриваться следую-
щие:

u(x) = 0, v(x) = v0(x), (2.3)

где v0(x) — независимые случайные векторы с нулевым математиче-
ским ожиданием. Система уравнений движения (2.1) с начальными
условиями (2.3) полностью определяют динамику кристалла в любой
момент времени.

При начальных условиях (2.3) полная энергия равна начальной
кинетической энергии. Потенциальная энергия в начальный момент
времени равна нулю. Кроме того, начальная кинетическая энергия
может быть, вообще говоря, неравномерно распределена по степеням
свободы элементарной ячейки. Движение частиц приводит к уравни-
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ванию кинетической и потенциальной энергий и перераспределению
энергии по степеням свободы элементарной ячейки. Далее приводит-
ся аналитическое описание данных переходных процессов в сложных
решетках.

2.2. Некоторые свойства эрмитовых матриц

Поскольку далее свойства эрмитовых матриц, их собственных
векторов и собственных чисел будут активно использоваться при
описании переходных процессов в сложных решетках, кратко пере-
числим свойства таких матриц.

Комплексная матрица Ω называется эрмитовой, если она удовле-
творяет соотношению

Ω = Ω∗>, (2.4)

где ∗ — знак комплексного сопряжения; > — знак транспонирования.
Эрмитовы матрицы обладают следующими свойствами. Пусть

λj — собственное число матрицы Ω, соответствующее правому соб-
ственному вектору pj :

Ωpj = λjpj . (2.5)

Все собственные числа эрмитовой матрицы вещественны. Отсюда
следует, что вектор p∗>j является левым собственным вектором мат-
рицы Ω. Действительно, транспонируя обе части (2.5) и делая опе-
рацию комплексного сопряжения, получим:

(Ωpj)
∗>

= p∗>j Ω∗> = p∗>j Ω = λjpj .

Здесь использованы формула (2.4) и вещественность собственных
чисел.

Далее будет показано, что квадраты собственных частот решетки
являются собственными числами динамической матрицы, которая
является эрмитовой. Для устойчивости решетки необходимо, чтобы
собственные частоты были вещественными, а их квадраты — поло-
жительными. Следовательно, динамическая матрица должна быть
не только эрмитовой, но и положительно определенной.

Собственные векторы эрмитовой матрицы, соответствующие раз-
личным собственным числам, ортогональны. Ограничимся случаем,
когда все собственные числа различны. Тогда для нормированных
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собственных векторов выполняется тождество

p∗>i pj = p>i p
∗
j = δij .

Эрмитова матрица может быть представлена в виде

Ω = PΛP ∗>,

где P = {p1,p2, . . . ,pN} — матрица, столбцы которой являются соб-
ственными векторами Ω; Λ — диагональная матрица, составленная
из собственных чисел Ω. Число собственных векторов равно раз-
мерности пространства, и они ортогональны (значит, линейно неза-
висимы). Следовательно, их можно использовать в качестве базиса.
Матрица P является унитарной, т. е. обладает свойством:

P ∗>P = PP ∗> = E.

Также далее будет использоваться тождество, справедливое для лю-
бой квадратной матрицы A:

tr
(
PAP ∗>

)
= trA.

Перечисляемые в данном пункте свойства эрмитовых матриц далее
используются, в частности, для решения уравнений движения слож-
ных решеток.

2.3. Дисперсионное соотношение

Построим дисперсионное соотношение для решеток, описывае-
мых уравнением (2.1). Как было показано в главе 1, данное соотно-
шение играет ключевую роль и при описании переходных процессов
в решетках.

Рассмотрим уравнения динамики решетки (2.1). Сделаем подста-
новку:

M
1
2u(x) = Aei(ωt+k·x), (2.6)

где M
1
2M

1
2 = M . Иными словами, будем искать решение в виде

гармонической волны с частотой ω и волновым вектором k. Под-
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ставляя (2.6) в уравнение динамики (2.1), получим:(∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2 eik·aα + ω

2E

)
A = 0. (2.7)

Выражение (2.7) представляет собой однородную систему линейных
уравнений относительно A. Система имеет нетривиальное решение
при выполнении условия

det

(∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2 eik·aα + ω

2E

)
= 0. (2.8)

Формула (2.8) — уравнение степени N относительно ω2. Решение
данного уравнения дает дисперсионное соотношение ω2(k). Иными
словами, квадраты частот, ω2, являются собственными числами ди-
намической матрицы:

Ω = −
∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2 eik·aα . (2.9)

Покажем, что матрица Ω — эрмитова при выполнении введенного
выше условия Cα = C>−α:

Ω>∗ = −
∑
α

M− 1
2C>αM

− 1
2 e−ik·aα =

= −
∑
α

M− 1
2C>−αM

− 1
2 e−ik·a−α =

= −
∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2 eik·aα = Ω,

что и требовалось доказать.
Покажем теперь, что дисперсионное соотношение четно по отно-

шению к волновому вектору. Физически это означает, что волны од-
ной длины, распространяющиеся в противоположных направлениях,
имеют одинаковые частоты:

ω
2(−k) = ω

2(k). (2.10)

Для доказательства перепишем формулу (2.8):
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det
(
Ω(k) + ω

2(k)E
)

=

= det

(∑
α

M− 1
2C>αM

− 1
2 eik·aα + ω

2E

)
=

= det

(∑
α

M− 1
2C>−αM

− 1
2 eik·a−α + ω

2E

)
=

= det

(∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2 e−ik·aα + ω

2(k)E

)
=

= det
(
Ω(−k) + ω

2(k)E
)
.

Здесь использована вторая из формул (2.2) и тождество detA =
detA>. Видно, что матрицы Ω(k) и Ω(−k) имеют одинаковые соб-
ственные числа, следовательно, выполняется формула (2.10).

Динамическая матрица обладает следующим важным свойством,
которое сразу следует из определения

Ω(k) = Ω(−k)∗. (2.11)

Покажем, что собственные векторы p динамической матрицы обла-
дают свойством

p(k) = p(−k)∗. (2.12)

По определению собственные векторы такие, что

Ω(k)p(k) = ω2(k)p(k)⇒

⇒ Ω(−k)p(−k) = ω2(−k)p(−k)⇒

⇒ Ω(−k)∗p(−k)∗ = ω2(−k)p(−k)∗ ⇒

⇒ Ω(k)p(−k)∗ = ω2(k)p(−k)∗.

Здесь использованы свойства (2.10) и (2.11). Из последнего равенства
следует, что p(−k)∗ — собственный вектор матрицы Ω(k), соответ-
ствующий собственному числу ω2(k). Следовательно, векторы p(k) и
p(−k)∗ коллинеарны. Если потребовать, чтобы собственные векторы
были единичными, то получим (2.12).
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Таким образом, построение дисперсионного соотношения сводит-
ся к отысканию собственных чисел динамической матрицы Ω, опре-
деленной формулой (2.9). Данная матрица имеет размерность, рав-
ную числу степеней свободы элементарной ячейки, и является эрми-
товой. Дисперсионное соотношение симметрично относительно сме-
ны знака волнового вектора.

2.4. Уравнение динамики ковариаций

В силу случайности рассматриваемых начальных условий (2.3)
скорости частиц в любой момент времени также являются случай-
ными. В настоящем пособии основное внимание уделяется не са-
мим случайным величинам, а их статистическим характеристикам.
В частности, рассматривается математическое ожидание кинетиче-
ской энергии, которое может трактоваться как величина, пропорци-
ональная кинетической температуре. Для того чтобы ввести стати-
стические характеристики, рассматривается бесконечное множество
реализаций случайных начальных условий (2.3).

В гармонических кристаллах кинетические энергии (температу-
ры), соответствующие разным степеням свободы, вообще говоря, раз-
личны [9, 46]. Поэтому, для того чтобы охарактеризовать распреде-
ление энергии по степеням свободы элементарной ячейки, вводится
матрица T размерности N ×N :

T (x) =
1

2
M

1
2

〈
v(x)v(x)>

〉
M

1
2 ⇔ Tij =

1

2

√
MiMj

〈
vivj

〉
, (2.13)

где Mi — элемент ii матрицы M , равный массе, соответствующей
степени свободы i элементарной ячейки. Диагональный элемент Tii

далее называется кинетической энергией, соответствующей степени
свободы номер i элементарной ячейки. Внедиагональный элемент Tij

характеризует корреляцию между компонентами i и j столбца ско-
ростей v(x).

Также используется кинетическая энергия элементарной ячей-
ки T :

T (x) =
1

N
trT (x), (2.14)

где N — число степеней свободы элементарной ячейки, tr(..) — след
(сумма диагональных элементов) матрицы. В случае если кинетиче-
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ская энергия равномерно распределена по степеням свободы элемен-
тарной ячейки, все кинетические энергии Tii равны T .

Далее выводится уравнение, описывающее динамику обобщенной
кинетической энергии K, определяемой формулой

K(x,y) = 1
2M

1
2

〈
v(x)v(y)>

〉
M

1
2 ,

Z = 1
2M

1
2

〈
ü(x)ü(y)>

〉
M

1
2 .

(2.15)

Заметим, что обобщенная кинетическая энергия связана с матри-
цей T соотношением

T = K(x,x).

Дифференцируя величины (2.15) по времени с учетом уравнения
движения (2.1), получим:

K̈ = DxK +KD>y + 2Z,

Z̈ = DxZ +ZD>y + 2DxKD
>
y ,

DxK =
∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2K (x + aα,y) ,

KD>y =
∑
α

K (x,y + aα)M
− 1

2C>αM
− 1

2 .

(2.16)

Исключая Z из данной системы уравнений, получим:
....
K − 2

(
DxK̈ + K̈D>y

)
+D2

xK − 2DxKD
>
y +K

(
D>y

)2
= 0, (2.17)

где D2
x = DxDx. Формула (2.17) описывает как перераспределе-

ние энергии по степеням свободы ячейки, так и перенос энергии в
сложных решетках со случайными начальными скоростями. Далее
ограничимся только рассмотрением колебаний энергий в решетках
с однородным начальным распределением энергии (температуры).

Представим обобщенную кинетическую энергию в виде функции
пространственной координаты r = 1

2 (x + y) и ковариационной коор-
динаты x− y:

K(x,y) = K

(
x + y

2
,x− y

)
.
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В случае однородного распределения начальной энергии по простран-
ству функция K не зависит от r. Тогда справедливы соотношения

DxK =
∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2K (x− y + aα) = DK,

KD>y =
∑
α

K(x− y − aα)M
− 1

2C>αM
− 1

2 =

=
∑
α

K(x− y + aα)M
− 1

2CαM
− 1

2 = KD.

(2.18)

Здесь при выводе использовано тождество Cα = C>−α. В результате
получаем следующие формулы для операторов:

Dx = D>y = D. (2.19)

Подставляя выражения для операторов (2.19) в уравнение (2.17),
получим:

....
K − 2

(
DK̈ + K̈D

)
+D2K − 2DKD +KD2 = 0. (2.20)

Здесь D2K = D (DK). Начальные условия для K, соответствую-
щие начальным условиям (2.3), имеют вид

K = K0 = T 0δD(x− y), K̇ = 0,

K̈ = DK0 +K0D,
...
K = 0,

(2.21)

где δD(0) = 1; δD(x− y) = 0 при x 6= y.
Уравнение (2.20) с начальными условиями (2.21) описывает ди-

намику обобщенных кинетических энергий в случае однородного на-
чального распределения энергии. Решение данного уравнения при-
ведено в следующем пункте.

2.5. Колебания кинетических энергий

Построим точное аналитическое решение уравнения (2.20) с на-
чальными условиями (2.21). Решение описывает, в частности, по-
ведение кинетических энергий, соответствующих степеням свободы
элементарной ячейки.
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Решение получается с использованием дискретного преобразова-
ния Фурье по переменной x − y. Векторы x − y образуют ту же
решетку, что и векторы x, поэтому справедливо, что

x− y =

d∑
j=1

zjej ,

где ej , j = 1, . . . , d — базисные векторы решетки; zj — целые числа;
d — размерность пространства.

Применяя дискретное преобразование Фурье (1.11) в формулах
(2.20) и (2.21), получим уравнение

....
K̂ + 2

(
Ω

¨̂
K +

¨̂
KΩ

)
+Ω2K̂ − 2ΩK̂Ω + K̂Ω2 = 0,

Ω(k) = −
∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2 eik·aα ,

(2.22)

с начальными условиями

K̂ =
1

2
T 0,

˙̂
K = 0,

¨̂
K = −1

2
(ΩT 0 + T 0Ω) ,

...
K̂ = 0. (2.23)

Здесь использованы тождества

Φ (K(x− y + aα)) = K̂eik·aα , Φ(δD(x− y)) = 1,

Φ (DK) = −ΩK̂, Φ
(
D2K

)
= −ΩΦ (DK) = Ω2K̂,

где K̂ — Фурье-образ K; i2 = −1; k =
∑d

j=1 pj ẽj — волновой вектор;
ẽj — векторы сопряженного базиса, т. е. ẽj · ek = δjk; pj ∈ [0; 2π].

Матрица Ω в формуле (2.22) совпадает с введенной ранее дина-
мической матрицей решетки. Для упрощения уравнения (2.22) вос-
пользуемся тем, что матрица Ω — эрмитова. Поэтому она представ-
ляется в виде

Ω = PΛP ∗>, Λij = ω
2
jδij , (2.24)

где ω2
j , j = 1, . . . , N — собственные числа матрицы Ω, ωj(k) — ветки

дисперсионного соотношения решетки (ниже рассматриваются толь-
ко положительные частоты ωj(k) ≥ 0); матрица P составлена из
нормированных собственных векторов матрицы Ω, которые часто
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называют векторами поляризации [59].
Подставим представление (2.24) в уравнение (2.22) и умножим

обе части слева на P ∗> и справа на P . В результате получим диф-
ференциальное уравнение для матрицы K ′ = P ∗>K̂P

....
K
′
+ 2

(
ΛK̈

′
+ K̈

′
Λ
)

+Λ2K ′ − 2ΛK ′Λ+K ′Λ2 = 0⇔

⇔
....
K ′ ij + 2(ω2

i + ω
2
j )K̈ ′ij + (ω2

i − ω2
j )2K ′ij = 0.

(2.25)

Аналогичные преобразования в формуле (2.23) дают начальные усло-
вия для K ′. Решая уравнения (2.25) с начальными условиями, ис-
пользуя связь матриц T и K и применяя обратное дискретное пре-
образование Фурье, получим

T =

∫
k

PT ′P ∗>dk,

T ′ij =
1

2
{P ∗> T 0P }ij [cos((ωi − ωj)t) + cos((ωi + ωj)t)] .

(2.26)

Здесь {...}ij — элемент матрицы с индексами i, j; ωi(k) ≥ 0, i =
1, . . . , N . Интегрирование ведется по безразмерным компонентам вол-
нового вектора k. Формула (2.26) определяет изменение во времени
кинетических энергий, соответствующих степеням свободы элемен-
тарной ячейки.

В случае, если начальная кинетическая энергия равно распреде-
лена по степеням свободы элементарной ячейки T 0 = T0E, форму-
ла (2.26) принимает вид

T =
T0

2

(
E +

∫
k

PB(t)P ∗>dk

)
, Bij = cos(2ωjt)δij , (2.27)

где E — единичная матрица. Формула (2.27) показывает, что при пе-
реходе к равновесию матрица T , вообще говоря, не шаровая. Иными
словами, энергии, соответствующие степеням свободы элементарной
ячейки, отличаются, даже если их начальные значения равны. В об-
щем случае матрица P является комплексной. Следовательно, мат-
рицы P ∗>T 0P и PBP ∗> в формулах (2.26), (2.27) тоже комплекс-
ные. Однако результирующая матрица T — вещественная. Данный
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факт можно доказать, используя следующие свойства:

P (k) = P (−k)∗, ω
2
j (k) = ω

2
j (−k).

Далее с использованием формулы (2.26) исследуется поведение
кинетической энергии элементарной ячейки T (см. формулы (2.13),
(2.14)). Математическое ожидание полной механической энергии ячей-
ки сохраняется, поэтому изменение кинетической энергии вызвано
перераспределением энергии между кинетической и потенциальной.

Кинетическая энергия вычисляется с использованием
формулы (2.26) и тождества tr

(
PT ′P ∗>

)
= trT ′:

T =
T0

2

[
1 +

1

N

N∑
j=1

∫
k

(
1 +
{P ∗>devT 0P }jj

T0

)
cos (2ωj(k)t) dk

]
, (2.28)

где devT 0 = T 0 − T0E, T0 = 1
N trT 0. Формула (2.28) показывает,

что на поведение полной кинетической энергии T влияет ее началь-
ное распределение по степеням свободы ячейки. Соответствующий
пример приведен ниже (см. п. 2.8).

В случае равного распределения начальной кинетической энер-
гии по степеням свободы (devT 0 = 0) формула (2.28) принимает вид

T =
T0

2

1 +
1

N

N∑
j=1

∫
k

cos (2ωj(k)t) dk

 . (2.29)

Данное выражение также можно получить, вычисляя след в форму-
ле (2.27).

Формула (2.29) справедлива для решеток с произвольным числом
степеней свободы элементарной ячейки. Она обобщает результаты,
полученные в работах [21, 23, 24, 35] для нескольких одномерных и
двумерных простых решеток. В случае скалярных решеток (N = 1),
формула (2.29) совпадает с выражением (1.33), полученным в первой
главе.

Подынтегральные выражения в формулах (2.28), (2.29) — быстро
осциллирующие знакопеременные функции. Интегралы такого ти-
па, как правило, стремятся к нулю при стремлении большого пара-
метра (времени) к бесконечности [60]. Следовательно, кинетическая
энергия стремится к T0

2 . Уменьшение кинетической энергии связано
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с переходом части энергии в потенциальную. Отметим, что данный
переход в бесконечных кристаллах происходит необратимо. Необра-
тимость связана, по-видимому, с уходом всех возмущений в уравне-
нии для ковариаций (2.20) на бесконечность.

Формулы (2.26), (2.28), (2.29) можно обобщить на случай конеч-
ного кристалла при периодических граничных условиях. В таком
случае интегралы, соответствующие обратному преобразованию Фу-
рье, заменяются на суммы. При этом возникают новые интересные
эффекты, например, тепловое эхо [56].

Таким образом, изменение матрицы T при переходе к равновесию
точно описывается формулой (2.26). Переход сопровождается дву-
мя процессами: уравниванием кинетической и потенциальной энер-
гий (формулы (2.28), (2.29)) и перераспределением энергии по степе-
ням свободы элементарной ячейки. С математической точки зрения
первый процесс связан с изменением trT , а второй — с изменени-
ем devT .

2.6. Дополнительные законы сохранения

Покажем, что в гармонических кристаллах выполняется ряд до-
полнительных законов сохранения. Наличие дополнительных зако-
нов связано, по-видимому, с тем, что в гармонических кристаллах
сохраняется не только полная энергия, но и энергии всех собствен-
ных форм. Данные законы позволяют, в частности, определить связь
между начальными условиями и распределением энергии по степе-
ням свободы на больших временах.

Введем обобщенный гамильтониан H и лагранжиан L [24]:

H = K +Π, L = K −Π, Π = −1

4

(
DxU +UDT

y

)
,

U = M
1
2

〈
u(x)u(y)T

〉
M

1
2 ,

(2.30)

где операторы Dx, DT
y определены (2.19). Дифференцируя K и U ,

получим следующую систему уравнений:

K̈ = DxK +KD>y +DxUD
>
y , Ü = DxU +UD>y + 4K. (2.31)
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Исключая K из данной системы, получим
....
U − 2

(
DxÜ + ÜD>y

)
+D2

xU − 2DxUD
>
y +U

(
D>y

)2
= 0. (2.32)

Следовательно, U удовлетворяет тому же уравнению, что и K (см.
формулу (2.17)).

Вычислим производную по времени от обобщенного гамильтони-
ана:

Ḣ = 1
4

(
DxW −WDT

y

)
,

W = M
1
2

〈
u(x)v(y)T − v(x)u(y)T

〉
M

1
2 .

(2.33)

В случае однородных начальных условий выполняется

W = W (x− y), DxW = DW , WDT
y = WD,

тогда

Ḣ =
1

4
(DW −WD) . (2.34)

Домножая уравнение (2.34) на Dn, вычисляя след и используя тож-
дество tr (AB) = tr (BA), получим следующие законы сохранения:

tr (DnH) = tr (DnH0) , n = 0, 1, 2, . . . , (2.35)

гдеH0 — начальное значение обобщенного гамильтониана. Для n = 0
и x = y формула (2.35) соответствует обычному закону сохранения
энергии. Формула (2.35) также может быть переписана для следа
и девиатора обобщенного гамильтониана:

trH = trH0, tr (DndevH) = tr (DndevH0) , n = 1, 2... (2.36)

Далее полученные законы сохранения (2.36) используются для вы-
числения равновесных (стационарных) значений кинетических энер-
гий.

2.7. Равновесные значения кинетических энергий

Найдем стационарное состояние системы, в котором вторые про-
изводные от ковариаций скоростей и перемещений равны нулю. При
этом обобщенный лагранжиан, определяемый формулой (2.30), также
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обращается в нуль в силу соотношения

L =
1

4
Ü .

Следовательно, в стационарном состоянии

Keq = Πeq =
1

2
Heq. (2.37)

В силу закона сохранения энергии шаровые части обобщенных кине-
тической и потенциальной энергий вычисляются на основе началь-
ных условий:

trKeq = trΠeq =
1

2
trH0,

где H0 — начальное значение обобщенного гамильтониана.
Остается определить значения девиаторов обобщенных энергий.

Обобщенный гамильтониан удовлетворяет тому же уравнению чет-
вертого порядка (2.20), что и K. В данном уравнении положим рав-
ными нулю все слагаемые, содержащие производные по времени.
Также воспользуемся законами сохранения (2.35), которые можно
переписать для devH. В результате получим замкнутую систему ал-
гебраических уравнений для определения devH:

D2devH − 2DdevHD + devHD2 = 0,

tr (DndevH) = tr (DndevH0) .
(2.38)

В частном случае кристаллов с простой решеткой данная система
получена в работе [24].

Решим систему уравнений (2.38). Применим к ней дискретное
преобразование Фурье и воспользуемся представлением (2.24) для
матрицы Ω. Тогда система уравнений (2.38) примет вид

Λ2H ′ − 2ΛH ′Λ+H ′Λ2 = 0,

tr
(
ΛnH ′

)
= tr

(
ΩndevĤ0

)
,

H ′ = P ∗>devĤP .

(2.39)

Покажем, что из первого уравнения следует, что матрицаH ′ — диа-
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гональная. Перепишем первое из уравнений (2.39) в виде

{Λ2H ′ − 2ΛH ′Λ+H ′Λ2}ij = (ω2
i − ω2

j )2H ′ij = 0.

Отсюда следует, что H ′ij = 0 для всех i 6= j. Иными словами, матри-
ца H ′ — диагональная. Тогда будем искать решение системы (2.39)
в виде

H ′ = diag
(
H ′jj

)
, trH ′ = 0. (2.40)

Подстановка (2.40) во второе из уравнений (2.39) дает

N∑
j=1

ω
2
jH
′
jj = tr

(
ΩdevĤ0

)
,

...

N∑
j=1

ω
2n
j H ′jj = tr

(
ΩndevĤ0

)
.

(2.41)

Правую часть можно представить в виде

tr
(
ΩndevĤ0

)
=

N∑
j=1

ω
2n
j {P ∗>devĤ0P }jj .

C учетом данной формулы легко угадать решение системы уравне-
ний (2.41):

H ′ = diag
(
P ∗>devĤ0P

)
.

Тогда, используя определение матрицы H ′, получим

devĤ = Pdiag
(
P ∗>devĤ0P

)
P ∗>.

Применяя обратное дискретное преобразование Фурье и используя
связь обобщенного гамильтониана с обобщенной кинетической энер-
гией в стационарном состоянии (2.37), получим

trKeq = 1
2 trH0,

devKeq =
1

2

∫
k

Pdiag
(
P ∗>devĤ0P

)
P ∗>dk.

(2.42)
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Формула (2.42) справедлива при произвольных однородных началь-
ных условиях. На основе данной формулы нетрудно вычислить рав-
новесное значение матрицы T :

T eq =
1

2N
tr (H0)E +

1

2

∫
k

Pdiag
(
P ∗>devĤ0P

)
P ∗>dk. (2.43)

Здесь в первом слагаемом H0 вычисляется при x = y. Заметим, что
в формулу (2.42) входит только начальное значение гамильтониана
и не входят начальные значения его производных.

В случае когда частицы в начальный момент времени имеют слу-
чайные начальные скорости и нулевые перемещения, формула (2.42)
упрощается:

trK =
1

2
trK0, devK =

1

2

∫
k

Pdiag
(
P ∗>devK0P

)
P ∗>dk. (2.44)

Соответствующее выражение для равновесного значения матрицы T
принимает вид

T eq =
1

2N
tr (T 0)E +

1

2

∫
k

Pdiag
(
P ∗>devT 0P

)
P ∗>dk. (2.45)

Таким образом, задача о распределении энергии по степеням сво-
боды элементарной ячейки сводится к нахождению собственных век-
торов матрицы Ω (столбцов матрицы P ) и подстановке результатов
в формулу (2.43) или формулу (2.45). Формулы (2.43), (2.45) могут
рассматриваться как замены теоремы о равном распределении для
гармонических кристаллов. Формула (2.45) показывает, что если на-
чальные кинетические энергии, соответствующие степеням свободы
элементарной ячейки, равны (devT 0 = 0), то они также равны в
равновесном состоянии (devT eq = 0). Отметим, что при переходе к
равновесию матрица T , вообще говоря, не шаровая, т. е. devT 6= 0.
Формула (2.45), впервые полученная в работе [46], носит название
теоремы о неравном распределении. Примеры применения данной
теории для нескольких конкретных систем приведены ниже.
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2.8. Пример. Цепочка с чередующимися массами
и жесткостями

2.8.1. Уравнения динамики

Рассмотрим двухатомную цепочку с чередующимися массамиm1,
m2 и жесткостями c1, c2 (см. рис. 2.1). Цепочка состоит из двух под-
решеток, формируемых массами m1 и m2. Данная модель часто рас-
сматривается в качестве примера системы с двумя дисперсионными
ветками [1, 59, 61, 62].

Рис. 2.1. Две элементарные ячейки двухатомной цепочки. Частицы
разного размера принадлежат разным подрешеткам

Запишем уравнения движения в матричной форме (2.1). Элемен-
тарные ячейки нумеруются индексом j. Положение ячейки j задает-
ся вектором xj = jb, где b — базисный вектор, направленный вдоль
цепочки. Каждая частица имеет одну степень свободы. Перемеще-
ния частиц ячейки j формируют столбец

uj = u(xj) = (u1j , u2j)
>
,

где u1j , u2j — перемещения частиц с массами m1 и m2 соответствен-
но. Тогда уравнения движения имеют вид

Müj = C1uj+1 +C0uj +C−1uj−1,

M =

[
m1 0
0 m2

]
,

C0 =

[
−c1 − c2 c1

c1 −c1 − c2

]
, C1 =

[
0 0
c2 0

]
,

(2.46)
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где C−1 = C>1 .
В начальный момент времени частицы имеют случайные скоро-

сти и нулевые перемещения:

u1j = u2j = 0, u̇1j = βj

√
2

m1
T 0
11, u̇2j = γj

√
2

m2
T 0
22, (2.47)

где T 0
11, T 0

22 — начальные энергии подрешеток, независящие от j; βj ,
γj — некоррелированные случайные числа с нулевым математиче-
ским ожиданием и единичной дисперсией, т. е.

〈
βj

〉
=
〈
γj

〉
= 0,〈

β2j

〉
=
〈
γ2j

〉
= 1,

〈
βiγj

〉
= 0 для всех i, j. Начальная матрица T 0,

соответствующая условиям (2.47), имеет вид

T 0 =

[
T 0
11 0
0 T 0

22

]
, 2T 0

11 = m1

〈
u̇2
1j

〉
, 2T 0

22 = m2

〈
u̇2
2j

〉
. (2.48)

Здесь скорости вычислены при t = 0.
Далее рассматривается поведение кинетических энергий подре-

шеток T11, T22.

2.8.2. Дисперсионное соотношение

Динамическая матрица Ω вычисляется по формуле (2.22). Под-
ставляя выражения (2.46) для матрицCα, α = 0;±1 в формулу (2.22),
получим

Ω =


c1 + c2
m1

−c1 + c2e
−ip

√
m1m2

−c1 + c2e
ip

√
m1m2

c1 + c2
m2

 , k = pb̃, (2.49)

где k — волновой вектор; b̃ · b = 1; p ∈ [0; 2π]. Вычисление собствен-
ных чисел динамической матрицы дает дисперсионное соотношение

ω
2
1,2(p) =

ω2
max

2

(
1±

√
1− 16c1c2

m1m2ω
4
max

sin2 p

2

)
,

ω
2
max =

(c1 + c2)(m1 + m2)

m1m2
,

(2.50)

47



где индекс 1 у частоты соответствует знаку плюс. Функции ω1(p) и
ω2(p) называются оптической и акустической ветками дисперсионно-
го соотношения. Отметим, что ω1,2/ωmax одинаково зависит отm1/m2

и c1/c2. Дисперсионное соотношение для разных значений отноше-
ний жесткостей показано на рис. 2.2.

Рис. 2.2. Дисперсионное соотношение для цепочки с чередующимися
жесткостями (m1 = m2). Кривые соответствуют разным отношениям

жесткостей: c1
c2

= 1 (сплошная линия); 1
2
(точки); 1

4
(пунктир);

1
8
(штрих-пунктир)

Вычислим поляризационную матрицу P . По определению мат-
рица P состоит из нормированных собственных векторов динамиче-
ской матрицы Ω. Собственные векторы p1,2, соответствующие соб-
ственным числам ω2

1,2 (формула (2.50)), имеют вид

p1,2 =

[
1− m1

m2
±
√(

1− m1

m2

)2
+ 4|g|2m1

m2
−2g

√
m1

m2

]>
,

g =
c1 + c2e

ip

c1 + c2
.

(2.51)

Нормирование векторов d1,2 дает столбцы матрицы P .
Далее формулы (2.50), (2.51) используются для описания поведе-

ния кинетических энергий подрешеток.
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2.8.3. Колебания кинетической энергии

Рассмотрим колебания кинетической энергии T = 1
2 (T11 + T22) и

исследуем вклад акустических и оптических веток в данные колеба-
ния. Колебания вызваны уравниванием кинетической и потенциаль-
ной энергий.

В начальный момент времени частицы имеют случайные скоро-
сти и нулевые перемещения (2.47). Начальные кинетические энергии
подрешеток равны (T 0

11 = T 0
22). Колебания кинетической энергии

описываются формулой (2.29), которая в рассматриваемом случае
принимает вид

T =
T0

2
+ Tac + Top,

Tac =
T0

8π

∫2π
0

cos(2ω2(p)t)dp, Top =
T0

8π

∫2π
0

cos(2ω1(p)t)dp,

(2.52)

где T0 = 1
2

(
T 0
11 + T 0

22

)
— начальная кинетическая энергия; диспер-

сионное соотношение ωj(p), j = 1, 2 дано формулой (2.50). Вклады
акустических и оптических колебаний даны слагаемыми Tac, Top.
В дальнейшем интегралы в формуле (2.52) вычисляются численно.
Интервал интегрирования разбивается на 103 одинаковых отрезков,
на которых подынтегральное выражение считается постоянным.

Для проверки формулы (2.52) проводится сравнение с результа-
тами численного решения уравнений динамики (2.46) с начальны-
ми условиями (2.47). В расчетах цепочка состоит из 5 · 105 частиц
при периодических граничных условиях. Численное интегрирование
проводится с использованием метода Верле с шагом 10−3τmin, где
τmin = 2π/ωmax, ωmax определена формулой (2.50). В процессе моде-
лирования вычисляется полная кинетическая энергия цепочки. За-
висимость энергии от времени для m2/m1 = 4 показана на рис. 2.3A.
Видно, что аналитическое решение (2.52) совпадает с результатом
численного интегрирования уравнений движения.

Рассмотрим вклады веток дисперсионного соотношения Tac, Top

в колебания кинетической энергии. Зависимости Tac, Top от време-
ни для m2 = 4m1, c1 = c2 показаны на рис. 2.3B. Видно, что вклад
оптической ветки имеет форму биений, в то время как вклад аку-
стической ветки имеет одну основную частоту. С использованием
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Рис. 2.3. A. Колебания кинетической энергии цепочки (m2 = 4m1,
c1 = c2). Начальные энергии подрешеток равны. Сплошная линия —

аналитическое решение (2.52), точки — численное решение. B. Вклады
акустических (Tac, сплошная линия) и оптических (Top, точки) веток

в колебания кинетической энергии (m2 = 4m1, c1 = c2)

метода стационарной фазы [60] можно показать, что частоты коле-
баний энергии принадлежат спектру цепочки. Групповые скорости,
соответствующие данным частотам, равны нулю. Рис. 2.2 показы-
вает, что групповая скорость акустических колебаний обращается в
нуль при p = π, а оптических — при p = 0 и p = π. Соответствующие
частоты имеют вид

ω1|p=0 = ωmax,

ω
2
1|p=π =

ω2
max

2

(
1 +

√
1− 16c1c2

m1m2ω
4
max

)
,

ω
2
2|p=π =

ω2
max

2

(
1−

√
1− 16c1c2

m1m2ω
4
max

)
.

(2.53)

На больших временах колебания кинетической энергии представ-
ляются в виде суммы трех гармоник с частотами (2.53) и амплиту-
дами, затухающими обратно пропорционально

√
t. Разница между

оптическими частотами ω1|p=0 и ω1|p=π убывает с увеличением отно-
шения масс, поэтому на рис. 2.3 наблюдаются биения. Аналогичные
биения наблюдаются в треугольной решетке [63].
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Рассмотрим влияние разницы кинетических энергий подрешеток
T 0
11, T 0

22 на колебания полной кинетической энергии. Колебания для
двух случаев: T 0

11 6= 0, T 0
22 = 0 и T 0

11 = 0, T 0
22 6= 0, показаны на рис. 2.4.

Видно, что колебания существенно зависят от разности T 0
11 и T 0

22.
В обоих случаях аналитические результаты (2.29) практически сов-
падают с результатами численного моделирования.

Рис. 2.4. Влияние начальных энергий подрешеток на колебания полной
кинетической энергии (m2 = 4m1, c1 = c2). Здесь T 0

11 6= 0, T 0
22 = 0 (слева)

и T 0
11 = 0, T 0

22 6= 0 (справа). Линия — аналитическое решение (2.29),
точки — численное решение

Таким образом, колебания кинетической энергии в точности опи-
сываются формулой (2.29). Амплитуда колебаний затухает как 1/

√
t.

Основные частоты колебаний соответствуют нулевым групповым ско-
ростям. Форма колебаний средней кинетической энергии T суще-
ственно зависит от соотношения между начальными энергиями под-
решеток.

2.8.4. Перераспределение кинетической энергии
между подрешетками

Рассмотрим случай, когда начальные энергии (температуры) под-
решеток не равны (T 0

11 6= T 0
22). Численное решение уравнений дви-

жения (2.46) показывает, что разница энергий подрешеток T11 − T22

стремится к некоторому равновесному значению. Например, зависи-
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мость T11 − T22 для m2 = 4m1, c1 = c2 показана на рис. 2.5. Рас-
сматриваются два случая: T 0

11 6= 0, T 0
22 = 0 и T 0

11 = 0, T 0
22 6= 0. Видно,

Рис. 2.5. Разница энергий подрешеток для T 0
11 6= 0, T 0

22 = 0 (сплошная
линия) и T 0

11 = 0, T 0
22 6= 0 (точки). Здесь m2 = 4m1, c1 = c2

что в обоих случаях разница температур стремится к одному значе-
нию 0.3(T 0

11−T 0
22), получающемуся из формулы (2.55). Отметим, что

форма кривых для двух случаев заметно отличается. Следователь-
но, как и было показано ранее, процесс перераспределения энергии
зависит от соотношения между начальными энергиями T 0

11 и T 0
22.

Вычислим разницу энергий подрешеток в равновесном состоя-
нии, используя теорему о неравном распределении (формулу (2.44)).
Девиатор матрицы T 0 имеет вид

devT 0 =
T 0
11 − T 0

22

2
I, I =

[
1 0
0 −1

]
. (2.54)

Подставляя (2.54) в формулу (2.44), получим

T eq =
1

4

(
T 0
11 + T 0

22

)
E+

T 0
11 − T 0

22

4π

∫2π
0

Pdiag
(
P ∗>IP

)
P ∗>dp. (2.55)
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Здесь матрица P представлена формулой (2.51). Формула (2.55) да-
ет равновесные значения энергий подрешеток. Интеграл в форму-
ле (2.55) берется численно методом прямоугольников. Интервал ин-
тегрирования делится на 103 равных отрезков.

Рассмотрим случай равных масс m1 = m2. С использованием
формулы (2.51) можно показать, что диагональные элементы мат-
рицы P ∗>IP равны нулю. Тогда из формулы (2.55) следует, что
дляm1 = m2 и любого c1/c2 равновесные энергии подрешеток равны.

Для проверки формулы (2.55) проводилось сравнение с результа-
тами численного решения уравнения (2.46) с начальными условия-
ми (2.47). В расчетах цепочки состоят из 104 частиц при периодиче-
ских граничных условиях. Рассматривается следующий диапазон па-
раметров: m1/m2 ∈ [0; 1] и c1/c2 ∈ [0; 1]. Численное интегрирование
проводится с шагом 10−3τ∗, где τ∗ =

√
c1+c2
m1

. В начальный момент
частицы имеют случайные скорости такие, что одна из подрешеток
имеет нулевую энергию. В процессе моделирования вычисляются ки-
нетические энергии подрешеток. Равновесные значения вычисляют-
ся посредством осреднения по временному интервалу [tmax/4; tmax],
где tmax — полное время моделирования. Приемлемая точность до-
стигается при tmax = 102τ∗.

Равновесная разница между энергиями подрешеток показана на
рис. 2.6. Видно, что для любого соотношения масс разница энергий
уменьшается с уменьшением c1/c2 и стремится к некоторому пре-
дельному значению, соответствующему случаю c1/c2 → 0. В частно-
сти, результаты для c2 = 64c1 и c2 = 32c1 практически неразличимы.

Таким образом, для рассматриваемой системы равновесные зна-
чения энергий (температур) подрешеток равны, если либо равны на-
чальные энергии T 0

11 = T 0
22, либо равны массы частиц m1 = m2,

а жесткости — произвольные. В общем случае кинетические энер-
гии подрешеток не равны. Их значения в точности предсказываются
формулой (2.55), следующей из теоремы о неравном распределении.
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Рис. 2.6. Разница равновесных значений энергий подрешеток в
двухатомной цепочке. Здесь T 0

11, T
0
22 — начальные энергии подрешеток.

Линии – расчеты по формуле (2.55) при c1
c2

= 1 (сплошная); 1
2
(точки);

1
4
(короткий пунктир); 1

8
(пунктир); 1

16
(штрих-пунктир);

1
32

(штрих-пунктир с двумя точками). Круги — результаты численного
интегрирования уравнений динамики (2.46)

2.9. Пример. Треугольная решетка (колебания в плоскости)

2.9.1. Общие соотношения

Развитый во второй граве подход позволяет с единых позиций
описывать переходные процессы в простых и сложных решетках.
Для демонстрации данного факта, рассмотрим треугольную решет-
ку, совершающую колебания в плоскости. Ограничимся случаем вза-
имодействия ближайших соседей.

Линеаризованное уравнение движения частицы треугольной ре-
шетки с радиус-вектором x имеет вид

M v̇(x) =
∑
α

cαeαeα ·
(
u(x + aα)− 2u(x) + u(x− aα)

)
,

где v(x) — скорость частицы с радиус-вектором x; eα = aα/|aα|; M —
масса частицы. Суммирование ведется по неколлинеарным направ-
лениям связей α = 1, 2, 3.
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Определим дисперсионное соотношение для треугольной решет-
ки. Построение дисперсионного соотношения сводится к поиску соб-
ственных чисел динамической матрицы Ω, которая имеет вид

Ω = ω
2
∗

[
4 sin2

θs − sin2
θp + sin2(θs + θp) −

√
3
(
sin2

θp − sin2(θs + θp)
)

−
√
3
(
sin2

θp − sin2(θs + θp)
)

3
(
sin2

θp + sin2(θs + θp)
) ]

.

Тогда дисперсионное соотношение определяется решением уравнения

ω
4 − 4ω2

∗ω
2
(
sin2

θs + sin2
θp + sin2(θs + θp)

)
+

+ 12ω4
∗
(
sin2

θs sin2
θp + sin2(θs + θp)(sin2

θs + sin2
θp)
)

= 0.
(2.56)

Две дисперсионные поверхности, рассчитанные на основе форму-
лы (2.56), приведены на рис. 2.7.

Рис. 2.7. Дисперсионные поверхности для двумерной треугольной
решетки. Частота нормирована на ω∗

Далее дисперсионное соотношение будет использоваться для опи-
сания колебаний кинетической энергии.

2.9.2. Уравнивание кинетической и потенциальной
энергий

Рассмотрим процесс уравнивания кинетической и потенциальной
энергий. Поведение кинетической энергии в процессе уравнивания
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описывается формулой

T =
T0

2
+

T0

4π2
(I1 + I2), Ij =

∫π
0

∫π
0

cos (2ωj(p, s)t) dpds, (2.57)

где ω1,ω2 — дисперсионные поверхности (2.56).

Рис. 2.8. Уравнивание кинетической и потенциальной энергий
в гармонической треугольной решетке со случайными начальными
скоростями: линия — аналитическое решение; круги — численное

решение уравнений динамики

Для проверки формулы (2.57) проводилось численное решение
уравнений динамики решетки. Для численного интегрирования ис-
пользовался метод Верле с шагом интегрирования τ = 10−3τ∗. На
рис. 2.8 представлен процесс уравнивания кинетической и потенци-
альной энергий. Видно, что аналитическое решение (2.57) в масшта-
бе рисунка неотличимо от результатов численного решения уравне-
ний динамики решетки.

Анализ формулы (2.57) показывает, что отклонение кинетиче-
ской энергии от среднего значения совершает затухающие колебания
с амплитудой, обратно пропорциональной времени. За время поряд-
ка 10τ∗ отклонение уменьшается на два порядка.

Колебания кинетической энергии на больших временах опреде-
ляются асимптотическим поведением интегралов Ij при t → ∞.
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В работе [63] показано, что колебания имеют три основные частоты:

Ω1 =
9

2
ω∗, Ω2 = 2

√
6ω∗, Ω3 = 2

√
2ω∗.

Первые две частоты получаются из асимптотики интеграла I1, по-
следняя — из интеграла I2. Отметим, что частоты Ω1 и Ω2 близки,
что приводит к возникновению биений (см. рис. 2.9). Асимптотиче-
ская формула для кинетической энергии (температуры) на больших
временах имеет вид [63]:

T ≈ T0

2

[
1 +

1

2
√

2πω∗t

(
2

√
6

7
cos

(
9

2
ω∗t

)
+

+
√

3 sin
(

2
√

6ω∗t
)

+
3√
7

cos
(

2
√

2ω∗t
))]

.

(2.58)

Для проверки формулы (2.58) проведем сравнение с точным реше-
нием (2.57). Соответствующие зависимости температуры от времени
показаны на рис. 2.9.

Рис. 2.9. Колебания кинетической энергии в гармонической треугольной
решетке со случайными начальными скоростями: пунктир — точная

формула; сплошная линия — асимптотическая формула (2.58)

Видно, что асимптотическая формула (2.58) быстро сходится к
точному решению и может быть использована для расчетов уже на-
чиная с времен t ∼ τ∗.
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2.9.3. Вычисление ковариации деформаций
в задачах о тепловом расширении

В работах [64, 65] показано, что ковариация деформаций связей
играет важную роль при описании теплового расширения кристал-
лов. В частности, коэффициент теплового расширения для треуголь-
ной решетки существенно зависит от соотношения между компонен-
тами следующего тензора в стационарном состоянии:

A =
〈(
u(r + aα)− u(r)

)(
u(r + aα)− u(r)

)〉
=

= (2U(0)−U(aα)−U(−aα)) , U(r1 − r2) =
〈
u(r1)u(r2)

〉
.

Без потери общности будем рассматривать случай α = 1. Тогда ком-
поненты Axx = i · A · i и Ayy = j · A · j тензора A в декартовом
базисе характеризуют продольные и поперечные деформации связи,
вызванные тепловым движением частиц. В работе [65] показано, что
коэффициент теплового расширения треугольной решетки зависит
от отношения Ayy/Axx.

Вычислим тензор A в рамках рассматриваемой модели гармони-
ческого кристалла. Для этого определим ковариацию перемещений
на основе численного решения системы уравнений (2.31). Как и ра-
нее, уравнения решаются для ячейки периодичности в форме ромба.
Используются следующие начальные условия:

U = 0, U̇ = 0, K = K0δD(x− y)E, K̇ = 0.

При этом значение K0 не влияет на отношение Ayy/Axx. Для чис-
ленного решения уравнений (2.31) используется алгоритм Верле с
шагом по времени 10−3τ∗. В результате решения получаются следу-
ющее соотношение между компонентами тензора A:

Ayy

Axx
≈ 1.43. (2.59)

Формула (2.59) хорошо согласуется с результатами молекулярно-ди-
намического моделирования, проведенного для кристалла Леннарда-
Джонса в [65], где было получено Ayy/Axx ≈ 1.435.

Таким образом, подход, рассмотренный в данном пункте, может
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использоваться в том числе и для вычисления характеристик дви-
жения, определяющих тепловое расширение кристаллов.

2.10. Пример. Решетка графена (поперечные колебания)

2.10.1. Уравнения динамики

Рассмотрим поперечные колебания растянутого графенового ли-
ста (см. рис. 2.10). Колебания в плоскости исследуются в работе [47]
в рамках более сложной модели. Они могут рассматриваться неза-
висимо, так как в линейном приближении поперечные колебания и
колебания в плоскости независимы. Элементарные ячейки, содержа-
щие по две частицы, нумеруются парой индексов: i, j (см. рис. 2.10).
Базисные векторы b1 и b2 имеют вид

b1 =

√
3a

2

(
i +
√

3j
)
, b2 =

√
3a

2

(√
3j− i

)
,

Рис. 2.10. Нумерация элементарных ячеек в решетке графена.
Подрешетки помечены разными цветами. Здесь b1, b2 — базисные
векторы решетки. Частицы движутся вдоль нормали к плоскости

рисунка
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где i, j — векторы декартова базиса, соответствующие осям x и y со-
ответственно (см. рис. 2.10). Положения элементарных ячеек пред-
ставляются через базисные векторы следующим образом:

xi,j = ib1 + jb2.

Каждая частица имеет одну степень свободы. Перемещения частиц
элементарной ячейки i, j формируют столбец:

ui,j = u(xi,j) = (u1
i,j , u

2
i,j)
>,

где u1
i,j , u

2
i,j — перемещения частиц двух подрешеток.

Рассмотрим уравнение движения ячейки i, j. Каждая частица со-
единена с тремя соседями линейными пружинками (сплошные линии
на рис. 2.10). Равновесная длина пружинки меньше, чем начальное
расстояние между частицами, следовательно лист графена растянут.
Тогда уравнения движения имеют вид

Müi,j = C1ui+1,j +C−1ui−1,j +

+ C0ui,j +C2ui,j+1 +C−2ui,j−1,

M =

[
m 0
0 m

]
, C0 =

[
−3c c
c −3c

]
, C1 = C2 =

[
0 0
c 0

]
.

(2.60)

Здесь C−1 = C>1 , C−2 = C>2 ; m — масса частицы; c — жесткость,
определяемая начальным натяжением.

В начальный момент времени частицы имеют случайные скоро-
сти и нулевые перемещения:

u1
i,j = u2

i,j = 0, u̇1
i,j = βi,j

√
2

m
T 0
11, u̇2

i,j = γi,j

√
2

m
T 0
22, (2.61)

где T 0
11, T

0
22 — энергии подрешеток, независящие от i, j; βi,j , γi,j —

некоррелированные случайные числа с нулевым математическим ожи-
данием и единичной дисперсией, т. е.

〈
βi,j

〉
=
〈
γi,j

〉
= 0,

〈
β2i,j

〉
=

=
〈
γ2i,j

〉
= 1,

〈
βi,jγs,p

〉
= 0 для всех i, j, s, p. Начальная матрица T 0,
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соответствующая начальным условиям (2.61), имеет вид

T 0 =

[
T 0
11 0
0 T 0

22

]
, 2T 0

11 = m
〈(

u̇1
i,j

)2〉
, 2T 0

22 = m
〈(

u̇2
i,j

)2〉
. (2.62)

Здесь скорости вычислены при t = 0. Далее рассматривается пове-
дение энергий подрешеток T11, T22.

2.10.2. Дисперсионное соотношение

Вычислим дисперсионное соотношение для рассматриваемой мо-
дели графена. Динамическая матрица Ω вычисляется по форму-
ле (2.22). Подставляя формулы (2.60) для матриц Cα, α = 0;±1;±2
в формулу (2.22), получим:

Ω = ω
2
∗

[
3 −1− e−ip1 − e−ip2

−1− eip1 − eip2 3

]
,

p1 = k · b1, p2 = k · b2,

(2.63)

где k — волновой вектор; ω2
∗ = c

m ; p1, p2 ∈ [0; 2π] — безразмерные
компоненты волнового вектора.

Собственные числа ω2
1,ω

2
2 матрицы Ω дают дисперсионное соот-

ношение

ω
2
1,2 = ω

2
∗

(
3±

√
3 + 2 (cos p1 + cos p2 + cos (p1 − p2))

)
, (2.64)

где индекс 1 соответствует знаку «плюс». Функции ω1(p1, p2), ω2(p1, p2)
называются оптической и акустической дисперсионными поверхно-
стями (см. рис. 2.11). Собственные векторы матрицы Ω дают столб-
цы матрицы P :

P =
1√

|g|2 + g2

[
|g| |g|
−g g

]
, g = 1 + eip1 + eip2 . (2.65)

Далее формулы (2.63), (2.64), (2.65) используются для описания пе-
реходных процессов в решетке графена.
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Рис. 2.11. Акустическая (ω2(p1, p2)/ω∗, слева)
и оптическая (ω1(p1, p2)/ω∗, справа) дисперсионные поверхности (2.64)

для решетки графена

2.10.3. Колебания кинетической энергии

Рассмотрим колебания величины T = 1
2 (T11 + T22), пропорцио-

нальной полной кинетической энергии решетки графена.
В общем случае колебания описываются формулой (2.28). Ис-

пользуя формулы (2.62), (2.65), можно показать, что диагональные
элементы матрицы P ∗>devT 0P равны нулю. Тогда из формулы (2.28)
следует, что колебания полной кинетической энергии не зависят от
соотношения между энергиями подрешеток T 0

11 и T 0
22. Для описания

этих колебаний может использоваться формула (2.29):

T =
T0

2
+ Tac + Top,

Tac =
T0

16π2

∫2π
0

∫2π
0

cos
(

2ω2(p1, p2)t
)

dp1dp2,

Top =
T0

16π2

∫2π
0

∫2π
0

cos
(

2ω1(p1, p2)t
)

dp1dp2,

(2.66)

где T0 = 1
2

(
T 0
11 + T 0

22

)
— начальная кинетическая энергия; функции

ω1,2(p1, p2) определены формулой (2.64). В дальнейшем интегралы в
формуле (2.66) вычисляются через сумму Римана. Область интегри-
рования при этом разбивается на 400× 400 одинаковых квадратов.

Для проверки формулы (2.66) проведем сравнение результатов
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с численным решением уравнений динамики (2.60) при начальных
условиях (2.61). В расчетах лист графена содержит 103 × 103 эле-
ментарных ячеек при периодических граничных условиях. Числен-
ное интегрирование проводится методом Верле с шагом 5 · 10−3τ∗,
где τ∗ = 2π/ω∗. В процессе моделирования вычисляется полная ки-
нетическая энергия системы. В таком случае осреднение по реали-
зациям не требуется. Поведение кинетической энергии показано на
рис. 2.12A. Видно, что формула (2.66) точно описывает колебания

Рис. 2.12. A. Колебания кинетической энергии в листе графена. Точки —
численное решение уравнений движения (2.60), линия — аналитическое

решение (2.66). B. Вклад акустической (Tac, сплошная линия) и
оптической (Top, точки) дисперсионных поверхностей в колебания

кинетической энергии в графене

кинетической энергии. Вычисления с разными начальными энерги-
ями подрешеток (T 0

11 6= T 0
22) подтверждают наше заключение о том,

что отношение данных энергий не влияет по поведение T .
Вклад двух дисперсионных поверхностей в колебания кинетиче-

ской энергии показан на рис. 2.12B. Вклады даны интегралами Tac

и Top (см. формулу (2.66)). Видно, что колебания, соответствую-
щие вкладу оптической поверхности, имеют две основные частоты, в
то время как колебания, соответствующие вкладу акустической по-
верхности, имеют только одну частоту. Данные частоты могут быть
определены с использованием асимптотического анализа интегра-
лов (2.66) на больших временах t с использованием метода стацио-
нарной фазы [60].
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Таким образом, колебания кинетической энергии точно описыва-
ются формулой (2.66). Амплитуда данных колебаний затухает, как 1/t.
Формула справедлива при произвольном соотношении начальных
энергий подрешеток.

2.10.4. Перераспределение энергии между подрешетками

Рассмотрим поведение энергий подрешеток в случае T 0
11 6= T 0

22.
Равновесные значения энергий подрешеток вычисляются с исполь-
зованием формулы (2.44). Соответствующие выражения для началь-
ной матрицы T даны формулой (2.62). Матрица P ∗>devT 0P в фор-
муле (2.44) имеет нулевые диагональные элементы. Тогда из фор-
мулы (2.44) следует, что devT eq = 0, т. е. энергии подрешеток со
временем уравниваются.

Для проверки данного факта проводилось численное решение
уравнений движения (2.60) с начальными условиями (2.61). Рассмат-
ривалась ячейка периодичности, содержащая 103×103 элементарных
ячеек. В начальный момент времени частицы одной подрешетки име-
ют случайные скорости, а второй — неподвижны. Начальные пере-
мещения равны нулю. Численное интегрирование проводилось с ша-
гом 5·10−3τ∗, где τ∗ = 2π/ω∗. Зависимость разности энергий T11−T22

от времени приведена на рис. 2.13. Видно, что разница энергий со-

Рис. 2.13. Перераспределение энергии между подрешетками в
графене (численное решение уравнений движения (2.60))

вершает колебания, похожие на биения. Амплитуда биений затухает,
как 1/t. Таким образом, на больших временах энергии подрешеток

64



в графене уравниваются даже в гармонической модели. Обычно для
уравнивания необходимо наличие нелинейности (см. пункт 2.11 и ра-
боты [24, 45]).

2.11. О влиянии нелинейности на переходные процессы

Исследуем влияние малой нелинейности межчастичных взаимо-
действий на рассматриваемые в пособии переходные процессы. В ка-
честве примера нелинейного кристалла рассмотрим двумерную тре-
угольную решетку с взаимодействиями, описываемыми потенциалом
Леннарда-Джонса:

Π(r) = ε

[(a
r

)12
− 2

(a
r

)6]
,

где ε — энергия связи; a — равновесное расстояние. Учитывают-
ся взаимодействия только ближайших соседей. Моделирование про-
водится при периодических граничных условиях. В начальный мо-
мент времени частицам сообщаются независимые случайные скоро-
сти, равномерно распределенные в круге радиуса v0. В качестве мас-
штаба скорости используется скорость диссоциации vd =

√
2ε/m.

Начальные перемещения частиц равны нулю.
Варьируя амплитуду начальных скоростей частиц (температуру),

можно изменять степень влияния нелинейности на поведение систе-
мы. Покажем, что при малых скоростях частиц (низких темпера-
турах) переходные процессы в кристалле Леннарда-Джонса хорошо
описываются гармонической моделью.

Рассмотрим сначала влияние нелинейности на выравнивание ки-
нетической и потенциальной энергий. Зависимость лагранжиана от
времени, полученная в результате молекулярно-динамического мо-
делирования, представлена на рис. 2.14. Видно, что при переходе
к стационарному состоянию кинетическая и потенциальная энергии
выравниваются. При v0 = 0.05vd зависимость L(t) в рассматривае-
мом временном интервале в пределах толщины линии совпадает с
аналитическим решением для гармонического кристалла. При уве-
личении амплитуды начальных скоростей частиц влияние нелиней-
ности приводит к тому, что кинетическая и потенциальная энергии
выравниваются быстрее, чем в гармоническом кристалле.
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Рис. 2.14. Затухание лагранжиана в треугольной решетке с
взаимодействиями Леннарда-Джонса. Частицы имеют случайные

скорости, равномерно распределенные в круге радиуса v0: сплошная
линия — v0/vd = 0.05; точка — v0/vd = 0.25; пунктирная линия —

v0/vd = 0.5

Рис. 2.15. Перераспределение энергии по пространственным
направлениям в треугольной решетке с взаимодействиями

Леннарда-Джонса. Частицы имеют случайные скорости, равномерно
распределенные в круге радиуса v0: точка — v0/vd = 0.05; пунктирная

линия — v0/vd = 0.25; штрих-пунктирная линия — v0/vd = 0.5;
штрих-пунктирная линия с двумя точками — аналитическое решение

стационарной задачи для гармонического кристалла; сплошная линия —
численное решение уравнений динамики решетки
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Исследуем влияние нелинейности на процесс перераспределения
энергии по направлениям. Пусть начальные скорости частиц направ-
лены вдоль оси x, параллельной одному из базисных векторов решет-
ки. В ходе молекулярно-динамического моделирования вычислялась
разность кинетических энергий Txx, Tyy, соответствующих направ-
лениям x и y. Зависимость Txx − Tyy от времени представлена на
рис. 2.15. Кривые соответствуют среднему значению по 25 реали-
зациям с различными случайными начальными скоростями. Видим,
что при переходе к стационарному состоянию разность Txx−Tyy в те-
чение одного периода τ∗ уменьшается примерно в четыре раза, как и
предсказывает линейная модель, затем медленно стремится к нулю.

Таким образом, при малой нелинейности и на не слишком боль-
ших временах поведение кристалла хорошо описывается гармониче-
ской моделью. Наличие нелинейности приводит к ускорению пере-
ходных процессов. Кинетическая и потенциальная энергии в нели-
нейном кристалле выравниваются быстрее, чем в гармоническом.
Кроме того, наличие нелинейности приводит к появлению дополни-
тельного медленного эволюционного процесса, в результате которого
кинетические энергии, соответствующие различным степеням свобо-
ды, уравниваются. Скорость эволюционного процесса зависит от сте-
пени нелинейности. Более подробно вопросы, связанные с влиянием
нелинейности на переходные процессы, рассмотрены в работе [45] на
примере ГЦК-решетки с взаимодействиями, описываемыми потен-
циалом Леннарда-Джонса.

2.12. Заключительные замечания

В данной главе подход к описанию переходных процессов в де-
формируемых твердых телах обобщен на случай идеальных кристал-
лов со сложной решеткой, элементарная ячейка которой содержит
произвольное число частиц с произвольным числом степеней сво-
боды. Уравнения динамики решетки записаны в общем матричном
виде, что позволяет с единых позиций рассматривать широкий класс
простых и сложных решеток с взаимодействием произвольного чис-
ла соседей. Получена общая формула для динамической матрицы,
позволяющая получить дисперсионное соотношение.

Исследованы переходные процессы в кристаллах со случайными
начальными условиями. Введены ковариации скоростей частиц, на-
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ходящихся в двух элементарных ячейках. В рассмотренном случае
ковариации задаются квадратными матрицами с размерностью, рав-
ной числу степеней свободы элементарной ячейки. Получены уравне-
ния, описывающие динамику ковариаций. Начальные условия к дан-
ным уравнениям являются детерминированными. Уравнения опи-
сывают, в частности, два переходных процесса: колебания кинети-
ческой энергии системы, связанные с уравниванием кинетической и
потенциальной энергий и перераспределением кинетической энергии
по степеням свободы элементарной ячейки.

Показано, что для описания колебаний кинетической энергии до-
статочно рассмотрения ковариации скоростей. Получено точное ре-
шение уравнения динамики ковариаций скоростей. Выведена фор-
мула (2.26), описывающая колебания кинетической энергии в слу-
чае произвольного начального распределения кинетической энергии
между подрешетками.

Для описания процесса перераспределения энергии по степеням
свободы элементарной ячейки введены обобщенная кинетическая и
потенциальная энергии, а также обобщенный гамильтониан системы.
Показано, что для обобщенного гамильтониана выполняется ряд за-
конов сохранения. В частности, сохраняется его след. Данный факт
позволяет записать уравнение для девиатора обобщенного гамиль-
тониана, описывающее процесс перераспределения энергии по сте-
пеням свободы элементарной ячейки.

После затухания переходных процессов система переходит в прак-
тически стационарное состояние, определяемое как состояние, в ко-
тором вторые производные ковариаций равны нулю. Показано, что в
стационарном состоянии обобщенные кинетическая и потенциальная
энергии равны. С использованием законов сохранения для обобщен-
ного гамильтониана и уравнений динамики получена система урав-
нений (2.38), связывающих значения обобщенных энергий в стацио-
нарном состоянии с начальными условиями. Показано, в частности,
что на стационарное состояние оказывает влияние только начальное
значение гамильтониана и не влияют его производные. Получено об-
щее решение (2.43) системы уравнения (2.38). Данное решение мож-
но рассматривать в качестве замены теоремы о равном распределе-
нии для гармонических кристаллов, для которых обычная теорема
о равном распределении не выполняется.

В качестве примера исследован переход к равновесию в трех ре-
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шетках, элементарная ячейка которых имеет две степени свободы:
цепочке с чередующимися массами и жесткостями, двумерной тре-
угольной решетке и решетке графена, совершающей поперечные ко-
лебания.

Для цепочки с чередующимися массами и жесткостями на основе
общего решения (2.26) построена зависимость кинетической энергии
от времени. Показано, что при переходе к равновесию кинетическая
энергия совершает колебания около равновесного значения, равного
половине начальной энергии. Отклонение от стационарного значе-
ния совершает затухающие колебания с амплитудой, обратно про-
порциональной корню из времени. Проведено сравнение с численным
решением уравнений динамики решетки. Показано, что аналитиче-
ские и численные результаты практически совпадают. Рассмотрены
начальные условия, при которых подрешетки имеют случайные ско-
рости, соответствующие различным начальным энергиям, и нулевые
перемещения. На основе формулы (2.43) построена зависимость раз-
ности энергий подрешеток в стационарном состоянии от соотноше-
ния масс и жесткостей. Показано, что в случае, если частицы имеют
одинаковые массы, в стационарном состоянии для системы выпол-
няется теорема о равном распределении для произвольного соотно-
шения между жесткостями пружинок. Если массы подрешеток раз-
личны, теорема о равном распределении не выполняется. Отношение
разности температур в стационарном состоянии к начальной разно-
сти температур монотонно меняется в интервале от 1

2 (при массе
одной из подрешеток, стремящейся к нулю) до 0 (когда массы под-
решеток равны).

Рассмотрены переходные процессы в треугольной решетке, со-
вершающей колебания в плоскости. Для данной решетки построено
дисперсионное соотношение. Подстановка дисперсионного соотноше-
ния в общую формулу (2.26) позволила описать колебания кинетиче-
ской энергии. Отметим, что в работе [24] для получения аналогично-
го результата использовался более сложный подход, основанный на
аналогии между уравнениями динамики решетки и приближенными
уравнениями динамики ковариаций. Показано, что колебания тем-
пературы затухают обратно пропорционально времени и имеют три
основные частоты, две из которых близки, что приводит к биениям.
Показано, что полученные уравнения динамики ковариации переме-
щений могут использоваться для оценки характеристик теплового
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движения, определяющих тепловое расширение кристалла.
Рассмотрена простейшая модель графенового листа, совершаю-

щего поперечные колебания. На основе общего решения (2.26) по-
строена зависимость кинетической энергии от времени. Показано,
что при переходе к равновесию кинетическая энергия совершает ко-
лебания около равновесного значения, равного половине начальной
энергии. Отклонение от стационарного значения совершает затуха-
ющие колебания с амплитудой, обратно пропорциональной време-
ни. Проведено сравнение с численным решением уравнений дина-
мики решетки. Показано, что аналитические и численные резуль-
таты практически совпадают. Рассмотрены начальные условия, при
которых подрешетки имеют случайные скорости, соответствующие
различным начальным энергиям, и нулевые перемещения. Показа-
но, что в рассмотренной линейной модели графена энергии подре-
шеток уравниваются, хотя обычно для уравнивания требуется нели-
нейность.

Численно исследовано влияние нелинейности. На примере тре-
угольной решетки с взаимодействиями Леннарда-Джонса показано,
что переход к стационарному состоянию в слабо нелинейных кри-
сталлах имеет два временных масштаба. На малых временах пе-
реходные процессы хорошо описываются гармонической моделью,
в то время как на больших временах добавляется новый эволюци-
онный процесс, связанный с нелинейностью. В частности, нелиней-
ность приводит к постепенному уравниванию кинетических энер-
гий, соответствующих движению частиц в различных направлениях.
Скорость уравнивания увеличивается с ростом нелинейности (тем-
пературы). Аналогичная зависимость более подробно исследуется на
примере гранецентрированной кубической решетки в работе [45].

Результаты, представленные в главе 2, и их развитие опублико-
ваны в работах [24, 35, 45—47, 63].



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В учебном пособии изложен подход к аналитическому описанию
переходных процессов в деформируемых твердых телах с кристал-
лической структурой. С использованием матричной записи уравне-
ний динамики исследованы переходные процессы в гармонических
кристаллах с различными видами решетки и взаимодействием про-
извольного числа соседей. Рассмотрены начальные условия, при ко-
торых частицы имеют случайные скорости и нулевые перемещения.
Такие начальные условия могут интерпретироваться как результат
воздействия на систему ультракороткого лазерного импульса. При
этом энергия, вообще говоря, неравномерно распределена по степе-
ням свободы элементарной ячейки. Кроме того, начальная кинетиче-
ская энергия не равна потенциальной. Движение системы сопровож-
дается двумя переходными процессами: уравниванием кинетической
и потенциальной энергий и перераспределением кинетической энер-
гии по степеням свободы элементарной ячейки. Для описания дан-
ных процессов в учебном пособии используется подход, основанный
на введении ковариаций перемещений и скоростей частиц. В про-
стейшем случае скалярных решеток данные величины — скаляры, а
в случае сложных решеток — квадратные матрицы с размерностью,
равной числу степеней свободы элементарной ячейки.

Получены дифференциально-разностные уравнения четвертого
порядка по времени, описывающие изменение ковариаций. Началь-
ные условия для ковариаций — детерминированные. Получены точ-
ные решения уравнений динамики ковариаций, описывающие упо-
мянутые переходные процессы. Показано, что динамика переходных
процессов определяется дисперсионным соотношением рассматрива-
емого кристалла. Обобщая полученные для различных систем ре-
зультаты, можно сказать, что переходные процессы сопровождают-
ся затухающими колебаниями кинетической и потенциальной энер-
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гий. Характерные частоты данных колебаний имеют порядок макси-
мальной частоты в решетке, а затухание происходит по степенному
закону.

Показано, что со временем система стремится к стационарно-
му состоянию, в котором вторые производные ковариаций по вре-
мени равны нулю. Введены обобщенные кинетическая и потенци-
альная энергии, а также обобщенный гамильтониан и лагранжиан.
Для обобщенного гамильтониана получен ряд законов сохранения.
С использованием законов сохранения и уравнений динамики полу-
чена система уравнений, связывающая значения обобщенных энер-
гий в стационарном состоянии с начальными условиями (аналог тео-
ремы о равном распределении). Показано, что в стационарном со-
стоянии обобщенные кинетическая и потенциальная энергии равны.
При этом кинетическая энергия, вообще говоря, не равным образом
распределена по степеням свободы элементарной ячейки. Получена
формула, связывающая равновесные значения кинетических энер-
гий с начальными условиями.

Для демонстрации предложенного подхода рассмотрен ряд кон-
кретных решеток: цепочка Гука; одномерная цепочка с чередующи-
мися массами и жесткостями; квадратная и треугольные решетки,
совершающие поперечные колебания; двумерная треугольная решет-
ка; решетка графена, совершающая поперечные колебания. Для дан-
ных решеток решена задача о колебаниях кинетической энергии в
случае, когда частицы имеют случайные начальные скорости и нуле-
вые перемещения. Для решеток, элементарная ячейка которых имеет
несколько степеней свободы, также решена задача о перераспределе-
нии кинетической энергии по степеням свободы. Показано, что ана-
литические результаты хорошо согласуются с результатами прямого
численного интегрирования уравнений динамики решетки.

Представленный подход к описанию переходных термомеханиче-
ских процессов получил свое развитие, в частности, в работах [45, 47,
66, 67]. В работе [47] подход использовался для описания колебаний
и перераспределения кинетической энергии по степеням свободы в
гармонической решетке графена, совершающей колебания в плоско-
сти листа. В работе [66] исследовалось влияние вязкого трения на
переход к равновесию для одномерного гармонического кристалла,
погруженного в вязкую среду. Показано, в частности, что наличие
вязкости существенно влияет на асимптотическое поведение кине-
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тической и потенциальной энергий на больших временах. Влияние
конечности кристалла на колебания энергий и изменение во времени
дисперсии перемещений частиц одномерного кристалла рассматри-
валось в работе [67], в результате чего было обнаружено явление
теплового эха. В работе [45] на примере ГЦК решетки с взаимодей-
ствиями Леннарда-Джонса показано, что в нелинейных кристаллах
переходные процессы имеют два характерных масштаба времени.
Первый масштаб по порядку величины совпадает с минимальным
периодом колебаний атомов кристалла. На данном временном мас-
штабе переходные процессы в нелинейном кристалле хорошо описы-
ваются формулами, полученными в данном пособии в рамках гармо-
нического приближения. Второй масштаб времени, присутствующий
только в нелинейном случае, зависит от величины начальной энер-
гии (температуры) системы. Показано, что данный масштаб можно
использовать для нормировки времени. Нормировка позволяет чис-
ленно получить единую кривую, описывающую выравнивание кине-
тических энергий в ГЦК решетке при разных начальных значениях
энергии.

Таким образом, изложенный в пособии подход является эффек-
тивным инстументом для исследования переходных термомеханиче-
ских процессов, полный спектр возможных применений которого в
настоящий момент далек от исчерпания.

Авторы выражают искреннюю благодарность И. Е. Беринскому,
Е. Н. Вильчевской, С. Н. Гаврилову, М. А. Гузеву, С. В. Дмитриеву,
Е. А. Ивановой, Д. А. Индейцеву, Н. Ф. Морозову, Е. А. Корзни-
ковой, О. С. Лобода, С. Д. Ляжкову, А. С. Мурачеву, В. Мюллеру,
А. А. Соколову, А. Ю. Панченко, Е. А. Подольской, А. В. Порубо-
ву, С. А. Руколайне, В. А. Цаплину, Е. В. Шишкиной за полезные
обсуждения подходов и результатов, приведенных в данном пособии.
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