
��������	
����	������	��
��	�������	�����	�		����������	������������		��		�		� !�"#		"!�"$��

����������	�����


������	
��	���
������	����	��������	
���������
������

	������������	���	



�������������������������������������������������

������� �����!�"#��$�%�&���'��(�#��$�!�����#����� ������&���"�������� �����!�"����������)�##�*
��+�#���!��%���&�,�,-�����.���*�)�/������� �����!�"������01��)�##�*

2.��,���3$�"�,���(�#��$����#�&&���!%�!"�,��#��������##,������#*����#��'#��(�#�*�#�#��,��#&!($��#�4��

�����!5����.��#*�(���6��(&4�3��!#&���*��+#%�&46�������������$�#����#��$���%���,�7���$�(#����%�6��&*���#��#���#���

'#��(�#�!5�6.(!���6,��!��$�.����,���������$�6.(��.&*�#���#��(�#��'�'������#����%��(#��������������3��.�����

��-����!���������3#��3'�.��8���$���%�#3�57�'���&����*�%������&4��$���������(�#��$�#�#��&*57�'�9���"���#�#��,3�

 �#������3����-���*�%�6��&*5���%��.�&��4�'��������������4����,*�6�!'��*�%���'�.��"��%����##��%����.*7�"��#�#��,!��

���,�.��,�(�#���������#����#�#��*����

%&���'�	�%���	��.��,���3$����#�&&����%&�%����.��#�4��������������&����*�9���"����!%�!"����#������

������� !"#$$%&# �!�#��%� ��'(#)��!# �%$�*%�) �#"�"��!&%$� ��%���$%!&#"�!+,!&�%&�

:�;��;<=>?@AB�����C�:��DEFBGHAB�����<?I�J�K��LHB>G@AB���

��M>G>E�GN>�OE><G�PG��M>G>EH=QER�MASTG>UN?FU�V?FB>EHFGT��PG��M>G>EH=QER����������WQHHF<
��X?HGFGQG>�AY�MEA=S>ZH�AY�:>UN<?FU<S�[?RF?>>EF?R�WCP��PG��M>G>EH=QER������01��WQHHF<

\?>�IFZ>?HFA?<S�N<EZA?FU�UETHG<S�A?�<?�>S<HGFU�HQ=HGE<G>�FH�UA?HFI>E>I�<H�<�HGAUN<HGFU�HTHG>Z�F?GA�]NFUN�E<?IAZ?>HH�FH�F?GEAIQU>I

GNEAQRN�=AQ?I<ET�UA?IFGFA?H��LN>�QH>�AY�GN>�^<EGFUS>�B>SAUFGT�<?I�IFH^S<U>Z>?G�UAB<EF<?U>H�E>IQU>H�GN>�HGAUN<HGFU�^EA=S>Z�GA�<�USAH>I

I>G>EZF?FHGFU�^EA=S>Z�YAE�HG<GFHGFU<S�UN<E<UG>EFHGFUH�AY�^<EGFUS>�^<FEH��C?�>_Q<GFA?�AY�E<^FI�ZAGFA?�GN<G�I>HUEF=>H�AHUFSS<GFA?H�AY�^AG>?GF<S

<?I�@F?>GFU�>?>ERT�UAZ^A?>?GH�AY�GN>�HTHG>Z�N<H�=>>?�I>EFB>I�<?I�HASB>I��LN>�A=G<F?>I�HASQGFA?H�<E>�QH>I�GA�I>G>EZF?>�GN>�UN<E<UG>E�<?I

GA�>HGFZ<G>�GN>�GFZ>�AY�I>U<T�AY�GN>�GE<?HF>?G�^EAU>HH�GN<G�=EF?RH�GN>�HTHG>Z�GA�GN>EZAIT?<ZFU�>_QFSF=EFQZ�

%&���'�	�%���	�A?>�IFZ>?HFA?<S�UETHG<S��GN>EZ<S�UA?IQUGFBFGT��UAB<EF<?U>H��>?>ERT�AHUFSS<GFA?H��>S<HGFU�HQ=HGE<G>

`��������������������������������������������a�b

�-�.����	
�

��'����,����&��������,������,�,#-����,

!�������,����#!7�#�����3���#������#��cd��c�e����6�(��

��&4��$�#��%����#�*6��3��#�.�#������#�45���,���"�

#������*���7�#��cd��c
e����#������#�4� #!7�#������

�&�*�������&���3��%����##3���#��.������#*�.�#%��#�5

��6�����#%��#������*�,�'��(�#��'���&�cd�e���&#�

#�(�#��,�%��,���,�%�.���3'�#�#��,�*�&*��#*���%�(�

,##���!%�!"�,��#���������%�#3��,*����,�'�"��

,���(�#��"�� f&���$��"�g� �6�,�.�$#���*� dbe��h�*

��%�(��,�8���#&!8��4����%��,��!��,�.�&45�!"&���.�

�3'� �����&������ �#%�&�8���3'� �� %����'��#��

���,�����$�%�.&�8������'��(�#������&�3���#%���

#���*57��#*������$�#�#��,����,�5��i�&4��!57�$

6����.�#%��#����'������6!57�$#*���8��$������'��$

(#���,��#��6�f��#�(��g���'�.�3��9ii���3���6���5�

�����#��!��!�'����(#���#�����,##����%�&&�&4�3'

.�!"�.�!"!�����6,���3'����#�&&�����3�7���3'��

�%��&������%��%��.��!&*���,�%�.&�8����������'

d0�c1e��3&��!#����&�����(���6����.�#%��#�����&��.&*

���"��,##���*�&*��#*��6�3���$�i!�����$�(#���3�

���#������#�*,����,�,�'��(�#��'�%����##�����.�#�

�����3'�#�#��,'�����#*�#*���"���������%&������#�

-������� d��c�ae�����6,�8��#�4� #��!��!��3'�%���'��

.��cd���c��e�� �.�������6�����6�����%&��3'�*�&���$

�%��.�&*����3#��!5�#��%��4�#&�8��#����%�#��*���%�

&�%�����#���.�#�����3'�#��.'�

���.�&4��,�,������#�&&���&���(�#������(�#�

&���3���##&�.����*�%��6&��#!7�#�����3�����&����

��*�����&##�(�#��$���%&�%����.��#�����#������$��

6�����j!�4�cdb�c���c�
e��k������&�����*����%�����%��

,�"!���3�4�!,��4-��3��&��.8��%�&��#�45�!#�����



����������	
����	������	��
��	�������	�����	�		����������	������������		��		�		� !�"#		"!�"$

�3��#%�&46�����,�#%���&4�3'�6�������6�,�.�$#��

��*cd��l�1e��&��.�#���(���#&�8�3'�#��!��!�cd���c�ae�

2.���� ��6!&4��3� %�#&�.��'� 9�#%���,���&4�3'

�##&�.����$� d��l��e� %��6&��� (��� 6���� ��%&��

%����.��#���j!�4��.�$#�����&4�����!-��#*�����6�

���6,���3'����#��!��!�'��k���#��,!&����&�������

��#���%��#��$-�,���-���(�3,�,�.�&*,����(#���#��

�.��,���3,�"�,���(�#��,����#�&&,��".��!�6��3�

��,&�������&���*�����3�8��3cd�
l�be�

 ��#������5�#�������!&4�3,��,�.�&*,����&���

��"��%�����#���%&����������,����,#-����,�!����

���d�0l��e��%�����������%&��3'�%����##�����.�#�����

�3'�#��.'��,�����*.�#!7�#�����3'��#������#��$���

(#���#����%�����6��,���%&���,���6.�$#�������.�#�����

��$�#�#��,���������!5�#*��3#���(#����3����&���

��*��#�*6��3��#��3��������,�6�(���$�%������&4�

��$���������(�#��$�9���"���#�"&#��������,��������&�

d
�c�ae����(�#&���3'�9�#%���,���'�9����%����##���

�&5.&#*�.�#���(���.���cd��e����&���(�#�����%��

#����%����##�� %����.�,�,!�� �%���3���3&��.����

�����cd��e��".���3&��!#����&�����(������.��,����,

"�,���(�#��,����#�&&����6�%�.&�8��� 6�!'57��

��&����*� 9���"�$��%�#3�5�#*�i!�����$���##�&*�

)�-������%�&!(�������cd��e��������#����7������,��(��

���"���#�����#�����#*��%�#�����#%��#������*���%&

�����#�&&�����&�6!57��#*�%�#&��6�!'��*�!�6����

"��%���'�.��"��%����##cd��l��e����(#���#����������

�'cd���c�
e�%�&!(���6������%&�%����.��#����6,�75�

7�$�6������%&�%����.��#���j!�4��.&*��.��,����"�

���#�&&�

��.���$�������%����##��3#���(#����3'���&���

��$�9���"�$��##&�.!��#*���"�,���(�#��$�,�.�&���.�

��,����"�����#�&&���!%�!"�,��#��������*�&*57�$�

#*�����7����,��##,�������$������,�.�&��d��e�� �.�

'�.���6&"�,3$���.���$�#��4����#�����������'

d���c���c�be�����%�6��&*���%�&!(��4�.��,�(�#����!���

����*�.&*�#���#��(�#��'�'������#�������#�&&��

.�4��&���(�#�����%�#����%�����57�,������#�&&�

��%&��3,�%����##,�����#�&&��##,������#*���

#��'#��(�#�*�#�#��,��#&!($��#�4��������!5�����

#��#*�(���6��(&4�3��!#&���*���&*��������$�#����#�

��$���%���,�7���$�(#�����3��.*�#*�.����,��������

�3��.��,�(�#����!������*��)�-�����9��'�!������$

.�����(�3���&���(�#����%��.#��&���*���%���&��

8���3��#�,%����(�#����i��,!&3���%�#3�57���%���

��##�%���'�.�#�#��,3���#�#��*�������,�.��,�(�#���

"��������#�*����&���(�#������6!&4��3�%�.����8�

.5�#*���,%45����3,�,�.�&�������,�

/-�0���	�	
���
	��
�
�1�����


)##,����,� ��%�(�!�� #�#��*7!5� �6� �.�����3'

,##�(��#�*6��3'�%�!8��,��8�#���#��� ��� ���%�(�

�'�.��#*���!%�!"�,��#�������8�#���#��� ��� �h�".

!��������.��,����(#������%�(����,������.

� � �
� �� � �� � �� �= ω ∆ − ω��

	
�

� � �� �ω =
	
�

� � �� �ω = f�g

".�� �� �m�%���,�7�����)�$�(#���3n�
�
�∆ �m��6��#��3$

�%�����������"��%��*.�	
	
��

� �� �� � � � �� � � �− +∆ = − + f�g

)�m���.��#��%����,57�$�%���6��&4�3����&3��6�(��

��*�����������f�g�,�8���6%�#�4�����.�
�
� � �� �� �� ��� � � �� � � �− += ω − + +�� f�g

	
� � �
� � � �� �� �= ω ω =

�&*��&���(�#��'�%�#������$��!.�,�#(���4����#�&&

��#����(�3,���&*�(�#&����"���&�6����(�#����%���

�&�8����$�,�.�&����#����(��"�����#�&&��!.����#�

%�&46���4#*���%�(���#�#��*7*��6� �� >> �(#�����%��

�3%�&������!#&���*�%����.�(��#��	� �� � �� �+ =
�!.�,��##,�����4��(&4�3��!#&���*��#�������

#��!57���,"�������,!���%&���,!���6,!7���5	

� ��� 	� = = � � �� 	 �� = = σρ� f
g

".�� �ρ �m���6��#�,3��#&!($�3����&�(��3�#��!&��3,

,��,��(�#��,��8�.���,����.���(��$�.�#%��#��$n

σ�m�.�����*��(&4�3'�#����#��$��/(&4�3��!#&���*
f
g�,�"!�������%��������4#*������6!&4�����6.�$#���*

�����#�&&�!&4���������"��&6����"���,%!&4#cd�0e�

�!.�,� #(���4��(&4����!#&����� f
g� #���#��(�#��

�.����.�3,�%��%��#���#��!��������#��#���#��(�#���

'������#����� �ρ ����6��#*�����)�

2-�3�������	
��	������4	56�	���
�

�%���3��.&*� 6.(�%�����#� ��%&����.��,����,

���#�&&������������*�,������#%�&46��&#4��

�����cd�1e�%����'�8.�����#��������"��%�������%�

&�,�8.!� "��*(�,���'�&�.�3,���%&��3,����6���!�

�,����&�.!*cd������e�����.�,���&��&4�!5�f������

�����!5g�������(�#�!5�9���"�5

	
� �
�

�
� 
 
 �� � += 〈 〉� � f�g

".��
	
�


 
�= �� �m�#����#�4�(#���3�����!"�&4�3,��#����

�,�����6�(����,��,��(�#�����8�.�����/�&��&4�

�*�%������&4�*�9���"�*��!.����,��4���.
	
�

� �

� �
�

� �
� 
 
 � 
 
 �� � � �+ +Π = 〈ε ε 〉 + 〈 〉 fbg

".��
	
�

�
 
 
� �+ε = − �m�.�i��,��*�#�*6���o#&����3(�3�

9���"����%��.�&*5�#*�.�#%��#�*,��#����#��$���.�i���

,��$�������&��&4�3��m��������*,���9��'�8����&��

(���.&*�%�3�(#�����6�(���*�%�6�������"����.��#

�����3'���&�(5�#*���)�� �#��&4�!��##,������#*

#���#��(�#����.����.����#�#��*�������#�&&���������

.���3����&�(��3����6��#*�����%�6�������"����.��#c*�

�.��������#!7�#�������6��#*����������&*������"�

���&*������������3'�#&!($�3'���&�(����������*�%��.#��&*��

#���$�,��,��(�#�����8�.�����'�%���6��.���*�



��������	
����	������	��
��	�������	�����	�		����������	������������		��		�		� !�"#		"!�"$��

��.��#c)�� ���)�p�a�i��,!&3�f�g���fbg�.5����3(�3�

9���"��	

� �
� � �

� �
�

� �

 
� � �Π = 〈ε 〉 + 〈 〉 �

�
�

�
�

�

� �= 〈 〉�

f0g

� � ��� �= Π +
 �����,%45�����,�,�.�&��������.&*��3(�#&���*����

�����$�,��,��(�#�����8�.����,�8���%���&�8���

���6,��*�4#*��#��.�����,�%���#�,���6,�8�3,�6�(��

��*,�*������#�&&��

+#%�&46���������,���q9���"�*r�.&*����.���3'

��&�(���#�*6���#���,��(���%�&�*���&��&4�*�9���"�*
	
�

� � �� �= + Π
�#���#*����6,����$�� ��8�,�9�����3(�#&�,�#��#�

%�&46�����,�!������*�.��,���� f�g�%���6��.�!5

��&��&4��$�������(�#��$�9���"���%�����,���	
�

� �� � �� 
 
 � � 
 
 �� � � �+ += 〈 〉 = ∆ − 〈 〉� �� � � � f1g

 ����3��.�� f1g� �#%�&46����� ��8.�#���� #�,,�����

�������$�d��e	

�
 � 
 
 
 � + +〈 〉 = 〈 〉� � f�g

 �&46!*#4�%��.#��&����,� �

 
 � � 
 
 ��+ +〈ε ε 〉 = −∆ 〈 〉� �d��e�

�3(�#&�,�%���6��.�!5�%������&4��$�9���"��	
�

� �

�
� �� � �

� � 
 
 � 
 
 �

� 
 
 � �

� � � �

� � �

+ +

+

Π = − ∆ 〈 〉 + 〈 〉 =

= − ∆ 〈 〉 = −

�

�

� �

� � f�ag

+6�����#���f�ag�#&�.!����(���%�&�*�9���"�*�#�#��,3

#�'��*��#*��h��,����6�,��.&*���&��&4�3'�9���"�$

�� ��3%�&�*��#*�6����#�'�����*���&�"�(�3$�6���!

#�'�����*�,�'��(�#��$�9���"���

7-�8
	��
���	������4	56�	���
�

 �&!(�,��&���(�#����!������*��%�6��&*57��

�%�#�4��3#���(#����3����&����*�%������&4��$��

������(�#��$�9���"��������#�&&����3(�#&�,�����!5

%���6��.�!5�%������&4��$�9���"�����#%�&46!*�!���

������f�g�.��,������%�(��	
�

� �

� � �
� �

� �� �

�� � �

� � 
 
 � 
 
 �

� �

� � � �

�

+ +Π = − ∆ 〈 〉 + 〈 〉 =

= ω − ω ∆

�� ��� �

f��g

".��
	
�

� � �� �= − Π �m���&��&4�3$�&"��8���#�#��,3�

��ii�������!*�&"��8���.�8.3�%�����,������!(��

�3�*��(��� � ��Π = − ���� �f�ag��%�&!(�,
� � �
� ��� � �� � �� �= ω ∆ − ω�� f��g

�&����*���,���.�
�
� � �� � �� �� ��� � � �� � � �− += ω − + +�� f��g

 �&!(������!��������.&*� ��� ������%�����#!�#����

%�.&�8��cd��e����&�(��#*����!������*�.��,�������

%�(��� f�g� ��&4���!.�����3,�6�(����,�%���&4��$

(#���3c ��ω

9-�:	��
�
���������;�	
�

���(�#�����(&4�3'�!#&���$�.&*�!������*�f��g

�3#�!%5���(&4�3��6�(���*���&�(��� �� ��� ���� ��%���

.�&*�,3��.�#%��#�*,�����������*,��#����#��$��

%���,�7���$�(#���� ���(&4�3$�,�,���� ���,����

��"&#����(&4�3,�!#&���*,�f
g���(&4�3��#����#��

�6&�(�3'�(#������6��#�,3����(&4�3��%���,�7��

��*���#!�#��!5���h�".���#%�&46!*��%��.�&���*���&��

�&4�3'�%������&4��$���������(�#��$�9���"�$cf�g�

fbg��%�&!(�,	

� �� 	 �� �= = δ � � ��� 	� = =� f�
g

".��
� �� �= σ �m�%�&�*�9���"�*���%�(��n� �δ �m�.�#��

����*�i!����*��

h��,����6�,��.��,����6,�����*�9���"�����#���

'#��(�#��$�6.(��f�g��f
g��%��.�&*��#*��6�.����,����

������$��(&4��$�6.(��f��g��f�
g��k����6�(����(��

'�.�#&!($��"��%����##�%�&��#�45��%��.�&*��#*���

(&4�3,��!#&���*,��f�
g�����&����*�9���"�������

���6��#*������6�(&4����3�����$�i!�������#%���

.�&���*�#����#��$�

)�-�����!������*� f��g�%����(&4�3'�!#&���*'

f�
g� #�����#*�,���.�,�.�#������"��%�����6����*

j!�4�cd��e������6!&4����%�&!(�,
�

�
�

�

�
����� ���� � �����	 �
 ��

�
� � 	 �� �

π
= + ω

π ∫ ���f��g

�3�8�������&�6������.���,!���3&��%�&!(����������

��cd
ae�%����##,��������#��!#��.&4��"����%&���"�

��6,!7���*������#�&&����%�.&�8�����&*���3(�3'

9���"�$������&*�����3$���9ii�������)�������!&5�

+#%�&46!*����6�(�����
	
�

� �� �= %�&!(�,��6�f��g

�
�

�

����� ���� � �
 �
�

� � 	 �
π

= + ω
π ∫ f�bg

 �#&���'�8.���*�&"��8��� ������(�#�*���%��

�����&4�*�9���"�*��3(�#&*��#*�%��i��,!&,

� � �
� � �

�

� 	
� 	 �

+= �
� � �

� � �
�

� 	
	 �

−Π = f�0g

s%�-�,�6�(���*�&"��8���f��g���.�!'�%��.�&4�3'

#&!(*'	

� � �a	
� � � �

�

�� � ����� ���
�

�
� �� 	 	

	
= ω ≈ ω − π

πω
� � �∞	� ������ ��� � 	= ω

f�1g

s.�#4��#%�&46����� ��8.�#���� � �� �ω = ω ���%����,

#&!(�� �� � �ag���#!�#��!���%�.&�8������-�����#��%�

.���#���-����,��%�&!(���3,��� d��e��t"��8�����

#������#�����#��#��$#��,��i!��������##�&*��#�����

-���6�!'57�����&����*�#�(#����$���,%&��!.�$�

�������%��%������&4��$�����5��6����,����f%���&��

8���*�i��,!&�#%���.&���%������#&�-��,�,&3'

���,��'g���A������,�#&!(�� �� � ∞g�(#���3�����6�,��
.�$#��!5��.�!"�#�.�!"�,���#&�.����&4�����#������#��

���-5����6�!'57�����&����*�#��.������$�(#�

����$����.������$�i6�$�f������#���3&����6�!8.��3

��δ)
�

p���.&*�)�p�a���δ)
�

p�a�.&*�)�≠�a�



����������	
����	������	��
��	�������	�����	�		����������	������������		��		�		� !�"#		"!�"$

�.�����,�����%��� +�p�ag��k���"��������.���(�3�

i!������%���,�7���$�������.����#����-5����&��

���*�#�!.������$�(#����$� �� �ω �".��(#���� �ω ��%���

.�&*��#*�8�#���#�45�%�.&�8���

 ��.#���,���-�����f��g���!.����,�.&*�#�,%�����

(�#��"���&�6���.����&*�9��"���3(�#&�,�%�����6���

����t%&#����%�.3���"�&4��"���3�8���*�f��g�%�

���,������3%�&������������%�����6������t%&#�

%�#&���3(�#&���*�����"�&�%��,�%�&!(�,	

� � � �

�

	
�� � � � �� �	 � �
 �

	

	

� � � 	 �
	

= + ω − τ ω τ τ∫ ����f��g
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