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Введение 

Во всем многообразии механических теорий и видов движений, что этими 

теориями описываются, особое место занимает периодический, в той или 

иной форме, вид движения – механические колебания. В современной науке 

теория колебаний является одновременно и важнейшим объектом и 

полезным средством множества исследований. 

Теория колебаний объединяет в себе множество подходов к исследованию 

самых различных колебательных систем, для которых существует единая 

система классификации – по природе причин, возбуждающих колебания, и 

по числу степеней свободы механической системы. 

В нашей работе будет рассмотрена лишь небольшая часть аппарата теории 

колебаний, мы исследуем свободные и вынужденные колебания на примере 

конкретной механической системы с двумя степенями свободы. Проводить 

свои исследования будем наиболее универсальным из существующих в 

динамике методов, с помощью уравнений Лагранжа второго рода. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1. Аналитическое решение 

Наша задача состоит в исследовании представленной на рис.1 

механической системы в случае ее свободных и вынужденных колебаний. 

При этом силами сопротивления и массами пружин можно пренебречь. 

 

  

Рис.1 схема колебательной системы 

 

В случае свободных колебаний требуется определить собственные 

частоты колебаний и определить формы главных колебаний. 

В случае вынужденных колебаний требуется определить амплитуду 

вынуждающей силы и исследовать резонансные режимы. 

 

Параметры системы: 

m1 = 6 кг 

m2 = 4 кг 

c1 = 2000 Н/м  

c2 = 1000 Н/м 

c3 = 3000 Н/м 

Линейное смещение при P = P0 : 0.003 м 

 

 



1.1. Свободные колебания 

Рассмотрим систему, изображенную на рис.1. В качестве обобщенных 

координат примем 𝑥1и 𝑥2 – смещения дисков 1 и 2 относительно положения 

равновесия. 

Вычислим кинетическую и потенциальную энергию этой системы. 

Кинетическая энергия системы складывается из двух частей, каждая из 

которых соответствует одному из дисков. 

Рассмотрим диск номер 1, он совершает два движения – 

поступательное и вращательное, следовательно, его кинетическая энергия 

есть сумма кинетических энергий этих движений. 
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Аналогично вычисляются 𝑇2х и 𝑇2𝜑 

Кинетическая энергия системы равна: 

 

𝑇 =  𝑇1𝑥 + 𝑇1𝜑 + 𝑇2𝑥 + 𝑇2𝜑 =
3

4
(𝑚1𝑥̇1

2 +𝑚2𝑥̇2
2) 

 

Так как диски не совершают движения по вертикали, их потенциальная 

энергия постоянна (примем ее равной нулю). Тогда вся потенциальная 

энергия системы – это энергия упругой деформации пружин: 

 

П =  
1

2
(𝑐1𝑥1

2 + 𝑐3𝑥2
2 + 𝑐2(𝑥1 + 𝑥2)

2) 

 

 

Возьмем необходимые производные от полученных выражений. 
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𝜕П
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Составим систему уравнений Лагранжа. 

 

{

3

2
𝑚1𝑥̈1 + (𝑐1 + 𝑐2)𝑥1 + 𝑐2𝑥2 = 0

3

2
𝑚2𝑥̈2 + (𝑐2 + 𝑐3)𝑥2 + 𝑐2𝑥1 = 0

 

 

Решения этой системы будем искать в виде   𝑥𝑖 = 𝐴𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑡 + 𝛼𝑖) 

Подставим эти выражения в систему дифференциальных уравнений и 

получим СЛАУ относительно неизвестных 𝐴𝑖. Условие существование 

нетривиальных решений у такой системы – это равенство нулю ее 

определителя. Выпишем его в развернутой форме. 

 



9

4
𝑚1𝑚2𝑘

4 −
3

2
(𝑐2 + 𝑐3)𝑚1𝑘

2 −
3

2
(𝑐1 + 𝑐2)𝑚2𝑘
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Как можно видеть, у нас получилось биквадратное уравнение 

относительно неизвестного k. Нас интересует только положительная пара его 

корней, которые можно вычислить по формуле: 

 

√

3
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9
4((𝑐2 + 𝑐3)𝑚1 + (𝑐1 + 𝑐2)𝑚2)2 − 9𝑚1𝑚2(𝑐1𝑐2 + 𝑐1𝑐3 + 𝑐3𝑐2)

9
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Подставив все необходимые параметры системы, получим следующие 

значения: 

𝑘1 ≈  16,877;  𝑘2 ≈ 26,743  

 

Уравнения, определяющие главные колебания, имеют вид: 

 

{
𝑥1
(𝑖)
= 𝐴1

(𝑖)
𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑖𝑡 + 𝛼𝑖)

𝑥2
(𝑖)
= 𝐴2

(𝑖)
𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑖𝑡 + 𝛼𝑖)

 

  

Введем коэффициенты распределения.  

 

𝑔𝑖 =
𝐴2
(𝑖)

𝐴1
(𝑖)
=

3
2
𝑚1𝑘𝑖

2 − (𝑐1 + 𝑐2)

𝑐2
 

 

При заданных значениях параметров они равны: 

 

{
𝑔1 ≈ −0.43
𝑔2 ≈  3.43

 

Уравнения главных колебаний можно переписать в следующем виде: 



 

{
𝑥1
(𝑖)
= 𝐴1

(𝑖)
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Уравнения колебаний, являющиеся общим решением системы 

дифференциальных уравнений Лагранжа, есть сумма главных колебаний, 

которые представляют собой частные решения этой системы. 

 

{
𝑥1(𝑡) = 𝐴1

(1)
𝑠𝑖𝑛(𝑘1𝑡 + 𝛼1) + 𝐴1

(2)
𝑠𝑖𝑛(𝑘2𝑡 + 𝛼2)

𝑥2(𝑡) = 𝐴1
(1)
𝑔1𝑠𝑖𝑛(𝑘1𝑡 + 𝛼1) + 𝐴1

(2)
𝑔2𝑠𝑖𝑛(𝑘2𝑡 + 𝛼2)

 

 

Неизвестные параметры этой системы можно выразить через 

начальные условия по следующим формулам 
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 Построим графики свободных колебаний. Зададим следующие 

начальные условия: 

𝑥1 = 0.1 

𝑥2 = 0 

𝑥̇1 = 0 

𝑥̇2 = 0 



 

Рис.2 Свободные колебания системы 

 

 

Рис. 3 Фазовый портрет для первой координаты 



 

Рис. 4 Фазовый портрет для второй координаты. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1.2. Вынужденные колебания 

Составим систему уравнений Лагранжа для случая вынужденных 

колебаний. 

 

{

3

2
𝑚1𝑥̈1 + (𝑐1 + 𝑐2)𝑥1 + 𝑐2𝑥2 = 𝑃0cos (𝑘𝑡)

3

2
𝑚2𝑥̈2 + (𝑐2 + 𝑐3)𝑥2 + 𝑐2𝑥1 = 0

 

 

Решения этой системы будем искать в виде   𝑥𝑖 = 𝐴𝑖𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑡 + 𝛼𝑖). 

 

{
−
3

2
𝑚1𝐴1𝑘

2 + (𝑐1 + 𝑐2)𝐴1 + 𝑐2𝐴2 = 𝑃0
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3

2
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2 + (𝑐2 + 𝑐3)𝐴2 + 𝑐2𝐴1 = 0

 

 

Эта система представляет собой СЛАУ относительно А1 и А2. Ее 

решение можно представить в виде 

 

𝐴1
 =

−𝑃0𝑐2
9
4
𝑚1𝑚2(𝑘 

 2 − 𝑘1
 2)(𝑘 

 2 − 𝑘2
 2)
; 
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3
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 2)

9
4
𝑚1𝑚2(𝑘 

 2 − 𝑘1
 2)(𝑘 
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Отсюда можно найти Р0. 

 

𝐴1
 (0) =

𝑃0𝑐2
9
4
𝑚1𝑚2𝑘1

 2𝑘2
 2
; 

𝑃0
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 2𝑘2

 2

4𝑐2
; 

 



 Рассмотрим отношение амплитуд и построим график зависимости 

этого отношения от частоты вынуждающей силы. 

𝐴2
 

𝐴1
 = −

(𝑐1 + 𝑐2 −
3
2
𝑚1𝑘 

 2)

𝑐2
 ; 

 

 

Рис. 5 График отношения амплитуд дисков в зависимости от частоты вынуждающей 

силы. 

 

 Заметим, что это отношение равно нулю при частоте 18,26 с-1. Как мы 

видим, значения при k1 и k2 совпадают со значениями g1 и g2, полученных в 

первом пункте.  

 

Рассмотрим эту колебательную систему при первой резонансной 

частоте. Тогда решение принимает вид 

 



{
 
 

 
 𝑥1(𝑡) =

𝑃0𝑡

2𝑘1(𝑚1 +𝑚2𝑔1
2)
𝑠𝑖𝑛(𝑘1𝑡) +

𝑃0
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𝑐𝑜𝑠(𝑘1𝑡)

 

 

 

Рис. 6 Колебания системы при первой резонансной частоте 

 

 Заметим, что колебания происходят в противофазе. 

 Рассмотрим эту колебательную систему при второй резонансной 

частоте. Тогда решение будут иметь вид 

 

{
 
 

 
 𝑥1(𝑡) =

𝑃0𝑡

2𝑘2(𝑚1 + 𝑚2𝑔2
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Рис. 7 Колебания системы при второй резонансной частоте 

 

 Заметим, что колебания происходят синфазно. 

 Построим амплитудно-частотные характеристики для каждого диска. 

 

Рис. 8 АЧХ для первой координаты 

 



 

Рис. 9 АЧХ для второй координаты 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. Визуализация 

Выполним визуализацию данной задачи на языке javascript. 

Стенд будет включать в себя: 

• Блок управления параметрами системы; 

• Графическую модель; 

• График колебаний и фазовую плоскость. 

 

Далее пройдемся отдельно по каждой составляющей. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2.1. Блок управления параметрами 

Первая структурная часть стенда. В нем содержатся ползунки для управления 

следующими параметрами: 

• Массы дисков 

• Жесткости пружин 

• Начальные условия 

• Скорость моделирования 

Также блок управления содержит кнопки запуска, остановки и сброса 

моделирования. 

 

 

Рис.10 Блок управления 

 

 

 

 

 

 

 

 



2.2. Графическая модель 

Вторая структурная часть стенда. Графическая модель представляет собой 

копию схемы с рис.1, которая в реальном времени иллюстрирует колебания 

системы при заданных параметрах. 

 

 

Рис.11 Графическая модель 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2.3. График колебаний и фазовая плоскость 

Третья и последняя структурная часть стенда – блок графиков. Как можно 

понять из названия пункта, графиков в этом блоке два – график колебаний и 

фазовая плоскость. На каждом из них одновременно отображаются графики 

обоих дисков.  

Для удобства, фазовая плоскость имеет дополнительный элемент управления 

– переключатель режимов отрисовки. Он позволяет переключиться со 

стандартного варианта отрисовки непрерывной линии на точечное 

отображение, с помощью которого удобно следить за процессом в реальном 

времени. 

 

 

Рис.12 График колебаний 

 



 

Рис.13 Фазовая плоскость – вариант 1 



 

Рис.14 Фазовая плоскость – вариант 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Заключение  

На этом вопрос исследования свободных и вынужденных колебаний данной 

механической системы можно считать исчерпанным. 

Все задачи, поставленные перед нами, были решены аналитически и 

проверены численно, результаты представлены на графиках и 

визуализированы посредством модели, реализованной на языке 

программирования javascript. 
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