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1 Введение

В последнее время стало развиваться направление исследования наноструктур. Эта область
науки исследована мало, в силу ее новшества, и открывает много новых и интересных обла-
стей для экспериментов и теоретических расчетов. Нанострктуры могут быть очень полезны
для медицины и механики: могут быть использованы для разрезания клеток, взвешивания
объектов на нано- и микро- уровнях, а так же для построения более сложных нанообъектов.

Для изучения этой области применяются технологии компьютерного моделирования, экс-
перементальные исследования и теоретические расчеты. Проведение реальных эксперимен-
тов дорого, трудоемко и требует сложного оборудования, способного работать с объектами
такого маленького масштаба. Поэтому наиболее оптимальным методом исследования нано-
конструкций является их 3D моделирование путем создания конечноэлементной модели, а
так же теоретическое решение некоторых конкретных подзадач.

Последние технологии позволяют строить сложные структуры с использованием аморф-
ного углерода. Создание углеродного вискера описано на (Рис.1). Сфокусированным, направ-
ленным пучком электронов с пластины, имеющей на поверхности углеродное покрытие, вы-
биваются ионы углерода, которые оседают на игле, образуя вискер. Таким образом, при со-
здании вискера, можно регулировать его толщину и форму. Чем быстрее двигается электрон-
ная пушка по направлению роста вискера, тем тоньше он получится. Так же вместо иглы,
в качестве основания можно использовать уже существующий вискер, что позволяет делать
конструкции более сложными.

Рис. 1: Создание вискера

В данной работе будут рассмотрены конкретные задачи, связанные с определенными на-
ноконструкциями (Рис.2) и областями их применения.

Для конечноэлементного моделирования был использован программный пакет ANSYS
Workbench. Математические преобразования производились в системе компьютерной алгеб-
ры Maple13, а построение графиков в Matlab.

Целью данной работы является исследование динамики нановискеров с целью их опти-
мального применения в наноэлектромеханических системах, путем нахождения деформаций
и напряжений различных наноструктур, для улучшение качеств дальнейших экспериментов,
а так же подбор идеальных параметров конструкций и материалов.Это поможет значитель-
но сократить количество неудачных экспериментов, а так же выявить новые свойства на-
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Рис. 2: Некоторые виды вискеров.

ноструктур, которые не были выявлены в ходе эксперимента. Так же с помощью данных
моделирований становится более понятна природа и виды колебаний и деформаций, вызван-
ных ими.

Во всех последующих расчетах в качестве параметров материала вискеров взяты пара-
метры аморфного углерода: 𝐸 = 2 · 1010Па - модуль Юнга, 𝜌 = 2200 кг/м3 - плотность. При
этом известно, что аморфный углерод - изотропный материал, а это значит, что его физи-
ческие и механические свойства не зависят от направления. Структура аморфного углерода
очень сходна со структурой графита, но кристаллы в нем расположены беспорядочно. Все,
исследованные до этого углеродные наноструктуры, состояли преимущественно из графена
и его производных,что делает данное исследование еще более инновационным, а вискеры -
интересными, так как это первые полностью изотропные наноструктуры.

2 Моделирование вискеров как систем с двумя степенями

свободы

Для представления колебаний одиночного вискера, наращенного на игле, было использовано
моделирование механических систем с двумя степенями свободы. Это позволяет приближенно
оценить колебания данной наносистемы и найти ее первые две собственные частоты. Зада-
ча о представлении вискера, прикрепленного к игле, была разделена на две подзадачи: о
продольных колебаниях и поперечных колебаниях системы.

Поскольку исследуемый объект состоит из двух тел, то логично представить его в виде
системы с двумя степенями свободы. Очевидно, что в реальности степеней свободы будет
бесконечное множество, но для нахождения первых двух собственных частот, достаточно
рассмотреть упрощенную модель.
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2.1 Продольные колебания

Для рассмотрения продольных колебаний вискера на игле была взята модель, состоящая
из двух точечных масс, скрепленных пружинами, причем первая пружина прикреплена к
неподвижной стенке (Рис.3).Первая масса обозначает иглу, а вторая - вискер. Соответственно,
зная массы иглы и вискера можем смоделировать продольные колебания реальной системы
с помощью данной.

Рис. 3: Система для продольных колебаний двумя степенями свободы

Очевидно, что у этой системы две степени свободы. Поэтому для описания ее движения
используются две горизонтальные координаты 𝑥1 и 𝑥2.
Начальные условия:

𝑥1(0) = 𝛿, 𝑥2(0) = 0, �̇�1,2(0) = 0 (1)

Здесь 𝛿-начальное смещение первого шара. Второй шар неподвижен в момент времени
𝑡 = 0. Придание начального смещения первому стержню обусловлено тем, что для того,
чтобы посмотреть колебания вискера, возбуждение предается игле. Такое задание начальных
условий соответствует мгновенному смещению того конца иглы, к которому крепится вискер.

Скорости обоих шаров нулевые.
Чтобы получить уравнения движения этой системы, необходимо написать ее кинетическую(2)

и потенциальную энергии(3).

𝑇 =
(𝑚1�̇�

2
1 + 𝑚2�̇�

2
2)

2
(2)

Π =
𝑐2(𝑥2 − 𝑥1 − 𝑙20)

2

2
+

𝑐1(𝑥1 − 𝑙20)
2

2
(3)

И подставить эти выражения в уравнение Лагранжа второго рода (4)

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕�̇�𝑖

− 𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖

= −𝜕Π

𝜕𝑥𝑖

(4)

В результате преобразований получим уравнения движения данной системы.(5)

𝑚1�̈�1 = −𝑐2𝑥1 + 𝑐2𝑥2 − 𝑐2𝑙20 − 𝑐1𝑥1 + 𝑐1𝑙10
𝑚2�̈�2 = −𝑐2𝑥2 + 𝑐2𝑥1 + 𝑐2𝑙20

(5)
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Далее, для нахождения текущих координат каждого из шаров необходимо эти уравнения
проинтегрировать. Интегрирование производится по методу Эйлера(6),с помощью языка про-
граммирования JavaScript,что позволяет смоделировать данную систему в режиме реального
времени и сделать эту программу доступной на сайте кафедры "Теоретическая Механика".
Здесь, 𝑑𝑡−шаг по интегрирования по времени

�̇�1,2(𝑡𝑖+1) = �̈�1,2(𝑡𝑖)𝑑𝑡 + �̇�1,2(𝑡𝑖)
𝑥1,2(𝑡𝑖+1) = �̇�1,2(𝑡𝑖)𝑑𝑡 + 𝑥1,2(𝑡𝑖)

(6)

Зная параметры этой системы, можем найти параметры реальной системы с тем же
свойством(7). Здесь𝑚−масса стержня, 𝑆−площадь сечения стержня, 𝑙− длина стержня(пружины),
𝜌−плотность материала, 𝐸−модуль Юнга материала, 𝐽−момент инерции сечения.

𝑐 =
𝐸𝐽

𝑙
,𝑚 = 𝑙𝑆𝜌 (7)

Ниже приведены некоторые результаты работы этой программы
Приведенные результаты верны для одинаковых масс обоих шаров и одинаковых жестко-

стей пружин. Был рассмотрен только этот простой случай, хотя программа позволяет осу-
ществлять более широкий спектр исследований. На графиках синяя кривая соответствует
синему шару, а красная - красному.

Эта задача известна так же, как задача о динамическом гасителе колебаний,подробное
ее решение описано в работе [3]. Если приложить концу иглы(первому шару) не мгновенное
смещение в начальный момент времени, а постоянное гармоническое воздействие, то, зная
частоту этого воздействия, можно подобрать параметры системы такие, что колебания иг-
лы будут полностью гаситься за счет колебаний вискера.Такое свойство позволяет точнее
измерять частоту и амплитуду колебаний только вискера, без учета колебаний иглы, что со-
ответствует креплению вискера на жесткое основание. Соотношения параметров для гашения
колебаний иглы,𝜔-частота вынужденных колебаний первого шара:

𝑐2 −𝑚2𝜔
2 = 0 (8)
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Рис. 4: Визуализация исследуемой модели

Рис. 5: Зависимость координат от времени.

Рис. 6: Фазовая плоскость.
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2.2 Поперечные колебания

Для рассмотрения поперечных колебаний, была взята модель, состоящая из двух жестких
стержней и двух угловых пружин. Считаем, что вискер и игла - жесткие стержни, а их
соединения - пружины.(Рис.7).Масса первого стержня(иглы)−𝑚1, а второго(вискера)−𝑚2.

Рис. 7: Модель для поперечных колебаний

Начальные условия:
𝜑1(0) = 𝛿, 𝜑2(0) = 0, �̇�1,2(0) = 0 (9)

Здесь, 𝛿-начальное угловое смещение первого стержня. Второй стержень горизонтален в
начальный момент времени, а угловые скорости обоих стержней нулевые.
Для получения уравнений движения было сделано то же, что и в предыдущем пункте. Полу-
чены кинетическая и потенциальная энергии и подставлены в уравнение Лагранжа второго
рода (4). Полученные уравнения движения очень громоздкие, поэтому здесь они не приведе-
ны. Но представление второй производной координаты по времени будет иметь вид (10)

𝜑1,2 = 𝑓(�̇�1,2, 𝜑1,2,𝑚1,𝑚2, 𝑙1, 𝑙2, 𝑐1, 𝑐2) (10)

Интегрирование происходит аналогично предыдущей задачи, с помощью метода Эйлера
(6).

Ниже представлены некоторые результаты работы программы
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Рис. 8: Визуализация модели

Рис. 9: Зависимость координат от времени.

Рис. 10: Фазовая плоскость.
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3 Нановесы

Исследуемые весы сделаны из углеродных наноструктур, называемых одиночными вискера-
ми. Это углеродная балка очень маленьких размеров. На нее падает частица с некоторой
скоростью, в результате чего вискер начинает колебаться (Рис.11). Исследовав колебания
вискера, можно будет определить массу объекта, упавшего на вискер.

Рис. 11: Изображение из статьи:[1]

Задача о нановесах подразделяется на две подзадачи: задачу о падении массы точно на
конец вискера и задачу о падении массы на произвольную точку вискера. Исследуются пер-
вые две собственные частоты, так как в реальности, при проведении данного эксперимента,
неизвестна не только масса, но и ее местоположение на вискере, поэтому необходима система
уравнений, для определения обеих неизвестных.

3.1 Задача о колебании вискера с массой на конце

Для упрощения задачи, сначала рассмотрим такую постановку: вискер закреплен с одного
края, а на его конец прилеплена точечная масса.(Рис.12). Необходимо найти зависимость
собственной частоты вискера от величины этой массы.

Рис. 12: Модель вискера с массой на конце.

Для этого была построена конечноэлементная модель вискера с точечной массой на пра-
вом конце и заделкой на левом.(Рис.13) Проведен расчет собственных частот и форм коле-
баний.
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Рис. 13: Модель вискера с точечной массой на конце

Ниже приведен график зависимости собственных частот от величины массы,полученный
с помощью моделирования (Рис.14) .

Рис. 14: Зависимость первых собственных частот системы от величины массы.

Найдем теоретическое решение этой проблемы. Известно, что первая собственная часто-
та такой системы будет вычисляться аналогично собственной частоте простой системы на
(Рис.15).В этой системе 𝑐−жесткость пружины, 𝑚−масса шара.

Рис. 15: Вспомогательная модель, для вычисления собственных частот.

Тогда собственная частота простой системы будет:

𝜔0 =

√︂
𝑐

𝑚
(11)

Жесткость пружины можем найти из соотношения(7). Но в задаче с прикреплением мас-
сы на вискер, должна учитываться не только масса частицы, но и масса самого вискера.
Тогда эффективная масса системы будет равна 𝑚 = 0.227𝑚1 + 𝑀 , здесь 𝑚1−масса вискера,
а 𝑀−точечная масса, прикрепленная на конец вискера. Вывод этого соотношения подроб-
но описан в [2]. Для нахождения параметров балки воспользуемся формулами (12). Здесь
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𝐽−момент инерции круглого сечения, 𝑐−жесткость балки на изгиб,𝑑−-диаметр сечения.

𝐽 =
𝜋𝑑4

4
, 𝑐 =

3𝐸𝐽

𝑙3
(12)

Знаем, что линейная частота колебаний 𝑓 связана с циклической частотой 𝜔 соотношением
(13).

𝑓 =
𝜔

2𝜋
(13)

Тогда объединив все полученные выше соотношения получим конечное выражение для
связи частоты с массой, прикрепленной к концу вискера(14).

𝑓 =

⎯⎸⎸⎷ 3𝐸(𝑑
2
)4

16𝜋(0.227 *𝑚1 + 𝑀)𝑙3
(14)

И обратное соотношение, для нахождения массы, через частоту.(15)

𝑀 =
3𝐸(𝑑

2
)4

16𝜋𝑓 2𝑙3
− 0.227𝑚1 (15)

Полученные аналитически и с помощью моделирования решения были сопоставлены(Рис.16)

Рис. 16: Сравнение аналитического решения с решением, полученным с помощью моделиро-
вания.

Видим, что погрешность моделирования относительно аналитического решения не превы-
шает 3%, это позволяет воспринимать результаты моделирования, как точные. Расхождение
результатов при маленьких массах может быть обусловлено машинной ошибкой, так как та-
кая масса будет мала по сравнению с массой всей модели и ее учет при конечноэлементном
расчете не может быть абсолютно точным.
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3.2 Задача о колебании вискера с массой, прикрепленной на разном

расстоянии

Теперь рассмотрим задачу о нахождении собственных частот колебаний вискера при различ-
ном расположении массы на нем. При проведение эксперемента не всегда возможно указать
точное место падения массы на вискер.
Для этого возьмем в качестве модели вискера балку и будем прикладывать точечную массу
на разные точки вискера(17),(18).

Рис. 17: Модель вискера с массой в произвольной точке.

Рис. 18: Случай расположения точечной массы на середине вискера.

В результате получим зависимости первой и второй собственных частот от расстояния до
точечной массы.

В данном эксперименте не так просто найти аналитическое решение,особенно для второй
собственной частоты,однако это возможно и будет сделано в последующем развитии работы.
Но по графику видно, что влияние массы на частоту колебаний зависит от того, попадает ли
масса в узел. Чем ближе взвешиваемый объект к узлу, тем меньше его влияние на вторую
собственную частоту. Более того, характер графика зависимости второй собственной частоты
от расстояния до заделки повторяет вид второй соственной формы колебаний балки, без
приложения массы.

Хотя современные технологии позволяют ронять массу на конкретную точку вискера(конец),
необходимо исследовать задачу о падении массы на разные точки весов, так как при реальном
взвешивании,(например клеток крови, с целью отделения здоровых от больных) нет полной
гарантии, что объект упадет именно на конец викера. А как видно из графика зависимо-
сти первой собственной частоты от расстояния до массы (Рис.19), чем ближе масса к концу
вискера, тем сильнее отклонение собственной частоты, от частоты свободной балки, а это зна-
чит, что даже малейший промах мимо конца вискера может привести к достаточно большим
погрешностям в определении массы.

В реальности взвешивание происходит следующим способом: частица падает на вискер
и закрепляется там, так как это реальная система, то колебания затухают через некоторое
время и система устанавливается. После этого, вискеру придаются колебания с постепенным
изменением частоты, пока не произойдет попадания в резонанс. Зная частоту колебаний, при
которой произошел резонанс, можем определить по ней массу.
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Рис. 19: Зависимость первой собственной частоты от расположения массы.

Рис. 20: Зависимость второй собственной частоты от расположения массы.
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4 Конечноэлементное моделирование сложных структур.

Для рассмотрения колебаний сложных структур, были созданы их конечноэлементные мо-
дели и проведен расчет собственных и вынужденных колебаний.При создании моделей, бы-
ли использованы размеры реальных наноконструкций, но увеличенные в 106 раз, так как в
программном пакете ANSYS Workbench не предусмотрена работа с наноразмерами, однако
понятно, что собственные формы не изменятся, а значения частот уменьшатся в 106 раз, не
меняя при этом свое мантиссы.
Представленные ниже, результаты моделирования являются необходимыми, для понимания
и представления колебаний сложных наноструктур, ибо аналитический расчет этих кон-
струкций достаточно сложен и трудоемок, а конечноэлементное моделирование позволяет
качественно и количественно показать собственные и вынужденные колебания даже самых
сложных структур, созданных из нановискеров.Более того, данный метод позволяет смоде-
лировать и исследовать абсолютно любые воздействия на модель, без применения сложных
аналитических исследований.
Для расчета собственных колебаний все рассматриваемые углеродные конструкции были
жестко закреплены на месте прикрепления к игле, на которой они нарощены. А для рас-
смотрения вынужденных колебаний, месту крепления вискеров к игле было предано гармо-
ническое воздействие по одной из осей.

Нахождение первых собственных частот и форм колебаний конструкций необходимо для
избежания попадания в резонанс и последующей раскачки и разрушения структуры. При-
меры таких случаев широко известны. Например при неучете собственных частот авто- и
железнодорожных мостов возможно попадание в резонанс и разрушение строения. Точно
так же при попадании в собственную частоту, например скальпеля, будет его раскачка, а
при проведение точных операций клеточной хирургии это будет нежелательным и опасным
эффектом.

Для камертона ситуация обратная, ибо функция камертона и заключается в сохранение
колебаний, соответственно при попадании в нужную собственную частоту, колебания будут
сохраняться максимально продолжительное время.
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4.1 Вискер, нарощеный на тонкой игле

Рассмотрим такую конструкцию, как одиночный вискер, нарощенный на тонкой вольфрамо-
вой игле. Это самое просто рассматриваемое тело, оно состоит из тонкой вольфрамовой иглы,
которую мы представляем в виде балки, круглого сечения, и углеродного вискера, который
так же представляется в виде балки с круглым сечением, однако меньшего диаметра.

Рис. 21: Фотография вискера на игле.

По размерам, взятым из эксперимента была создана конечноэлементная модель вискера
на игле (Рис.22).Для нахождения собственных форм колебаний одиночного вискера с иглой,
правому краю иглы была задана заделка, что означает нулевые смещения и повороты по всем
направлениям. А для моделирования вынужденных колебаний, правому краю иглы было
предано гармоническое смещение по оси, перпендикулярной главной оси вискера и иглы.

Рис. 22: Конечноэлементная модель вискера на игле.

В результате получаем значения первых собственных форм и частот, а так же напряжения
при вынужденных колебаниях системы, что позволяет определить наиболее слабые места
конструкции: место крепления вискера к игле.
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Рис. 23: Первая собственная форма

Рис. 24: Вторая собственная форма

Рис. 25: Напряжения в вискере и игле при гармоническом воздействии.

17



4.2 Камертон

Камертон-инструмент, используемый для фиксации эталонных колебаний. Нанокамертон по-
лучил свое название из-за похожей с музыкальным камертоном формы. Он может быть ис-
пользован для продолжительного сохранения колебаний на наноуровне, так как такая форма
обладает свойством именно продолжительного сохранения вибраций.

Рис. 26: Фотография нанокамертона.

Была создана конечноэлементная модель камертона.(Рис.27).

Рис. 27: Конечноэлементная модель камертона.

Получены собственные формы камертона, при условии жесткого закрепления его нижнего
края.

А так же напряжения, при гармоническом воздействии на нижний торец камертона.
Видим, что получили противофазные колебания ножек камертона в плоскости фигуры,

как одну из собственных частот. Именно это свойство камертона и позволяет ему стабиль-
но сохранять частоту колебаний. При такой форме колебаний общее количество движения
камертона равно нулю.

Ниже представлены результаты реального эксперимента с нанокамертоном, видим, что
действительно получаются устойчивые противофазные колебания ножек камертона(Рис.33)
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Рис. 28: Первая собственная форма. Рис. 29: Вторая собственная форма.

Рис. 30: Третья собственная форма. Рис. 31: Четвертая собственная форма.

Рис. 32: Напряжения в камертоне.
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Рис. 33: Фотография колеблющегося нанокамертона.

4.3 Вилка

Нановилка представляет из себя конструкцию, представленную на (Рис.34).Это четыре оди-
ночных вискера, нарощенных параллельно на некотором основании. Планируется использо-
вание такой системы для транспортировки клеток, а так же как усовершенствованная модель
весов.

Рис. 34: Фотография нановилки.

Конечноэлементная модель вилки представлена на (Рис.35). В результате получили первые
собственные формы:

И напряжения, при гармоническом воздействии на торец.
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Рис. 35: Конечноэлементная модель нановилки.

Рис. 36: Первая собственная форма. Рис. 37: Вторая собственная форма.
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Рис. 38: Третья собственная форма. Рис. 39: Четвертая собственная форма.

Рис. 40: Напряжения при гармоническом воздействии
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4.4 Скальпель

Скальпель состоит из нескольких срощенных вместе вискеров(Рис.41). Такая конструкция
будет наиболее устойчива к колебаниям, так как при разрезании клетки нужна точность,и
возникновение колебаний нежелательно. Скальпель можно считать плоским объектом, его
толщина намного меньше его линейных размеров.

Рис. 41: Фотография наноскальпеля.

При создании конечноэлементной модели скальпеля было учтено, что неровности на его
вернем крае имеют достаточно небольшой радиус кривизны, поэтому сетка там должна иметь
очень маленький шаг, в целях уменьшения погрешности вычислений. Но, как видно из резуль-
татов, неровности такого размера не имеют существенного влияния на колебания скальпеля,
а значит, не имеет значения, будут ли составляющие скальпель вискеры срощены до конца
или нет.

Рис. 42: Конечноэлементная модель скальпеля.

Получены собственные формы колебаний наноскальпеля.Видим, что интересующая нас
форма колебаний (Рис.45), только одна. Это колебания скальпеля, не выходящие из плоско-
сти. Так как для разрезания объекта, при реальном исследовании будут предаваться смеще-
ния именно в плоскости скальпеля, то данная форма интересует нас больше остальных.

Можно заметить, что колебания скальпеля в плоскости, перпендикулярной плоскости фи-
гуры совпадают с собственными колебаниями балки, заделанной с одного конца.
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Рис. 43: Первая собственная форма. Рис. 44: Вторая собственная форма.

Рис. 45: Третья собственная форма. Рис. 46: Четвертая собственная форма.

Рис. 47: Напряжения в скальпеле.
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5 Выводы

В данной работе проведено исследование продольных и поперечных колебаний вискера на
игле с помощью представления этой системы в виде механической системы с двумя степенями
свободы. Для продольных и поперечных колебаний были найдены аналитически уравнения
движения и созданы интерактивные модели.Эти модели позволяют анализировать текущее
движение системы в зависимости от параметров вискера и иглы.

В дальнейшем к данной части работы будет добавлена модель с постоянным гармони-
ческим воздействием на иглу, что позволит исследовать колебания, более приближенные к
реальным и рассмотреть случай динамического гашения колебаний вискера.

Так же была рассмотрена модель нановесов с учетом двух случаев: падения массы точно
на конец вискера и падение массы на произвольную точку. Аналитическое обоснование вто-
рого случая в работе не приведено, однако эта задача находится в процессе решения и входит
в план продолжения исследования.

Были смоделированы сложные конструкции из вискеров, такие как вилка, скальпель и
камертон. При моделировании этих конструкции мы получили два набора собственных частот
(два спектра), так как модели трехмерные. Полезны собственные частоты и формы только
в плоскости самой конструкции, так как при реальных экспериментах колебания происходят
именно в этих плоскостях. Найдены только первые две собственные частоты каждого спектра,
это объясняется тем, что чем ниже порядок частоты, тем проще попасть в нее при реальных
экспериментах. Практически невозможно попасть в резонанс с третей и выше собственными
частотами.

Для модели вискера на игле представлены только две собственные формы, так как эта
модель осесимметричен и ее спектры и собственные формы, соответствующие частотам этих
двух спектров совпадают,но располагаются в разных плоскостях. В дальнейшем, планирует-
ся решить полностью задачу нановесов, составив систему уравнений, для нахождения соб-
ственных частот; исследовать более сложные конструкции, например трехмерные; создать
интерактивную модель динамического гасителя колебаний.

Продолжение данного исследования необходимо, так как направление экспериментального
создания вискеров развивается очень быстро. За последний год были построены и исследова-
ны гораздо более сложные конструкции и найдены новые пути их применения. Но каждый
эксперимент трудоемок, сложен и требует как финансовых, так и ресурсных затрат. В буду-
щем планируется предсказывать результаты эксперементов с целью сокращения их числа и
достижения максимальной эффективности работы специалистов-экспериментаторов.
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