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В последние десятилетия методы механики
дискретных сред интенсивно применяются для
описания неравновесных процессов в веществе
[1–3]. Особенно возрос интерес к дискретным под�
ходам в связи с развитием нанотехнологий [4, 5].
Однако анализ неравновесных тепловых процес�
сов в дискретных средах даже на такой простей�
шей модели, как идеальные кристаллы при их
классическом (не квантовом) описании, остается
серьезной проблемой. Так, если для одномерного
кристалла уравнения термоупругости могут быть
выведены в адиабатическом приближении [3, 6],
то описание процесса теплопереноса может рас�
ходиться с выводами классической теории тепло�
проводности [7, 8]. 

Один из теоретических вопросов механики
дискретных сред связан с высокочастотными ко�
лебаниями кинетической и потенциальной энер�
гий, хорошо известными по результатам числен�
ного моделирования [9]. В частности, если в на�
чальный момент времени частицы упорядочены в
идеальную кристаллическую решетку, а их скоро�
сти заданы случайно, то в кристалле инициирует�
ся динамический процесс перехода кинетической
энергии в потенциальную энергию деформирова�
ния связей. Этот переход заканчивается распре�
делением внутренней энергии между кинетиче�
скими и деформационными степенями свободы,
определяемым теоремой о вириале [10]. Однако
переход сопровождается высокочастотным коле�
бательным процессом с затухающей амплитудой,
не имеющим на настоящее время теоретического
объяснения. 

В данной работе для исследования указанных
процессов выбрана модель одномерного кристалла.
Это простейшая модель, позволяющая, с одной сто�
роны, получить переход от дискретной системы к

континуальной, а с другой, продемонстрировать
принципиальные различия, реализующиеся для та�
ких систем [11–13]. Ниже предложен метод анали�
тического описания колебаний энергий и дано точ�
ное решение соответствующей математической за�
дачи, а также проведено сравнение с результатами
численного моделирования. 

Рассмотрим одномерный кристалл: цепочку
одинаковых частиц массы m, соединенных оди�
наковыми линейными пружинами жесткости C.
Уравнения динамики цепочки имеют вид

(1)

где uk – перемещение k�й частицы; k – индекс,
принимающий произвольные целые значения. Бу�
дем считать, что выполнены условия периодично�
сти: uk + N = uk, где N � 1 – число независимых ча�
стиц. 

Введем оператор осреднения по индексу для
произвольной величины fk, характеризующей
движение k�й частицы,

(2)

Тогда удельные (приходящиеся на частицу) кине�
тическая, потенциальная и полная энергии могут
быть определены формулами

(3)

где введены скорости частиц vk =  и деформа�
ции связей εk = uk – uk – 1. Очевидно, полная энер�
гия является константой, в то время как кинети�
ческая и потенциальная энергии зависят от вре�
мени t. 

Допустим, что при t = 0 перемещения частиц
равны нулю, а скорости распределены случайно,
чему соответствует Π = 0, K = E. Динамика измене�
ния энергий, полученная в результате численного
интегрирования уравнений (1) при указанных на�
чальных условиях, показана на рис. 1. Изменение
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энергий рассчитано для N = 106 и 0 ≤ t ≤ 5T0, где

T0  . Даже на таком коротком интервале вре�

мени хорошо заметно стремление энергий к пре�

дельному значению , что согласуется с теоремой о

вириале [10]. При этом изменение энергий носит

колебательный характер с периодом, близким к . 

Получим аналитические уравнения, позволя�
ющие описать колебания энергий. Для этого, сле�
дуя [14], введем обобщенные энергии

(4)

где осреднение ведется по повторяющемуся ин�
дексу k. При n = 0 формулы (4) дают обычные
энергии (3). Если последние определяются дис�
персиями скоростей и деформаций, то обобщен�
ные – корреляциями этих же величин для частиц,
значение индекса которых отличается на n. 

Дифференцирование обобщенных энергий с
использованием уравнения динамики (1) позво�
ляет получить следующие тождества:

(5)

(6)

Тождество (5) означает, что для обобщенных
энергий выполняется закон сохранения, анало�
гичный закону сохранения полной механической
энергии; в качестве обобщенной полной энергии
выступает величина En. При выводе тождеств (5),
(6) использован постулат, что значения средних
величин, вычисленных для цепочки, не меняются
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при ее отражении. Данный постулат справедлив
при N → ∞ и позволяет использовать тождество
〈 fk gk + n〉 = 〈fk gk – n〉 для любых величин fk, gk и лю�
бого целого n. 

Исключая из тождеств (5), (6) величины Kn и
Πn, получим дифференциально�разностное урав�
нение для обобщенной функции Лагранжа

(7)

по форме совпадающее с уравнением динамики
цепочки (1) и отличающееся только значением
коэффициента при правой части. В силу перио�
дичности цепочки и свойств оператора осредне�
ния, величины Ln периодичны и четны по индек�
су n: Ln + N = Ln, L–n = Ln.

В качестве начальных условий для уравнения (7)

выступают начальные значения величин Ln и ,
определяемые дисперсиями и корреляциями ско�
ростей и перемещений частиц при t = 0. 

Положим, что начальные скорости различных
частиц независимы, а начальные перемещения
отсутствуют. Тогда, используя определения (4),
получим при t = 0

(8)

где δn – символ Кронекера, равный 1 при n = 0 и
равный 0 во всех остальных случаях. 

Рассматривая (7) как систему линейных диф�
ференциальных уравнений с начальными услови�
ями (8), можно получить аналитическое решение,
которое в пределе N → ∞ принимает вид

(9)

где Jk(τ) – функции Бесселя первого рода [15]. Со�
гласно полученному решению, функция Лагранжа
L = L0(t) удовлетворяет дифференциальному
уравнению Бесселя

(10)

которое можно трактовать как уравнение колеба�
ний материальной точки под действием линейной
пружины и силы вязкого трения с коэффициентом,
обратно пропорциональным времени. При боль�
ших t формула (9) может быть представлена [15] в
виде

(11)

Таким образом, колебания происходят с частотой
4ω0, а амплитуда колебаний обратно пропорцио�
нальна корню из времени. С использованием ре�

L··n 4ω0
2 Ln 1– 2Ln– Ln 1++( ),=

L· n

Ln Eδn, L· n 0, 0 n N,<≤= =

Ln t( ) EJ2n 4ω0t( ),=

 0,

Ln t( ) 1–( )n E

2πω0t
��������������� 4ω0t π

4
��–⎝ ⎠

⎛ ⎞cos O t 3/2–( ).+=

1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0 1 2 3 4 5

1
2

Рис. 1. Колебания кинетической (1) и потенциаль�
ной (2) энергий в одномерном кристалле. 
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шения (9) удельные кинетическая и потенциаль�
ная энергии могут быть представлены в виде

(12)

На рис. 2 приведены результаты вычисления
функции Лагранжа L(t): для численного решения
начальной задачи для цепочки (1); численного
решения начальной задачи (7), (8) для обобщен�
ных функций Лагранжа; аналитического реше�
ния (9). Численное решение уравнений (1) и (7)
проводилось методом центральных разностей с
шагом интегрирования 0.01T0. Для исходной це�
почки начальные скорости задавались с помо�
щью генератора случайных чисел с равномерным
распределением. Как видно из рисунка, в приня�
том масштабе все три графика практически не�
различимы. Отметим, что если для получения
требуемой точности в ходе численного решения
уравнений динамики цепочки (1) потребовалось
N = 106, то для уравнений (7) оказалось достаточ�
ным взять N = 102. 

Таким образом, в работе получено точное ана�
литическое решение, согласно которому функ�
ция Лагранжа для цепочки со стохастическими
начальными условиями изменяется по тому же
закону, по которому происходит движение цен�
тральной частицы цепочки при детерминирован�
ных начальных условиях. Изменение кинетиче�
ской и потенциальной энергий рассмотренной
системы описывается функцией Бесселя, период

колебаний равен , а амплитуда колебаний обрат�

но пропорциональна корню из времени. Из полу�
ченного решения следует, что затухание колебаний
энергий определяется возбуждением корреляций,
связывающих движение частиц, удаленных друг от
друга. Период колебаний энергий чрезвычайно
мал, поэтому в ходе этих колебаний температуру
правильнее связывать с полной энергией, а не с ки�
нетической, которая постоянно переходит в потен�
циальную и обратно. Только после затухания пере�
ходного процесса, для которого требуются времена
порядка десятков периодов T0, температура может
быть связана с кинетической энергией, как это при�
нято в равновесной статистической механике. 

Полученное решение, с одной стороны, позво�
ляет описать колебания энергий, возникающие при
решении задач методом молекулярной динамики, с
другой стороны, подобные колебания могут возни�
кать в реальных твердых телах при быстрых пере�
ходных процессах, например, при воздействии
фемптосекундных лазерных импульсов. Колебания
сходной природы, согласно [13], могут вызывать
разрушение в дискретных системах. Кроме того,
рассмотренные в статье процессы могут послужить
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для описания теплопроводности и внутреннего тре�
ния в кристаллических твердых телах. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Андреев А.Н. и др. Механика – от дискретного к
сплошному / Под ред. В.М. Фомина. Новоси�
бирск: Изд�во СО РАН, 2008. 343 с.

2. Hoover W.G. Smooth Particles Applied Mechanics.
The State of the Art. World Scientific // Adv. Ser. Non�
lin. Dyn. 2006. V. 25.

3. Кривцов А.М. Деформирование и разрушение твердых
тел с микроструктурой. М.: Физматлит, 2007. 304 с. 

4. Гольдштейн Р.В., Морозов Н.Ф. // Физ. мезомеха�
ника. 2007. Т. 10. № 5. С. 17–30.

5. Кривцов А.М., Морозов Н.Ф. // ФТТ. 2002. Т. 44.
№ 12. С. 2158–2163.

6. Krivtsov A.M. // Chaos, Solitons & Fractals. 2003.
V. 17. № 1. P. 79–87.

7. Nakazawa H. // Prog. Theor. Phys. Suppl. 1970. V. 45.
P. 231–262.

8. Кривцов А.М., Ле�Захаров А.А. // ДАН. 2008. Т. 420.
№ 1. С. 45–49.

9. Allen M.P., Tildesley A.K. Computer Simulation of Liq�
uids. Oxford: Clarendon Press, 1987. 385 p.

10. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Механика. Т. 1. Теорети�
ческая физика. М.: Физматлит, 2004. 224 с.

11. Слепян Л.И. Нестационарные упругие волны. Л.:
Судостроение, 1972. 376 с.

12. Морозов Н.Ф., Паукшто М.В. Дискретные и ги�
бридные модели механики разрушения. СПб: Изд�
во СПбГУ, 1995. 160 с.

13. Петров Ю.В., Груздков А.А., Казаринов Н.А. //
ДАН. 2008. Т. 423. № 1. С. 51–55.

14. Krivtsov A.M. Proc. XXXIV Summer School “Advanced
Problems in Mechanics”. St.�Petersburg, 2007. P. 261–
273.

15. Справочник по специальным функциям / Под ред.
М. Абрамовица, И. Стигана. М.: Наука, 1979. 830 c.

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0

1 2 3 4 5

−0.1
−0.2
−0.3
−0.4

0

Рис. 2. Колебания функции Лагранжа.

t
T0

�����

L t( )
E

���������

3



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 149
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 149
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 599
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /DEU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




