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Рассматриваются нестационарные тепловые процессы в низкоразмерных структурах. Понимание теплопередачи на микроуровне 

необходимо для получения связи между микро- и макроскопическим описанием твердых тел. На макроскопическом уровне 
распространение тепла описывается законом Фурье. Однако на микроскопическом уровне аналитические, численные 
и  экспериментальные исследования показывают существенные отклонения от этого закона. В работе используется созданная ранее 
модель теплопереноса на микроуровне, имеющая баллистический характер. Изучается влияние не ближайших соседей на тепловые 
процессы в дискретных средах, а также рассматривается распространение тепла в многоатомных решетках. Для описания эволюции 
начального теплового возмущения проведен анализ дисперсионных характеристик и групповых скоростей в одномерном кристалле 
для двухатомной цепочки с чередующимися массами или жесткостями и одноатомной цепочки с учетом взаимодействия со вторыми 
соседями. Получено и исследовано фундаментальное решение задачи распространения тепла для соответствующих моделей 
кристаллов. Фундаментальное решение позволяет получить описание волн, бегущих от точечного источника, и служит основой 
для построения всех остальных решений. Для обеих цепочек решение состоит из двух фронтов, двигающихся друг за другом 
с  различными скоростями и характеристиками интенсивности. Приведены количественные оценки коэффициентов интенсивности 
фронта тепловой волны, проанализирована динамика изменения скоростей и интенсивностей волн в зависимости от параметров 
задачи. Выявлено два механизма эволюции фронта тепловых волн в одномерных дискретных системах. Представленные результаты 
могут быть использованы для корректной интерпретации экспериментов по нестационарному баллистическому теплопереносу 
в кристаллах. 

Ключевые слова: тепловые процессы, кинетическая температура, одномерный кристалл, фундаментальное решение, 
баллистическое распространение тепла, групповая скорость 
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Unsteady thermal processes in low-dimensional structures are considered. Understanding the heat transfer at the micro-level is necessary 

to obtain a link between micro- and macroscopic descriptions of solids. At the macroscopic level, heat propagation is described by the Fourier 
law. However, at the microscopic level, analytical, numerical and experimental studies show significant deviations from this law. 
The previously created model of heat transfer at the microlevel, which has a ballistic character, is used in the work. The influence of non-nearest 
neighbors on the thermal processes in discrete media is studied, as well as the heat distribution in polyatomic lattices is considered. To describe 
the evolution of the initial thermal perturbation, the analysis of dispersion characteristics and group velocities in a one-dimensional crystal 
for a diatomic chain with alternating masses or stiffnesses and a monoatomic chain with regard for interaction with second neighbors is carried 
out. The fundamental solution of the heat propagation problem for the corresponding crystal models is obtained and studied. The fundamental 
solution allows us to obtain a description of the waves running from a point source and to use it as a basis for the construction of all other 
solutions. For both chains, the solution consists of two fronts moving one after another with different velocities and intensity characteristics. 
Quantitative estimations of the thermal wavefront intensity coefficients are given, and the dynamics of changes in speeds and intensities 
of the waves depending on the parameters of the problem is analyzed. Two mechanisms of evolution of the heat wavefront in one-dimensional 
discrete systems are revealed. The presented results can be used for correct interpretation of experiments on unsteady ballistic heat transfer 
in crystals. 
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1. Введение 
 

На макроскопическом уровне распространение тепла в большинстве материалов описывается законом 
Фурье, который предполагает линейную зависимость между тепловым потоком и градиентом температуры 
с коэффициентом пропорциональности, определяемым как коэффициент теплопроводности. 
Однако  на небольших временных и пространственных масштабах наблюдаются заметные отклонения 
от закона Фурье [1, 2]. Для понимания теплообмена на микроуровне важно получить связь между 
микро- и макроскопическим описанием процессов в твердых телах. Одним из мощных 
инструментов для изучения механических процессов на микро- и макроуровне является подход, в основе 
которого  лежит динамика кристаллической решетки [3–14]. Известно [15–17], что в простейших 
дискретных  системах,  таких  как  одномерный   гармонический  кристалл  (цепочка  материальных  точек,  
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с линеаризованными по деформациям силами) распространение тепла не подчиняется закону Фурье. 
Основная причина состоит в том, что, в отличие от макроуровня, где преобладает диффузионная (Фурье) 
теплопроводность, на микроуровне доминирует баллистический перенос тепла. Аномалии, связанные 
с баллистической теплопередачей, наиболее заметны для модели гармонического кристалла. 

В настоящее время проблема описания нестационарных тепловых процессов на молекулярном уровне 
имеет точное аналитическое решение только для ограниченного класса систем. Значительный прогресс 
достигнут для гармонических кристаллов [17–24]. Аналитический подход к описанию баллистического 
теплообмена в гармонических решетках представлен в работах [25–29], где используется понятие 
кинетической температуры как величины, пропорциональной сумме кинетических энергий частиц 
в элементарной ячейке. В одномерном неквантовом случае получено макроскопическое уравнение 
теплопроводности и соответствующий закон аномальной теплопроводности (альтернатива закону Фурье). 
Этот закон предсказывает конечную скорость тепловых фронтов и независимость теплового 
потока от длины кристалла. С применением корреляционного анализа начальная стохастическая 
задача для отдельных частиц сводится к детерминированной задаче для статистических характеристик 
кристалла. Расширение этого подхода на распространение тепла в многомерных системах 
представлено  в  работах [18, 23, 24, 29]. Отметим, что используемое в данной группе работ определение 
температуры не связано с конкретными длинами волн: в кинетическую температуру дает вклад весь 
спектр  частот. 

Важным вопросом представляется изучение влияния не ближайших соседей на процессы в дискретных 
средах, а также на процессы в многоатомных решетках. Динамические особенности дискретных систем 
с дополнительными соседними взаимодействиями исследовались в [30–32]. В работах [33, 34] проведен 
анализ дисперсионных характеристик и групповых скоростей, для систем: двухатомной цепочки 
с  чередующимися массами или жесткостями и одноатомной цепочки с учетом взаимодействия со вторыми 
соседями. Показано, что в таких системах образуются две тепловые волны, которые распространяются 
с различными скоростями и интенсивностями. Рассмотрены начальные тепловые возмущения в виде 
функции Хевисайда и прямоугольного импульса, получены численные решения, отвечающие эволюции 
начального теплового возмущения. Определены скорости распространения тепловых волн. 

Данная работа посвящена исследованию интенсивности фронта тепловых волн. В рамках ранее 
разработанного подхода к описанию баллистической теплопроводности построено и проанализировано 
фундаментальное решение задачи распространения тепла в динамических системах с различными 
свойствами: в одномерном кристалле для двухатомной цепочки с чередующимися массами или 
жесткостями и одноатомной цепочки с учетом взаимодействия со вторыми соседями. Фундаментальное 
решение позволяет описывать волны, распространяющиеся от точечного источника, и может служить 
основой для построения всех остальных решений. Приведены количественные оценки интенсивности 
фронта тепловой волны, выявлена динамика изменения скоростей и коэффициентов интенсивностей волн 
в зависимости от параметров задачи. 
 
2. Постановка задачи 
 

В работе [18] показано, что эволюция начального температурного поля ( )0T x  в одноатомной цепочке 
представляется формулой: 

 
 ( ), ,  F ST x t T T= +   
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T t Ka

π

−π

= Ω
π ∫ , (1) 
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−π

= + + −
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где ( ),T x t  — кинетическая температура, K  — волновое число, a   — расстояние между соседними 
частицами, Ω  — частота,  gc  — групповая скорость волн в цепочке атомов. То есть на больших 
временах  t , когда быстрые процессы, характеризуемые температурой FT , затухают, температурное поле 

ST  представляет собой суперпозицию волн, движущихся с групповыми скоростями gc , и имеет форму 
начального распределения тепла 0T . Уравнение (1) получается в результате применения корреляционного 
анализа с целью сведения исходной стохастической задачи к детерминированной для статистических 
характеристик кристалла и отражает баллистический характер теплообмена. 

Далее ограничимся рассмотрением только задачи теплопереноса, то есть ( ), ST x t T≈ . Для цепочки, 
состоящей из атомов нескольких типов, формулу (1) перепишем в виде [31, 33]: 
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где N  — количество типов атомов, a  — расстояние между элементарными ячейками, 

jgc  — 

соответствующие групповые скорости ( 1, ...,  ).j N=  Вычисление температуры с использованием 
уравнения (2) требует знания групповой скорости, которая определяется конкретной задачей. 
 
3. Алгоритм построения приближенного фундаментального решения 
 

Построим приближенное фундаментальное решение задачи теплопереноса. Пусть в начальный момент 
времени задано тепловое возмущение в виде дельта-функции: 
 
 ( ) ( )0 0 ,T x T x= δ  (3) 
 
где 0T  — амплитуда начального теплового возмущения. Тогда после выравнивания кинетической 
и потенциальных энергий формула (2) примет вид: 
 

 ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )0

1

, d .
8 j j

N

g g
j

T
T x t x c Ka t x c Ka t Ka

N

π

−π =

= δ + + δ −
π

∑∫  (4) 

 
Учитывая свойство дельта-функции ( ) ( )x xδ λ = δ λ , будем иметь: 
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Кроме того, интеграл от дельта-функции можно представить как (см. [36]) 
 

 ( )( ) ( )
( )

( )d , 0,i
i

i i

z z
f z z f z

f z
δ −

δ = =
′∑∫  (6) 

 
где суммирование проводится по вещественным корням уравнения ( ) 0f z = , так что формула (5) 
перепишется в виде: 
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где iK  — решения уравнений 
 

 ( ) .
jg ic K a x t=  (8) 

 
Для того чтобы количественно оценить интенсивность фронта на границе, можно построить аппроксимацию 

функции (7) вблизи ее особых точек, то есть корней знаменателя. В случае одноатомной цепочки решение будет 
иметь простой вид. Действительно, введем переменную  x tζ=  и рассмотрим функцию: 
 

 ( ) ( )1Φ , ,  .c Ka c Ka′= ξ = = ζ
ξ

 (9) 

 
Учитывая, что фронт распространяется с максимальной групповой скоростью, в особых точках имеем: 
 
 ( ) ( )* * * *0    ,   ,   0,   0K K c K a c K a′ ′′ξ = ⇒ = ζ=ζ = < , (10) 
 
а вблизи особых точек запишем 
 *  0,     .Ka K a Zξ≠ = +  (11) 
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Ограничимся положительными значениями координаты x  и разложим групповую скорость 
и ее производную в ряд Тейлора в окрестности *K : 
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С учетом (9) перепишем (12) в виде: 
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что в итоге дает: 
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где A  —  коэффициент, характеризующий интенсивность волнового фронта; далее будем называть его 
коэффициентом интенсивности.  

В следующих частях работы будет построена аппроксимация для двух систем: двухатомной цепочки 
с чередующимися массами или жесткостями (Пример 1) и одноатомной цепочки с учетом взаимодействия 
с дальними соседями (Пример 2). 
 
4. Пример 1: цепочка из частиц с чередующимися массами/жесткостями 
 

Рассмотрим одномерный двухатомный гармонический кристалл с чередующимися массами или 
жесткостями (Рис. 1) [33]. 

Уравнения динамики частиц будут иметь вид: 
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Здесь: ,1 ,2,  p pu u  — перемещения левой частицы 
массой 1M  и правой частицы массой 2M  в -йp  
элементарной ячейке; inC  и exC  — жесткости связи 
между частицами в ячейке и между ячейками 

соответственно. Следуя [37], введем равновесные расстояния между частицами: a  — внутри ячейки, 
( )  d a−  — между ячейками; таким образом, «длина» элементарной ячейки будет равна d . Пусть 
для определенности in exC C C= = , тогда уравнение динамики можно переписать в виде: 
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где 1 1C Mω =  и 2 2C Mω = . Отметим, что из соображений симметрии в этом случае 2d a= . 
Введем параметризацию: 
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Рис. 1. Модель одномерного двухатомного 
гармонического кристалла (пунктирными линиями 
выделены элементарные ячейки) 



394 Вычислительная механика сплошных сред. – 2019. – Т. 12, № 4. – С. 390-402  

Параметр β  может изменяться в диапазоне от 4−π  до 4+π . Значения 4β = ±π  отвечают случаям, когда 
одна из масс много больше другой. Из симметрии определения (16) следует, что достаточным является 
рассмотрение интервала ( )4; 0 .β∈ −π  При 1 2ω = ω = ω , то есть при 0β = , получаем одноатомную 
цепочку с «длиной» элементарной ячейки 2a d= .  

Найдем спектр частот одномерной двухатомной цепочки [38]. С учетом параметризации (16) имеем: 
 

 ( )( )
0

2
1,2

11 1 cos 2 1 cos ,
22cos 2

KdΩ
Ω = ± − β −

β
 (17) 

 
где 0 2Ω = ω  — максимальное значение частоты для соответствующей одноатомной цепочки ( 0β = ). 
Отметим, что такое дисперсионное соотношение имеет место и при in exC C≠ , 1 2  M M M= =  и том же 
соотношении между частотами: ( )2 1 tan 4ω ω = π +β . Очевидно, что 2d a=  только в случае 0β = . 

Групповые скорости вычислим как производную от (17) по волновому вектору: 
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где 0 2gc d= ω  — максимальное значение групповой скорости для соответствующей одноатомной 
цепочки ( 0).β =  

На рисунке 2 приведены групповые скорости для двухатомной цепочки при разных значениях 
параметра .β  При 0β =  (черная кривая) получаем две кривые для одноатомной цепочки с частотой 

C Mω = , межатомным расстоянием 2a d=  и периодом 2 aπ  [37]. Кривые сдвинуты относительно 
друг друга на 2π ; появление второй кривой связано с тем, что по-прежнему решается система (15) из двух 
уравнений динамики для двух соседних частиц. 

 

 
Рис. 2. Групповая скорость волн в цепочке из частиц с разными массами при различных значениях β  
 

Определим зависимость экстремумов групповых скоростей от параметра β . Максимальная групповая 

скорость, отвечающая акустической ветке, будет, равна 
2 0g K

c
=

 при любом значении .β  Максимальная 

групповая скорость для оптической ветки будет достигаться в интервале ( )2 2;Kd ∈ π π .  

Зависимость 
2

max
gc  от β  легко получить, устремив K  к нулю в формуле (18): 
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2

0 cos 2 .max
g gc c= β  (19) 

 
Видим, что при ( )4; 0β∈ −π  максимальная групповая скорость меняется в пределах от 0 до 0

gc . 

Отдельный интерес представляет значение 
1

max
gc  при 0,β=  достигаемое при 2 2Kd → π . В случае 

0β=  функция 
1gc  в интервале  ( )2 2;Kd ∈ π π  имеет вид 

 

 
( )

( ) ( )
1

0

0

2 sin

2 2 2cos 2 2cos

g
g

c Kd
c

Kd Kdβ=
= −

+ + +
 (20) 

 
и терпит разрыв в точке 2 2Kd = π . Искомое значение 

1

max
gc  при 0β =  является пределом при стремлении 

2Kd  к 2π  справа: 
 

 
11 22 2

0

0 0 0

1 1 .
2

im
2

lmax max
g g g gKd

cc c c
β= β→π =+ β=

= ==  (21) 

 
Таким образом, можно заключить, что при стремлении величин масс частиц в цепочке друг к другу 

скорость распространения тепла, отвечающая оптической ветке, будет оставаться конечной вплоть 
до достижения массами точного равенства, то есть вплоть до этого момента будут существовать 
два фронта, находящихся друг от друга на конечном расстоянии. 

Обратимся к состоянию системы, когда 4.β→ −π  Максимальная групповая скорость, 
соответствующая акустической ветке, будет вести себя как 
 

 ( )( )2

5 202 4 4 .Omax
g gc c≈ β+ β+ π+π  (22) 

 
Видим, что при 4β→ −π  максимальная групповая скорость, соответствующая акустической ветке, 

убывает как 4β+ π . 

Максимальное значение 
1

max
gc  при 4β→ −π  достигается при 2 3 4Kd = π : 

 

 ( ) ( )( )1

0
3 2 7 2

2 3 4
4 O 4 ,

2
gmax

g Kd

c
c

= π
≈ β + π + β+ π  (23) 

 
то есть оно будет убывать быстрее, чем 

2

max
gc . 

Обратимся к рисунку 2. Нетрудно видеть, что единственной особой точкой групповой скорости 
2gc  

(акустическая ветка) является * 0K = . Корней уравнения 
1

0gc′ =  в интервале ( )2;π π  два, причем эти 
корни равны по модулю. Таким образом, обеим особым точкам, относящимся к оптической ветке, 
соответствуют одинаковые по модулю значения *ζ  и ( )*c K a′′  (см. формулы (9)–(14)), следовательно, 
оба коэффициента интенсивности также одинаковы.  

С учетом высказанных соображений формула (7) для двухатомной цепочки может быть записана 
в виде: 
 

 

1 2
1*

1* 2*

2
1* 2*

0 2*

2*

, 0 ,
  

, ,
 

0, ,

A A

AT
T

 + < ζ < ζ ζ − ζ ζ − ζ
≈ ζ < ζ < ζ

ζ − ζ

 ζ < ζ


 (24) 

где 



396 Вычислительная механика сплошных сред. – 2019. – Т. 12, № 4. – С. 390-402  

( )
1

1

1*

1 ,
2 2 g

A
t c K d

=
′′π

        ( )
1 1* 0,gc K d′ =         ( )

11* 1*gx c K d= , 

(25) 

( )
2

2

2*

1

4 2 g

A
t c K d

=
′′π

,        ( )
2 2* 0gc K d′ = ,        ( )

22* 2*gx c K d= . 

 
Введем следующие обозначения для коэффициентов интенсивности фронтов: 
 

 1 2
1 22 2 2 2

1 2 1 2

, .
A Aa a

A A A A
= =

+ +
 (26) 

 
На рисунке 3 приведены зависимости скоростей фронтов от β . Толщина линий (см. заливку серым 

цветом) соответствует значениям коэффициентов (26) в один и тот же момент времени t . На выносках 
показаны результаты численного решения для начального теплового возмущения в виде узкого 
прямоугольного импульса [31]. Таким образом, видим, что фундаментальное решение задачи 
распространения теплового возмущения в цепочке из частиц с чередующихся массами/жесткостями всегда 
будет состоять из двух фронтов, двигающихся друг за другом со скоростями 

2

max
gc  и 

1

max
gc . 

 

 

Таблица 1. Скорости и коэффициенты интенсивности фронтов в предельных случаях для цепочки из частиц с разными массами 

Параметр β  4−π  0  

Скорость основной волны ( )2

max
gc  ( )o 4β + π  0

gc  

Коэффициент интенсивности основой волны ( )2a  0  1  

Скорость второй волны ( )1

max
gc  ( )( )3 2o 4β + π  0 2gc  

Коэффициент интенсивности второй волны ( )1a  1  0  

 
Обратимся к предельным случаям (см. Рис. 3 и Табл. 1). Когда / 4β→ −π , то есть одна масса много 

больше другой, интенсивность оптического фронта много больше интенсивности акустического фронта. 
При этом скорости фронтов являются бесконечно малыми величинами разных порядков. Этот результат 
в другом временном масштабе можно интерпретировать как основной «медленный» фронт, 

 

Рис. 3. Зависимости скорости фронтов от β  для цепочки из частиц с разными массами  
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распространяющийся со скоростью 
1

max
gc , и «быстрый» фронт 

2

max
gc  с малыми параметрами интенсивности. 

С ростом β  коэффициент интенсивности акустического фронта увеличивается, оптического — 
уменьшается, и при 32β ≈ −π  их значения уравниваются. Когда же массы частиц отличаются мало 
( 0),β→  коэффициент интенсивности акустического фронта максимален, а оптический фронт, продолжая 
движение со скоростью, отличной от нуля, затухает. 
 
5. Пример 2: цепочка с учетом второй координационной сферы 
 

Рассмотрим цепочку, состоящую из частиц одинаковой массы с учетом взаимодействия со вторыми 
соседями [34]. 

Уравнения динамики частиц будут иметь вид: 
 
 ( ) ( )1 1 1 2 2 22 2 ,p p p p p p pMu C u u u C u u u+ − + −= − + + − +  (27) 
 
где pu  — перемещение частицы с номером p , 1C  — жесткость связи между соседними частицами, 2C  — 
жесткость связи между частицами второй координационной сферы. Отметим, что 2C  может принимать как 
положительные, так и отрицательные значения. 

Введем обозначение, 
 
 0 1 24 ,C C C= +  (28) 
 
тогда уравнение динамики примет вид 
 
 ( ) ( )0 2 2 1 2 1 1 24 2 4 6 4p p p p p p p p pMu C u u u C u u u u u+ − + + − −= − + − − + − + . (29) 
 
Дисперсионное соотношение станет следующим: 
 

 2 2 2 2 2 2
0 14sin cos sin ,

2 2 2
Ka Ka Ka      Ω = ω +ω      

      
 (30) 

где 
 

 1 2 1
0 1

4
, .

C C C
M M
+

ω = ω =  (31) 

 
Введем параметризацию, аналогичную (16): 

 

 ( ) ( ) ( ) 0 1 2
0 1

1 1

4
2 sin 4 , 2 cos 4   tan 4 .

C C
C

ω +
ω = ω π +β ω = ω π +β ⇒ π +β = =

ω
 (32) 

 
Параметр β  в данной задаче также изменяется в пределах от 4−π  до 4π , причем его знак совпадает 

со знаком жесткости 2C . При 0β =  жесткость связи со второй координационной сферой обращается 
в нуль, что соответствует одномерной гармонической цепочке частиц с одинаковыми массами 
и жесткостями. При 4β = π  жесткость связи с первой координационной сферой становится пренебрежимо 
малой по сравнению с жесткостью со второй координационной сферой: получаем цепочку с удвоенным 
расстоянием между частицами. Значение 4β = −π  отвечает предельному значению отрицательной 
жесткости: 2 1 4C C= − , когда цепочка остается устойчивой. 

Дисперсионное соотношение окончательно будет иметь вид: 
 

 ( )( ) ( )( )
0

1 sin 2 cos 1 cos ,
2

Ka KaΩ
Ω = + β −  (33) 

 
а групповую скорость найдем как производную от (33) по волновому вектору: 
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 ( ) ( )( )( )
0 0d sin 1 sin 2 2cos 1 .

d 2
g

g

c
c Ka Ka

K
ΩΩ

= = + β −
Ω

 (34) 

 
Здесь также используются характеристики одноатомной цепочки: 0 2Ω = ω  и 0

gc a= ω . 
 

 
Рис. 4. Групповая скорость волн в цепочке при учете взаимодействия со вторыми соседями и различных значениях β  
 
На рисунке 4 приведены групповые скорости для рассматриваемой цепочки при разных значениях 

параметра .β  При 0β =  (черная кривая) получаем кривую для одноатомной цепочки с частотой 

0 1ω = ω = ω  и межатомным расстоянием a . 
На рисунке 5 демонстрируются зависимости экстремумов групповой скорости от параметра .β  

Сплошная линия соответствует максимальной скорости распространения основной тепловой волны, 
пунктирная линия — скорости распространения второй тепловой волны. Изображенная серой заливкой 
толщина линий отвечает коэффициентам (26) в один и тот же момент времени t . На выносках показаны 
результаты численного решения для начального теплового возмущения в виде узкого прямоугольного 
импульса [34]. 

 

 

Рис. 5. Зависимость максимальной групповой скорости от β для цепочки с учетом второй координационной сферы  
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Фундаментальное решение задачи распространения теплового возмущения в цепочке с учетом 
второй  сферы, так же, как и в предыдущей задаче, состоит из двух фронтов, двигающихся друг за другом 
со скоростями 

1

max
gc  и 

2

max
gc  соответственно. В случае некоторого положительного значения β  возникает 

второй тепловой фронт, имеющий коэффициент интенсивности, превосходящий аналогичный 
параметр  основной волны, но меньшую скорость. При значении 4β = π  коэффициенты интенсивности 
и скорости двух фронтов совпадают (см. Табл. 2). В случае отрицательных β  второй тепловой фронт 
возникает при некотором значении параметра с коэффициентом интенсивности, равным коэффициенту 
интенсивности основной волны. При значении 4β = −π  коэффициент интенсивности и скорость второй 
волны уходят в нуль. 

Таблица 2. Скорости и коэффициенты интенсивности фронтов в предельных случаях для цепочки  
с учетом второй координационной сферы 

Параметр β  4−π  0  4π  

Скорость основной волны ( )1

max
gc  02 gc  0

gc  02 gc  

Коэффициент интенсивности основной волны ( )1a  1  1  2 2  

Скорость второй волны ( )2

max
gc  0  −  02 gc  

Коэффициент интенсивности второй волны ( )2a  0  0  2 2  

 
6. Заключение 
 

Рассмотрен процесс распространения тепла на моделях одномерного двухатомного кристалла 
с чередующимися массами или жесткостями (Пример 1) и одноатомного гармонического кристалла 
с учетом взаимодействия со вторыми соседями (Пример 2). В обоих случаях удается перейти к одному 
безразмерному параметру ( )4; 4β∈ −π π , изменение которого охватывает весь класс систем. Значение 

0β =  соответствует одномерной гармонической цепочке частиц с одинаковыми массами и жесткостями. 
Для описания эволюции начального теплового возмущения в задаче теплопереноса проведен анализ 

дисперсионных характеристик и групповых скоростей для моделей из Примеров 1 и 2. Построено 
и исследовано фундаментальное решение задачи распространения тепла в рассмотренных кристаллах. 
Приведены количественные оценки интенсивности фронта тепловой волны, выявлена динамика изменения 
скоростей и коэффициентов интенсивностей волн в зависимости от параметров задачи.  

Показано, что в обоих Примерах решение состоит из двух фронтов, двигающихся друг за другом 
с различными скоростями и интенсивностями. При этом в Примере 1, в силу симметрии задачи 
относительно замены β  на −β , рассматривается лишь диапазон ( )4; 0β∈ −π . Всегда существует два 
фронта, один из которых соответствует акустической ветви решения, а другой — оптической. 
С увеличением β  коэффициент интенсивности акустического фронта увеличивается, оптического — 
уменьшается, и при 32β ≈ −π  коэффициенты становятся равными. В случае, когда массы частиц 
отличаются мало ( )0β→ , коэффициент интенсивности акустического фронта максимален, а оптический 
фронт затухает, продолжая движение со скоростью, отличной от нуля. 

В Примере 2 система при положительных и отрицательных значениях β  ведет себя по-разному. 
При некотором положительном β  возникает второй тепловой фронт с интенсивностью, превосходящей 
интенсивность основной волны, но с меньшей скоростью. При значении 4β = π  коэффициенты 
интенсивности и скорости двух фронтов совпадают. В случае отрицательных β  второй тепловой фронт 
возникает при некотором значении параметра β  с интенсивностью, равной интенсивности основной 
волны. При значении / 4β = −π  скорость и коэффициент интенсивности второй волны уходят в нуль. 

Таким образом, выявлено два механизма эволюции фронта тепловых волн в одномерных дискретных 
системах. Полученные результаты могут быть использованы для корректной интерпретации 
экспериментов по нестационарному баллистическому теплопереносу в кристаллах. 
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