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1 Ââåäåíèå�àáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ îòðàæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí íà ãðàíèöå ðàç-äåëà îäíîìåðíîé öåïî÷êè è êîíòèíóóìà, êëàññè÷åñêîãî è ãðàäèåíòíîãî [1℄, àòàêæå ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí íà ïëîñêîé ãðàíèöå êâàäðàòíîé ðåøåòêè.Êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà ìîæåò èìåòü êàê ñâîáîäíóþ èëè çàêðåïëåííóþ ãðàíèöó,òàê è ãðàíèöó ñ äðóãîé ðåøåòêîé, ëèáî ñî ñïëîøíîé ñðåäîé, ìîäåëèðóåìîé ñïîìîùüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîãî èëè ãðàäèåíòíîãî [2℄ êîíòè-íóóìîâ.Â òî âðåìÿ êàê îòðàæåíèå âîëí íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñïëîøíûõ ñðåäïîäðîáíî èçó÷åíî è îïèñàíî â êíèãàõ [3℄�[6℄, îòðàæåíèå âîëí íà ãðàíèöå äèñ-êðåòíîé ðåøåòêè è êîíòèíóóìà åùå íå áûëî ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷åíî. Öåëüþäàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âíåñåíèå âêëàäà â èçó÷åíèå ýòîãî âîïðîñà.Ñøèâàíèå äèñêðåòíîé è êîíòèíóàëüíîé îáëàñòåé ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ìíîãî-ìàñøòàáíîì ìîäåëèðîâàíèè, êîãäà íåîáõîäèìî â íåêîòîðîé îáëàñòè ó÷åñòü äèñ-êðåòíóþ ñòðóêòóðó ìàòåðèàëà. Äèñêðåòíûå ìîäåëè íàðÿäó ñ êîíòèíóàëüíûìèøèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ è äðóãèõ çàäà÷àõ î ìîäåëèðîâà-íèè äå�îðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà [7℄�[10℄. Îäíàêî ó÷åò äèñêðåòíîé ñòðóêòóðûïðîâîäèòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, îñòàëüíóþ æå ÷àñòü ìàòåðèàëà îáû÷íîìîäåëèðóþò ñïëîøíîé ñðåäîé äëÿ óìåíüøåíèÿ äëèòåëüíîñòè âû÷èñëèòåëüíî-ãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ ãðàíèöà ìåæäó îáëàñòÿìè, êîòîðàÿ äîëæíàïðîïóñêàòü âîëíû, ïàäàþùèå èç äèñêðåòíîé îáëàñòè, íå âûçûâàÿ îòðàæåíèé,íå ñóùåñòâóþùèõ â ðåàëüíîñòè. Îáû÷íî ñïëîøíóþ ñðåäó ìîäåëèðóþò óðàâíå-íèÿìè äëÿ êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà. Îäíàêî ýòî íå ïîçâîëÿåò èçáåæàòü îò-ðàæåíèÿ êîðîòêèõ âîëí, äëèíà êîòîðûõ ñðàâíèìà ñ ïåðèîäîì ðåøåòêè. Äåëîâ òîì, ÷òî êëàññè÷åñêèé êîíòèíóóì íå îáëàäàåò äèñïåðñèîííûìè ñâîéñòâàìè,ïðèñóùèìè äèñêðåòíîé ñèñòåìå. Â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè [11℄ ìîæíîïîäîáðàòü ïàðàìåòðû êîíòèíóóìà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí ñîîòâåòñòâîâàë ðå-øåòêå, è îòðàæåíèå â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíî. Ïîýòîìó ãðàíèöó ìåæäó îáëà-ñòÿìè ïðèõîäèòñÿ ðàñïîëàãàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äî íåå äîõîäèëè òîëüêîíèçêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ.Ìîäåëèðîâàíèå ñïëîøíîé ñðåäû òàêæå è ñ ïîìîøüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà [1℄�[2℄ ïðîâîäèòñÿ â äàííîé ðàáîòå äëÿ èçó÷åíèÿ âîç-ìîæíîñòè óâåëè÷åíèÿ äèàïàçîíà ÷àñòîò êîëåáàíèé, äîõîäÿùèõ äî ãðàíèöû èíå âûçûâàþùèõ ëîæíûõ îòðàæåíèé. Åñëè óäàñòñÿ óâåëè÷èòü ýòîò äèàïàçîí ÷à-ñòîò, òî ïîÿâèòñÿ âîçìîæíîñòü óìåíüøèòü çîíó ñ áîëåå òî÷íûì ìîäåëèðîâàíè-åì è ñýêîíîìèòü âðåìåííûå çàòðàòû íà âû÷èñëåíèÿ. �ðàäèåíòíûé êîíòèíóóì,â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî, îáëàäàåò äèïåðñèåé, è ìîæíî îæèäàòü êà÷åñòâåí-4



íîãî èçìåíåíèÿ â êàðòèíå îòðàæåííûõ âîëí. Îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ ãðàäèåíòíûõìîäåëåé è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â íèõ ìîæíî íàéòè â êíèãå [12℄.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü ìíîãî ìåòîäîâ ñøèâàíèÿ äèñêðåòíîé è êîí-òèíóàëüíîé îáëàñòåé, íàöåëåííûõ òàêæå íà óìåíüøåíèå îòðàæåíèÿ âîëí íàãðàíèöå. �ëîáàëüíî ýòè ìåòîäû ìîæíî ðàçäåëèòü íà ïîñëåäîâàòåëüíûå è ïàðàë-ëåëüíûå. Â ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìåòîäàõ íàáîð âû÷èñëåíèé íà ìàëîì ìàñøòàáíîìóðîâíå èñïîëüçóåòñÿ êàê âõîäíûå äàííûå äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ �åíîìåíî-ëîãè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ñèñòåìó íà áîëüøèõ ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ.Ïðèìåðîì òàêîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êâàçèêîíòèíóóìà [13℄, ãäå îïðåäåëÿþ-ùèå óðàâíåíèÿ äë îïèñàíèÿ ìàòåðèàëà íà âûñîêîìàñøòàáíîì óðîâíå âûâîäÿòñÿèç âû÷èñëåíèé íà àòîìàðíîì óðîâíå. Ýòîò ìåòîä áûë ðàçâèò è äîïîëíåí äëÿðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé, è îïèñàíèå ìåòîäà, à òàêæå åãî óñîâåðøåíñòâîâàíèéìîæíî íàéòè â îáçîðíîé ñòàòüå [14℄. Â ïàðàëëåëüíûõ ìåòîäàõ �èçèêà ðàçíûõîáëàñòåé îïèñûâàåòñÿ ðàçíûìè ìîäåëÿìè, ñîåäèíåííûìè íàáîðîì ãðàíè÷íûõóñëîâèé. Èí�îðìàöèÿ ïåðåäàåòñÿ äèíàìè÷åñêè ìåæäó îáëàñòÿìè.Òàêæå èñïîëüçóåìûå ïîäõîäû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå êàòåãîðèè, ðàçëè-÷àþùèåñÿ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîíòèíóàëüíîé îáëàñòè. Ïåð-âàÿ êàòåãîðèÿ ðàáîòàåò ñ êîíòèíóàëüíîé îáëàñòüþ, äèñêðåòèçèðîâàííîé ñ ïðè-ìåíåíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ó ìíîãèõ ìåòîäîâ èç ýòîé êàòåãîðèèîáùàÿ ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿ: åñòü îáëàñòü ñ îïèñàíèåì íà àòîìàðíîì óðîâíå,ãäå âçàèìîäåéòñâèå ìåæäó àòîìàìè îïðåäåëÿåòñÿ ìåæàòîìíûìè ïîòåíöèàëà-ìè, è îáëàñòü ñ êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêîé, óçëû êîòîðîé îáû÷íî íàõîäÿòñÿ âìåñòàõ ïîëîæåíèÿ àòîìîâ â ðåøåòêå, íî íå âñå ìåñòîïîëîæåíèÿ àòîìîâ ÿâëÿ-þòñÿ ìåñòîïîëîæåíèåì óçëîâ. Ïðè óäàëåíèè îò äèñêðåòíîé îáëàñòè â ñòîðîíóêîíòèíóàëüíîé óçëû ñåòêè ñòàíîâÿòñÿ ðåæå, ýëåìåíòû áîëüøå. Ìåæäó ýòèìèîáëàñòÿìè ââîäèòñÿ ïåðåõîäíàÿ îáëàñòü, ãäå åñòü ïñåâäîàòîìû, ïåðåêðûâàþùèåïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêîé. Íåêîòîðûå èç ïñåâäîàòîìîâ ñîâïà-äàþò ñ óçëàìè, íåêîòîðûå íàõîäÿòñÿ âíóòðè ýëåìåíòà. Ýòà îáëàñòü ïîìîãàåòó÷åñòü íåëîêàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè, ÷òîáû àòîìû íà ãðàíèöåèìåëè ïîëíûé íàáîð ñîñåäåé, è ñøèâàíèå áûëî áîëåå ãëàäêèì. Â ðàçíûõ ìå-òîäàõ ðàçëè÷àåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ýòèõ àòîìîâ è îïèñàíèå èõ ïîëîæåíèÿ. Ïðè-ìåðàìè òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ [13℄, [15℄ � [16℄. Òàêæå â ðàìêàõ ýòîé êàòåãî-ðèè øèðîêî èçâåñòíû ìåòîä CDMG (Coarse-Grained Moleular Dynamis) [17℄ èBDM (Bridging Domain Method) [18℄. Â ïåðâîì ìåòîäå ïðåäëàãàåòñÿ óìåíüøàòüñòåïåíè ñâîáîäû äèñêðåòíîé ñèñòåìû, îñíîâûâàÿñü íà ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñà-íèè çåðíèñòîé ñòðóêòóðû. Âòîðîé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ìåòîäà BSD(Bridging Sale Deomposition) [19℄, ãäå äëÿ àòîìîâ íà ãðàíèöå èñïîëüçóåòñÿ5



óðàâíåíèå òèïà Ëàíæåâåíà, è ðàáîòîñïîñîáíîñòü êîòîðîãî ïðîäåìîíñòðèðîâàíàâ îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Îí îñíîâàí íà ââåäåíèè ïåðåêðûâàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé,â êîòîðûõ ãàìèëüòîíèàí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ãàìèëüòî-íèàíîâ ìîëåêóëÿðíîé è êîíòèíóàëüíîé ìîäåëåé. Â ýòîì ìåòîäå ìîæíî èñïîëü-çîâàòü ðàçíûå øàã ïî âðåìåíè äëÿ ðàçíûõ îáëàñòåé. Ìåòîä ïðîäåìîíñòðèðîâàííà ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí è òðåùèí â äâóõìåðíîì ñëó÷àå. �åçóëüòàòû ìîäåëè-ðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ÷åì áîëüøå ðàçìåð ïåðåêðåñòíîé îáëàñòè, òåì ìåíüøåýíåðãèè îòðàæàåòñÿ îò ãðàíèöû. Â ðàáîòå [20℄ ÷èñëåííî ìîäåëèðîâàëîñü ðàñïðî-ñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí â äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíîé ñèñòåìå, ãäå äëÿ îïèñàíèÿäèñêðåòíîé îáëàñòè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ïîäâèæíûõ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ, àêîíòèíóàëüíàÿ îáëàñòü ìîäåëèðîâàëàñü êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿñèñòåìû óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. �àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ñóùå-ñòâåííîãî èñêàæåíèÿ âîëíîâûõ �ðîíòîâ íà ãðàíèöå íå ïðîèñõîäèò.Ïîäõîäû èç âûøåîïèñàííîé ïåðâîé êàòåãîðèè íàöåëåíû íà îïèñàíèå êî-íå÷íûõ îáëàñòåé ìàòåðèàëà è íåý��åêòèâíû ïðè ìîäåëèðîâàíèè äîñòàòî÷íîáîëüøèõ îáëàñòåé. Âòîðàÿ êàòåãîðèÿ ìåòîäîâ îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè �óíê-öèé �ðèíà êîíòèíóóìà. Ýòè ìåòîäû ïðåäïî÷òèòåëüíåé, åñëè êîíòèíóàëüíàÿ îá-ëàñòü â ìîäåëè áîëüøàÿ èëè áåñêîíå÷íà â îäíîì èëè íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíèÿõ,îäíàêî îíè ìåíåå ïîäõîäÿò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ êîíòè-íóóìà. Èäåÿ ìåòîäîâ, îòíîñÿùèõñÿ êî âòîðîé êàòåãîðèè, ïî ñóùåñòâó òàêàÿ æå,÷òî è â ìåòîäàõ ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ãðàíè÷íûåýëåìåíòû ââîäÿòñÿ íà ãðàíèöå ñ äèñêðåòíîé ìîäåëüþ, à íå ñ äðóãèì êîíòèíó-óìîì. Äëÿ ñëó÷àÿ ãðàíèö ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé ìîæíî ïðèìåíÿòü íåïðÿìîéìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ [21℄.Â ðàáîòå [22℄ ïðåäëàãàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñøèâàíèÿ äâóõ îáëàñòåé,îäíîðîäíîé è ñîäåðæàùåé íåîäíîðîäíîñòè, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîòîðûìèëèíåéíî, âûâåäåííûå íà îñíîâàíèè âû÷èñëåííîãî îòêëèêà îäíîðîäíîé ñèñòåìûíà âîçìóùåíèÿ ñî ñòîðîíû íåîäíîðîäíîé. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâåäåíîäëÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè è êâàäðàòíîé ðåøåòêè, â êîòîðîé ÷àñòèöû ñîâåðøà-þò êîëåáàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ðåøåòêè. Ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèåì�óíêöèé �ðèíà òàêæå ïðèìåíÿëñÿ â [23℄. Â ðàáîòå [24℄ ââîäÿòñÿ ìîäè�èöèðî-âàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèå âåñîâûå�óíêöèè, êîòîðûå ïîäáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ îòðàæåíèÿ â îäíîìåð-íîì ñëó÷àå.Áîëåå ïîëíîå îïèñàíèå ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ìîæíî íàéòè â îáçîðíîé ñòà-òå [25℄, à òàêæå â êíèãàõ [26℄�[27℄.Ê ñîæàëåíèþ, áîëüøèíñòâî ïîäõîäîâ èìåþò ñâîè íþàíñû, îãðàíè÷èâàþùèå6



èõ ïðèìåíåíèå, ëèáî ïðîñòî ñëîæíû â ðåàëèçàöèè è íå îáåñïå÷èâàþò æåëàåìîãîïåðåíîñà ýíåðãèè ÷åðåç ãðàíèöó íà âñåõ ÷àñòîòàõ. Ê òîìó æå îòðàæåíèå âîëíâî ìíîãèõ ðàáîòàõ èçó÷åíî òîëüêî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, è èñïîëüçóåìûå ìåòî-äû íå âñåãäà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ìíîãîìåðíûå ñëó÷àè. Ïîýòîìó íîâûåèññëåäîâàíèÿ â äàííîé îáëàñòè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ.Ïîäõîä, ïðèìåíÿåìûé â äàííîé ðàáîòå, ìîæíî îòíåñòè êî âòîðîé êàòåãîðèè.Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû (�ëàâà 2) îòðàæåíèå ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí èçó-÷àåòñÿ íà ãðàíèöå îäíîìåðíîé öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé èç ìàññ è óïðóãèõ ïðóæèí,è ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíòèíóóìà, êîòîðûé ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ êëàññè÷å-ñêèõ èëè ãðàäèåíòíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïîäáèðàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäóïàðàìåòðàìè êîíòèíóóìà è öåïî÷êè â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè. Ïîëó÷å-íû àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ â ñëó÷àå ñøèâàíèÿñ êëàññè÷åñêèì è ñ ãðàäèåíòíûì êîíòèíóóìàìè, êîòîðûå íàéäåíû êàê àáñî-ëþòíûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèé êîìïëåêíûõ àìïëèòóä ïàäàþùåé è îòðàæåííîéâîëí. Äëÿ ãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà íàéäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ñóùåñòâåí-íî ñíèæàþùèå îòðàæåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ êëàññè÷åñêîãî êîí-òèíóóìà. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ïîäòâåðæäàþùåå ðåçóëüòàòû,ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêè.Âòîðàÿ ÷àñòü ðàáîòû (�ëàâû 3�4) ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí â ðåãóëÿðíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå è èõ îòðàæåíèÿîò ïëîñêîé ñâîáîäíîé, çàêðåïëåííîé, èëè ëèíåéíî-âÿçêîé ãðàíèöû ýòîé ðåøåò-êè. ×àñòèöû â ðåøåòêå ñîâåðøàþò êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè ðåøåòêè. Ïðåäïîëà-ãàåòñÿ, ÷òî ïëîñêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ðåøåòêå è ïàäàåòíà ãðàíèöó. Ýíåðãåòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ ïîðîæäåííûõ åþ âîëííàéäåíû êàê �óíêöèè ÷àñòîòû è óãëà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåé âîëíû. Òàê-æå èçó÷àåòñÿ îòðàæåíèå ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí îò ãðàíèöû äâóõ ðåãó-ëÿðíûõ êâàäðàòíûõ ðåøåòîê ñ ðàçíûìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ ýòîãî ðåøåíà çàäà÷àî íàõîæäåíèè îòêëèêà âòîðîé ðåøåòêè íà âîçáóæäåíèÿ ñî ñòîðîíû ïåðâîé, èäëÿ ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ îò ÷àñòîòû è óãëà ïà-äàþùåé âîëíû óäîâëåòâîðåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.Òðåòüÿ ÷àñòü ðàáîòû (�ëàâû 5�6) ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ îòðàæåíèÿ ïëîñ-êèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí îò ãðàíèöû êîíòàêòà ðåãóëÿðíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêèè êîíòèíóóìà, ìîäåëèðóåìîãî óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîé ñïëîøíîéñðåäû, à òàêæå ãðàäèåíòíîé. Â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿñîîòâåòñòâèå ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè è êîíòèíóóìà. �åøàåòñÿ çàäà÷à î ïîèñêå îò-êëèêà êîíòèíóóìà íà ïàäàþùóþ èç ðåøåòêè âîëíó. Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿòàêæå íàéäåíû êàê �óíêöèè ÷àñòîòû è óãëà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåé âîëíû.7



2 Îòðàæåíèå âîëí îò ãðàíèöû ðàçäåëà îäíîìåð-íîé öåïî÷êè è êîíòèíóóìà�àññìîòðèì îäíîìåðíóþ ìîäåëü, èçîáðàæåííóþ íà �èñóíêå 1. Ìîäåëü ñîñòîèòèç ðåãóëÿðíîé öåïî÷êè èç N ìàññ è N − 1 ïðóæèí, ñîåäèíåííîé ñ îäíîìåðíûìêîíòèíóóìîì. Äëÿ ó÷åòà êðàåâûõ ý��åêòîâ ìàññû íà êîíöàõ öåïî÷êè îòëè÷à-þòñÿ îò ìàññû âíóòðè öåïî÷êè. Ñâîáîäíûé êîíåö öåïî÷êè ïîäâåðæåí âîçäåé-ñòâèþ ñèëû F (t), â òî âðåìÿ êàê íà ãðàíèöå êîíòàêòà öåïî÷êè è êîíòèíóóìàïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ñìåùåíèé è ñèë. �àññìîòðåíû äâå ìîäåëè êîí-òèíóóìà, êëàññè÷åñêàÿ è ãðàäèåíòíàÿ. Ïîñëåäíÿÿ îïèñàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ [1℄.

�èñ. 1: Îäíîìåðíàÿ ìîäåëüÇàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ öåïî÷êè,âêëþ÷àÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ãðàíè÷íûõ ìàññ:
M−N ẍ−N + κ(x−N − x−N+1) = F (t), (1)

mẍn + κ(2xn − xn+1 − xn−1) = 0, −N < n < 0, (2)
M0ẍ0 + κ(x0 − x−1) = Fcont(t). (3)Êëàññè÷åñêàÿ è âûñîêîãðàäèåíòíàÿ ìîäåëè êîíòèíóóìà îïèñàíû, ñîîòâåò-ñòâåííî, ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

ρA
∂2u

∂t2
− EA

∂2u

∂x2
= 0, (4)

ρA
∂2u

∂t2
− EA

∂2u

∂x2
− l2β

∂2

∂x2

(
ρA

∂2u

∂t2
−EAγ

∂2u

∂x2

)
= 0. (5)Íà ãðàíèöå x = 0 òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé

x0(t) = u(0, t) (6)
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è íåïðåðûâíîñòè ñèë, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ Fcont(t)èç (3):
Fcont(t) = EA∂u

∂x

∣∣
x=0

äëÿ êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà è (7)
Fcont(t) =

(
EA∂u

∂x
+ l2β

(
ρA ∂3u

∂x∂t2
−EAγ ∂3u

∂x3

))∣∣∣
x=0

= 0 (8)äëÿ ãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà. Íà ãðàíèöå ñ ãðàäèåíòíûì êîíòèíóóìîì òðåáó-åòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå â ñëó÷àå γ 6= 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1℄, ýòî óñëîâèåìîæíî çàïèñàòü òàê
∂2u

∂x2
(0, t) = 0, (9)÷òî �èçè÷åñêè îçíà÷àåò îòñóòñòâèå íàïðÿæåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà.Â óðàâíåíèÿõ (1)�(8) èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ: M−N , m è M0 � ìàññûêîíå÷íîé ÷àñòèöû â öåïî÷êå, âíóòðåííåé è ãðàíè÷íîé, ñîîòâåòñòâåííî, κ �æåñòêîñòü ïðóæèí â öåïî÷êå, xn(t) � ñìåùåíèå ìàññû ñ íîìåðîì n â öåïî÷êåîòíîñèòåëüíî åå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, u(x, t) � îñåâîå ñìåùåíèå ñå÷åíèÿ îä-íîìåðíîãî êîíòèíóóìà, E, A è ρ � ìîäóëü Þíãà, ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿè ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü êîíòèíóóìà, l � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíè-ìè ìàññàìè â öåïî÷êå, à òàêæå ïàðàìåòð äëèíû â óðàâíåíèÿõ ãðàäèåíòíîãîêîíòèíóóìà, F (t) � âíåøíÿÿ ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê êîíöó öåïî÷êè, Fcont(t) �âíóòðåííÿÿ ñèëà, ñ êîòîðîé êîíòèíóóì äåéñòâóåò íà ãðàíè÷íóþ ìàññó, β è γ� áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà âûñî-êîãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà.2.1 Äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíîå ñîîòâåòñòâèå â äëèííîâîë-íîâîì ïðèáëèæåíèèÄèñêðåòíàÿ öåïî÷êà è êîíòèíóóì äîëæíû îïèñûâàòü îäèí è òîò æå ìàòåðè-àë, òîëüêî íà ðàçíûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ. Â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèèýòè îïèñàíèÿ äîëæíû ñîâïàäàòü. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü, ââåäÿ íàäëåæàùèå ñî-îòâåòñòâèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè öåïî÷êè è êîíòèíóóìà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìîêîíòèíóàëèçèðîâàòü óðàâíåíèÿ (2). Ñîïîñòàâèì ñìåùåíèþ ÷àñòèöû ñ íîìåðîì

n â ðåøåòêå xn(t) ñìåùåíèå ñðåäû u(x, t) â òî÷êå x = nl. Ñìåùåíèÿ ñîñåäíèõ÷àñòèö xn±1(t) ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà îòíîñèòåëüíî ïî-ëîæåíèÿ ÷àñòèöû n:
xn(t) = u(x, t)|x=nl, xn±1(t) =

{
u(x, t)± l

∂u

∂x
+

1

2
l2
∂2u

∂x2
+ ...

}∣∣∣∣
x=nl

. (10)Ñ òî÷íîñòüþ äî l2 ïîäñòàíîâêà (10) â (2) äàåò ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðå-çóëüòàò:
m
∂2u

∂t2
− κl2

∂2u

∂x2
= 0. (11)9



Ñðàâíèâàÿ ïðèâåäåííîå âûøå óðàâíåíèå ñ óðàâíåíèåì (4), ìîæíî óñòàíî-âèòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè:
ρA =

m

l
, κl = EA. (12)Ýòè ñîîòíîøåíèÿ òàêæå çàäàþò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíå-íèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí â êëàññè÷åñêîì êîíòèíóóìå è ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé öå-ïî÷êè:

c = ω0l, c =
√
E/ρ, ω0 =

√
κ/m. (13)Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å, óñòàíîâëåííûå ñîîòíîøåíèÿîáåñïå÷èâàþò áåçîòðàæàòåëüíóþ ãðàíèöó â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè ïðèóñëîâèè íàäëåæàùåãî âûáîðà ãðàíè÷íîé ìàññû.2.2 Îòðàæåíèå âîëí íà ãðàíèöå ñ êëàññè÷åñêèì êîíòèíó-óìîìÄëÿ àíàëèçà îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû ðàññìîòðåíà ãàðìîíè÷åñêàÿ ïàäàþùàÿ âîë-íà:

xincn (t) = Ainceiωte−iknl, (14)ãäå ω � óãëîâàÿ ÷àñòîòà âîëíû, k � åå âîëíîâîå ÷èñëî, Ainc � åå êîìïëåêñíàÿàìïëèòóäà. Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ öåïî÷êè, êîòîðîå ñâÿçûâàåò ÷àñòîòó
ω ñ âîëíîâûì ÷èñëîì k, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïîñëå ïîäñòàíîâêè (14) â (2).�åçóëüòàòîì ýòîé ïîäñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå

−mω2 + 4κ sin2

(
kl

2

)
= 0. (15)Ââåäåì áåçðàçìåðíóþ ÷àñòîòó Ω = ω/ω0. Âûðàçèì èç óðàâíåíèÿ (15) ñîîòíîøå-íèÿ, êîòîðûå ïðèãîäÿòñÿ â äàëüíåéøåì:

cos(kl) = 1− 1

2
Ω2, sin(kl) = Ω

√
1− 1

4
Ω2. (16)Íà ãðàíèöå ñ êîíòèíóóìîì ïàäàþùàÿ âîëíà (14) ÷àñòè÷íî îòðàæàåòñÿ è÷àñòè÷íî ïðîõîäèò. Ïîëå ñìåùåíèé â ðåøåòêå è â êîíòèíóóìå, îïèñûâàþùååýòîò ïðîöåññ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

xn = Ainceiωt−iknl + Arefeiωt+iknl,

u(x, t) = Atreiωt−iω
c
x,

(17)ãäå êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû Ainc, Aref è Atr ñîîòâåòñòâóþò ïàäàþùåé, îòðàæåí-íîé è ïðîøåäøåé âîëíå, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäñòàâèì ïðèâåäåííûå âûøå óðàâ-íåíèÿ â óðàâíåíèÿ (3) è (6), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (7). Âîñïîëüçóåìñÿ òàêæå10



ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó ïàðàìåòðàìè, ïîëó÷åííûìè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, èñîîòíîøåíèÿìè (16). Ïîëó÷èì äâà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿíåèçâåñòíûìè, à èìåííî Aref è Atr:
Aref

(
−M0

m
Ω2 + Ω2

2
− iΩ

√
1− Ω2

4

)
+ AtriΩ = Ainc

(
M0

m
Ω2 − Ω2

2
− iΩ

√
1− Ω2

4

)
,

Aref + Ainc = Atr. (18)Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ íàéäåí êàê àáñîëþòíîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ êîìïëåêñ-íûõ àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïàäàþùåé âîëí:
R =

∣∣∣∣
Aref

Ainc

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−M0

m
+ 1

2
− iΩ−1

(√
1− Ω2

4
− 1

)

M0

m
− 1

2
− iΩ−1

(√
1− Ω2

4
+ 1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (19)Èç óðàâíåíèÿ (19) âèäíî, ÷òî äëÿ îòñóòñòâèÿ îòðàæåíèé â äëèííîâîëíîâîì ïðè-áëèæåíèè ìàññà íà ãðàíèöå äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ïîëîâèíå ìàññû âíóòðè öåïî÷êè,òî åñòü 2M0 = m (ýòî ñîîòíîøåíèå è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì). Ñó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ïðèâîäèò-ñÿ ê âèäó

R =

∣∣∣∣∣∣

√
1− Ω2

4
− 1

√
1− Ω2

4
+ 1

∣∣∣∣∣∣
. (20)Èç ïðèâåäåííîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöåñ êëàññè÷åñêèì êîíòèíóóìîì ðàâåí íóëþ òîëüêî êîãäà Ω → 0. Íà âñåõ îñòàëü-íûõ ÷àñòîòàõ êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ íå ðàâåí íóëþ. Çàâèñèìîñòü êîý��èöè-åíòà îòðàæåíèÿ îò ÷àñòîòû áóäåò ïîêàçàíà â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å âìåñòå ñ ðå-çóëüòàòàìè äëÿ ãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà. Íà äàííîì ýòàïå âàæíî ïîä÷åðêíóòüåùå ðàç, ÷òî êëàññè÷åñêèé êîíòèíóóì ñïîñîáåí îáå÷ïå÷èòü áåçîòðàæàòåëüíóþãðàíèöó òîëüêî íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòðàíñòâåííûììàñøòàáàì, íàìíîãî áîëüøèì, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè â öåïî÷êå.2.3 Îòðàæåíèå âîëí íà ãðàíèöå ñ ãðàäèåíòíûì êîíòèíó-óìîìÏðîâåäåì àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå äëÿ ñëó÷àÿ ãðàíèöû ñ ãðàäèåíòíûìè êîí-òèíóóìîì, îïèñàííûì ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (5). Âîëíà (14), ïàäàþùàÿ íà ãðà-íèöó, ïîðîæäàåò ñëåäóþùåå ïîëå ñìåùåíèé â ðåøåòêå è â êîíòèíóóìå :

xn = Ainceiωt−iknl + Arefeiωt+iknl,

u(x, t) = Atr
1 e

iωt−ik1x + Atr
2 e

iωt−ik2x.
(21)11



Çäåñü, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, â êîíòèíóóìå âîçáóæäàþòñÿ äâå âîë-íû, îäíà èç êîòîðûõ ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò ñ óäàëåíèåì îò ãðàíèöû ïðèóâåëè÷åíèè êîîðäèíàòû x. �åøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ãðàäèåíòíîãî êîí-òèíóóìà (5) ìîæíî íàéòè â âèäå u(x, t) = Aeiωt−ikx. Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðåøåíèÿâ óðàâíåíèå (5) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè êîíòèíóó-ìà è ðåøåòêè ïðèâîäèò ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ
−Ω2 + (kl)2 − β(kl)2Ω2 + βγ(kl)4 = 0. (22)Âîëíîâûå ÷èñëà k1 è k2 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ:

k1l =
1
2

√
2(βγ)−1

(
−1 + βΩ2 +

√
1− 2βΩ2 + β2Ω4 + 4βγΩ2

)
,

k2l =
1
2

√
2(βγ)−1

(
−1 + βΩ2 −

√
1− 2βΩ2 + β2Ω4 + 4βγΩ2

)
.

(23)Âîëíîâîå ÷èñëî k1 ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ îò ãðàíèöû âîëíàì, à k2� çàòóõàþùèì ïðè óäàëåíèè îò ãðàíèöû âîëíàì (äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü k2 ðàâ-íà íóëþ). Íåèçâåñòíûå êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû â óðàâíåíèÿõ (21) ìîãóò áûòüíàéäåíû ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè ýòèõ óðàâíåíèé â óðàâíåíèÿ (3), (6), (9) è ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ (8), à òàêæå ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïàðàìåòðàìè. Êàê èâ ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,òîëüêî òåïåðü ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè: Aref , Atr
1 , Atr

2 .
Aref(1− Ω2

2
− z1) + Atr

1 ik1l(1 + βγ(k1l)
2 − βγ2) + Atr

2 ik2(1 + βγ(k2l)
2 − βγ2) =

= Ainc(Ω
2

2
+ z2 − 1),

Atr
1 + Atr

2 − Aref = Ainc,

Atr
1 (k1l)

2 + Atr
1 (k2l)

2 = 0,

z2 =
1
2

(
2− Ω2 + Ω

√
Ω2 − 4

)
, z1 = z−1

2 . (24)Êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó îòðàæåííîé âîëíû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîìïëåêñ-íóþ àìïëèòóäó ïàäàþùåé, ðåøèâ ñèñòåìó (24). Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ, êî-òîðûé õàðàêòåðèçóåò îòðàæåíèå âîëí îò ãðàíèöû äèñêðåòíîé öåïî÷êè è ãðà-äèåíòíîãî êîíòèíóóìà, ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ àáñîëþòíîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿàìïëèòóäû îòðàæåííîé âîëíû ê àìïëèòóäå ïàäàþùåé. ×àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòüêîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ïîêàçàíà íà �èñóíêå 2. Ýòîò ðèñóíîê ñîäåðæèò òðèãðà�èêà: (1) êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ èç (19), õàðàêòåðèçóþùèé îòðàæåíèå îòãðàíèöû ñ êëàññè÷åñêèì êîíòèíóóìîì (ëèíèÿ, îòìå÷åííàÿ êðåñòîâèäíûìè ñèì-âîëàìè); (2) êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû ñ ãðàäèåíòíûì êîíòèíóóìîì,12



�èñ. 2: Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿãäå âçÿòû ïàðàìåòðû êîíòèíóóìà β = 1/7 è γ = 5/12 (ëèíèÿ îòìå÷åíà çâåçäîîá-ðàçíûìè ñèìâîëàìè); (3) êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû ñ ãðàäèåíòíûìêîíòèíóóìîì, ãäå âçÿòû ïàðàìåòðû êîíòèíóóìà β = 0.25 è γ = 0.0001 (ïðî-ñòàÿ ëèíèÿ). Èç �èñóíêà 2 âèäíî, ÷òî îòðàæåíèå îò ãðàíèöû ñ ãðàäèåíòíûìêîíòèíóóìîì ìåíüøå, ÷åì îò ãðàíèöû ñ êëàññè÷åñêèì. Áîëåå òîãî, ïîõîæå, ÷òîãðàäèåíòíûé êîíòèíóóì ñ ïàðàìåòðàìè β = 0.25 è γ = 0.0001 îáåñïå÷èâàåòïî÷òè èäåàëüíóþ áåçîòðàæàòåëüíóþ ãðàíèöó íà âñåõ ÷àñòîòàõ, êðîìå ÷àñòîò,î÷åíü áëèçêèõ ê ïîðîãîâîé ÷àñòîòå öåïî÷êè Ω = 2, âûøå êîòîðîé âîëíû â íåéíå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòîò �àêò, èíòåðåñíî ïîñìîòðåòü,÷òî ïðîèñõîäèò, åñëè β = 0.25 è γ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-íåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùåå ãðàäèåíòíûé êîíòèíóóì, ñâîäèòñÿîò óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå ê óðàâíåíèþâòîðîãî ïîðÿäêà (îñòàåòñÿ ñìåøàíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî âðå-ìåíè è êîîðäèíàòå).Äëÿ âèçóàëèçàöèè äèñïåðñèîííûõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñðåä íà �èñóí-êå 3 èçîáðàæåíû äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêè. Õàðàêòåðèñòèêà ñèíåãî öâåòàñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêìó êîíòèíóóìó, äëÿ êîòîðîãî Ω = kl. Õàðàêòåðèñòèêà÷åðíîãî öâåòà ñîîòâåòñòâóåò öåïî÷êå, ñîãëàñíî îäíîìó èç ñîîòíîøåíèé (16). Îíàïåðèîäè÷íà, åå ïåðèîä ðàâåí klp = 2π, ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà [28℄ ñîîòâåòñòâó-þò çíà÷åíèÿ −π < kl < π (íà äàííîì ðèñóíêå èçîáðàæåíû ëèøü ïîëîæèòåëüíûåçíà÷åíèÿ kl, äëÿ íàãëÿäíîñòè âçÿò îòðåçîê îò 0 äî 2π). Õàðàêòåðèñòèêà êîðè÷-íåâîãî öâåòà ñîîòâåòñòâóåò ãðàäèåíòíîìó êîíòèíóóìó ñ ïàðàìåòðàìè β = 1/713
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�èñ. 3: Äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêèè γ = 5/12, êðàñíîãî � êîíòèíóóìó ñ ïàðàìåòðàìè β = 0.25 è γ = 0 (ñîãëàñíîóðàâíåíèþ (22)). Ïåðâàÿ èç íèõ ëó÷øå àïïðîêñèìèðóåò õàðàêòåðèñòèêó öåïî÷-êè íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ, âòîðàÿ âûõîäèò íà àñèìïòîòó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåòïîðîãîâîé ÷àñòîòå öåïî÷êè.�åøèì çàäà÷ó îá îòðàæåíèè äëÿ ãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà ñ ïàðàìåòðàìè
β = 0.25 è γ = 0. Îòðàæåííîå è ïðîøåäøåå ïîëÿ ñìåùåíèé â ýòîì ñëó÷àå ìîãóòáûòü íàéäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:

xn = Ainceiωt−iknl + Arefeiωt+iknl,

u(x, t) = Atreiωt−ik1x,
(25)ãäå k1 = Ω/

√
1− βΩ2 � âîëíîâîå ÷èñëî, îïðåäåëåííîå èç äèñïåðñèîííîãî óðàâ-íåíèÿ äëÿ ãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà (22) ñ ïàðàìåòðîì γ = 0. Ïîäñòàâëÿÿóðàâíåíèÿ (25) â (3), (6) è (8), âçÿòîå ïðè γ = 0, ìîæíî íàéòè êîìïëåêñíóþàìïëèòóäó îòðàæåííîé âîëíû, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿêîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ (ìàññà íà ãðàíèöå ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé ïîëîâèíåìàññû âíóòðè öåïî÷êè):

R =

∣∣∣∣∣∣

√
1− βΩ2 −

√
1− Ω2

4

√
1− βΩ2 +

√
1− Ω2

4

∣∣∣∣∣∣
. (26)Èç ïðèâåäåííîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ îáðàùàåòñÿâ íîëü íà âñåõ ÷àñòîòàõ, åñëè β = 0.25. Òàêèì îáðàçîì, âûñîêîãðàäèåíòíûéêîíòèíóóì ñ ïàðàìåòðàìè β = 0.25 è γ = 0 îáåñïå÷èâàåò èäåàëüíóþ áåçîòðàæà-òåëüíóþ ãðàíèöó íà âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò, â êîòîðîì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíûâ öåïî÷êå. 14



2.4 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèåÂ ýòîì ïàðàãðà�å ïåðåõîäíûå ïðîöåññû âîçáóæäåíèÿ, ðàñïðîñòðàíåíèÿ è îò-ðàæåíèÿ âîëí îò ãðàíèöû âèçóàëèçèðîâàíû äëÿ ñèñòåìû, èçîáðàæåííîé íà �è-ñóíêå 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, óðàâíåíèÿ (1)-(9), ðàññìîòðåíû ïðè íà-ëè÷èè âíåùíåé ñèëû F (t), êîòîðàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì
F (t) = F0 sin(θt)H(2π/θ − t). (27)Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñíóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èââåäåíèåì äèíàìè÷åñêîé æåñòêîñòè K(s), êîòîðàÿ îïèñûâàåò ðåàêöèþ êîíòè-íóóìà, ìîæíî çàïèñàòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è â îáëàñòè Ëàïëàñà ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:

X−N(ω
2
0 + s2M−N

m
)− ω2

0X1−N = F̃ (s),

Xn(s
2 + 2ω2

0)− ω2
0(Xn−1 +Xn+1) = 0, N < n < 0,

X0(
s2

2
+ ω2

0 +
K(s)
m

)− ω2
0X−1 = 0,

(28)ãäå
Xn(s) =

∞∫

0

xn(t)e
−stdt, F̃ (s) =

F0

κ

θ
(
e

2πs
θ − 1

)
e

−2πs
θ

s2 + θ2
. (29)Äèíàìè÷åñêàÿ æåñòêîñòü K(s) = F̃cont(s)X(s) äëÿ êëàññè÷åñêîãî êîíòèíó-óìà ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê K(s) = κs̃, ãäå s̃ = s/ω0, â òî âðåìÿ êàê äëÿãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà äèíàìè÷åñêàÿ æåñòêîñòü îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

K(s) = − (1+βs̃2)(q1q2−2s̃2)+βγ(q21q22+2s̃2(q1q2+q2
1
+q2

2
))

q1+q2
κ,

q1 = −1
2

√

2βγ
(

1+βs̃2−
√

1+2βs̃2+β2s̃4−4βγs̃2
)

βγ
,

q2 = −1
2

√

2βγ
(

1+βs̃2+
√

1+2βs̃2+β2s̃4−4βγs̃2
)

βγ
.

(30)
Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (28) ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñ-ëåííî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â îáëàñòè Ëàïëàñà. ×èñëåííîå ïðèìåíåíèå îá-ðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê ïîëó÷åííîìó ðåçóëüòàòó äàåò ðåøåíèå âîâðåìåííîé îáëàñòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âçÿòû ñëåäóþùèå ïà-ðàìåòðû:

F0

κ
= 1, θ

ω0

= 1, β = 0.25, γ = 0.0001,

s
ω0

= 0.02 + iΩ, Ωmaximum = 50, M−N = 1.
(31)15



�åçóëüòàò ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàí íà �èñóíêå 4. Íà ëåâîì ðèñóí-êå ïîêàçàíî âîçáóæäåíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñà âäîëü öåïî÷êè, à òàê-æå îòðàæåííûé èìïóëüñ. Ïîñëåäíèé ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì ïàäàþùèé, êàê äëÿêëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà, òàê è äëÿ ãðàäèåíòíîãî. Ïîýòîìó íèæíÿÿ ëèíèÿ,îòâå÷àþùàÿ ω0 = 140, âûãëÿäèò ïëîñêîé íà ëåâîì ðèñóíêå. Íà ïðàâîì ðèñóíêåîòðàæåííûé èìïóëüñ óâåëè÷åí, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðåäñòàâëåíû äâàïîëÿ ñìåùåíèé: îäíî ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó êîíòèíóóìó (ñïëîøíàÿ ëè-íèÿ), äðóãîé � ãðàäèåíòíîìó (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Íà ïðàâîì ðèñóíêå âèäíî,÷òî â òî âðåìÿ êàê êëàññè÷åñêèé êîíòèíóóì îòðàæàåò îáðàòíî â ðåøåòêó, ãðà-äèåíòíûé êîíòèíóóì ìîæåò ñëóæèòü êàê ïî÷òè èäåàëüíàÿ áåçîòðàæàòåëüíàÿãðàíèöà.
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номер частицы номер частицы�èñ. 4: Ñìåùåíèÿ â öåïî÷êå2.5 Çàêëþ÷åíèåÏðîâåäåííîå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ãðàäèåíòíûéêîíòèíóóì èìååò â ýòîì ñëó÷àå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä êëàññè÷åñêìè äëÿ ïîñòðîå-íèÿ áåçîòðàæàòåëüíîé ãðàíèöû. Íà îñíîâàíèè ýòîãî ðåçóëüòàòà èíòåðåñíî èçó-÷èòü âîçìîæíîñòè ãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà ïîãëîùàòü áåç îòðàæåíèé âîëíû,èäóùèå èç ðåøåòêè, â ïðîñòðàíñòâå áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè.
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3 �àñïðîñòðàíåíèå âîëí â êâàäðàòíîé ðåøåòêåÄëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ îòðàæåíèÿ âîëí íà ãðàíèöå äèñêðåòíîé îáëàñòè ðàñ-ñìîòðèì ïîëóïðîñòðàíñòâî, çàïîëíåííîå êâàäðàòíîé ðåøåòêîé. Ýëåìåíòàðíàÿÿ÷åéêà òàêîé ðåøåòêè èçîáðàæåíà íà �èñóíêå 5 (ëåâàÿ ÷àñòü �èñóíêà). ×àñòèöà
(m ,n+1)+1(m,n+1)(m-1,n+1)

(m ,n)+1

(m+1,n-1)(m,n-1)(m-1,n-1)

(m ,n)-1

κaxi

κdia

x
y

Fy

m

Fx

m

M/2 κ /2axi

(m ,0)-1 (m+1,0)

(m+1,-1)(m,-1)(m-1,-1)

�èñ. 5: Âíóòðåííÿÿ (ñëåâà) è ãðàíè÷íàÿ (ñïðàâà) ÿ÷åéêè ðåøåòêè.ñ áåçðàìåðíûìè êîîðäèíàòàìè (m,n) ñîåäèíåíà ñ ÷åòûðüìÿ ñîñåäíèìè ÷àñòè-öàìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàññòîÿíèè d, ëèíåéíûìè ïðóæèíàìè ñ æåñòêîñòüþ
κaxi, à ñ îñòàëüíûìè ÷åòûðüìÿ ñîñåäÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàññòîÿíèè √

2d,� ïðóæèíàìè ñ æåñòêîñòüþ κdia. Êàæäàÿ ÷àñòèöà â ðåøåòêå èìååò äâå ñòåïå-íè ñâîáîäû: ñìåùåíèÿ â íàïðàâëåíèè îñè x è îñè y u(m,n)
x , u(m,n)

y . Äëÿ ÷àñòèöû
(m,n) ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà

∂L(m,n)

∂u
(m,n)
x

− d

dt

(
∂L(m,n)

∂u̇
(m,n)
x

)
= 0,

∂L(m,n)

∂u
(m,n)
y

− d

dt

(
∂L(m,n)

∂u̇
(m,n)
y

)
= 0, (32)ãäå

L(m,n) = E
(m,n)
kin −E

(m,n)
pot , E

(m,n)
kin = 1

2
M
(
(u̇

(m,n)
x )2 + (u̇

(m,n)
y )2

)
,

E
(m,n)
pot = 1

2

4∑
i=1

(∆li)
2κaxi +

1
2

8∑
i=5

(∆li)
2κdia.

(33)Çäåñü E(m,n)
kin , E(m,n)

pot � êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû ñ êîîð-äèíàòàìè (m,n), ∆li � óäëèíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðóæèí ïðè ìàëîì îòêëî-
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íåíèè ÷àñòèöû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:
∆l1 = u

(m+1,n)
x − u

(m,n)
x , ∆l2 = u

(m,n)
y − u

(m,n−1)
y , ∆l3 = u

(m,n)
x − u

(m−1,n)
x ,

∆l4 = u
(m,n+1)
y − u

(m,n)
y , ∆l5 =

1√
2

(
u
(m,n)
y − u

(m+1,n−1)
y − u

(m,n)
x + u

(m+1,n−1)
x

)
,

∆l6 =
1√
2

(
u
(m,n)
y − u

(m−1,n−1)
y − u

(m−1,n−1)
x + u

(m,n)
x

)
,

∆l7 =
1√
2

(
u
(m−1,n+1)
y − u

(m,n)
y − u

(m−1,n+1)
x + u

(m,n)
x

)
,

∆l8 =
1√
2

(
u
(m+1,n+1)
y − u

(m,n)
y − u

(m,n)
x + u

(m+1,n+1)
x

)
. (34)Ïîäñòàâèâ (34) â (33) è (32), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âíóòðåííåãîýëåìåíòà ðåøåòêè:

Mdttu
(m,n)
x =

κaxi
2

(
−4u(m,n)

x + 2u(m+1,n)
x + 2u(m−1,n)

x

)
+
κdia
2

(
−4u(m,n)

x + u(m+1,n+1)
x +

+u
(m+1,n−1)
x + u

(m−1,n+1)
x + u

(m−1,n−1)
x + u

(m+1,n+1)
y + u

(m−1,n−1)
y − u

(m+1,n−1)
y − u

(m−1,n+1)
y

)
,

Mdttu
(m,n)
y = κaxi

2

(
−4u

(m,n)
y + 2u

(m,n+1)
y + 2u

(m,n−1)
y

)
+ κdia

2

(
−4u

(m,n)
y + u

(m+1,n+1)
y +

+u
(m+1,n−1)
y + u

(m−1,n+1)
y + u

(m−1,n−1)
y − u

(m+1,n−1)
x − u

(m−1,n+1)
x + u

(m+1,n+1)
x + u

(m−1,n−1)
x

)
.(35)Çäåñü dtt îáîçíà÷àåò ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè âòîðîãî ïîðÿäêà.3.1 Äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíîå ñîîòâåòñòâèåÊàê è â ñëó÷àå îäíîìåðíîé öåïî÷êè, ïîäáåðåì ïàðàìåòðû êîíòèíóóìà òàê, ÷òî-áû îáåñïå÷èòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîíòèíóóìîì è ðåøåòêîé â äëèííîâîëíîâîìïðèáëèæåíèè. Äëÿ ýòîãî ïðîäåëàåì òå æå ïðîöåäóðû, ÷òî è äëÿ îäíîìåðíîé öå-ïî÷êè. Ñíà÷àëà çàìåíèì ñòåïåíè ñâîáîäû â ðåøåòêå u(m,n)

x , u(m,n)
y íà ñìåùåíèÿêîíòèíóóìà â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ:

u(m,n)
x (t) = ux(x, y, t)|x=md, u(m,n)

y (t) = uy(x, y, t)|y=nd. (36)Çàòåì ïðåäñòàâèì ñòåïåíè ñâîáîäû ñîñåäíèõ ÷àñòèö â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿäÒåéëîðà îòíîñèòåëüíî êîíòèíóàëèçèðîâàííûõ ñìåùåíèé îòñ÷åòíîé ÷àñòèöû ñó÷åòîì ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà:
u(m+p,n+q)
x,y ≈

[
ux,y + pd

∂ux,y
∂x

+ qd
∂ux,y
∂y

+
1

2
p2d2

∂2ux,y
∂x2

+

+
1

2
q2d2

∂2ux,y
∂y2

+ pqd2
∂2ux,y
∂x∂y

]∣∣∣∣
x=md,y=nd

.

(37)
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Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ðàçëîæåíèé â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (35) ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-ùèì óðàâíåíèÿì:
M∂ttux = (κaxi + κdia)d

2∂xxux + 2κdiad
2∂xyuy + κdiad

2∂yyux,

M∂ttuy = (κaxi + κdia)d
2∂yyuy + 2κdiad

2∂yxux + κdiad
2∂xxuy.

(38)Çäåñü è äàëåå ∂tt îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè âòîðîãî ïîðÿäêà.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâèé ìåæäó ïàðàìåòðàìè êëàññè÷åñêîãî èçîòðîïíîãîêîíòèíóóìà è ðåøåòêè ñðàâíèì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñ óðàâíåíèÿìè äâèæå-íèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîãî èçîòðîïíîãî êîíòèíóóìà
ρ∂ttux = (λ+ 2µ)∂xxux + (λ+ µ)∂xyuy + µ∂yyux,

ρ∂ttuy = (λ+ 2µ)∂yyuy + (λ+ µ)∂yxux + µ∂xxuy,
(39)ãäå λ, µ � êîý��èöèåíòû Ëÿìå, à ρ � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü. Íåîáõîäèìî ââåñòèïàðàìåòð äëèíû ðåøåòêè â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè (x, y),÷òîáû ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó óðàâíåíèÿìè (38) è (39). Ââåäåì ïàðàìåòð

h, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò òîëùèíó ðåøåòêè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñîîòíîøå-íèÿ
M = ρd2h, κaxi + κdia = h(λ+ 2µ), 2κdia = h(λ+ µ), κdia = hµ. (40)Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî λ=µ, à κaxi = 2κdia. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

κ = κaxi = 2κdia = 2µh, (41)êîòîðûì è áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.3.2 Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèåÏåðåïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (35) ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ:
Mdttu

(m,n)
x =

κ

4

(
−12u(m,n)

x + 4u(m+1,n)
x + 4u(m−1,n)

x + u(m+1,n+1)
x + u(m+1,n−1)

x +

+u
(m−1,n+1)
x + u

(m−1,n−1)
x + u

(m+1,n+1)
y + u

(m−1,n−1)
y − u

(m+1,n−1)
y − u

(m−1,n+1)
y

)
,

Mdttu
(m,n)
y =

κ

4

(
−12u(m,n)

y + 4u(m,n+1)
y + 4u(m,n−1)

y + u(m+1,n+1)
y + u(m+1,n−1)

y +

+u
(m−1,n+1)
y + u

(m−1,n−1)
y − u

(m+1,n−1)
x − u

(m−1,n+1)
x + u

(m+1,n+1)
x + u

(m−1,n−1)
x

)
.(42)Äë èçó÷åíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ âîëí â ðåøåòêå ïðåäñòàâèì ñìåùåíèÿïëîñêîé âîëíû â âèäå:

u
(m,n)
x = A exp(iωt) exp(−i(kxm+ kyn)),

u
(m,n)
y = B exp(iωt) exp(−i(kxm+ kyn)).

(43)19



Çäåñü kx, ky � êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà k = (k sin θ, k cos θ), óìíîæåííûåíà ïåðèîä ðåøåòêè d. Óãîë θ çàäàåò íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, A è
B � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû.Ïîäñòàíîâêà (43) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (42) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå èç äâóõîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî A è B:

A [Mω2 + κ(2 cos(kx) + cos(kx) cos(ky)− 3)] +Bκ[− sin(kx) sin(ky)] = 0,

Aκ[− sin(kx) sin(ky)] +B [Mω2 + κ(2 cos(ky) + cos(kx) cos(ky)− 3)] = 0.
(44)�àçäåëèì óðàâíåíèÿ (44) íà κ è ââåäåì áåçðàçìåðíóþ ÷àñòîòó

Ω = ω

√
2M

κ
=
ωd

cT
, (45)ãäå cT =

√
µ/ρ � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí â êëàññè÷åñêîìêîíòèíóóìå. Òîãäà óðàâíåíèÿ (44) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

A
[
Ω2

2
+ (2 cos(kx) + cos(kx) cos(ky)− 3)

]
+B[− sin(kx) sin(ky)] = 0,

A[− sin(kx) sin(ky)] +B
[
Ω2

2
+ (2 cos(ky) + cos(kx) cos(ky)− 3)

]
= 0.

(46)Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà ñèñòåìà èìåëà íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî, ÷òîáûåå îïðåäåëèòåëü áûë ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå
(
2 cos(kx) + 2 cos(ky)− 4 + Ω2

)
︸ ︷︷ ︸

(a)

(
4 cos(kx) cos(ky) + 2 cos(kx) + 2 cos(ky)− 8 + Ω2

)
︸ ︷︷ ︸

(b)

= 0,(47)êîòîðîå îïèñûâàeò äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà ðåøåòêè. Â äëèííîâîëíîâîì ïðè-áëèæåíèè (k → 0) óðàâíåíèå (a) = 0 ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ω = ±kd, îòêóäàñëåäóåò k = ±ω/cT , ÷òî îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ïîïåðå÷íûõ âîëí, à óðàâ-íåíèå (b) = 0 ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ω = ±
√
3kd, è k = ±ω/cL (cL =

√
3cTâ êîíòèíóóìå, ñîîòâåòñòâóþùåì ðàññìàòðèâàåìîé ðåøåòêå) ñîîòâåòñòâóåò ïðî-äîëüíûì âîëíàì. Íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ðåøåòêå,íå ÿâëÿþòñÿ íè ïðîäîëüíûìè, íè ïîïåðå÷íûìè. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, âû-ðàçèì îòíîøåíèå àìïëèòóä B/A, íàïðèìåð, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èç (46)

B

A
=

Ω2

2
+ (2 cos(kx) + cos(kx) cos(ky)− 3)

− sin(kx) sin(ky)
(48)è ïîêàæåì, ÷òî íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ýòî îòíîøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ctg(θ) �îòíîøåíèÿ àìïëèòóä B/A â ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíîé âîëíû, êîãäàêîëåáàíèÿ ÷àñòèö ñîâåðøàþòñÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà, è ìîæíîïðåäñòàâèòü àìïëèòóäû A è B êàê A = Ã sin θ, B = Ã cos θ. Òàêæå ìîæíî20



ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû, êîãäà êîëåáàíèÿ÷àñòèö ñîâåðøàþòñÿ ïîïåðåê íàïðàâëåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà, ðàâåíñòâî B/A =

tg θ íàðóøàåòñÿ íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ.Íà �èñóíêå 6 èçîáðàæåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ àìïëèòóä B/A îò÷àñòîòû Ω äëÿ âîëí, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (b) = 0. �àññìîòðåíû òðè ðàç-ëè÷íûõ óãëà ðàñïðîñòðàíåíèÿ θ. Ïóíêòèðíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì
ctg(θ) � îòíîøåíèþ àìïëèòóä B/A â ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíîé âîë-íû. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, âîëíà îñòàåòñÿ ïðîäîëüíîé è íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõòîëüêî ïðè óãëå ïàäåíèÿ θ = π/4.
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�èñ. 6: Îòíîøåíèÿ àìïëèòóäû ñìåùåíèé ïî îñè y ê àìïëèòóäå ñìåùåíèé ïî îñè
x ïðè ðàçëè÷íûõ óãëàõ ïàäåíèÿ.Êàê âèäíî èç õàðàêòåðà çàâèñèìîñòåé (43), åñëè ê âîëíîâîìó âåêòîðó k ïðè-áàâèòü âåêòîð k

∗ = (2π/d, 2π/d), óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùåéýòîìó íîâîìó âåêòîðó, áóäóò ïîëíîñòüþ ñîâïàäàòü ñ èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè.Âåêòîð k
∗ íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì îáðàòíîé ðåøåòêè [29℄. Òàêèì îáðàçîì, èí�îð-ìàòèâíîé îêàçûâàåòñÿ òîëüêî ïåðâàÿ çîíà Áðèëëþýíà [28℄, â ïðåëåäàõ êîòîðîé

kx è ky ìåíÿþòñÿ îò −π äî π.Íà �èñóíêå 7 èçîáðàæåíû äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè � çàâèñèìîñòè Ω(kx, ky)� â ïðåëåëàõ ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà −π ≤ kx ≤ π, −π ≤ ky ≤ π [28℄. Êðàñ-íûì öâåòîì îáîçíà÷åíà ïîâåðõíîñòü, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (b) = 0, ñåðûì� óðàâíåíèåì (a) = 0. Áóäåì íàçûâàòü âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèþ
(b) = 0 êâàçèïðîäîëüíûìè âîëíàìè (÷òî îòðàæàåò òîò �àêò, ÷òî ýòè âîëíûÿâëÿþòñÿ ïðîäîëüíûìè íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ), à ñîîòâåòñòñâóþùèå óðàâíåíèþ
(a) = 0 � êâàçèïîïåðå÷íûìè âîëíàìè.

21



�èñ. 7: Äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè â ïðåäåëàõ ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà.3.3 Ýíåðãèÿ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí�àññìîòðèì ãðàíèöó y = −Nd, áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ îò ãðàíèöû y = 0 (N →
∞). Ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ýòîé ãðàíèöû ìîæíî çàïèñàòüêàê ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ñèëàìè, äåéñòâóþùèìè íà ÷àñòèöó â óçëå ðåøåòêè íàýòîé ãðàíèöå:

P
(m,n) = F (m,n)

x u̇(m,n)
x + F (m,n)

y u̇(m,n)
y , (49)ãäå n = −N , u(m,n)

x , u(m,n)
y � ñìåùåíèÿ, F (m,n)

x , F (m,n)
y � ñèëû, äåéñòâóþùèå íàýëåìåíò ñ êîîðäèíàòàìè (md, nd):

F
(m,n)
x = 1

2
Mdttu

(m,n)
x + κ

4

(
6u

(m,n)
x − 2u

(m+1,n)
x − 2u

(m−1,n)
x − u

(m+1,n+1)
y −

−u(m+1,n+1)
x − u

(m−1,n+1)
x + u

(m−1,n+1)
y

)
,

F
(m,n)
y = 1

2
Mdttu

(m,n)
y + κ

4

(
6u

(m,n)
y − 4u

(m,n+1)
y − u

(m+1,n+1)
y − u

(m+1,n+1)
x −

−u(m−1,n+1)
y + u

(m−1,n+1)
x

)
.

(50)
Íàéäåì îñðåäíåííûé ïî ïåðèîäó T = 2π/ω ïîòîê ýíåðãèè

P̂
(m,n) =

1

T

T∫

0

P
(m,n)dt. (51)Ñìåùåíèÿ (43) ïðåäñòàâèì â âèäå ïîëóñóììû ñìåùåíèÿ è åãî êîìïëåêñíî ñî-ïðÿæåííîãî:

u(m,n)
x =

1

2

(
u(m,n)
x + u(m,n)

x

)
, u(m,n)

y =
1

2

(
u(m,n)
y + u(m,n)

y

)
. (52)22



�åçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè ýòèõ âûðàæåíèé â (49) è (50) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåäëÿ ïîòîêà ýíåðãèè âèäà
P

(m,n) = A1e
2iωt + A2e

−2iωt + A3. (53)Â ýòîì âûðàæåíèè A1, A2 è A3 íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Ïðè îñðåäíåíèè ïî ïåðè-îäó (51) ïåðâûå äâà ñëàãàåìûå èç (53) îáðàòÿòñÿ â íîëü. Îñòàâøååñÿ ñëàãàåìîå
A3 ïðåñòàâëÿåò ñîáîé îñðåäíåííûé ïî âðåìåíè ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ýëåìåíòàð-íóþ ÿ÷åéêó ãðàíèöû:

P̂ =
κω |A|2

8
ξ,

ξ = sin(kx + ky)(D
2 + 2D + 1) + sin(ky − kx)(D

2 − 2D + 1) + 4D2 sin(ky).

(54)Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå D = B/A. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ýòî âûðàæåíèå óæåíå çàâèñèò îò m è n.3.4 �ðóïïîâàÿ ñêîðîñòüÊîìïîíåíòû ãðóïïîâîé ñêîðîñòè îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè
Cgx =

∂ω

∂Kx
, Cgy =

∂ω

∂Ky
, (55)ãäå Kx = kx/d, Ky = ky/d � ðàçìåðíûå êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà. Îïðåäå-ëèì áåçðàçìåðíóþ ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü êàê ðàçìåðíóþ, äåëåííóþ íà cT . Òîãäàïîëó÷èì â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

cgx =
∂Ω

∂kx
, cgy =

∂Ω

∂ky
. (56)Âûðàçèì èç óðàâíåíèÿ (47) ÷àñòîòó Ω ÷åðåõ kx è ky. Äëÿ êâàçèïðîäîëüíûõ âîëí(óðàâíåíèå (b) = 0) è äëÿ êâàçèïîïåðå÷íûõ âîëí (óðàâíåíèå (a) = 0) ïîëó÷èì,ñîîòâåòñòâåííî:

ΩL =
√
8− 4 cos(kx) cos(ky)− 2 cos(kx)− 2 cos(ky),

ΩT =
√
4− 2 cos(kx)− 2 cos(ky).

(57)Òîãäà êîìïîíåíòû ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì âîëíàì, âûðà-çÿòñÿ ÷åðåç kx è ky ñëåäóþùèì îáðàçîì:
cgLx =

sin(kx)(2 cos(ky) + 1)

ΩL
, cgLy =

sin(ky)(2 cos(kx) + 1)

ΩL

cgTx =
sin(kx)

ΩT
, cgTy =

sin(ky)

ΩT
.

(58)Êàê âèäíî èç ýòîãî âûðàæåíèÿ, x− êîìïîíåíòû ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé îáðàùà-þòñÿ â íîëü íà ãðàíèöàõ çîíû Áðèëëþýíà kx = ±π, à y− êîìïîíåíòû � ïðè
ky = ±π. 23



3.5 Çàêëþ÷åíèåÂ äàííîé �ëàâå èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí âêâàäðàòíîé ðåøåòêå. Âûâåäåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ðåøåò-êè. Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêèé èçîòðîïíûé êîíòèíóóì ñ êîý��èöèåíòîì Ïóàñ-ñîíà ν = 0.25 îïèñûâàåò äàííóþ ðåøåòêó â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè. Ïðèýòîì íàëàãàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ïàðàìåòðû ðåøåòêè: ñâÿçü ìåæäó æåñòêîñòüþïðóæèí, ñîåäèíÿþùèõ ÷àñòèöó ðåøåòêè ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè, è æåñòêîñòüþïðóæèí, ñîåäèíÿþùèõ ñîñåäåé èç âòîðîé êîîðäèíàöèîííîé ñ�åðû. Ïîëó÷åíûäèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåòêè, îïðåäåëåí ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ýëå-ìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ïëîñêîé ãðàíèöû ðåøåòêè, à òàêæå îïðåäåëåíû ãðóïïîâûåñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí. Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé �ëà-âå, áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ �ëàâàõ äëÿ èçó÷åíèÿ îòðàæåíèÿ âîëíîò ãðàíèöû êâàäðàòíîé ðåøåòêè.
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4 Îòðàæåíèå âîëí îò ãðàíèöû ðåøåòêè
x

y

θ0

�èñ. 8: Ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ ãðàíèöåé y = 0.�àññìîòðèì ïîëóïðîñòðàíñòâî y < 0, çàïîëíåííîå äèñêðåòíîé ðåøåòêîé (ñì.�èñóíîê 8). Áóäåì èçó÷àòü îòðàæåíèå ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí, ïåðåíîñÿ-ùèõ ýíåðãèþ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè êàê ïî îñè x, òàê è ïî îñè y. Ïóñòüíà ãðàíèöó y = 0 ïàäàåò âîëíà, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ
x− è y− êîìïîíåíò ñìåùåíèé ÷àñòèö ðåøåòêè:

u
(m,n)
xI = AIe

iωte−i(kx0m+ky0
n), u

(m,n)
yI = BIe

iωte−i(kx0m+ky0n). (59)Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ kx è ky �àçîâàÿ ñêî-ðîñòü ýòîé âîëíû íàïðàâëåíà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè è ïî îñè x, è ïîîñè y. Îäíàêî ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ìîæåò ïðè ýòîì èìåòü äðóãîå íàïðàâëåíèå,è ïðè ýòîì ýíåðãèÿ áóäåò ïåðåíîñèòüñÿ ýòîé âîëíîé â íàïðàâëåíèè, îòëè÷àþ-ùåìñÿ îò ðàññìàòðèâàåìîãî. Çàäàäèì íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåéâîëíû, ââåäÿ óãîë ïàäåíèÿ θ0 (ñì. �èñóíîê 8). Äëÿ êàæäîãî óãëà θ0 è ÷àñòî-òû ω ìîæíî íàéòè âîëíîâîå ÷èñëî k0 ïàäàþùåé âîëíû, óäîâëåòâîðèâ ñîîò-âåòñòâóþùåìó ýòîé âîëíå äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ. Ïóñòü ïàäàþùàÿ âîëíàäëÿ îïðåäåëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðîäîëüíîé. Âû÷èñëèì ãðóïïîâûå ñêîðîñòè,îïðåäåëÿåìûå âûðàæåíèÿìè (58), ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèÿì
kx = k0 sin θ0, ky = k0 cos θ0.Íà �èñóíêå 9 èçîáðàæåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè êîìïîíåíò ãðóïïîâûõ ñêî-ðîñòåé îò ÷àñòîòû Ω äëÿ êâàçèïðîäîëüíîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïîä óã-ëàìè θ0 = π/6 è θ0 = π/3, è äëÿ ïîðîæäåííîé åþ îòðàæåííîé êâàçèïîïåðå÷íîéâîëíû, êîòîðàÿ áóäåò îáñóæäàòüñÿ íèæå. Êîìïîíåíòå ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ïîîñè x ïàäàþùåé âîëíû ñîîòâåòñòâóåò ÷åðíàÿ ëèíèÿ, à ïî îñè y � êðàñíàÿ. Êàêâèäíî èç ýòèõ ãðà�èêîâ, îáå êîìïîíåíòû ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ïàäàþùåé âîëíûïîëîæèòåëüíû äî íåêîòîðîé ÷àñòîòû, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî òàêàÿ âîëíà ïåðåíîñèòýíåðãèþ â èíòåðåñóþùåì íàñ íàïðàâëåíèè, ñîîòâåòñòâóùåì ïîëîæèòåëüíûì íà-ïðàâëåíèÿì îáåèõ îñåé. Îäíàêî ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû ïðè óãëå25
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�èñ. 9: �ðóïïîâûå ñêîðîñòè â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû äëÿ ïàäàþùåé êâàçè-ïðîäîëüíîé è îòðàæåííîé êâàçèïîïåðå÷íîé âîëí ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ óãëàõðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåé âîëíû.ðàñïðîñòðàíåíèÿ θ0 = π/6 x− êîìïîíåíòà ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ñòàíîâèòñÿ îò-ðèöàòåëüíîé, à ïðè θ0 = π/3 � y− êîìïîíåíòàõ ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî âîëíà íà÷èíàåò ïåðåíîñèòü ýíåðãèþ â ïåðâîì ñëó÷àå â îòðèöà-òåëüíîì íàïðàâëåíèè ïî îñè x, à âî âòîðîì � ïî îñè y. Ïîýòîìó äëÿ ïåðåíîñàïàäàþùåé âîëíîé ýíåðãèè ê ãðàíèöå â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ïî îñÿì xè y íåîáõîäèìî âûáèðàòü kx è ky â âûðàæåíèè äëÿ ïàäàþùåé âîëíû (59) ñîçíàêàìè, îáåñïå÷èâàþùèìè ïîëîæèòåëüíîñòü îáåèõ êîìïîíåíò ãðóïïîâîé ñêî-ðîñòè.Ïàäàþùàÿ âîëíà (59) ïîðîæäàåò äâå îòðàæåííûå âîëíû, îäíó êâàçèïðî-äîëüíóþ è îäíó êâàçèïîïåðå÷íóþ:
u
(m,n)
xR1

= AR1
eiωte−i(kx1m−ky1n), u

(m,n)
yR1

= BR1
eiωte−i(kx1m−ky1

n),

u
(m,n)
xR2

= AR2
eiωte−i(kx2m−ky2n), u

(m,n)
yR2

= BR2
eiωte−i(kx2m−ky2

n).
(60)Cìåùåíèÿ u(m,n) ÷àñòèö â ðåøåòêå ñêëàäûâàþòñÿ èç ñìåùåíèé, âûçûâàåìûõâñåìè òðåìÿ âîëíàìè:

u(m,n)
x = u

(m,n)
xI + u

(m,n)
xR1

+ u
(m,n)
xR2

, u(m,n)
x = u

(m,n)
yI + u

(m,n)
yR1

+ u
(m,n)
yR2

. (61)Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòà íà ãðàíèöå y = 0 (ñì. �èñóíîê 5,
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ñïðàâà):
1
2
Mdttu

(m,0)
x = −κ

4

(
6u

(m,0)
x − 2u

(m+1,0)
x − 2u

(m−1,0)
x + u

(m+1,−1)
y − u

(m+1,−1)
x −

−u(m−1,−1)
x − u

(m−1,−1)
y

)
− Fm

x ,

1
2
Mdttu

(m,0)
y = −κ

4

(
6u

(m,0)
y − 4u

(m,−1)
y − u

(m+1,−1)
y + u

(m+1,−1)
x − u

(m−1,−1)
y −

−u(m−1,−1)
x

)
− Fm

y . (62)×òîáû óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (62) íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå òðè âîë-íû ðàñïðîñòðàíÿëèñü ñ îäíîé è òîé æå �àçîé ïî x:
kx0 = kx1 = kx2 ⇔ k0 sin θ0 = k1 sin θ1 = k2 sin θ2, (63)ãäå θ1, θ2 � íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ îòðàæåííûõ âîëí. Âîëíîâîå ÷èñ-ëî îòðàæåííîé êâàçèïðîäîëüíîé âîëíû k1 è óãîë îòðàæåíèÿ θ1 óäîâëåòâîðÿþòòîìó æå äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ, ÷òî è k0, θ0. Ýòî äàåò ïðè óñëîâèè (63)ðàâåíñòâà k1 = k0, θ1 = θ0. Óãîë θ2, à çàòåì è âîëíîâîå ÷èñëî k2 ìîæíî íàéòè,óäîâëåòâîðèâ äðóãîìó äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ èç (47). Íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-ðîé ÷àñòîòû îòðàæåííûå âîëíû âòîðîãî òèïà áóäóò çàòóõàòü ïðè óäàëåíèè îòãðàíèöû ïî êîîðäèíàòå y è áóäóò èìåòü êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ θ2, k2.Ïîñìîòðèì íà ãðóïïîâûå ñêîðîñòè îòðàæåííîé êâàçèïîïåðå÷íîé âîëíû íà�èñóíêå 9. Ýòà âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó ïî îñè y,íåæåëè ïàäàþùàÿ, ÷òî îòðàæàåòñÿ â ðàçëè÷èè çíàêîâ ó y− êîìïîíåíò ãðóïïî-âûõ ñêîðîñòåé ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí. Êîìïîíåíòà ãðóïïîâîé ñêîðîñòèïî îñè y äëÿ êâàçèïîïåðå÷íûõ âîëí îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ÷àñòîòå îòñå÷êè, ïîñëåêîòîðîé ýòè âîëíû çàòóõàþò ïî y.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïàäàþùåé âîëíîé ñèëû Fm

x , Fm
y , äåéñòâóþùèå íà ãðàíè÷-íûé ýëåìåíò, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Fm
x = F 0

x (ω)e
−imkx0eiωt, Fm

y = F 0
y (ω)e

−imkx0eiωt. (64)Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãðàíèöà y = 0 ñâîáîäíàÿ, òî F 0
x (ω) = F 0

y (ω) = 0.Êàæäàÿ èç âîëí (59)-(60) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (42). Îòñþäàìîæíî ïîëó÷èòü îòíîøåíèÿ ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíò àìïëè-òóä âîëí:
D0 =

AI

BI
=

AR1

BR1

=
−Ω2/2+3−cos(kx0)(2+cos(ky0

))

− sin(kx0) sin(ky0
)

,

D2 =
AR2

BR2

=
−Ω2/2+3−cos(kx0)(2+cos(ky2))

− sin(kx0) sin(ky2)
.

(65)
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Ïîäñòàâèì (61) è (64) â (62), çàòåì ðàçäåëèì ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè íà κAI .Ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè
R1 =

AR1

AI
, R2 =

AR2

AI
, F̂ 0

x =
F 0
x

κAI
, F̂ 0

y =
F 0
y

κAI
(66)âèäà

a11R1 + a12R2 + F̂ 0
x = b1,

a21R1 + a22R2 + F̂ 0
y = b2.

(67)Çäåñü
a11 = − cos(kx0)− Ω2

4
+ 3

2
+ 1

2
eiky0(iD0 sin(kx0)− cos(kx0)),

a12 = − cos(kx0)− Ω2

4
+ 3

2
+ 1

2
e−iky2(iD2 sin(kx0)− cos(kx0)),

a21 = D0(
Ω2

4
− 3

2
+ e−iky0) + 1

2
e−iky0(D0 cos(kx0)− i sin(kx0)),

a22 = D2(
Ω2

4
− 3

2
+ e−iky0) + 1

2
e−iky2(D2 cos(kx0)− i sin(kx0)),

b1 = cos(kx0) +
Ω2

4
− 3

2
+ 1

2
eiky0(iD0 sin(kx0) + cos(kx0)),

b2 = D0(
Ω2

4
− 3

2
eiky0 + 1

2
eiky0(D0 cos(kx0) + i sin(kx0)).

(68)
Â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöà y = 0 ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöîé ðàçäåëà äâóõ ñðåä, íåîáõî-äèìî åùå äâà óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ R1, R2. Ýòè óðàâíåíèÿìîæíî ïîëó÷èòü, óäîâëåòâîðèâ óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé íà ãðàíèöå

y = 0.Â ñëó÷àå, êîãäà íà ãðàíèöó ïàäàåò êâàçèïîïåðå÷íàÿ âîëíà, åå âîëíîâûå ÷èñ-ëà íàõîäÿòñÿ èç äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êâàçèïîïåðå÷íîé âîëíû, äàëååíàõîäÿòñÿ âîëíîâûå ÷èñëà îòðàæåííîé êâàçèïðîäîëüíîé âîëíû, è óðàâíåíèÿ(67) îñòàþòñÿ âåðíû, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòîìó ñëó÷àþ çíà÷åíèÿìè kx0, ky0 è
ky2.4.1 Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿÂâåäåì ýíåðãåòè÷åñêèé êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ êàê îòíîøåíèå îñðåäíåííûõïîòîêîâ ýíåðãèé ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí

RE1 =
P̂1

P̂0

= |R1|2, RE2 =
P̂2

P̂0

= |R2|2
ξ2
ξ0
, (69)ãäå, â ñîîòâåòñòâèè ñ (54),

ξ2
ξ0

=
sin(kx2 + ky2)(D

2
2 + 2D2 + 1) + sin(ky2 − kx2)(D

2
2 − 2D2 + 1) + 4D2

2 sin(ky2)

sin(kx0 + ky0)(D
2
0 + 2D0 + 1) + sin(ky0 − kx0)(D

2
0 − 2D0 + 1) + 4D2

0 sin(ky0)
.(70)28



Êîý��èöèåíò RE2 èìååò ñìûñë òîëüêî òîãäà, êîãäà âîëíû ñîîòâåòñòâóþùåãîòèïà (êâàçèïîïåðå÷íûå â ñëó÷àå ïàäåíèÿ êâàçèïðîäîëüíîé âîëíû è êâàçèïðî-äîëüíûå â ïðîòèâíîì ñëó÷àå) ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ. Åñëè æå îíè íå ðàñïðîñòðà-íÿþòñÿ, à çàòóõàþò ïðè óäàëåíèè îò ãðàíèöû ïî îñè y, îíè íå äàþò âêëàäà âýíåðãèþ îòðàæåííûõ âîëí.4.2 Îòðàæåíèå îò ãðàíèöû�àññìîòðèì îòðàæåíèå îò ñâîáîäíîé, çàêðåïëåííîé èëè ëèíåéíî-âÿçêîé ãðàíè-öû äèñêðåòíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ýòè áàçîâûå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñäëÿ ïîíèìàíèÿ îñîáåííîñòåé îòðàæåíèÿ âîëí íà ãðàíèöå äèñêðåòíîé ðåøåòêè.Êðîìå òîãî, îíè ïîçâîëÿþò ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà. Âñëó÷àå ñâîáîäíîé èëè çàêðåïëåííîé ãðàíèöû âñÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿ ê ãðà-íèöå, äîëæíà ïîëíîñòüþ îòðàæàòüñÿ îò íåå. Íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ ïîëó÷åííûåðåøåíèÿ äîëæíû ñîâïàäàòü ñ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ êëàññè-÷åñêîãî êîíòèíóóìà.4.2.1 Ñâîáîäíàÿ ãðàíèöàÊîãäà ãðàíèöà y = 0 ñâîáîäíàÿ, Fm
x = 0, Fm

y = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðåøèòüñèñòåìó óðàâíåíèé (67) ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè R1, R2 è âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè
Ω è θ0.Â äàííîé ñèñòåìå íåò äèññèïàöèè, è âñÿ ýíåðãèÿ ïàäàþùåé âîëíû ïåðå-õîäèò â ýíåðãèþ îòðàæåííûõ âîëí, òàê ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
RE1 + RE2 = 1 ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ θ0 è Ω. Íà �èñóíêå 10 ïîêàçàíû ãðà-
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�èñ. 10: Îòðàæåíèå îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû.�èêè çàâèñèìîñòè ýíåðãåòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ äëÿ îòðàæåííûõ29



âîëí îáîèõ òèïîâ ïðè äâóõ óãëàõ ïàäåíèÿ êâàçèïðîäîëüíîé âîëíû. Êàê âèä-íî èç ãðà�èêîâ, â ñóììå ýòè êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ âñåãäà äàþò åäèíèöó.Êðàñíûå ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòó RE2, ïîñòðîåíû äëÿ ÷àñòîò,íèæå ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòû îòñå÷êè, íà êîòîðûõ ýòîò êîý��èöèåíò èìååòñìûñë. Íà ÷àñòîòå îòñå÷êè îòðàæåííûõ êâàçèïîïåðå÷íûõ âîëí RE2 = 0, ÷òîíàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì íóëþ y− êîìïîíåíòû ãðóïïîâîé ñêîðî-ñòè â ýòîé òî÷êå. Íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ, ãäå åùå íå ïðîÿâëÿþòñÿ äèñïåðñèîííûåñâîéñòâà ðåøåòêè, îòðàæåíèå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ îò ñâîáîä-íîé ãðàíèöû ñïëîøíîé ñðåäû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè êëàññè÷åñêîé òåîðèèóïðóãîñòè [3℄. Ïðè óãëå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåé âîëíû θ0 = π/3, êàê è âñëó÷àå ñïëîøíîé ñðåäû, íàáëþäàåòñÿ òðàíñ�îðìàöèÿ âîëí: ïàäàþùàÿ êâàçè-ïðîäîëüíàÿ âîëíà ïîðîæäàåò îòðàæåííóþ êâàçèïîïåðå÷íóþ âîëíó, ïðè ýòîìêâàçèïðîäîëüíàÿ âîëíà íà÷èíàåò îòðàæàòüñÿ òîëüêî íà òåõ ÷àñòîòàõ, íà êîòî-ðûõ êâàçèïîïåðå÷íûå âîëíû íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ. Åñëè æå íà ãðàíèöó ïàäàåòêâàçèïîïåðå÷íàÿ âîëíà, àíàëîãè÷íàÿ òðàíñ�îðìàöèÿ, ïðè êîòîðîé îòðàæàåò-ñÿ êâàçèïðîäîëüíàÿ âîëíà, ïðîèñõîäèò ïðè óãëå ïàäåíèÿ θ0 = π/6, ÷òî òàêæåñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ â êëàññè÷åñêîì êîíòèíóóìå. Ïðè óãëå ðàñïðîñòðàíå-íèÿ êâàçèïîïåðå÷íîé âîëíû θ0 = π/3, à òàêæå ïðè θ0 = π/4 áóäåò, êàê è âêîíòèíóóìå, îòðàæàòüñÿ òîëüêî êâàçèïîïåðå÷íàÿ âîëíà.4.2.2 Ëèíåéíî-âÿçêàÿ ãðàíèöàÑëó÷àé îòðàæåíèÿ îò ëèíåéíî-âÿçêîé ãðàíèöû ðåøåòêè îáðàòèë íà ñåáÿ âíè-ìàíèå àâòîðà â õîäå èññëåäîâàíèÿ, êîãäà íå ïðîèçâîäèëñÿ ó÷åò ñìåíû çíàêàãðóïïîâîé ñêîðîñòè ïàäàþùåé âîëíû, è â ýòîì ñëó÷àå áûëè ïîëó÷åíû íå�è-çè÷íûå ðåçóëüòàòû: ïîñëå ÷àñòîòû, íà êîòîðîé, êàê âûÿñíèëîñü, y− êîìïîíåí-òà ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ïàäàþùåé âîëíû ìåíÿåò çíàê (÷òî ñëó÷àåòñÿ ïðè óãëàõðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåé êâàçèïðîäîëüíîé âîëíû θ0 > π/4), ýíåðãèÿ îòðà-æåííûõ âîëí ïðåâîñõîäèëà ýíåðãèþ ïàäàþùåé âîëíû. Ïîñëå ó÷åòà çíàêîâ ýòîòíå�èçè÷íûé ý��åêò áûë óñòðàíåí.
�èñ. 11: Ëèíåéíî-âÿçêàÿ ãðàíèöà30



Íà �èñóíêå 11 èçîáðàæåíà ãðàíèöà ñ ëèíåéíî-âÿçêèìè ýëåìåíòàìè. Äåé-ñòâèå ýòèõ ýëåìåíòîâ íà ãðàíè÷íûå ÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ ñèëàìè Fm
x = κ∗1∂tu

(m,0)
x ,

Fm
y = κ∗2∂tu

(m,0)
y . Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë â (62) è ïðèäåì ê ñëåäóþùåéñèñòåìå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ R1, R2:

(a11 + iχ∗
1)R1 + (a12 + iχ∗

1)R2 = b1 − iχ∗
1,

(a12 − iD0χ
∗
2)R1 + (a22 − iD2χ

∗
2)R2 = b2 − iD0χ

∗
2.

(71)Çäåñü êîý��èöèåíòû óðàâíåíèé îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (68), à χ∗
1,2 = ωκ∗1,2/κ.Âûðàçèâ ýòè ïàðàìåòðû ÷åðåç áåçðàçìåðíóþ ÷àñòîòó, ïîëó÷èì χ∗
1,2 =

ΩcTκ
∗
1,2

dκ
.
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�èñ. 12: Îòðàæåíèå îò ëèíåéíî-âÿçêîé ãðàíèöû.Íà �èñóíêå 12 èçîáðàæåíû ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ îòðàæå-íèÿ äëÿ äâóõ ðàçíûõ óãëîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåé êâàçèïðîäîëüíîé âîëíûñî çíà÷åíèÿìè d = 0.05ì, κ∗1/κ = κ∗2/κ = 10−5c, cT = 2000ì/ñ. Â ýòîì ñëó÷àåóæå íå âñÿ ýíåðãèÿ îòðàæàåòñÿ îáðàòíî â ðåøåòêó èç-çà ïðèñóòñòâèÿ âÿçêîñòèíà ãðàíèöå. Îäíàêî åñëè êîý��èöèåíò âÿçêîñòè óìåíüøàòü, òî çíà÷åíèÿ êî-ý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèÿì,ïîëó÷åííûì äëÿ ñëó÷àÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû, à ïðè óâåëè÷åíèè êîý��èöèåíòàâÿçêîñòè � ê çíà÷åíèÿì äëÿ ñëó÷àÿ çàêðåïëåííîé ãðàíèöû.Íà ïðàâîì �èñóíêå 12 íàáëþäàåòñÿ óìåíüøåíèå êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ
RE1 íà ÷àñòîòàõ, áîëüøèõ ÷àñòîòû Ω = 3. Ýòî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåìçíàêà ãðóïïîâîé ñêîðîñòè íà ýòîé ÷àñòîòå.4.2.3 Æåñòêî çàêðåïëåííàÿ ãðàíèöà�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ãðàíèöà y = 0 æåñòêî çàêðåïëåíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîíà ýòîé ãðàíèöå ñìåùåíèÿ ðàâíû íóëþ. Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé31



ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî R1 è R2:
R1 +R2 = −1,

R1D0 +R2D2 = D0.
(72)�åøåíèå ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

R1 =
D0 +D2

D0 −D2
, R2 = − 2D0

D0 −D2
. (73)Çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ RE1 è RE2 îò ÷àñòîòû Ω ïðè äâóõ ðàçíûõ óãëàõïàäåíèÿ êâàçèïðîäîëüíîé âîëíû èçîáðàæåíû íà �èñóíêå 13. Êàê âèäíî èç ïîêà-
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�èñ. 13: Îòðàæåíèå îò çàêðåïëåííîé ãðàíèöû.çàííûõ çàâèñèìîñòåé, óñëîâèå RE1+RE2 = 1 âûïîëíÿåòñÿ. Íà íèçêèõ ÷àñòîòàõðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì äëÿ êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà [3℄.4.3 Îòðàæåíèå îò ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ ðåøåòîê ñ ðàç-íûìè ñâîéñòâàìè.�àññìîòðèì äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ îáùåé ãðàíèöåé y = 0, çàïîëíåííûõ äèñ-êðåòíûìè ðåøåòêàìè ñ èäåíòè÷íîé ãåîìåòðèåé, íî ðàçíûìè �èçè÷åñêèìè ïà-ðàìåòðàìè (ñì. �èóíîê 14). Ïóñòü âîëíà ïàäàåò íà ãðàíèöó èç âåðõíåãî ïî-ëóïðîñòðàíñòâà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü çàäà÷ó îá îòðàæåíèè â ýòîì ñëó÷àå,ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (62) íåäîñòàòî÷íî. Òðåáóåòñÿ óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ íåïðå-ðûâíîñòè ñìåùåíèé íà ãðàíèöå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàéòè îòêëèê íèæíåãîïîëóïðîñòðàíñòâà íà âîçäåéñòâèÿ F x
m, F y

m, âûçûâàåìûå ïàäàþùåé ñî ñòîðîíûâåðõíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà âîëíîé íà ãðàíèöå y = 0. Ïóñòü ìàññà ýëåìåíòîâðåøåòêè â íèæíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå M̃ = pM .32



x

y

�èñ. 14: Äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âíóòðåííåãî ýëåìåíòà íèæíåé ðåøåòêè àíàëîãè÷-íû óðàâíåíèÿì (42). Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (65) è (47) áóäóò âåðíû è äëÿ âîëí,ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â íèæíåé ðåøåòêå, åñëè â íèõ ñäåëàòü çàìåíó Ω íà √
pΩ.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà íèæíåé ðåøåòêè:

M̃
2
dttũ

(m,0)
x + κ

4

(
6ũ

(m,0)
x − 2ũ

(m+1,0)
x − 2ũ

(m−1,0)
x − ũ

(m+1,1)
y −

−ũ(m+1,1)
x − ũ

(m−1,1)
x + ũ

(m−1,1)
y

)
− Fm

x = 0,

M̃
2
dttu

(m,0)
y + κ

4

(
6ũ

(m,0)
y − 4ũ

(m,1)
y − ũ

(m+1,1)
y − ũ

(m+1,1)
x −

−ũ(m−1,1)
y + ũ

(m−1,1)
x

)
− Fm

y = 0.

(74)
Èùåì ñìåùåíèÿ ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ íèæíåé ðåøåòêè â âèäå

ũ
(m,n)
x = e−imkx0

(
A1e

−ink̃y0 + A2e
−ink̃y2

)
eiωt,

ũ
(m,n)
y = e−imkx0

(
A1D̃0e

−ink̃y0 + A2D̃2e
−ink̃y2

)
eiωt.

(75)Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèÿ (64) è ðàçäåëèì óðàâíåíèÿ (74) íà κ. Óäîâëåòâîðå-íèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (74) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
A1, A2. �åøåíèå ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A1 =
−A12F

0
y + A22F

0
x

κDet(A)
, A2 =

A11F
0
y − A21F

0
x

κDet(A)
, (76)
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ãäå
A11 =

1
4

(
6− 2 cos(kx0)(2 + e−ik̃y0)− pΩ2 + 2iD̃0e

−ik̃y0 sin(kx0)
)
,

A12 =
1
4

(
6− 2 cos(kx0)(2 + e−ik̃y2)− pΩ2 + 2iD̃2e

−ik̃y2 sin(kx0)
)
,

A21 =
D̃0

4

(
6− 2e−ik̃y0(2 + cos(kx0))− pΩ2

)
+ i

2
e−ik̃y0 sin(kx0),

A22 =
D̃2

4

(
6− 2e−ik̃y2(2 + cos(kx0))− pΩ2

)
+ i

2
e−ik̃y2 sin(kx0),

Det(A) = A11A22 − A12A21.

(77)
Òåïåðü ìîæíî íàéòè ñìåùåíèÿ íà ãðàíèöå y = 0:
ũ(m,0)
x = e−imkx0(A1 + A2)e

iωt, ũ(m,0)
y = e−imkx0(A1D̃0 + A2D̃2)e

iωt. (78)Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé íà ãðàíèöå y = 0 íåîá-õîäèìî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ
ũ(m,0)
x = u(m,0)

x , ũ(m,0)
y = u(m,0)

y , (79)ãäå
u(m,0)
x = e−imkx0(AI+AR1

+AR2
)eiωt, u(m,0)

y = e−imkx0(AID0−AR1
D0−AR2

D2)e
iωt.(80)Àìïëèòóäû A1 + A2 è A1D̃0 + A2D̃2 ïðåäñòàâèì â âèäå

A1 + A2 = C1
F 0
x

κ
+ C2

F 0
y

κ
, A1D̃0 + A2D̃2 = C3

F 0
x

κ
+ C4

F 0
y

κ
, (81)ãäå

C1 =
A22 − A21

Det(A)
, C2 =

A11 − A12

Det(A)
, C3 =

A22D̃0 −A21D̃2

Det(A)
, C4 =

A11D̃2 − A12D̃0

Det(A)
.(82)�àçäåëèì âûðàæåíèÿ äëÿ ñìåùåíèé (78) è (80) íà AI . Òîãäà óäîâëåòâîðåíèåóñëîâèÿì (79) ïðèâåäåò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-íûõ R1, R2, F̂ 0

x , F̂ 0
y :

R1 +R2 − C1F̂
0
x − C2F̂

0
y = −1,

R1D0 +R2D2 + C3F̂
0
x + C4F̂

0
y = D0.

(83)Ýòè óðàâíåíèÿ âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè (67) ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó èç ÷åòûðåõóðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè: R1, R1, F̂ 0
x , F̂ 0

y . �åøèâ ýòó ñèñòåìó, íàé-äåì êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ RE1,RE2. Íà �èñóíêå 15 èçîáðàæåíû ÷àñòîòíûåçàâèñèìîñòè íàéäåííûõ êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ ïðè óãëå ðàñïðîñòðàíåíèÿ34
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�èñ. 15: Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû ñ äèñêðåòíîé ðåøåòêîé ñ äðó-ãèìè ñâîéñòâàìèïàäàþùåé êâàçèïðîäîëüíîé âîëíû θ0 = π/6 äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé p. Ïðè p < 1îòðàæåíèå íåáîëüøîå ïðàêòè÷åñêè íà âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò è óâåëè÷èâàåòñÿïðè ïðèáëèæåíèè ê ÷àñòîòå îòñå÷êè âåðõíåé ðåøåòêè. ×àñòîòà îòñå÷êè íèæíåéðåøåòêè áîëüøå ÷àñòîòû îòñå÷êè âåðõíåé, ïîýòîìó íà âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ÷àñòîòàõ ÷àñòü ýíåðãèè ïðîõîäèò âî âòîðóþ ðåøåòêó, è îáùàÿ ýíåðãèÿ îòðà-æåííûõ âîëí óæå ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå ýíåðãèè ïàäàþùåé âîëíû. Ïðè p > 1,òî åñòü êîãäà ìàññà ÷àñòèöû â íèæíåé ðåøåòêå áîëüøå ìàññû ÷àñòèöû èñõîä-íîé ðåøåòêè, ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â íèæíåé ðåøåòêå ïðîèñõîäèò íà ìåíüøåìäèàïàçîíå ÷àñòîò, è, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé ÷àñòîòû, ïàäàþùàÿ âîëíà ïîëíîñòüþîòðàæàåòñÿ, òàê êàê îíà óæå íå ìîæåò ïðîõîäèòü â íèæíþþ ðåøåòêó.
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�èñ. 16: Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû ñ äèñêðåòíîé ðåøåòêîé ñëèíåéíî-âÿçêèìè ýëåìåíòàìè 35



�àññìîòðèì íèæíþþ ðåøåòêó ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê è âåðõíÿÿ,íî äîáàâèì ê ïðóæèíàì, ñîåäèíÿþùèì ÷àñòèöû â íèæíåé ðåøåòêå, ëèíåéíî-âÿçêèå ýëåìåíòû ñ êîý��èöèåíòîì κ∗, ñîåäèíåííûå ñ ïðóæèíàìè ïàðàëëåëüíî.�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ òàêîé ñèñòåìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè çíà÷å-íèÿ ïàðàìåòðà âÿçêîñòè ê íóëþ íåò îòðàæåíèÿ, âñÿ ýíåðãèÿ ïðèõîäÿùèõ ê ãðà-íèöå âîëí ïðîõîäèò â íèæíþþ ðåøåòêó, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îæèäàåìûì ðåçóëüòàòîì,òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ðåøåòêà íåðàçëè÷èìû. Ïðè óâåëè÷å-íèè ïàðàìåòðà âÿçêîñòè çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ ïðèáëèæàþòñÿ êçíà÷åíèÿì, ïîëó÷åííûì äëÿ ñëó÷àÿ îòðàæåíèÿ îò çàêðåïëåííîé ãðàíèöû.Íà �èñóíêå 16 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ ïðèäâóõ ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âÿçêîñòè. Ïðè íåáîëüøîì çíà÷åíèè ïàðà-ìåòðà ÷àñòü ýíåðãèè ìîæåò ïðîõîäèòü ÷åðåç ãðàíèöó (ñì. ëåâûé ãðà�èê íà�èñ. 16). Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âÿçêîñòè íà âñåõ ÷àñòîòàõ, êðîìåñàìûõ íèçêèõ, íàáëþäàåòñÿ ïîëíîå îòðàæåíèå ýíåðãèè ïàäàþùåé âîëíû, êàê èâ ñëó÷àå çàêðåïëåííîé ãðàíèöû.4.4 Çàêëþ÷åíèåÂ äàííîé �ëàâå áûëè ðàññìîòðåíû çàäà÷è îá îòðàæåíèè ïëîñêèõ ãàðìîíè÷å-ñêèõ âîëí îò ãðàíèöû êâàäðàòíîé ðåøåòêè. Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè êîý��èöè-åíòîâ îòðàæåíèÿ ïî ýíåðãèè îò ÷àñòîòû è óãëà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåé íàãðàíèöó âîëíû. Îòðàæåíèå âîëí îò ñâîáîäíîé èëè çàêðåïëåííîé ãðàíèöû ðå-øåòêè íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ ïîëíîñòüþ ñîîòâåñòâóåò îòðàæåíèþ îò ñâîáîäíîé èëèçàêðåïëåííîé ãðàíèöû êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà, ÷òî è äîëæî âûïîëíÿòüñÿ,òàê êàê ó÷èòûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ïàðàìåòðîâ ðåøåòêè è êîíòèíóóìà íà íèç-êèõ ÷àñòîòàõ (â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè). Òàêæå èññëåäîâàíî îòðàæåíèåîò ëèíåéíî-âÿçêîé ãðàíèöû è îò ãðàíèöû ñ äðóãèì äèñêðåòíûì ïîëóïðîñòðàí-ñòâîì ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ.
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5 Îòðàæåíèå îò ãðàíèöû ðàçäåëà ðåøåòêè è êëàñ-ñè÷åñêîãî êîíòèíóóìà
θ0

θ2

x

y

�èñ. 17: Äèñêðåòíàÿ è êîíòèíóàëüíàÿ îáëàñòè (ñëåâà); îòðàæåíèå è ïðîõîæäå-íèå âîëí íà ãðàíèöå (ñïðàâà).Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðåäñòàâëåíî íà �è-ñóíêå 17. Âåðõíÿÿ ÷àñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà y < 0 çàïîëíåíà êâàäðàòíîé ðåøåò-êîé. Íèæíÿÿ ÷àñòü y > 0 ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé äëÿ êëàññè÷åñêî-ãî êîíòèíóóìà.5.1 Ñìåùåíèÿ â êîíòèíóóìå, âûçûâàåìûå ïàäàþùåé âîë-íîéÊàê è â ñëó÷àå ñøèâàíèÿ äèñêðåòíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, ðàññìîòðåííîãî â ïðåäû-äóùåé ãëàâå, íåîáõîäèìî íàéòè îòêëèê íèæíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà íà âîëíó,ïàäàþùóþ íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä ñî ñòîðîíû ðåøåòêè.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî óïðóãîãî êîíòèíóóìà ìîæíî ïðåäñòà-âèòü â ñëåäóþùåì âèäå [3℄:
µ̃ (∂xxux + ∂yyux) +

(
λ̃+ µ̃

)
(∂xxux + ∂yxuy) = ρ∂ttux,

µ̃ (∂xxuy + ∂yyuy) +
(
λ̃+ µ̃

)
(∂xyux + ∂yyuy) = ρ∂ttuy,

(84)ãäå ux è uy � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèé â êîíòèíóóìå ïî x è ïî y. Ââåäåììàëóþ âÿçêîñòü χ: λ̃ = λ(1 + χ∂t), µ̃ = µ(1 + χ∂t). λ è µ � ýòî êîý��èöèåíòûËÿìå, è λ = µ, êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (40). Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ ìàëîéâÿçêîñòè ñòàíåò ÿñíà â õîäå îòûñêàíèÿ îòêëèêà êîíòèíóóìà.Êîëè÷åñòâî òî÷åê êîíòàêòà ìåæäó äèñêðåòíîé ðåøåòêîé è êîíòèíóóìîì íàãðàíèöå y = 0 áåñêîíå÷íî â ñëåäñòâèå áåñêîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè ãðàíèöû. Âêàæäîé òî÷êå ñèëû F j
x , F j

y (64) äåéñòâóþò íà êîíòèíóóì ñî ñòîðîíû ðåøåòêè.37



Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çîíà êîíòàêòà ìåæäó êàæäîé ãðàíè÷íîé ìàññîé â ðåøåòêå èêîíòèíóóìîì êîíå÷íà, ÷òîáû èçáåæàòü ñèíãóëÿðíîñòåé â ðåøåíèè äëÿ êëàññè-÷åñêîãî êîíòèíóóìà. Äëÿ ýòîé öåëè ââîäèòñÿ ïàðàìåòð b � ïîëîâèíà øèðèíûêîíòàêòà ìåæäó êîíòèíóóìîì è îäíîé ÷àñòèöåé ðåøåòêè íà ãðàíèöå. Âûáåðåìãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîíòàêòíàÿ ñèëà íå çàâèñåëà îò ïà-ðàìåòðà b:
b∫

−b

σdx =
F

h
. (85)Òåïåðü ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü äèíàìè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

σyy (x, 0) = −
∞∑

j=−∞

F j
y

2bh
H (b− |x− jd|) ,

σyx (x, 0) = −
∞∑

j=−∞

F j
x

2bh
H (b− |x− jd|) ,

(86)ãäå σyy (x, y, t) � íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå, σyx (x, y, t) � òàíãåíöèàëüíîå íàïðÿ-æåíèå, H(x) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà (âûáðàíà äëÿ ïðîñòîòû), j � öåëîå ÷èñëî.Òàêæå ïðåäïîëàãàåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè σyy , σyx è ñèëàìè
F j
y , F j

x â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè. Âûðàçèì ñèëû F j
y , F j

x èç óðàâíåíèé(62) è êîíòèíóàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïîäñòàâèâ â íèõ êîíòèíóàëè-çèðîâàííûå ñìåùåíèÿ (37). Ñèëû F j
y , F j

x ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
F j
x =

1

2
κd∂yux +

1

2
κd∂xuy, F j

y =
3

2
κd∂yuy +

1

2
κd∂xux. (87)Íàïðÿæåíèÿ â êëàññè÷åñêîì êîíòèíóóìå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñìåùåíèÿ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì [3℄:

σyx = µ (∂yux + ∂xuy) , σyy = λ∂xux + (λ+ 2µ)∂yuy. (88)Ïðè âûáðàííîì ðàñïðåäåëåíèè ñèë ïî ïëîùàäè êîíòàêòà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿñîîòâåòñòâèå σyy = F j
y /2bh, σyx = F j

x/2bh. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïàðà-ìåòðàìè êîíòèíóóìà è ðåøåòêè â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè (41) ìîæíîñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ïîñòàâëåííûì óñëîâèÿ íåîáõîäèìî âû-ïîëíåíèå ðàâåíñòâà b = d/2.Ïðåäñòàâèì ñìåùåíèÿ â êîíòèíóóìå ÷åðåç ïîòåíöèàëû Φ, Ψ:
ux (x, y, t) = ∂xΦ(x, y, t) + ∂yΨ(x, y, t),

uy (x, y, t) = ∂yΦ(x, y, t)− ∂xΨ(x, y, t).
(89)Òîãäà íàïðÿæåíèÿ σyy è σyx ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïîòåíöèàëàìè ñìåùåíèé Φ, Ψñëåëóþùèì îáðàçîì [3℄:

σyy = λ̃ (∂xx + ∂yy)Φ + 2µ̃ (∂yyΦ− ∂yxΨ) , σxy = µ̃ (2∂xyΦ + ∂yyΨ− ∂xxΨ) . (90)38



Ïðåäñòàâëåíèå (89) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (84), åñëè
∂ttΦ−

(
λ̃+ 2µ̃

)
/ρ (∂xx + ∂yy) Φ = 0, ∂ttΨ− µ̃/ρ (∂xx + ∂yy)Ψ = 0. (91)�åøåíèÿ óðàâíåíèé (91) áóäåì èñêàòü â âèäå

Φ(x, y, t) = ϕ(x, y)eiωt, Ψ(x, y, t) = ψ(x, y)eiωt. (92)Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â (91) è ïðèìåíèì ê ðåçóëüòàòó ïîäñòàíîâêè ýêñïî-íåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå x, êîòîðîåîïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ϕ∗(k, y) =

∞∫

−∞

eikxϕ(x, y)dx, ψ∗(k, y) =

∞∫

−∞

eikxψ(x, y)dx. (93)Ïðèìåíèì òàêæå ïðåáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (86), ïîäñòàâèââ èõ ëåâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (90). Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê óðàâíåíèÿì
∂yyϕ

∗ − ζ2Lϕ
∗ = 0, ∂yyψ

∗ − ζ2Tψ
∗ = 0 (94)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè y = 0:

(1 + iχ∗) ((λ+ 2µ)∂yyϕ
∗ − λk2ϕ∗ + 2µik∂yψ

∗) = −
∞∑

j=−∞

F 0
y e

−ijkx0
eik(jd+b) − eik(jd−b)

idhk
,

(1 + iχ∗)µ (∂yyψ
∗ + k2ψ∗ − 2ik∂yϕ

∗) = −
∞∑

j=−∞

F 0
xe

−ijkx0
eik(jd+b) − eik(jd−b)

idhk
, (95)ãäå

ζL =
√
k2 − ω2/c̃2L, ζT =

√
k2 − ω2/c̃2T ,

c̃2L = c2L(1 + iχ∗), c̃2T = c2T (1 + iχ∗), χ∗ = ωχ,
(96)

cL =
√

(λ+ 2µ)/ρ è cT =
√
µ/ρ � ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ èïîïåðå÷íûõ âîëí â êëàññè÷åñêîì êîíòèíóóìå, ñîîòâåòñòâåííî.Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (94), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî �óíêöèè ϕ∗, ψ∗äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè y ê áåñêîíå÷íîñòè, ìîæíî èñêàòüâ âèäå

ϕ∗(k, y) = A(k, ω)exp(−ζLy), ψ∗(k, y) = B(k, ω)exp(−ζTy) (97)ïðè óñëîâèè, ÷òî äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ðàäèêàëîâ ζL, ζT ïîëîæèòåëüíû.Íàéäåì �óíêöèè A(k, ω) è B(k, ω), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëî-âèÿì (95). Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì ðåøåíèÿ (97) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (95) è ïîëó-÷èì ñèñòåìó èç äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ39



A è B. �åøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ
A = − 1

µikdh(1 + iχ∗)

γF 0
y + 2ikζTF

0
x

γ2 − 4k2ζT ζL

∞∑

j=−∞

e−ikx0j(eik(jd+b) − eik(jd−b)),

B = − 1

µikdh(1 + iχ∗)

γF 0
x − 2ikζLF

0
y

γ2 − 4k2ζT ζL

∞∑

j=−∞

e−ikx0j(eik(jd+b) − eik(jd−b)).

(98)Ïîäñòàâèì (92) â (89) è ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ðåçóëüòàòó ïîä-ñòàíîâêè. Ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå îò ñìåùåíèé ux, uyè íàéäåííûìè âûðàæåíèÿìè äëÿ ϕ∗, ψ∗:
u∗x = (−ikϕ∗ + ∂yψ

∗) eiωt, u∗y = (ikψ∗ + ∂yϕ
∗) eiωt. (99)Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñìåùåíèé â êîíòèíóóìå ïðèìåíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå:

ux(x, y, t) =
1

2π

∞∫

−∞

e−ikxu∗x(k, y, t)dk, uy(x, y, t) =
1

2π

∞∫

−∞

e−ikxu∗y(k, y, t)dk, (100)ãäå
u∗x =

(
F 0
x ζT (2k

2e−ζLy − γe−ζT y) + F 0
y ik(2ζT ζLe

−ζT y − γe−ζLy)
)
S,

u∗y =
(
F 0
x ik(γe

−ζLy − 2ζT ζLe
−ζT y) + F 0

y ζL(2k
2e−ζT y − γe−ζLy)

)
S,

S =

eiωt
∞∑

j=−∞
eikjde−ikx0j

(
e−ikb − eikb

)

idhkµ(1 + iχ∗)∆
, γ = 2k2 − ω2/c̃2T , ∆ = γ2 − 4k2ζT ζL.(101)Òàêèì îáðàçîì, ñìåùåíèÿ â êîíòèíóóìå, âûçûâàåìûå ïîâåðõíîñòíûìè íà-ïðÿæåíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàäàþùåé âîëíå, íàéäåíû â âèäå èíòåãðàëîâ.5.2 Óäîâëåòâîðåíèå óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé íàãðàíèöåÄëÿ èçáåæàíèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé â ðåøåíèè äëÿ êîíòèíóóìà çîíà êîíòàêòà ìåæ-äó êîíòèíóóìîì è ÷àñòèöåé ðåøåòêè áûëà ðàñïðåäåëåíà ïî êîíå÷íîé îáëàñòè.Ýòî ïðèâîäèò ê íåîäíîçíà÷íîñòè ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî ñìåùåíèÿ ìàññ íà ãðàíèöå ðåøåòêè ðàâíû ñìåùåíèþ êîíòèíóóìà âòî÷êàõ êîíòàêòà:

u(m,0)
x (t) = ux(md, 0, t), u(m,0)

y (t) = uy(md, 0, t). (102)Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñìåùåíèÿ â ðåøåòêå u(m,0,t)
x , u(m,0,t)

y ìîæíîòàêæå ïðèðàâíÿòü ê ñìåùåíèÿì êîíòèíóóìà ux(md, 0, t), uy(md, 0, t), îñðåäíåí-íûì ïî øèðèíå êîíòàêòà 2b. 40



Ïîäñòàâèì ñìåùåíèÿ â ðåøåòêå (80) è íàéäåííûå â èíòåãðàëüíîé �îðìåñìåùåíèÿ â êîíòèíóóìå â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (102). Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ
A(f)e−ikx0m =

∞∫

−∞

F (f)e−ikmd
∞∑

j=−∞

eikjde−ikx0jdk, f = 1, 2, (103)ãäå
A1 = AI + AR1

+ AR2
, A2 = AID0 −ALD0 − ATD2,

F 1(k, ω) =
(2k2−γ)ζTF 0

x+ik(2ζT ζL−γ)F 0
y

2πikdhµ(1+iχ∗)∆

(
e−ikb − eikb

)
,

F 2(k, ω) =
−ik(2ζT ζL−γ)F 0

x+(2k2−γ)ζLF
0
y

2πikdhµ(1+iχ∗)∆

(
e−ikb − eikb

)
.

(104)Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèé (103) íà eikx0m è ââåäåì íîâûéèíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ l = j − m. Òîãäà óðàâíåíèÿ (103) ìîæíî ïåðåïèñàòü âñëåäóþùåì âèäå:
A(f) =

∞∫

−∞

F (f)
∞∑

l=−∞

eil(kd−kx0)dk. (105)Ýòè óðàâíåíèÿ ðàçäåëèì íà AI , èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïàðàìåòðàìèêîíòèíóóìà è ðåøåòêè κ = 2µh è ââåäåì áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ èíòåãðè-ðîâàíèÿ K = kd è îáåçðàçìåðåííûé ïàðàìåòð bdl = b/d. Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèÿ(105) ïðèìóò âèä
1 +R1 +R2 = C1F̂

0
x + C2F̂

0
y ,

D0 − R1D0 − R2D2 = C3F̂
0
x + C4F̂

0
y ,

(106)ãäå
C1 =

1
πi(1+iχ∗)

∞∑
l=−∞

e−ilkx0

∞∫
−∞

F1(K,Ω)
K∆

eilK
(
e−iKbdl − eiKbdl

)
dK,

C2 =
1

πi(1+iχ∗)

∞∑
l=−∞

e−ilkx0

∞∫
−∞

F2(K,Ω)
∆

eilK
(
e−iKbdl − eiKbdl

)
dK,

C4 =
1

πi(1+iχ∗)

∞∑
l=−∞

e−ilkx0

∞∫
−∞

F4(K,Ω)
K∆

eilK
(
e−iKbdl − eiKbdl

)
dK,

C3 = −C2.

(107)
Çäåñü F1, F2, F4 � ñèììåòðè÷íûå ïî K �óíêöèè:

F1 = β2
T

√
K2 − β2

T , F2 = i(2
√
K2 − β2

T

√
K2 − β2

L − 2K2 + β2
T ),

F4 = β2
T

√
K2 − β2

L, β2
L = Ω2c2T/c

2
L/(1 + iχ∗), β2

T = Ω2/(1 + iχ∗),

∆ = (2K2 − β2
T )

2 − 4K2
√
K2 − β2

T

√
K2 − β2

L.

(108)
41



Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ñóìì èíòåãðàëîâ (107) òðåáóåò î÷åíü ìíîãî âðåìåíè,òàê êàê íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ìíîãî ÷ëåííîâ ñóììèðîâàíèÿ (ïîðÿäêà íåñêîëü-êèõ òûñÿ÷). Äëÿ èçáåæàíèÿ âðåìåííûõ çàòðàò ñóììû èç (107) ñëåäóåò áðàòüàíàëèòè÷åñêè. Ïðîâåäåì ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé íàä êîý��èöèåíòàìè (107).Ïåðåïèøåì êîý��èöèåíò C1 â âèäå
C1 =

1

πi(1 + iχ∗)
(C11 + C12), ãäå

C11 =
∞∑

l=−∞
e−ilkx0

∞∫
−∞

F1(K)
K∆

eilKe−iKbdl, C12 = −
∞∑

l=−∞
e−ilkx0

∞∫
−∞

F1(K)
K∆

eilKeiKbdl.(109)Â C11 ñäåëàåì çàìåíó l íà −l è K íà −K:
C11 = −

∞∑

l=−∞

eilkx0

∞∫

−∞

F1(K)

K∆
eilKeiKbdldK. (110)Òåïåðü

C1 = − 1

πi(1 + iχ∗)

∞∑

l=−∞

(
eilkx0 + e−ilkx0

) ∞∫

−∞

F1(K)

K
eiK(bdl+l)dK. (111)Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå C1 = −1/(πi(1 + iχ∗))(C1

1 + C2
1 + C10),ãäå

C10 =
∞∫

−∞

F1(K)
K∆

(
eiKbdl − e−iKbdl

)
dK, C1

1 =
−1∑

l=−∞

(
eilq + e−ilq

) ∞∫
−∞

F1(K)
K∆

eiK(bdl+l)dK,

C2
1 =

∞∑
l=1

(
eilq + e−ilq

) ∞∫
−∞

F1(K)
K∆

eiK(bdl+l)dK. (112)Â C1
1 ñäåëàåì çàìåíó l íà −l. Òîãäà ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ C1,ñ êîòîðûì áóäåì ðàáîòàòü:

C1 = − 1

πi(1 + iχ∗)




∞∑

l=1

(
eilq + e−ilq

) ∞∫

−∞

F1(K)

K∆

(
eiK(bdl−l) + eiK(bdl+l)

)
dK + C10


 .(113)Ïðèìåíèì êîíòóðíîå èíòåãðèðîâàíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ èç (113). Ïî-ñ÷èòàåì ñíà÷àëà èíòåãðàë

J1
1 =

∞∫

−∞

F1(K)

K∆
eiK(bdl+l)dK. (114)Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ èç (114) ìíîãîçíà÷íà èç-çà ïðèñóòñòâèÿ ðàäèêàëîâ

ζT , ζL è îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â òàê íàçûâàåìûõ ïîëþñàõ �ýëåÿ, êîòî-ðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ∆(K) = 0. Ýòî óðàâíåíèå â ñëó÷àå42



íóëåâîé âÿçêîñòè áûëî èññëåäîâàíî â [3℄. Ó íåãî åñòü äâà âåùåñòâåííûõ êîð-íÿ: K = ±ωd/cR = ΩcT /cR, ãäå cR � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõâîëí �ýëåÿ. Ñ íåíóëåâîé âÿçêîñòüþ êîðíè ïåðåìåùàþòñÿ â âåðõíþþ è íèæíþþïîëóïëîñêîñòè: K = ±βR, βR = ΩcT /cR/(1 + iχ∗). Òî÷êè âåòâëåíèÿ K = ±βL è
K = ±βT . Èíòåãðàë J1

1 èíòåãðèðóåì ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Êîíòóð èíòå-ãðèðîâàíèÿ è ïîëîæåíèå òî÷åê ñèíãóëÿðíîñòè â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè èçîá-ðàæåíû íà �èñóíêå 18.
Im(K)

Re(K)c0
c1c2

-βL
-βT

-βR

c3

c4

c5

1
2

3
4

�èñ. 18: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòèÍà ðàçðåçå 1�2 Re(ζL) = 0, à íà ðàçðåçå 3�4 Re(ζT ) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî íà ýòèõ ðàçðåçàõ ìíèìàÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿðàâíà íóëþ, à äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ìåíüøå íóëÿ. Ïåðâîå óñëîâèå ìîæíî çàïè-ñàòü â âèäå 2Im(K)ReK = αi, i = 1, 2, ãäå α1 = Im(β2
L) = −Ω2χ∗c2T/c

2
L/(1 + χ∗2),

α2 = Im(β2
T ) = −Ω2χ∗/(1 + χ∗2). Îáùåå âûðàæåíèÿ äëÿ K íà êîíòóðàõ 1�4ìîæíî çàïèñàòü â âèäå K = a + iα/2/a, ãäå a = Re(K), α = α1 èëè α2 èìåþòîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, |exp(ilK)| = |exp(−α/2/a)| < 1.Èíòåãðèðîâàíèå ïî êðóãîâûì êîíòóðàì c1, c2 âîêðóã òî÷åê âåòâëåíèÿ îáðà-ùàåòñÿ â íîëü ïðè ñòðåìëåíèè èõ ðàäèóñà ê íóëþ. Èíòåãðèðîâàíèå ïî êðóãîâûìêîíòóðàì c3, c4, c5 îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè |K| → ∞. Òàêèì îáðàçîì,

∮
f(K)dK =



∫

c0

+

∫

1

+

∫

2

+

∫

3

+

∫

4

+

∞∫

−∞


 f(K)dK = 2πiRes [f(K), K = −βR] ,(115)ãäå ∞∫

−∞
ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè, f(K)� ïîäûíòå-ãðàëüíàÿ �óíêöèÿ èíòåãðàëà J1

1 (114). Ïîäðîáíîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïðè-âåäåíî â Ïðèëîæåíèè A. 43



Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ èíòåãðàëà
J2
1 =

∞∫

−∞

F1(K)

K
eiK(bdl−l)dK (116)íàõîäèòñÿ â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íîâû÷èñëåíèÿì èíòåãðàëà J1

1 . Èíòåãðèðîâàíèå ïî êðóãîâîìó êîíòóðó c0 äàåò òà-êîé æå ðåçóëüòàò, ÷òî è äëÿ èíòåãðàëà J1
1 , íî ñ îáðàòíûì çíàêîì, ïîýòîìó îáùèéâêëàä îò ýòîãî ïîëþñà â J1 + J2 ðàâåí íóëþ, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì �àêòîì, ÷òîèñõîäíûé èíòåãðàë íå èìååò îñîáåííîñòè â íóëå.Èíòåãðàë C10 ïåðåïèøåì â âèäå

C10 = 2

∞∫

−∞

F1(K)

K∆

(
eiKbdl − 1

)
dK. (117)Èíòåðèðîâàíèå ïðîâîäèì ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.Òàêèì îáðàçîì, êîý��èöèåíò C1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (ñì. Ïðèëîæå-íèå À)

C1 = − 1
πi(1+iχ∗)

∞∑
l=1

(
eilq + e−ilq

)(
2πiR̃(K)e−iβRl +

−L∫
−∞

f̃1(K)e−iKldKK+

+
−T∫
−∞

f̃2(K)e−iKldKK.+ C10

)
.

(118)Âíåñåì ñóììû ïîä èíòåãðàë è ïîñ÷èòàåì èõ êàê ñóììû ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðî-ãðåññèé:
∞∑

l=1

(
eilkx0 + e−ilkx0

)
eilK =

ei(kx0+K)

1− ei(kx0+K)
+

ei(K−kx0)

1− ei(K−kx0)
. (119)Ïîñëå ýòîãî èíòåãðàëû óæå ñ êîíå÷íûìè ïðåäåëàìè è áåç ñóììèðîâàíèéâû÷èñëÿëèñü íà ÿçûêå Fortran 90 ñ ïîìîùüþ ïàêåòîâ �óíêöèé èç áèáëèîòåêèIMSL.Ââåäåíèå ìàëîé âÿçêîñòè áûëî íåîáõîäèìî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè ãåî-ìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé â (119) äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû äëÿñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.Êîý��èöèåíòû C1 è C4 èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó, ïîýòîìó âû÷èñëåíèåêîý��èöèåíòà C4 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ êîý��èöèåíòà C1.Ïðèìåíèâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòà C2 ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûåïðåîáðàçîâàíèÿì (109)�(113), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

C2 = − 1

πi(1 + iχ∗)

∞∑

l=1

(
eilkx0 − e−ilkx0

) ∞∫

−∞

F2(K)

∆

(
eiK(bdl+l) − eiK(bdl−l)

)
dK. (120)44



Êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ
J1
2 =

∞∫

−∞

F2(K)

∆
eiK(bdl+l)dK, J2

2 =

∞∫

−∞

F2(K)

∆
eiK(bdl−l)dK (121)òàêèå æå, êàê è êîíòóðû äëÿ J1

1 , J2
1 , ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ó J1

2 , J2
2 íåòïîëþñà â íóëå. Âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû âû÷èñëåíèÿì C1.Äëÿ ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ C1, C2, C4íà íåêîòîðûõ ÷àñòîòàõ ñðàâíèâàëèñü ñî çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè áåç ïðèìå-íåíèÿ êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, à ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ñóììèðîâàíèÿ è âû-÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ, ÷òî, êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõâðåìåííûõ çàòðàò.5.3 Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿÓðàâíåíèÿ (67) è (106) ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûì R1, R2, F̂ 0

x , F̂ 0
y . �åøåíèå ýòîé ñèñòåìûïîçâîëÿåò íàéòè ýíåðãåòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ RE1 è RE2 (69).
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�èñ. 19: Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû äèñêðåòíîé ðåøåòêè è êîíòè-íóóìà.Íà �èñóíêå 19 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ÷àñòîòíûõ çàâèñèìîñòåé êîý��èöè-åíòîâ îòðàæåíèÿ RE1 è RE2 äëÿ ðàçíûõ óãëîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ θ0 ïàäàþùåéêâàçèïðîäîëüíîé âîëíû. Êîý��èöèåíò RE1 ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåííîé êâàçè-ïðîäîëüíîé âîëíå, à RE2 � îòðàæåííîé êâàçèïîïåðå÷íîé. Äëÿ âû÷èñëåíèé âçÿ-òû ïàðàìåòðû êîíòèíóóìà λ = µ = 9.2�Ïà, ïàðàìåòð âÿçêîñòè χ = 103/λ .Ïðè ïî÷òè íîðìàëüíîì ïàäåíèè êâàçèïðîäîëüíîé âîëíû íà ãðàíèöó êâàçèïî-ïåðå÷íàÿ âîëíà ïðàêòè÷åñêè íå îòðàæàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíî íà êðàéíåì ëåâîìãðà�èêå �èñóíêà 19. Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ðàâíû íóëþ íàíèçêèõ ÷àñòîòàõ, íåçàâèñèìî îò óãëà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåé âîëíû, à íà÷àñòîòàõ, áëèçêèõ ê ÷àñòîòå îòñå÷êè äëÿ êâàçèïðîäîëüíûõ âîëí, êîý��èöèåíò45



îòðàæåíèÿ êâàçèïðîäîëüíîé âîëíû äîõîäèò äî çíà÷åíèÿ 1 ïðè íåêîòîðûõ óãëàõ
θ0. Óìåíüøåíèå êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ êâàçèïðîäîëüíîé âîëíû íà ÷àñòîòàõ,áîëüøèõ ÷àñòîòû Ω = 3 ïðè θ0 = π/3 ñâÿçàíî, âîçìîæíî, êàê è â ñëó÷àå îò-ðàæåíèÿ îò ëèíåéíî-âÿçêîé ãðàíèöû (ñì. �èñóíîê 11), ñ èçìåíåíèåì çíàêà y−êîìïîíåíòû ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ïàäàþùåé âîëíû íà ýòèõ ÷àñòîòàõ.

θ π0= /3θ π0= /4θ π0= /6θ0=0.01
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�èñ. 20: Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû ðàçäåëà êâàäðàòíîé ðåøåòêè èêîíòèíóóìà.Íà �èñóíêå 20 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ÷àñòîòíûõ çàâèñèìîñòåé êîý��èöèåí-òîâ îòðàæåíèÿ RE1 è RE2 äëÿ ðàçíûõ óãëîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ θ0 ïàäàþùåé êâà-çèïîïåðå÷íîé âîëíû. Êîý��èöèåíòó îòðàæåíèÿ êâàçèïîïåðå÷íîé âîëíû RE1ñîîòâåòñòâóåò ÷åðíàÿ ëèíèÿ, à êîý��èöèåíòó îòðàæåíèÿ êâàçèïðîäîëüíîé âîë-íû RE2 � êðàñíàÿ. Ïðè ïî÷òè íîðìàëüíîì ïàäåíèè êâàçèïîïåðå÷íîé âîëíû íàãðàíèöó êâàçèïðîäîëüíàÿ âîëíà ïðàêòè÷åñêè íå îòðàæàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíîíà êðàéíåì ëåâîì ãðà�èêå �èñóíêà 20. Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ òàêæå ïðàê-òè÷åñêè ðàâíû íóëþ íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ, íåçàâèñèìî îò óãëà ðàñïðîñòðàíåíèÿïàäàþùåé âîëíû, à íà ÷àñòîòàõ, áëèçêèõ ê ÷àñòîòå îòñå÷êè äëÿ êâàçèïîïåðå÷-íûõ âîëí, äîñòèãàþò çíà÷åíèé, áëèçêèõ ê åäèíèöå, ïðè íåêîòîðûõ óãëàõ θ0.Çäåñü íà ÷àñòîòå Ω = 2.55 y− êîìïîíåíòà ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ïàäàþùåé âîëíûìåíÿåò çíàê ïðè óãëå θ0 = π/6, à ïðè óãëå θ0 = π/3 x− êîìïîíåíòà ìåíÿåò çíàê.5.4 Çàêëþ÷åíèåÂ äàííîé �ëàâå ðàññìîòðåíî îòðàæåíèå ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí îò ïëîñ-êîé áåñêîíå÷íîé ãðàíèöû êâàäðàòíîé ðåøåòêè è êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà.Ïðåäëîæåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, óñòðàíÿþùèå ñèíãóëÿðíîñòè, âîçíèêàþùèåïðè òî÷å÷íîì âîçäåéñòâèè ðåøåòêè íà êîíòèíóóì. Íàéäåí îòêëèê êîíòèíóóìàíà âîçäåéñòâèÿ ïàäàþùåé âîëíû ñî ñòîðîíû ðåøåòêè â âèäå áåñêîíå÷íûõ ñóììèíòåãðàëîâ. Èíòåãðàëû íà ãðàíèöå âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì êîíòóðíîãî èíòåãðè-ðîâàíèÿ, à ñóììû, áëàãîäàðÿ ââåäåíèþ ìàëîé âÿçêîñòè â êîíòèíóóì, áåðóòñÿ46



àíàëèòè÷åñêè. Ýíåðãåòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ âîëí, ïàäàþùèõ íàãðàíèöó ñî ñòîðîíû ðåøåòêè, íàéäåíû â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ïàäàþùåé âîë-íû è óãëà åå ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî êëàññè-÷åñêèé êîíòèíóóì ìîæåò îáåñïå÷èòü áåçîòðàæàòåëüíîå ïðîõîæäåíèå íèçêî÷à-ñòîòíûõ âîëí. Îäíàêî, áîëåå âûñîêî÷àñòîòíûå âîëíû îòðàæàþòñÿ, è íà ÷àñòî-òàõ, áëèçêèõ ê ïîðîãîâîé ÷àñòîòå ðåøåòêè, ïðàêòè÷åñêè âñÿ ýíåðãèÿ ïàäàþùåéâîëíû îòðàæàåòñÿ îáðàòíî â ðåøåòêó.

47



6 Îòðàæåíèå îò ãðàíèöû ðàçäåëà ðåøåòêè è ãðà-äèåíòíîãî êîíòèíóóìà6.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è èõ ðåøåíèå�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ïîêàçàëè, ÷òî ãðàäèåíòíûé êîí-òèíóóì, íå ñîäåðæàùèé â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò ñìåùåíèé ïîêîîðäèíàòå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ñïîñîáåí îáåñïå÷èòü áåçîòðàæàòåëüíóþ ãðàíè-öó. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì òàêîé êîíòèíóóì è ïðè ñøèâàíèè ñ ðåøåòêîé. Äëÿ ýòî-ãî äîáàâèì íîâûå ÷ëåíû ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà(84) ñîãëàñíî [2℄, òàê ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ãðàäèåíòíîãîêîíòèíóóìà ïðèìóò âèä
ρüi − ρd2Aüi,jj = µ̃(ui,jj + 2uj, ij), (122)ãäå èíäåêñû i, j ñîîòâåòñòâóþò êîîðäèíàòàì x èëè y è âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèåïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó j. ü îáîçíà÷àåò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíèîò ñìåùåíèÿ. Ââåäåì ìàëóþ âÿçêîñòü µ̃ = µ(1 + χ∂t), êàê è â êëàññè÷åñêîìêîíòèíóóìå.Íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè îòêëèêà êîíòèíóóìà íà ïàäàþ-ùóþ èç ðåøåòêè âîëíó. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ýòîì ñëó÷àå áóäóò òàêèìè æå,÷òî è íà ãðàíèöå ñ êëàññè÷åñêèì êîíòèíóóìîì, òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå òàêæåíåîáõîäèìî ââîäèòü êîíå÷íóþ çîíó êîíòàêòà äëÿ èçáåæàíèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé âðåøåíèè. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïîíàäîáèòñÿ ñâÿçü íàïðÿ-æåíèé ñ ïåðåìåùåíèÿìè:

σij = µ̃(ui,j + uj,i + uk,kδi,j) +
1

2
ρd2Aüi,j. (123)Çäåñü âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó k, êîòîðûé òàêæå ñî-îòâåòñòâóåò êîîðäèíàòàì x èëè y. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà äëèíû â êîíòèíóóìåâçÿò ïåðèîä ðåøåòêè d, A � ïàðàìåòð êîíòèíóóìà, âõîäÿùèé â óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ (122). Ïðåäñòàâëÿÿ ñìåùåíèÿ ux(x, y, t), uy(x, y, t) ÷åðåç ïîòåíöèàëû, êàêýòî áûëî ñäåëàíî â (89), ïðèäåì ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

ϕ̈− 3µ̃/ϕ,ii − d2Aϕ̈,jj = 0, ψ̈ − µ̃/ρψ,ii − d2Aψ̈,jj = 0. (124)Çäåñü âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì i, j. Ïîñëå ïåðåõî-äà â ÷àñòîòíóþ îáëàñòü è ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (93) ïðèäåì êóðàâíåíèÿì
ϕ∗
,yy − R2

Lϕ = 0, ψ∗
,yy − R2

Tψ = 0 (125)48



ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè y = 0:
µ̂(3ϕ∗

,yy − k2ϕ∗ + 2ikψ∗
,y)−

1

2
ρd2Aω2(ϕ∗

,yy + ikψ∗
,y) = −

∞∑

j=−∞

F j
y

eikjd(eikb − e−ikb)

dhik
,

µ̂(ψ∗
,yy + k2ψ∗ − 2ikϕ∗

,y)−
1

2
ρd2Aω2(k2ψ∗ − ikϕ∗

,y) = −
∞∑

j=−∞

F j
x

eikjd(eikb − e−ikb)

dhik
.(126)Çäåñü µ̂ = µ(1 + iχ∗), χ∗ = ωχ. Â óðàâíåíèÿõ (125)

RL,T = k2 − ω2

c̃2L,T − d2Aω2
, (127)

c̃L è c̃T îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (96). �åøåíèå (125) áóäåì èñêàòü â âèäå
ϕ∗ = A1e

−RLy, ψ∗ = B1e
−RT y. (128)Íàéäåì A1 è B1, óäîâëåòâîðèâ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿ (126). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-íèÿ (99), íàéäåì Ôóðüå îáðàçû ñìåùåíèé â êîíòèíóóìå. Ñàìè æå ñìåùåíèÿòàêæå ìîæíî íàéòè â âèäå èíòåãðàëîâ (100). Ïðîâåäÿ âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå(102)-(105), ïðèäåì ê óðàâíåíèþ (106), êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò óäîâëåòâîðåíèåóñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé íà ãðàíèöå y = 0. Êîý��èöèåíòû C1�C4,õàðàêòåðèçóþùèå îòêëèê ðàññìàòðèâàåìîãî ãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà íà ïà-äàþùóþ íà ãðàíèöó ñî ñòîðîíû ðåøåòêè âîëíó, òàêæå èìåþò ñòðóêòóðó (107),íî â äàííîì ñëó÷àå C2 6= C3, C3 èìååò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, ÷òî è C2, à �óíêöèè

F1(K) � F4(K) áóäóò òàêèìè:
F1(K) = ζTβL(3− α), F2(K) = i(ζT ζL(α− 2) + ζ2T + k2(1− α)),

F3(K) = i(ζT ζL(2− α) + ζ2L(α− 3) + k2), F4(K) = ζLβT .
(129)Çäåñü óæå îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì, òàêèì æå îáðà-çîì, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â êëàññè÷åñêîì êîíòèíóóìå,

βL,T =
Ω2

c2L,T (1 + iχ∗)/c2T − AΩ2
, α =

AΩ2

2(1 + iχ∗)
, ζL,T =

√
K2 − β2

L,T ,

∆ = K4(α− 1) +K2(3ζ2L − ζ2T − 4ζLζT + αζL(ζL − ζT )(α− 4)) + ζ2Lζ
2
T (3− α).(130)Êàê âèäíî èç ýòèõ âûðàæåíèé, ïîäûíòåãðàëüíûå �óíêöèè â èíòåãðàëàõ èç C1�

C4 ÿâëÿþòñÿ ìíîãîçíà÷íûìè â êîìïëåêñíîé îáëàñòè èç-çà ïðèñóòñòâèÿ ðàäèêà-ëîâ ζT , ζL. Èíòåãðàëû ìîæíî âû÷èñëèòü ìåòîäîì êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ,âçÿâ çàòåì ñóììû ýòèõ èíòåãðàëîâ àíàëèòè÷åñêè, êàê è äëÿ êëàññè÷åñêîãî êîí-òèíóóìà. Íî â äàííîì ñëó÷àå ïîëþñà ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé, ÿâëÿþùèå-ñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ∆ = 0, íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü äëÿ êàæäîé ÷àñòîòû Ω49



÷èñëåííî, â òî âðåìÿ êàê â êëàññè÷åñêîì êîíòèíóóìå çíà÷åíèÿ ïîëþñîâ àíà-ëèòè÷åñêè âûðàæàëèñü ÷åðåç ÷àñòîòó è ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíûõ âîëí �ýëåÿ.Íà íåêîòîðûõ ÷àñòîòàõ ïîëþñîâ ìîæåò áûòü äâà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâóì ðàñ-ïðîñòðàíÿþùèìñÿ ïîâåðõíîñòíûì âîëíàì â ãðàäèåíòíîì êîíòèíóóìå. �àçðåçû,àíàëîãè÷íûå ðàçðåçàì 1�4 íà êîíòóðå èíòåãðèðîâàíèÿ, èçîáðàæåííîì íà �èñóí-êå 18, è îïðåäåëåííûå èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàþòñÿ èçñèñòåìû 



2Im(K)Re(K) = −γξχ∗,

Re(K)2 − Im(K)2 − γL,T (ξL,T − Ω2A) < 0
, (131)ãäå

γL,T =
Ω2

(ξL,T − Ω2A)2 + ξ2L,Tχ
∗2 , ξL,T =

c2L,T
c2T

. (132)Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ïåðåìåííîé x = Im(K) çíà÷åíèÿ x, ñîîòâåòñòâóþùèåòî÷êàì âåòâëåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
xL,T = Ω

√√√√(AΩ2 − ξ2L,T )
2 ±

√
(AΩ2 − ξ2L,T )

2 + ξ2L,Tχ
∗2

2((AΩ2 − ξ2L,T )
2 + ξ2L,Tχ

∗2)
. (133)Âñå âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû âû÷èñëåíèÿì äëÿ êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà. Ïðèïàðàìåòðå A = 0 ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ òàêèìè æå, êàê è äëÿ êëàññè÷åñêî-ãî êîíòèíóóìà, òàê êàê óðàâíåíèÿ (122) ñ òàêèì ïàðàìåòðîì A ñîâïàäàþò ñóðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà.6.2 Äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêèÄëÿ âèçóàëèçàöèè õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ðàññìàòðèâàåìîì ãðàäè-åíòíîì êîíòèíóóìå íàéäåì åãî äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêè. Ïóñòü â êîíòè-íóóìå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïëîñêàÿ âîëíà

ux = B exp(iωt− ikxx− ikyy), uy = C exp(iωt− ikxx− ikyy). (134)Ïîäñòàâèì ýòè ñìåùåíèÿ â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (122) (áåç âÿçêîñòè). Îïðå-äåëèòåëü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ óðàâíå-íèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ àìïëèòóä B, C äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ, ÷òî-áû ñèñòåìà èìåëà íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-ùèì çàâèñèìîñòÿì áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû Ω îò áåçðàçìåðíîãî âîëíîâîãî ÷èñëà
K = d

√
k2x + k2y :

Ω =

√
K2

1 + AK2
äëÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí,

Ω =

√
3K2

1 + AK2
äëÿ ïðîäîëüíûõ âîëí. (135)50
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�èñ. 21: Äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîäîëüíûõ (ñëåâà) è ïîïåðå÷íûõ(ñïðàâà) âîëí â ãðàäèåíòíîì êîíòèíóóìå (122) ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïà-ðàìåòðà A.Íà �èñóíêå 21 èçîáðàæåíû äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ãðàäèåíòíîãîêîíòèíóóìà (122). Èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèèïàðàìåòðà A äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêè âûõîäÿò íà àñèìïòîòû, ñîîòâåò-ñòâóþùèå áîëåå íèçêèì ÷àñòîòàì. Çàìåòèì, ÷òî êàê è â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãîêîíòèíóóìà, äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà àïïðîê-ñèìèðóþò äèñïåðñèþ ðåøåòêè òîëüêî íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ è íå ó÷èòûâàþò àíè-çîòðîïèþ ðåøåòêè.6.3 Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ
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�èñ. 22: Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû äèñêðåòíîé ðåøåòêè è äâóõðàçíûõ êîíòèíóóìîâ.Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû ãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà ìîãóò áûòüâû÷èñëåíû ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è îò ãðàíèöû êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà. Íà51



�èñóíêå 22 ïðåäñòàâëåíû ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ âñëó÷àå ïàäåíèÿ êâàçèïðîäîëüíîé âîëíû. Ïàðàìåòðû µ è χ âçÿòû òàêèå æå, êàêè â êëàññè÷åñêîì êîíòèíóóìå. ×åðíàÿ è êðàñíàÿ ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò êîý�-�èöèåíòàì îòðàæåíèÿ êâàçèïðîäîëüíîé è êâàçèïîïåðå÷íîé âîëí îò ãðàíèöûñ ãðàäèåíòíûì êîíòèíóóìîì ñ óêàçàííûì ïàðàìåòðîì A, à ñèíèì è ñèðåíå-âûì � ñ êëàññè÷åñêèì. Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà A îòðàæåíèå îò ãðàíèöû ñãðàäèåíòíûì êîíòèíóóìîì ñòàíîâèòñÿ çàìåòíî áîëüøå, ÷åì îò ãðàíèöû ñ êëàñ-ñè÷åñêèì. Ýòî, âîçìîæíî, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà äèñ-ïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê (135) ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷åì ïîðîãîâûå ÷àñòîòûðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëí â ðåøåòêå. Îòðàæåíèå êâàçèïðîäîëü-íûõ âîëí ìåíüøå, ÷åì íà ãðàíèöå ñ êëàññè÷åñêèì êîíòèíóóìîì, ïðè A = 1/16,
θ0 = π/3.Â ñëó÷àå ïàäåíèÿ êâàçèïîïåðå÷íîé âîëíû ãðàäèåíòíûé êîíòèíóóì äàåò áîëü-øåå îòðàæåíèå, ÷åì êëàññè÷åñêèé.Äëÿ óìåíüøåíèÿ îòðàæåíèÿ, ïî-âèäèìîìó, íóæíî ìîäè�èöèðîâàòü óðàâ-íåíèÿ (122) òàê, ÷òîáû óðàâíåíèÿ â ïîòåíöèàëàõ (124) ñîäåðæàëè áû íå îäíóêîíñòàíòó A, à äâå ðàçíûå êîíñòàíòû, ñîîòâóòñòâóþùèå ïðîäîëüíûì è ïîïå-ðå÷íûì âîëíàì.
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7 Çàêëþ÷åíèåÌîòèâàöèÿ äëÿ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àëàñü âî âíåñåíèè âêëàäà â èçó÷å-íèå îòðàæåíèÿ âîëí íà ãðàíèöå äèñêðåòíûõ ñèñòåì, à òàêæå â ðàçâèòèå ÷èñëåí-íûõ ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ðàçíûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ, êîòîðûå ñòà-íîâÿòñÿ âñå áîëåå ïîïóëÿðíûìè â èññëåäîâàíèÿõ äèíàìè÷åñêîãî äå�îðìèðîâà-íèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Â ÷àñòíîñòè, äàííàÿ ðàáîòà ìîæåò çàèíòåðåñîâàòüòåõ èññëåäîâàòåëåé, êîòîðûå ïðèìåíÿþò äèñêðåòíî-êîíòèíóàëüíûå ìîäåëè äëÿóìåíüøåíèÿ áîëüøèõ âðåìåííûõ çàòðàò íà âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ äèñêðåò-íûì ìîäåëèðîâàíèåì. Â òàêèõ ìîäåëÿõ ââîäèòñÿ êîíòèíóàëüíàÿ îáëàñòü äëÿòîãî, ÷òîáû óìåíüøèòü ðàçìåð äèñêðåòíîé îáëàñòè, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî,çíà÷èòåëüíî ýêîíîìÿ ïðè ýòîì âðåìÿ íà âû÷èñëåíèÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëèêîíòèíóàëüíàÿ îáëàñòü íå äîëæíà ïîðîæäàòü ëîæíûå îòðàæåíèÿ îò èñêóñòâåí-íî ââåäåííîé ãðàíèöû ìåæäó îáëàñòÿìè íà êàê ìîæíî áîëüøåì äèàïàçîíå ÷à-ñòîò. Â äàííîé ðàáîòå áûëè ïðîâåðåíû âîçìîæíîñòè êëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìàâûïîëíèòü ýòî òðåáîâàíèå. Ñ ýòîé öåëüþ èçó÷åíû îòðàæåíèÿ ïëîñêèõ ãàðìîíè-÷åñêèõ âîëí íà ãðàíèöå îäíîìåðíîé öåïî÷êè è êîíòèíóóìà, à òàêæå êâàäðàòíîéðåøåòêè è êîíòèíóóìà. Äëÿ âûÿâëåíèÿ ñïåöè�èêè îòðàæåíèÿ âîëí â àíèçî-òðîïíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå ðàññìîòðåíû çàäà÷è îá îòðàæåíèè îò ñâîáîäíîé,çàêðåïëåííîé, ëèíåéíî-âÿçêîé ãðàíèöû ðåøåòêè, à òàêæå îò ãðàíèöû ñ äðóãîéðåøåòêîé. Ïðåäëîæåí ìåòîä ñøèâàíèÿ îáëàñòåé, â êîòîðîì òî÷å÷íûé õàðàêòåð÷àñòèö â ðåøåòêå íå âûçûâàåò îñîáåííîñòåé â ðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿêëàññè÷åñêîãî êîíòèíóóìà. Ïîêàçàíî, ÷òî â òî âðåìÿ êàê êëàññè÷åñêèé êîíòè-íóóì ìîæåò ñëóæèòü íåîòðàæàþùåé ãðàíèöåé íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ, íà âûñîêèõ÷àñòîòàõ îí íå îáëàäàåò òàêîé ñïîñîáíîñòüþ. Ñ ó÷åòîì ñ�îðìóëèðîâàííûõ âû-øå ðåçóëüòàòîâ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êëàññè÷åñêèé êîíòèíóóì íå ÿâëÿåòñÿñàìîé ïðèâëåêàòåëüíîé ìîäåëüþ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ îòðàæå-íèÿ â øèðîêîé ïîëîñå ÷àñòîò. Îäíîé èç ïðèâëåêàòåëüíûõ àëüòåðíàòèâ ìîæåòáûòü ãðàäèåíòíûé êîíòèíóóì, êîòîðûé, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî, îáëàäàåòäèñïåðñèîííûìè ñâîéñòâàìè. Èññëåäîâàíèå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîêàçàëî, ÷òîãðàäèåíòíûé êîíòèíóóì ìîæåò îáåñïå÷èòü áåçîòðàæàòåëüíóþ ãðàíèöó äëÿ äèñ-êðåòíîé îáëàñòè íà âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Îäíàêî ïðè ñøèâàíèè ñ êâàäðàòíîéðåøåòêîé ïîäîáðàòü ïàðàìåòðû ãðàäèåíòíîãî êîíòèíóóìà, ïðè êîòîðîì îí äàåòìåíüøåå îòðàæåíèå, ÷åì êëàññè÷åñêèé, ïîêà íå óäàëîñü.
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ÏðèëîæåíèÿÀ Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî êîíòóðàìÄëÿ ïðèìåðà ïðèâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (114). Èíòåãðàëû (116), (121)âû÷èñëÿþòñÿ ïî òîìó æå ïðèíöèïó.Áóäåì îáõîäèòü êîíòóð â íàïðàâëåíèè, óêàçàííîì íà �èñóíêå 18, à ïåðåìåí-íîé èíòåãðèðîâàíèÿ âûáåðåì KK = Im(K). Òîãäà òî÷êè âåòâëåíèÿ −βL, −βTáóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷åíèÿì ïåðåìåííîé KK L è T , ñîîòâåòñòâåííî:
L =

√
−1 +

√
1 + χ∗2

2(1 + χ∗2)

ΩcT
cL

, T =

√
−1 +

√
1 + χ∗2

2(1 + χ∗2)
Ω. (136)Íà êîíòóðàõ 1�2

K = iKK − Ω2c2Tχ
∗

2KKc2L(1 + χ∗2)
, dK = GdKK, G =

(
i +

Ω2c2Tχ
∗

2KK2c2L(1 + χ∗2)

)
.(137)Ïîñ÷èòàåì èíòåãðàëû ïî êîíòóðàì 1, 2:

1 =

L∫

∞

β2
T

√
K2 − β2

T/K

(2K2 − β2
T )

2 − 4K2i
√
K2 − β2

T

√
β2
L −K2

eiK(bdl+l)GdKK. (138)Íà ýòîì áåðåãå ðàçðåçà êîðåíü √K2 − β2
L ÷èñòî ìíèìûé, îòðèöàòåëüíûé, òàê÷òî íóæíî âçÿòü çíà÷åíèå −i√β2

L −K2.
2 =

∞∫

L

β2
T

√
K2 − β2

T/K

(2K2 − β2
T )

2 + 4K2i
√
K2 − β2

T

√
β2
L −K2

eiK(bdl+l)GdKK. (139)Íà ýòîì áåðåãå ðàçðåçà êîðåíü √K2 − β2
L ÷èñòî ìíèìûé, ïîëîæèòåëüíûé, òàê÷òî íóæíî âçÿòü çíà÷åíèå i√β2

L −K2. Â ïåðâîì èíòåãðàëå ïîìåíÿåì ïðåäåëûèíòåãðèðîâàíèÿ ìåñòàìè, ÷òî ïðèâåäåò â ïîÿâëåíèþ çíàêà ìèíóñ ïåðåä èíòå-ãðàëîì, è èòîãîâûé âêëàä ïî êîíòóðàì 1�2
J
(∞,L)
1 = 2− 1 =

L∫

∞

8K2iβ2
T (K

2 − β2
T )
√
β2
L −K2/K

(2K2 − β2
T )

4 + 16K4(K2 − β2
T )(β

2
L −K2)

eiK(bdl+l)GdKK =

=

−L∫

−∞

8K2iβ2
T (K

2 − β2
T )
√
β2
L −K2/K

(2K2 − β2
T )

4 + 16K4(K2 − β2
T )(β

2
L −K2)

e−iK(bdl+l)GdKK =

=

−L∫

−∞

f1(K)Ke−iK(bdl+l)dKK, f1(K) =
8K2iβ2

T (K
2 − β2

T )
√
β2
L −K2G/K

(2K2 − β2
T )

4 + 16K4(K2 − β2
T )(β

2
L −K2)

.(140)54



Íà êîíòóðàõ 3�4
K = iKK− Ω2χ∗

2KK(1 + χ∗2)
, dK = G̃dKK, G̃ =

(
i +

Ω2χ∗

2KK2(1 + χ∗2)

)
. (141)Ïîñ÷èòàåì èíòåãðàëû ïî êîíòóðàì 3, 4:

3 =

T∫

∞

β2
T i
√
β2
T −K2/K

(2K2 − β2
T )

2 − 4K2i
√
β2
T −K2

√
K2 − β2

L

eiK(bdl+l)G̃dKK. (142)Çäåñü êîðåíü√K2 − β2
T ÷èñòî ìíèìûé, ïîëîæèòåëüíûé, òàê ÷òî âçÿëè i√β2

T −K2.
4 =

∞∫

T

−β2
T i
√
β2
T −K2/K

(2K2 − β2
T )

2 + 4K2i
√
β2
T −K2

√
K2 − β2

L

eiK(bdl+l)G̃dKK. (143)Çäåñü êîðåíü√K2 − β2
T ÷èñòî ìíèìûé, îòðèöàòåëüíûé, òàê ÷òî âçÿëè−i

√
β2
T −K2.Â èíòåãðàëå 4 ïîìåíÿåì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê ÷òî ïåðåä íèì ïîÿâèòñÿçíàê ìèíóñ, è â èòîãå

J
(∞,T )
1 = 3− 4 =

T∫

∞

2β2
T i
√
β2
T −K2(2K2 − β2

T )
2/K

(2K2 − β2
T )

4 + 16K4(β2
T −K2)(K2 − β2

L)
eiK(bdl+l)G̃dKK =

=

−T∫

−∞

2β2
T i
√
β2
T −K2(2K2 − β2

T )
2/K

(2K2 − β2
T )

4 + 16K4(β2
T −K2)(K2 − β2

L)
e−iK(bdl+l)G̃dKK =

=

−T∫

−∞

f2(K)e−iK(bdl+l)dKK, f2(K) =
2β2

T i
√
β2
T −K2(2K2 − β2

T )
2G̃/K

(2K2 − β2
T )

4 + 16K4(β2
T −K2)(K2 − β2

L)
.(144)Âû÷åò â òî÷êå K = −βR ðàâåí

Res [K = −βR, J1
1 ] = R(K)e−iβR(bdl+l), R(K) = RA

4RB
,

RA = β2
T

(
βR

2 − βT
2
)√

β2
R − β2

L,

RB = β2
Rµ
(
4
√
β2
R − β2

T

√
β2
R − β2

LβR
2 − 2

√
β2
R − β2

T

√
βR

2 − βL
2β2

T−

− 4 βR
4 + 3 βR

2βL
2 + 3 βT

2βR
2 − 2 βT

2βL
2
)
.

(145)
Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîíòóðó c0 ñäåëàåì çàìåíó K = reiϕ. Òîãäà dK =

ireiϕdϕ. Â ïðåäåëå r → 0 ïîëó÷èì
∫

c0

=

0∫

π

F1(re
iϕ)

reiϕ
eire

iϕ(bdl+l)rieiϕdϕ =

0∫

π

F1(0)idϕ = −iπF1(0). (146)55



Òîãäà, ñîãëàñíî (115),
J1
1 = 2πiR(K)e−iβR(bdl+l)+iπF1(0)−

−T∫

−∞

f2(K)e−iK(bdl+l)dKK−
−L∫

−∞

f1(K)Ke−iK(bdl+l)dKK.(147)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë J2
1 èç (116). Âû÷åò â òî÷êå

KR = βR ðàâåí
Res

[
K = βR, J

2
1

]
= R(K)eiβR(bdl−l). (148)Â �îðìóëå (115) åãî ñëåäóåò áðàòü ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì, òàê êàê èíòåãðè-ðîâàíèå âåäåòñÿ ïî êîíòóðó â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò êñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

J2
1 = −2πiR(K)eiβR(bdl−l)−iπF1(0)+

−T∫

−∞

f2(K)eiK(bdl−l)dKK+

−L∫

−∞

f1(K)KeiK(bdl−l)dKK.(149)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (147) è (149), ìîæíî ïðèéòè ê âûðàæåíèþ äëÿ êî-ý��èöèåíòà C1 èç (113) âèäà (118), ãäå
R̃(K) = R(K)

(
eiβRbdl − e−iβRbdl

)
, f̃1(K) = f1(K)

(
eiKbdl − e−iKbdl

)
,

f̃2(K) = f2(K)
(
eiKbdl − e−iKbdl

)
.

(150)
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Á Îõðàíà òðóäà ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòûÁ.1 ÂâåäåíèåÄàííàÿ ðàáîòà ïðîâîäèëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà. Îñ-íîâíûå íàãðóçêè ïðè âûïîëíåíèè äàííîé ðàáîòû: èíòåëëåêòóàëüíûå, ýìîöèî-íàëüíûå, çðèòåëüíûå, à òàêæå ñëóõîâûå. Ïîñëåäíèå âûðàæåíû ñëàáî, òàê êàêñîâðåìåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà íå ïðîèçâîäèò ìíîãî øóìà.Îïàñíûå è âðåäíûå �àêòîðû óñëîâèé ðàáîòû ïî ïðèðîäå âîçíèêíîâåíèÿ äå-ëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå ãðóïïû:-�èçè÷åñêèå (òåìïåðàòóðà âîçäóõà, âëàæíîñòü âîçäóõà, ñêîðîñòü âîçäóõà, íà-ëè÷èå àýðîçîëåé ïðåèìóùåñòâåííî �èáðîãåííîãî äåéñòâèÿ, ýêâèâàëåíòíûé óðî-âåíü çâóêà, èñêóññòâåííîå îñâåùåíèå ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè ïðè êîìáèíèðîâàí-íîì îñâåùåíèè, èîíèçèðóþùåå èçëó÷åíèå);-õèìè÷åñêèå (íàëè÷èå âðåäíûõ âåùåñòâ);-ïñèõî�èçèîëîãè÷åñêèå (èíòåëëåêòóàëüíûå, ñåíñîðíûå, ýìîöèîíàëüíûå íàãðóç-êè);-áèîëîãè÷åñêèå.Â ïîìåùåíèè ëàáîðàòîðèè èëè êà�åäðû íà ñîòðóäíèêà, ðàáîòàþùåãî ñ âû-÷èñëèòåëüíîé òåõíèêîé, ìîãóò íåãàòèâíî äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèå �èçè÷åñêèå�àêòîðû:-ïîâûøåííàÿ è ïîíèæåííàÿ òåìïåðàòóðà âîçäóõà;-÷ðåçìåðíàÿ çàïûëåííîñòü è çàãàçîâàííîñòü âîçäóõà;-ïîâûøåííàÿ è ïîíèæåííàÿ âëàæíîñòü âîçäóõà;-íåäîñòàòî÷íàÿ îñâåùåííîñòü ðàáî÷åãî ìåñòà;-ïðåâûøàþùèé äîïóñòèìûå íîðìû øóì;-ïîâûøåííûé óðîâåíü èîíèçèðóþùåãî èçëó÷åíèÿ;-ïîâûøåííûé óðîâåíü ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé;-ïîâûøåííûé óðîâåíü ñòàòè÷åñêîãî ýëåêòðè÷åñòâà;-îïàñíîñòü ïîðàæåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì;-áëåêëîñòü ýêðàíà äèñïëåÿ.Áèîëîãè÷åñêèå âðåäíûå ïðîèçâîäñòâåííûå �àêòîðû â äàííîì ïîìåùåíèè îò-ñóòñòâóþò. Ê ïñèõîëîãè÷åñêè âðåäíûì �àêòîðàì, âîçäåéñòâóþùèì íà ñîòðóä-íèêà èëè ñòóäåíòà êà�åäðû â òå÷åíèå ðàáî÷åãî äíÿ ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþùèå:-íåðâíî - ýìîöèîíàëüíûå ïåðåãðóçêè;-óìñòâåííîå íàïðÿæåíèå;-ïåðåíàïðÿæåíèå çðèòåëüíîãî àíàëèçàòîðà-ïåðåíàïðÿæåíèå ñëóõîâîãî àíàëèçàòîðà57



Á.2 Ìèêðîêëèìàò ðàáî÷åé çîíûÌèêðîêëèìàò ðàáî÷åãî ïîìåùåíèÿ � ýòî êëèìàò âíóòðåííåé ñðåäû ýòèõ ïîìå-ùåíèé, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâóþùèìè íà îðãàíèçì ÷åëîâåêà ñî÷åòàíè-ÿìè òåìïåðàòóðû, âëàæíîñòè è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âîçäóõà. Äîïóñòèìûå ìèê-ðîêëèìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ � ýòî òàêèå ñî÷åòàíèÿ ïàðàìåòðîâ ìèêðîêëèìàòà,êîòîðûå ïðè äëèòåëüíîì è ñèñòåìàòè÷åñêîì âîçäåéñòâèè íà ÷åëîâåêà ìîãóòâûçâàòü íàïðÿæåíèå ðåàêöèé òåðìîðåãóëÿöèè è êîòîðûå íå âûõîäÿò çà ïðå-äåëû �èçèîëîãè÷åñêèõ ïðèñïîñîáèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé. Ïðè ýòîì íå âîçíè-êàåò íàðóøåíèé â ñîñòîÿíèè çäîðîâüÿ, íå íàáëþäàþòñÿ äèñêîì�îðòíûå òåï-ëîîùóùåíèÿ, óõóäøàþùèå ñàìî÷óâñòâèå è ïîíèæåíèå ðàáîòîñïîñîáíîñòè. Îï-òèìàëüíûå ïàðàìåòðû ìèêðîêëèìàòà â ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîìåùåíèÿõ îáåñïå-÷èâàþòñÿ ñèñòåìàìè êîíäèöèîíèðîâàíèÿ âîçäóõà, à äîïóñòèìûå ïàðàìåòðû �îáû÷íûìè ñèñòåìàìè âåíòèëÿöèè è îòîïëåíèÿ. Ïîìåùåíèå ïðîãðàììèñòîâ âû-÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí ÿâëÿåòñÿ ïîìåùåíèåì êàòåãîðèè 1à (âûïîëíÿþòñÿ ëåãêèå�èçè÷åñêèå ðàáîòû), ïîýòîìó äîëæíû ñîáëþäàòüñÿ ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ: îï-òèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà âîçäóõà (â õîëîäíîå âðåìÿ ãîäà) 22Ñ (äîïóñòèìàÿ �20�24Ñ), îïòèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ âëàæíîñòü � 40 � 60% (äîïóñòèìàÿ � íåáîëåå 75%) , ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âîçäóõà íå áîëåå 0.1ì/ñ. Äëÿ ñîçäàíèÿ è àâ-òîìàòè÷åñêîãî ïîääåðæàíèÿ â ëàáîðàòîðèè íåçàâèñèìî îò íàðóæíûõ óñëîâèéîïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû, âëàæíîñòè, ÷èñòîòû è ñêîðîñòè äâèæå-íèÿ âîçäóõà, â õîëîäíîå âðåìÿ ãîäà èñïîëüçóåòñÿ âîäÿíîå îòîïëåíèå, â òåïëîåâðåìÿ ãîäà ïðèìåíÿåòñÿ êîíäèöèîíèðîâàíèå âîçäóõà. Òàêæå îäåæäà ïåðñîíàëàäîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü òåìïåðàòóðíîìó ðåæèìó â ïîìåùåíèè.Ñîäåðæàíèå âðåäíûõ âåùåñòâ â âîçäóõå ðàáî÷åé çîíû íå äîëæíî ïðåâûøàòüïðåäåëüíî äîïóñòèìûõ êîíöåíòðàöèé (ÏÄÊ), èñïîëüçóåìûõ ïðè ïðîåêòèðîâà-íèè ïðîèçâîäñòâåííûõ çäàíèé, òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îáîðóäîâàíèÿ, âåí-òèëÿöèè, äëÿ êîíòðîëÿ çà êà÷åñòâîì ïðîèçâîäñòâåííîé ñðåäû è ïðî�èëàêòèêèíåáëàãîïðèÿòíîãî âîçäåéñòâèÿ íà çäîðîâüå ðàáîòàþùèõ, è ïîäëåæèò ñèñòåìà-òè÷åñêîìó êîíòðîëþ.Á.3 Øóìîâûå âîçäåéñòâèÿÂ ïîìåùåíèè ëàáîðàòîðèè (êà�åäðû) èñòî÷íèêîì øóìîâûõ ïîìåõ ìîãóò ñòàòüâåíòèëÿöèîííûå óñòàíîâêè, êîíäèöèîíåðû èëè ïåðè�åðèéíîå îáîðóäîâàíèå äëÿÝÂÌ (ïëîòòåðû, ïðèíòåðû è äð). Äëèòåëüíîå âîçäåéñòâèå ýòèõ øóìîâ îòðèöà-òåëüíî ñêàçûâàþòñÿ íà ýìîöèîíàëüíîì ñîñòîÿíèè ïåðñîíàëà. Øóì óõóäøàåòóñëîâèÿ òðóäà îêàçûâàÿ âðåäíîå äåéñòâèå íà îðãàíèçì ÷åëîâåêà. �àáîòàþùèå âóñëîâèÿõ äëèòåëüíîãî øóìîâîãî âîçäåéñòâèÿ èñïûòûâàþò ðàçäðàæèòåëüíîñòü,58



ãîëîâíûå áîëè, ãîëîâîêðóæåíèå, ñíèæåíèå ïàìÿòè, ïîâûøåííóþ óòîìëÿåìîñòü,ïîíèæåíèå àïïåòèòà, áîëè â óøàõ è ò. ä. Òàêèå íàðóøåíèÿ â ðàáîòå ðÿäà îð-ãàíîâ è ñèñòåì îðãàíèçìà ÷åëîâåêà ìîãóò âûçâàòü íåãàòèâíûå èçìåíåíèÿ âýìîöèîíàëüíîì ñîñòîÿíèè ÷åëîâåêà âïëîòü äî ñòðåññîâûõ. Ïîä âîçäåéñòâèåìøóìà ñíèæàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ âíèìàíèÿ, íàðóøàþòñÿ �èçèîëîãè÷åñêèå �óíê-öèè, ïîÿâëÿåòñÿ óñòàëîñòü â ñâÿçè ñ ïîâûøåííûìè ýíåðãåòè÷åñêèìè çàòðàòàìèè íåðâíî-ïñèõè÷åñêèì íàïðÿæåíèåì, óõóäøàåòñÿ ðå÷åâàÿ êîììóòàöèÿ. Âñå ýòîñíèæàåò ðàáîòîñïîñîáíîñòü ÷åëîâåêà è åãî ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, êà÷åñòâî è áåç-îïàñíîñòü òðóäà. Äëèòåëüíîå âîçäåéñòâèå èíòåíñèâíîãî øóìà (âûøå 80 äÁÀ) íàñëóõ ÷åëîâåêà ïðèâîäèò ê åãî ÷àñòè÷íîé èëè ïîëíîé ïîòåðå. Äëÿ òîãî, ÷òîáûäîáèòüñÿ äîïóñòèìîãî óðîâíÿ øóìà ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíÿòü çâóêîïîãëîùà-þùåå ïîêðûòèå ñòåí. Â êà÷åñòâå ìåð ïî ñíèæåíèþ øóìà ìîæíî ïðåäëîæèòüñëåäóþùåå: îáëèöîâêà ïîòîëêà è ñòåí çâóêîïîãëîùàþùèì ìàòåðèàëîì (ñíèæà-åò øóì íà 6-8 äá); ýêðàíèðîâàíèå ðàáî÷åãî ìåñòà (ïîñòàíîâêîé ïåðåãîðîäîê,äèà�ðàãì); óñòàíîâêà â êîìïüþòåðíûõ ïîìåùåíèÿõ îáîðóäîâàíèÿ, ïðîèçâîäÿ-ùåãî ìèíèìàëüíûé øóì; ðàöèîíàëüíàÿ ïëàíèðîâêà ïîìåùåíèÿ. Äëÿ óìåíüøå-íèÿ øóìà â ëàáîðàòîðèè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü âìåñòî ìàòðè÷íîãî ïðèíòåðà,êîòîðûé ïðîèçâîäèò ìíîãî øóìà, áîëåå òèõèé - ëàçåðíûé ïðèíòåð.Á.4 Îñâåùåííîñòü�àáîòà, âûïîëíÿåìàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, èìåþò ñëåäó-þùèå íåäîñòàòêè: âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ïðÿìîé áëåñòêîñòè, óõóäøåííàÿ êîí-òðàñòíîñòü ìåæäó èçîáðàæåíèåì è �îíîì, îòðàæåíèå ýêðàíà. Íåäîñòàòî÷íîñòüîñâåùåíèÿ ïðèâîäèò ê íàïðÿæåíèþ çðåíèÿ, îñëàáëÿåò âíèìàíèå, ïðèâîäèò ê íà-ñòóïëåíèþ ïðåæäåâðåìåííîé óòîìëåííîñòè. ×ðåçìåðíî ÿðêîå îñâåùåíèå âûçû-âàåò îñëåïëåíèå, ðàçäðàæåíèå è ðåçü â ãëàçàõ. Íåïðàâèëüíîå íàïðàâëåíèå ñâåòàíà ðàáî÷åì ìåñòå ìîæåò ñîçäàâàòü ðåçêèå òåíè, áëèêè, äåçîðèåíòèðîâàòü ðàáî-òàþùåãî. Îñâåùåíèå â ïîìåùåíèÿõ, ãäå ðàñïîëàãàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíè-êà, äîëæíî áûòü ñìåøàííûì: åñòåñòâåííûì è èñêóññòâåííûì. Ïðè âûïîëíåíèèçðèòåëüíîé ðàáîòû êàòåãîðèè ñðåäíåé òî÷íîñòè ê. å. î. äîëæåí áûòü íå íèæå4%. Èñêóññòâåííîå îñâåùåíèå â ïîìåùåíèÿõ ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü â âèäå êîì-áèíèðîâàííîé ñèñòåìû îñâåùåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëþìèíåñöåíòíûõ èñòî÷íè-êîâ ñâåòà â ñâåòèëüíèêàõ îáùåãî íàçíà÷åíèÿ. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ äîëæíûèñïîëüçîâàòüñÿ ëþìèíåñöåíòíûå ëàìïû òèïà ËÁ è Ä�Ë ñ èíäåêñîì öâåòîïå-ðåäà÷è (R > 70). Â êà÷åñòâå ñâåòèëüíèêîâ äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ óñòàíîâ-êè ñ ïðåèìóùåñòâåííî îòðàæåííûì èëè ðàññåÿííûì ñâåòîðàñïðåäåëåíèåì (òèïÓÑÏ-5-2x40, ÓÑÏ-35-2x40, ËÂ003-2x40-002). Âåëè÷èíà îñâåùåííîñòè ïðè èñ-59



êóññòâåííîì îñâåùåíèè ëþìèíåñöåíòíûìè ëàìïàìè äîëæíà áûòü â ãîðèçîí-òàëüíîé ïëîñêîñòè íå íèæå 300ëê- äëÿ ñèñòåìû îáùåãî îñâåùåíèÿ è íå íèæå750ëê � äëÿ ñèñòåìû êîìáèíèðîâàííîãî îñâåùåíèÿ, ïðè÷åì ñ ó÷åòîì ðàáîòûêàòåãîðèè âûñîêîé çðèòåëüíîé òî÷íîñòè ìîæåò áûòü óâåëè÷åíà äî 1000ëê. Äëÿèñêëþ÷åíèÿ áëèêîâ îòðàæåíèÿ íà ýêðàíàõ îò ñâåòèëüíèêîâ îáùåãî íàçíà÷åíèÿíåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü àíòèáëèêåðíûå ñåòêè, ñïåöèàëüíûå �èëüòðû äëÿ ýêðà-íîâ, çàùèòíûå êîçûðüêè è ò.ï.Á.5 Ïîæàðíàÿ áåçîïàñíîñòüÂ ïîìåùåíèè êà�åäðû (ëàáîðàòîðèè) äîëæíû áûòü îãíåòóøèòåëè è ïëàíû ýâà-êóàöèè. Ýâàêóàöèîííûå âûõîäû äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ ðàññðåäîòî÷åíî, áûòüäîñòàòî÷íî øèðîêèìè, íå ñîäåðæàòü âèíòîâûõ ëåñòíèö, ðàçäâèæíûõ äâåðåé,òóðíèêåòîâ, íàðóæíûå ýâàêóàöèîííûå äâåðè çäàíèé íå äîëæíû èìåòü çàïîðîâ,êîòîðûå íå ìîãóò áûòü îòêðûòû èçíóòðè áåç êëþ÷à.Îïàñíîñòü çàãîðàíèÿ â ÝÂÌ ñâÿçàíà ñî çíà÷èòåëüíûì êîëè÷åñòâîì ïëîò-íî ðàñïîëîæåííûõ íà ìîíòàæíûõ ïëàòàõ è áëîêàõ: ýëåêòðîííûõ óçëîâ è ñõåì,ýëåêòðè÷åñêèõ è êîììóòàöèîííûõ êàáåëåé, ðåçèñòîðîâ, êîíäåíñàòîðîâ, ïîëó-ïðîâîäíèêîâûõ äèîäîâ è òðàíçèñòîðîâ. Âûñîêàÿ ïëîòíîñòü ýëåìåíòîâ â ýëåê-òðîííûõ ñõåìàõ ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó ïîâûøåíèþ òåìïåðàòóðû îòäåëü-íûõ óçëîâ (80− 2000Ñ), ÷òî ìîæåò ñëóæèòü ïðè÷èíîé âîñïëàìåíåíèÿ èçîëÿöè-îííûõ ìàòåðèàëîâ.Á.6 Ýðãîíîìè÷åñêèå òðåáîâàíèÿÏîä ðàáî÷èì ìåñòîì ïîíèìàåòñÿ çîíà, îñíàùåííàÿ íåîáõîäèìûìè òåõíè÷åñêè-ìè ñðåäñòâàìè, â êîòîðîé ñîâåðøàåòñÿ òðóäîâàÿ äåÿòåëüíîñòü èñïîëíèòåëÿ èëèãðóïïû èñïîëíèòåëåé, ñîâìåñòíî âûïîëíÿþùèõ îäíó ðàáîòó èëè îïåðàöèþ.Êîíñòðóêöèÿ ðàáî÷åãî ìåñòà äîëæíà îáåñïå÷èâàòü áûñòðîòó, áåçîïàñíîñòü, ïðî-ñòîòó è ýêîíîìè÷íîñòü òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ â íîðìàëüíûõ è àâàðèéíûõóñëîâèÿõ; ïîëíîñòüþ îòâå÷àòü �óíêöèîíàëüíûì òðåáîâàíèÿì è ïðåäïîëàãàå-ìûì óñëîâèÿì ýêñïëóàòàöèè. Êîíñòðóêöèÿ ðàáî÷åãî ñòîëà äîëæíà îáåñïå÷è-âàòü îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå íà ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè èñïîëüçóåìîãî îáîðó-äîâàíèÿ ñ ó÷åòîì åãî êîëè÷åñòâà è êîíñòðóêòèâíûõ îñîáåííîñòåé, õàðàêòåðàâûïîëíÿåìîé ðàáîòû. Âûñîòà ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè ñòîëà äëÿ âçðîñëûõ ïîëüçî-âàòåëåé äîëæíà ðåãóëèðîâàòüñÿ â ïðåäåëàõ 680�800 ìì; ïðè îòñóòñòâèè òàêîéâîçìîæíîñòè âûñîòà ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè ñòîëà äîëæíà ñîñòàâëÿòü 725 ìì.Êîíñòðóêöèÿ ðàáî÷åãî ñòóëà (êðåñëà) äîëæíà îáåñïå÷èâàòü ïîäåðæàíèå ðàöèî-íàëüíîé ðàáî÷åé ïîçû, ïîçâîëÿòü èçìåíÿòü ïîçó ñ öåëüþ ñíèæåíèÿ ñòàòè÷åñêî-60



ãî íàïðÿæåíèÿ ìûøö øåéíî-ïëå÷åâîé îáëàñòè è ñïèíû äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿðàçâèòèÿ óòîìëåíèÿ. Òèï ðàáî÷åãî ñòóëà (êðåñëà) äîëæåí âûáèðàòüñÿ â çàâè-ñèìîñòè îò õàðàêòåðà è ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîòû ñ ó÷åòîì ðîñòà ïîëüçîâà-òåëÿ. Ïîâåðõíîñòü ñèäåíüÿ, ñïèíêè è äðóãèõ ýëåìåíòîâ ñòóëà (êðåñëà) äîëæíàáûòü ïîëóìÿãêîé, ñ íåñêîëüçÿùèì, íåýëåêòðèçóþùèìñÿ è âîçäóõîíåïðîíèöàå-ìûì ïîêðûòèåì, îáåñïå÷èâàþùèì ëåãêóþ î÷èñòêó îò çàãðÿçíåíèé. Êëàâèàòóðóñëåäóåò ðàñïîëàãàòü íà ïîâåðõíîñòè ñòîëà íà ðàññòîÿíèè 100�300 ìì îò êðàÿ,îáðàùåííîãî ê ïîëüçîâàòåëþ, èëè íà ñïåöèàëüíîé, ðåãóëèðóåìîé ïî âûñîòå ðà-áî÷åé ïîâåðõíîñòè, îòäåëåííîé îò îñíîâíîé ñòîëåøíèöû.Á.6.1 Íàïðÿæåííîñòü òðóäîâîãî ïðîöåññàÒÿæåñòü òðóäîâîãî ïðîöåññà â õîäå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé ìîæíî îòíåñòèê îïòèìàëüíîìó êëàññó óñëîâèé òðóäà (ëåãêàÿ �èçè÷åñêàÿ íàãðóçêà), îñíîâ-íàÿ íàãðóçêà èíòåëëåêòóàëüíàÿ, ïðèñóòñòâóåò âîçìîæíîñòü ãèáêîãî ãðà�èêàðàáîòû, èçìåíåíèÿ ðàáî÷åé ïîçû. Êëàññè�èöèðîâàòü ïî ñòåïåíè íàïðÿæåííî-ñòè âûïîëíÿåìóþ ðàáîòó ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: èíòåëëåêòóàëüíûå íà-ãðóçêè ïðåäïîëàãàþò ðåøåíèå ñëîæíûõ çàäà÷ ñ âûáîðîì ïî èçâåñòíûì àëãî-ðèòìàì (íàïðÿæåííûé òðóä 1-îé ñòåïåíè), à òàêæå ýâðèñòè÷åñêóþ, òâîð÷åñêóþäåÿòåëüíîñòü, òðåáóþùóþ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷ ïðè îòñóòñòâèè àëãîðèòìà(íàïðÿæåííûé òðóä 2-îé ñòåïåíè); áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè ðàáîòà ïðîõîäèòóñòàíîâëåííîìó ãðà�èêó ñ âîçìîæíîé åãî êîððåêöèåé ïî õîäó äåÿòåëüíîñòè(íàïðÿæåííûé òðóä 1-îé ñòåïåíè); èíîãäà ïðèñóòñòâóåò ðàáîòà â óñëîâèÿõ äå-�èöèòà âðåìåíè (íàïðÿæåííûé òðóä 2-îé ñòåïåíè); ñåíñîðíûå íàãðóçêè (ðàáîòàçà ýêðàíîì êîìïüþòåðà) ïðèñóòñòâóþò áîëåå ÷åòûðåõ ÷àñîâ çà ðàáî÷èé äåíü(íàïðÿæåííûé òðóä 2-îé ñòåïåíè); �àêòè÷åñêàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàáî÷åãîäíÿ 8�9 ÷àñîâ (íàïðÿæåííîñòü òðóäà ñðåäíåé ñòåïåíè).Á.7 Çàêëþ÷åíèå�àáîòà ñ ïåðñîíàëüíûì èëè ïîðòàòèâíûì êîìïüþòåðîì, ïðîâîäèâøàÿñÿ ïðèïîäãîòîâêå äàííîé ðàáîòû, õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷èòåëüíûì óìñòâåííûì íàïðÿ-æåíèåì è íåðâíî-ýìîöèîíàëüíîé íàãðóçêîé, âûñîêîé íàïðÿæåííîñòüþ çðèòåëü-íîé ðàáîòû. Â ïðîöåññå ðàáîòû ñ êîìïüþòåðîì íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü ïðàâèëü-íûé ðåæèì òðóäà è îòäûõà, ÷òî ñîáëþäàëîñü â ìîåì ñëó÷àå â ñâÿçè ñ âîçìîæ-íîñòüþ ðåãóëèðîâàíèÿ ãðà�èêà ðàáîòû.Óñëîâèÿ ìîåãî òðóäà íà ðàáî÷åì ìåñòå â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèãèåíè÷åñêèìèêðèòåðèÿìè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè (ñîõðàíÿåòñÿ çäîðîâüå ðàáîòàþ-ùåãî, ñîçäàþòñÿ ïðåäïîñûëêè äëÿ ïîääåðæàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ ðàáîòîñïî-61



ñîáíîñòè, ñîãëàñíî íîðìàòèâàì, óñòàíîâëåííûì äëÿ ìèêðîêëèìàòè÷åñêèõ ïà-ðàìåòðîâ, íåèîíèçèðóþùèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ èçëó÷åíèé è �àêòîðîâ òðóäîâî-ãî ïðîöåññà). Òðóäîâîé ïðîöåññ ìîæíî îòíåñòè ê íàïðÿæåííîìó íàïðÿæåííîìóòðóäó ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè.
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