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Öåëè è çàäà÷è

Öåëü ðàáîòû: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå èìïóëüñíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà
â òîíêîé ïëàñòèíå ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
Çàäà÷è:

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïëîñêîãî íàïðÿæåíèÿ

2. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è êëàññè÷åñêîé òåðìîóïðóãîñòè ìåòîäîì êîíå÷íûõ
ðàçíîñòåé ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

3. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè Ëîðäà-Øóëüìàíà ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ è çíà÷åíèÿõ âðåìåíè
ðåëàêñàöèè

4. Àíàëèç âëèÿíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ýôôåêòîâ â ðàñïðåäåëåíèè òåïëà äëÿ
êàæäîãî âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé



Ââåäåíèå

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå (Ñóäüåíêîâ Þ.Â. Íåðàâíîâåñíîñòü ïðîöåññà äâèæåíèÿ
îáëó÷àåìîé ïîâåðõíîñòè ìåòàëëîâ ïðè âîçäåéñòâèè ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ
ñóáìèêðîñåêóíäíîé äëèòåëüíîñòè // Æóðíàë òåõíè÷åñêîé ôèçèêè. 2010. Ò. 80,
âûï.7) ⇒ âîëíîâîé õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâîãî èìïóëüñà.
Ôèçè÷åñêàÿ ïðèðîäà:

▶ ôîíîí-ôîíîííîå è ýëåêòðîí-ôîíîííîå ðàññåèâàíèå

Ïðåäëîæåííûå ìîäåëè:

▶ Ëîðäà-Øóëüìàíà L-S (âðåìÿ ðåëàêñàöèè)

▶ Ãðèíà � Ëèíäñåÿ G-L



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá èìïóëüñíîì âîçäåéñòâèè ëàçåðíîãî ëó÷à:

1. â òî÷êó, óäàëåííóþ îò ãðàíèö ïëàñòèíû

2. â òî÷êó ó ãðàíèöû ïëàñòèíû ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

2.1 T |γ = 0 èëè ∂T
∂n

∣∣∣
γ
= 0

2.2 u|γ = 0 èëè σ · n
∣∣
γ
= 0

Ìîäåëèðóåìîå òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò ñî ñòîðîíîé l = 2, 0 íì.
Èñïîëüçóåìûå òåðìîìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà:
E = 127 ÃÏà, ν = 0, 33, ρ = 8960 êã/ì3,
λ = 401 Âò/(ì*Ê), α = 49, 5 · 10−6 1/Ê, cp = 390 Äæ/Ê.



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

1. Çàêîí Ôóðüå ⇒ Çàêîí Êàòòàíåî-Âåðíîòòå

h = −λ∇T ⇒ h + τ ḣ = −λ∇T (1)

2. Çàêîí Äþàìåëÿ-Íåéìàíà

σ =

(
K − 2

3
G

)
εE + 2Ge − αKT̃E (2)

3. Ìîäåëü Ëîðäà-Øóëüìàíà

λ∆T − ρcv
˙̃T − αKT̃ ε̇ = −ρq ⇒ (3)

λ∆T̃ − ρcv
(
˙̃T + τ ¨̃T

)
− αKT0 (ε̇+ τ ε̈) = ρ (q + τ q̇) , (4)



Ïëîñêîå íàïðÿæåíèå

Ïðåäïîëîæåíèÿ:

▶ σzz = σxz = σyz = 0

▶ ∂T̃
∂z = 0

9KG

3K + 4G
∇̃∇̃ · u + G∆̃u − 6αKG

3K + 4G
∇̃T̃ = ρü,

λ∆̃T̃ −
(
ρcv +

3α2K 2T0

3K + 4G

)(
˙̃T + τ ¨̃T

)
−

− 6αKT0G

3K + 4G

(
∂2ux
∂x∂t

+
∂2uy
∂y∂t

+ τ
∂3ux
∂x∂t2

+ τ
∂3uy
∂y∂t2

)
= ρ(q + τ q̇)

(5)



Èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå

Ðàññìîòðèì òîíêóþ ïëàñòèíó, èìåþùóþ ñòîðîíó L è òîëùèíó h, ìàëóþ â
ñðàâíåíèè ñ ðàäèóñîì:

h << L

J(r) = J0exp

(
−2r2

r2g

)
, (6)

E (r) =

∫ ∞

0
J(r , t)dt =

∫ ∞

0
E0exp

(
−2r2

r2g

)
δ(t − 0)dt = E0exp

(
−2r2

r2g

)
Çàïèøåì áàëàíñ ýíåðãèè íà ìàëîì ó÷àñòêå dr :

J(r , t)− ρq(r , t)dr − J(r + dr , t) = 0

J(r+dr , t) = J(r , t)+
∂

∂r
J(r , t)dr+O(dr2) = E0exp

(
−2r2

r2g

)(
1− 4r

r2g
dr − . . .

)
δ(t−0)



Òîãäà äëÿ áàëàíñà ýíåðãèè ïîëó÷èì:

E0exp

(
−2

r2

r2g

)
δ(t − 0)− ρq(r , t)dr − E0exp

(
−2

r2

r2g

)(
1− 4r

r2g
dr

)
δ(t − 0) = 0

q(r , t) =
4r

r2g

E0

ρ
exp

(
−2

r2

r2g

)
δ(t − 0)



Âðåìÿ ðåëàêñàöèè

Äëÿ ìåòàëëîâ 10−12 < τ < 10−8.
Ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü äëÿ τ = 10−11, τ = 10−10, τ = 10−9 ñ



Îáåçðàìåðèâàíèå

Ââîäèì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû:
ϕ = k1ux , ψ = k1uy , a = k1x , b = k1y

Θ = k2t

Ω = k3T̃

(7)

ãäå

k1 =
cp
λ

√
ρG , k2 =

cp
λ
G , k3 = α, d = k2τ



Â íîâûõ âåëè÷èíàõ ñèñòåìà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

A1
∂2ϕ

∂a2
+
9

4
A2

∂2ψ

∂a∂b
− 2

3
A2
∂Ω

∂a
+

1

4

∂2ϕ

∂b2
=

1

4

∂2ϕ

∂Θ2

A1
∂2ψ

∂b2
+
9

4
A2

∂2ϕ

∂a∂b
− 2

3
A2
∂Ω

∂b
+

1

4

∂2ψ

∂a2
=

1

4

∂2ψ

∂Θ2

∂2Ω

∂a2
+
∂2Ω

∂b2
− A3

(
∂Ω

∂Θ
+ A5

∂2Ω

∂Θ2

)
−

6A4

(
∂2ϕ

∂a∂Θ
+

∂2ψ

∂b∂Θ
+ A5

∂3ϕ

∂a∂Θ2
+ A5

∂3ψ

∂b∂Θ2

)
= q∗ + A5

∂q∗

∂Θ

(8)

ãäå

q∗ = 4
αλ

c2pG

√
a2 + b2

k1r2g

E0

ρ
exp

(
−2

a2 + b2

k21 r
2
g

)
1

k2
δ

(
Θ

k2

)



Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

Èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ ñõåìà ÌÊÐ. Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè è
êîîðäèíàòàì èñïîëüçóþòñÿ öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè.

Ωk
i−1,j − 2Ωk

i ,j +Ωk
i+1,j

h2
+

Ωk
i ,j−1 − 2Ωk

i ,j +Ωk
i ,j+1

h2
−

Ωk+1
i ,j − Ωk−1

i ,j

2∆t

+A4

(
ϕk−1
i−1,j + ϕk+1

i+1,j − ϕk−1
i+1,j − ϕk+1

i−1,j

4h∆t
+
ψk−1
i ,j−1 + ψk+1

i ,j+1 − ψk−1
i ,j+1 − ψk+1

i ,j−1

4h∆t

)

+A5

(
ϕk+1
i+1,j − ϕk+1

i−1,j − 2ϕki+1,j + 2ϕki−1,j + ϕk−1
i+1,j − ϕk−1

i−1,j

2h∆t2

+
ψk+1
i ,j+1 − ψk+1

i ,j−1 − 2ψk
i ,j+1 + 2ψk

i ,j−1 + ψk−1
i ,j+1 − ψk−1

i ,j−1

2h∆t2

)
= q∗

ãäå h � øàã ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó, ∆t � øàã ïî âðåìåíè



Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

ψk
i−1,j − 2ψk

i ,j + ψk
i+1,j

h2
+ A1

ϕki+1,j+1 + ϕki−1,j−1 − ϕki−1,j+1 − ϕki+1,j−1

4h2

+A2

ψk
i ,j−1 − 2ϕki ,j + ϕki ,j+1

h2
− A3

Ωk
i ,j+1 − Ωk

i ,j−1

2h

−
ψk−1
i ,j − 2ψk

i ,j + ψk+1
i ,j

∆t2
= 0

(9)



Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

Êðèòåðèé Êóðàíòà:

∆t ≪ h

cac
, (10)

ãäå cac � ñêîðîñòü çâóêà â ñðåäå. Ñêîðîñòü çâóêà â ïîñòàíîâêå ïëîñêîãî
íàïðÿæåíèÿ ñ:

cac =

√
E

ρ(1− ν2)
(11)

Äî τ = 10−11ñ ñêîðîñòü êâàçèòåïëîâîãî ôðîíòà L-S íå ïðåâûøàåò ñêîðîñòü çâóêà
â ñðåäå (ìåäü)



Èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå â öåíòðå

(a) T (x), y = 0.5l (b) εzz(x), y = 0.5l

Ðèñ. 1: Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð è äåôîìàöèé ïðè t = 0.2 íñ



Ñêîðîñòè âîëíîâûõ ôðîíòîâ

(a) εzz(x) (b) T (x), K (c) T (x), K

Ðèñ. 2: Òåðìîóïðóãèå âîëíû â ïëàñòèíå, t = 0.2 íñ, τ = 0.5 íñ



Ñêîðîñòè âîëíîâûõ ôðîíòîâ

τ , íñ VP , ì/ñ VS , ì/ñ VC−V , ì/ñ

0,1 4019 2259 1420

0,5 4019 2259 780

1,0 4019 2259 460

Òàáëèöà 1: Ñêîðîñòè âîëí ïðè çíà÷åíèÿõ âðåìåíè ðåëàêñàöèè τ

V a
p =

√
E

ρ(1− ν2)
= 3988ì/ñ

Îòêëîíåíèå, âûçâàííîå âëèÿíèåì òåìïåðàòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, ñîñòàâèëî:

ϵ =
V a
p − Vp

V a
p

= 0.77%,



Æåñòêàÿ çàäåëêà, ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà íà ãðàíèöå



Æåñòêàÿ çàäåëêà, ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà íà ãðàíèöå

(a) T (x), y = 0.5l (b) σxx(x), y = 0.5l

Ðèñ. 3: Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð è íàïðÿæåíèé ïðè t = 0.2 íñ



Æåñòêàÿ çàäåëêà, òåïëîèçîëèðîâàííûå ñòåíêè



Æåñòêàÿ çàäåëêà, òåïëîèçîëèðîâàííûå ñòåíêè

(a) T (x), y = 0.5l (b) σxx(x), y = 0.5l

Ðèñ. 4: Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð è íàïðÿæåíèé ïðè t = 0.2 íñ



Ñâîáîäíûå ãðàíèöû, ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà íà ñòåíêàõ



Ñâîáîäíûå ãðàíèöû, ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà íà ñòåíêàõ

(a) T (x), y = 0.5l (b) σxx(x), y = 0.5l

Ðèñ. 5: Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð è íàïðÿæåíèé ïðè t = 0.2 íñ



Òåïëîèçîëèðîâàííûå ñòåíêè, ñâîáîäíûå ãðàíèöû



Òåïëîèçîëèðîâàííûå ñòåíêè, ñâîáîäíûå ãðàíèöû

(a) T (x), y = 0.5l (b) σxx(x), y = 0.5l

Ðèñ. 6: Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð è íàïðÿæåíèé ïðè t = 0.2 íñ



Çàêëþ÷åíèå

1. Íàèáîëüøèå âëèÿíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ýôôåêòîâ íà ðàñ ïðîñòðàíåíèå òåïëà
íàáëþäàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïëàñòèíû ñ çàêðåïëåííûìè ñòåíêàìè, íà êîòîðûõ
ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà

2. Íàèáîëüøèå ðàçëè÷èÿ âîçíèêàþò â îêðåñòíîñòè êâàçèòåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà

3. Ñ óìåíüøåíèåì âåëè÷è íû âðåìåíè ðåëàêñàöèè τ âíîñèìûå âîëíîâîé
ïðèðîäîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà ýôôåêòû ñõîäÿò íà íåò.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â
òîíêîé ïëàñòèíå íà ìàëûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè è ìàëûõ ìàñøòàáàõ ïî
ïðîñòðàíñòâó.
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