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Введение

Современной науке известно множество задач, аналитическое решение
которых на данный момент невозможно или является очень трудоемким. И
тем не менее, зачастую такие задачи требуют решения, причем в весьма огра-
ниченные сроки, поэтому постоянно растет востребованность численных ме-
тодов решения задач.

Целью данной работы является изучение «метода конечных элементов»
(МКЭ) — одного из наиболее распространенных численных методов на се-
годняшний день.

Идея, лежащая в основе МКЭ, состоит в том, что любую непрерывную
функцию (в нашем случае это будут перемещения и температура) можно ап-
проксимировать дискретной моделью, построение которой происходит сле-
дущим образом:

1. В рассматриваемой области фиксируется некоторое количество точек,
называемых узлами;

2. Значение непрерывной величины в каждом узле считается переменной,
которая подлежит определению;

3. Область определения непрерывной величины разбивается на конечное
число элементов. Эти элементыимеют общие узлыи в совокупности при-
ближают форму области;

4. На каждом элементе непрерывная величина аппроксимируется полино-
мом, который определяется через узловые значения. На каждом элементе
этот полином, вообще говоря, свой, но подбираются полиномы так, что-
бы сохранить непрерывность величины.

В результате таких построений исследуемые модели можно будет свести
к системе алгебраических уравнений, решение которой является несравнимо
более простой задачей, чем решение исходных дифференциальных уравне-
ний.

Первая часть работы будет посвещена решению задачи нагружения стреж-
невой системы—одной из основных задач строительной механики. В ней мы
познакомимся с простейшим типом конечного элемента, стержнем.
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Во второй части решается задача смежной области механики, которую
традиционно именуют сопротивлением материалов. Это классическая зада-
ча о статическом прогибе балки Бернулли-Эйлера. Для ее решения вводится
новый тип конечного элемента — балочный конечный элемент, который, в
отличие от стержневого, может работать как на растяжение-сжатие, так и на
поворот.

В третьей части мы познакомимся с применением метода конечных эле-
ментов к задаче теплопроводности. На примере этой задачи можно будет на-
глядно увидеть, как разные по своему физическому содержанию задачи мо-
гут быть сведены к единой вычислительной схеме.

При построениии математических и конечно-элементных моделей были
использованы материалы курса вычислительной механики за весенний се-
местр, а также вспомогательные и уточнающие сведения из работ [1, 2].
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1 Расчет плоской фермы

1.1 Постановка задачи

Произвести расчет плоской фермы под действием нагрузки F , приложен-
ной на нижний пояс. Крайний левый и крайний правый узлы нижнего пояса
закреплены по горизонтальным и вертикальным степеням свободы.

Требуется определить перемещения узлов фермыи в качестве результатов
представить следующие данные:

1. Деформированная схема фермы,

2. График горизонтальных перемещений,

3. График вертикальных перемещений,

4. График усилий в стержнях.

Расчет произвести самостоятельно и в пакете Abaqus. Сравнить получен-
ные результаты.

F

Рисунок 1.1 — Ферма

Таблица 1.1 — Параметры задачи

Параметр Значение
Площадь сечения S (м2) 1 · 10−4

Модуль Юнга E (Па) 2 · 1011

Сила F (Н) 1 · 103
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При решении введены следующие нумерации узлов фермы:

26 8 5 4 23 17 18 2915 7 5 4 1 13 12 14 16

10 22 2 20 12 136 8 3 2 9 10 11

25
7 6

9 24
21 3

1 11
16 15

27 14
19

28

Рисунок 1.2 — автоматическая нумерация элементов фермы в Abaqus

Рисунок 1.3 — ручная нумерация, использованная при решении с помощью Matlab
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1.2 Метод решения

Для начала рассмотрим один стержень. Для него введем локальную си-
стему координат с началом в левом его узле и осью абсцисс, направленной
вдоль стержня. Для перемещений будем использовать линейную аппрокси-
мацию следующего вида:

u = u1N1 + u2N2 = [N1N2]

{
u1

u2

}
= [N ] {ue} . (1.1)

Ni —функции формы, которые мы также полагаем линейными формами,
имеющими вид, представленный на следующем рисунке.

x

Ni(x)

0 le

N2N1
1

Рисунок 1.4 — Функции формы элемента

Запишем свойства функций формы, заявленные на рисунке, в явном виде.

Nk = Akx+Bk, k = 1, 2 (1.2)

N1(0) = N2(le) = 1,

N1(le) = N2(0) = 1.
(1.3)

le — длина элемента.
Совместив (1.2) и (1.3), получим:

N1 = 1− x

le

N2 =
x

le

. (1.4)
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Подставим (1.4) в (1.1):

u =

[
1− x

le

x

le

]{
u1

u2

}
= [N ] {ue} . (1.5)

Относительное удлинение стержня по какой-нибудь координате можно
вычислить как производную от перемещения по этой координате.

εx =
∂u

∂x
,

{ε} =
∂

∂x
([N ]) {ue} =

[
− 1

le

1

le

]{
u1

u2

}
= [B] {ue} , (1.6)

где [B]— так называемая матрица градиентов.
С помощью полученного выражения для деформации и закона Гука мож-

но определить потенциальную энергию деформации.

Λ =
1

2

∫
(V )

{ε}T {σ} dV =
E

2

∫
(V )

{ue}T [B]T [B] {ue} dV =

=
ESle
2

{ue}T [B]T [B] {ue} =
ES

2le
{ue}T

[
1 −1

−1 1

]
{ue} .

Λ =
1

2
{ue}T [ke] {ue} . (1.7)

Полученное выражение представляет собой функционал над полем пере-
мещений. Введем в рассмотрение еще один функционал — потенциальную
энергию системы:

Π = Λ−W. (1.8)

W —работа внешних сил, которая в нашем случае сводится к работе сил,
сосредоточенных в узлах фермы.

W = {ue}T
{
F1

F2

}
= {ue}T {f e} (1.9)

Используя полученное представление дляW , перепишемфункционал по-



9

тенциальной энергии системы.

Π =
1

2
{ue}T [ke] {ue}−{ue}T

{
F1

F2

}
=

1

2
{ue}T [ke] {ue}−{f e} {ue} . (1.10)

Согласно вариационному принципу минимума потенциальной энергии,
стационарность записанного выше функционала даст нам статически воз-
можное устойчивое положение равновесия.

Условие минимума функционала — равенство нулю его вариации.

Π −→ min ⇐⇒ δΠ = 0 (1.11)

Запишем вариацию функцонала потенциальной энергии.

δΠ =
(
[ke] {ue} − {f e}

)
δ {ue} = 0.

Так как указанное выражение должно выполняться при произвольной ва-
риации перемещений, нулю должно равняться выражение в скобках.

δΠ = 0 ∀δ {ue} ⇒ [ke] {ue} = {f e} . (1.12)

Полученное выражение называют основным методом конечных элемен-
тов.

Осуществим переход из локальной системы координат элемента в гло-
бальную систему координат Вектор перемещений рассматриваемого элемен-
та имеет вид: {

uegl
}T

= {ux1 , u
y
1 , u

x
2 , u

y
2} . (1.13)

С вектором перемещений в локальной системе координат элемента этот
вектор связан следующими соотношениями:

{ue} = [T ]
{
uegl

}
,

[T ] =

[
l12 m12 0 0

0 0 l12 m12

]
, (1.14)

l12 =
x2 − x1

le
, m12 =

y2 − y1
le

.
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С помощью матрицы преобразования координат [T ], вид которой задан
выше, уравнение (1.12) можно переписать в глобальной системе координат:

[ke][T ]
{
uegl

}
= [T ]

{
f e
gl

}
,

[T ]T [ke][T ]
{
uegl

}
= [T ]T [T ]

{
f e
gl

}
,

[
kegl

] {
uegl

}
=

{
f e
gl

}
. (1.15)

Аналогичные построения необходимо проделать для каждого элемента,
а затем сложить полученные системы уравнений и получить следующее вы-
ражение:

[K] {U} = {F} . (1.16)

где [K] — глобальная матрица жесткости системы, {U} — вектор пере-
мещений узлов системы, {F}— вектор усилий, приложенных к системе.

Итак, для каждого элемента системы необходимо проделать следующее:

1. Построить матрицу пребразования координат [T ];

2. Построить матрицу жесткости элемента в локальной С.К.;

3. Построить матрицу жесткости элемента в глобальной С.К.

Далее необходимо построить глобальнуюматрицужесткости [K] рассмат-
риваемой системы, сложив все полученные ранее матрицыжесткости отдель-
ных элементов. Однако можно заметить, что у матриц жесткости [K] и

[
kegl

]
не совпадают размерности. Например, если система представляет собой тре-
угольник, то глобальная матрица жесткости должна иметь размерность 6 на
6 (3 узла, в каждом по 2 степени свободы), а матрица жесткости элемента
имеет размерность 4 на 4.

Возникает необходимость придумать правило, по которому элементымат-
риц жесткостей элементов будут размещаться в глобальной матрице жестко-
сти.

Для этого введем единую нумерацию для всех узлов системы.

{ux1 u
y
1 u

x
2 u

y
2 . . . ux

n uyn} −→ {u1 u2 u3 u4 . . . u2n−1 u2n} .
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Очевидно, данный способ нумерации можно записать следующей фор-
мулой: {

uxk = u2k−1

uyk = u2k
.

Поступим по аналогии с тем, как мы строили матрицу жесткости элемен-
та в глобальной системе координат. Постоим матрицу [A], которая будет осу-
ществлять следующее преобразование:

[kegl]
[A]−→ [Ke] = [A]T [kegl][A], rank[Ke] = rank[K].

Для осуществления такого преобразования матрица [A] должна иметь n
столбцов и 4 строки. Конкретный вид матрицы задается по принципу, изло-
женному ниже.

Пусть некоторый элемент содержит узлы с номерами k иm. Согласно вве-
денной выше нумерации, степени свободы этих узлов будут иметь следую-
щие номера:

k1 = kx = 2k − 1,

k2 = ky = 2k,

m1 = mx = 2m− 1,

m2 = my = 2m.

Матрица [A], отвечающая такому элементу, имеет вид:

kx ky
0 · · · 1 0 · · · · · · · · · 0

0 · · · 0 1 · · · · · · · · · 0

0 · · · · · · · · · 1 0 · · · 0

0 · · · · · · · · · 0 1 · · · 0


mx my
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Преобразование с такой матрицей дает следующий результат:

[Ke] =



. . . ... ... · · · ... ... · · ·
· · · k11 k12 · · · k13 k14 · · ·
· · · k21 k22 · · · k23 k24 · · ·
· · · ... ... . . . ... ... · · ·
· · · k31 k32 · · · k33 k34 · · ·
· · · k41 k42 · · · k43 k44 · · ·
· · · ... ... ... ... ... . . .


Сложение матриц такого вида, составленных для каждого элемента, дает

нам глобальную матрицу жесткости [K]. Далее, решив систему (1.16), полу-
чим вектор перемещений {U}, из которого можно извлечь всю необходимую
информацию для представления результатов.

Усилия в стержнях можно вычислить, исходя из следующих формул:

σ = Eε

ε =
∆l

le

σ =
F

S


⇒ F = ES

∆l

le
(1.17)
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1.3 Результаты

1.3.1 Результаты расчета в Abaqus

Рисунок 1.5 — Деформированная схема (перемещения увеличены в 400 раз)

Рисунок 1.6 — Горизонтальные перемещения [м]

Рисунок 1.7 — Вертикальные перемещения [м]



14

Рисунок 1.8 — Усилия в стержнях [Н]

1.3.2 Расчеты в Matlab

Сначала рассмотрим полученные результаты в графической форме, для
более удобной проверки, а затем перейдем к табличным данным.

Рисунок 1.9 — Деформированная схема (перемещения увеличены в 400 раз)
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Рисунок 1.10 — Горизонтальные перемещения [м]

Рисунок 1.11 — Вертикальные перемещения [м]

Рисунок 1.12 — Усилия в стержнях [Н]
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На первый взгляд результаты, полученные в пакете Abaqus действитель-
но совпадают с тем, что было получено самостоятельно при помощи языка
Matlab. Сравним перемещения отдельных узлов фермы и усилия в стержных
по таблицам, представленным ниже.

Таблица 1.2 — сравнительная таблица перемещений

№
Горизонтальные перемещения Вертикальные перемещения
Abaqus(10−6) Matlab(10−6) Abaqus(10−6) Matlab(10−6)

1 −2, 75 · 10−27 0 −3, 50 · 10−27 0

2 −150 −150 −2517, 42 −2517, 42

3 −300 −300 −4165, 58 −4165, 5765

4 −150 −150 −5544, 47 −5544, 47

5 −213, 75 · 10−15 −9, 139 · 10−14 −5754, 10 −5754, 10

6 150 150 −5244, 47 −5244, 47

7 300 300 −4165, 58 −4165, 5765

8 150 150 −2517, 42 −2517, 42

9 2, 75 · 10−27 0 −3, 50 · 10−27 0
10 −1500 −1500 −2217, 42 −2217, 42

11 −1500 −1050 −4165, 58 −4165, 5765

12 −600 −600 −5244, 47 −5244, 47

13 −58, 43 · 10−15 2, 15 · 10−14 −5754, 10 −5754, 10

14 600 600 −5244, 47 −5244, 47

15 1500 1050 −4165, 58 −4165, 5765

16 1500 1500 −2277, 42 −2277, 42
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Таблица 1.3 — сравнительная таблица усилий в стержнях

№ Matlab Abaqus
1 −992, 96 −1000, 00

2 −992, 98 −1000, 00

3 1002, 11 1000, 00

4 1000, 05 1000, 00

5 1002, 05 1000, 00

6 1002, 11 1000, 00

7 −996, 98 −1000, 00

8 −992, 96 −1000, 00

9 −3911, 91 −3913, 12

10 −2995, 78 −3000, 00

11 −2998, 71 −3000, 00

12 −3999, 71 −4000, 00

13 −3999, 71 −4000, 00

14 −2998, 71 −3000, 00

15 −2995, 78 −3000, 00

16 −3911, 91 −3913, 12

17 1000, 76 1000, 00

18 2796, 45 2795, 09

19 0, 51 0
20 −1676, 68 −1677, 05

21 1000, 16 1000, 00

22 559, 15 559, 02

23 0 0
24 559, 15 559, 017

25 1000, 16 1000, 00

26 −1676, 68 −1677, 05

27 0, 51 0
28 2796, 45 2795, 09

29 1000, 75 1000, 00
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2 Расчет статического прогиба балки
Бернулли-Эйлера

2.1 Постановка задачи

2.1.1 Исходные данные

Произвести расчет статического прогиба балки Бернулли-Эйлера. Гео-
метрические параметры, закрепления и приложенные нагрузки представле-
ны на рисунке (2.1). Материал — сталь, E = 200 ГПа.

Mz = 10 кН · м

l
2 = 0, 5 м

l = 1 м

Рисунок 2.1 — балка

Mz — сосредоточенный изгибающий момент, приложенный в середине
балки. В качестве расчетного сечения балки взять двутавр со следующими
геометрическими параметрами:

h
=

10
0
мм

b = 55 мм

t1 = 5, 7 мм

t2 = 4, 1 мм

Рисунок 2.2 — сечение балки
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При вычислениях будет использоваться нумерация узлов и элементов, по
умолчанию заданная в пакете Abaqus (сверху подписаны узлы, снизу — эле-
менты).

1

1

2

2

3

3

4

4

5

Рисунок 2.3 — схема нумерации балки

2.1.2 Вывод уравнений

Введем систему координат следующим образом:

X

Y

Z

Рисунок 2.4 — система координат

Предполагается, что при изгибе балка не выходит из плоскости (X,Y ).
Поле перемешений балки разделим на продольную (перемещения u(x, y)) и
поперечную (прогиб v(x, y)) составляющие.

Важно отметить, что компоненты поля перемещений связаны между со-
бой следующим соотношением:

u(x, y) = −y
∂v

∂x
= −yθ, θ — угол поворота сечения.

Перейдем к описанию продольного напряженно-деформированного со-
стояния.

εxx = ε =
∂u

∂x
= −y

∂θ

∂x
= −yκ.

Величина κ =
∂θ

∂x
называется кривизной балки.

Так как модель балки Бернулли-Эйлера линейно-упругая, для нее спра-
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ведлив закон Гука:
σxx = σ = Eε = −Eyκ.

Вычислим изгибающий момент:

Mz = −
∫
(S)

yσdS = Eκ
∫
(S)

y2dS = EJκ, (2.1)

J = Jzz =

∫
(S)

y2dS— момент инерции сечения.

Искомый момент инерции вычисляется по формуле:

J =
bh3 − (b− t2)(h− 2t1)

3

12
.

Расчитывать изгиб будем исходя из вариационного принципа минимума
потенциальной энерии, для чего построим функционал потенциальной энер-
гии следующего вида:

Π = Λ−W, (2.2)

где Λ— энергия деформации,W — работа внешних сил.

Λ =
1

2

∫
(V )

ε · ·σdV =
1

2
E

∫
(V )

κ2y2dV =
1

2
EJ

∫
(l)

κ2dl. (2.3)

W = Wc +WV +Ws, (2.4)

Wc = P c · ue − работа сосредоточенных сил,

Ws =

∫
(S)

P S · uedS =

∫
(l)

P l · uedl = Wl − работа поверхностных сил,

WV =

∫
(V )

P V · uedV − работа объемных сил.
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2.2 Метод решения

Введем в рассмотрение балочный конечный элемент.

xi xj X, u

Y, v

v i

v j

Рисунок 2.5 — балочный конечный элемент

Этот элемент отличается от стержневого тем, что в его узлах задаются не
только перемещения, но и повороты. Вектор перемещений элемента записы-
вается следующим образом:

{ue}T = {vi θi vj θj} .

Для перемещений принимается кубическая аппроксимация.

ue = A+Bx+ Cx2 +Dx3,

θ =
∂ue

∂x
= B + 2Cx+ 3Dx2.

Для перехода к дискретной модели используются функции формы узлов,
для которых также принимается кубическая аппроксимация.

ue = Nivi +N θ
i θi +Njvj +N θ

j θj = [N ] {ue} . (2.5)

Строить функции формы для каждого элемента отдельно — задача очень
трудоемкая. Поэтому мы поступим следующим образом — построим функ-
ции формы для некоторого «простого» элемента и при вычислениях будем
преобразовывать рассматриваемый элемент к этому «простому».



22

В качестве такого элемента возьмем так называемый «изопараметриче-
ский элемент». Выглядит такой элемент следующим образом:

ξ

η

−1 0 1

Рисунок 2.6 — изопараметрический элемент

Нетрудно убедиться, что переход из локальной системы координат эле-
мента в изопараметрическую осуществляется следующим линейным преоб-
разованием координат:

ξ =
2x

l
− 1.

Для изопараметрического элемента функции формы имеют вид:

N1 = Ni =
1

4
(1− ξ)2 (2 + ξ) , N2 = N θ

i =
1

8
l (1− ξ)2 (1 + ξ) ,

N3 = Nj =
1

4
(1 + ξ)2 (2− ξ) , N4 = N θ

j = −1

8
l (1 + ξ)2 (1− ξ) .

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

N
1
(
x
)

Рисунок 2.7 — функция формы левого узла N1
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-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

N
2
(
x
)

Рисунок 2.8 — функция формы левого узла N2

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

N
3
(
x
)

Рисунок 2.9 — функция формы правого узла N3

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x

-0.04

-0.035

-0.03

-0.025

-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

0

N
4
(
x
)

Рисунок 2.10 — функция формы правого узла N4
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Дальнейшие построения проведем уже для изопараметрического элемен-
та. Вычислим кривизну κ:

κ =
d2v(x)

dx2
=

4

l2
d2v(ξ)

dξ2
=

4

l2
d2 [N ]

dξ2
{ue} = [B] {ue} . (2.6)

[B]— так называемая матрица градиентов.

[B] =
4

l2
d2 [N ]

dξ2
=

1

l

[
6ξ

l
, 3ξ − 1, −6ξ

l
, 3ξ + 1

]
.

Перейдем к составлению функционала потенциальной энергии. Вычис-
лим энергию деформации (2.3):

Λ =
1

2
EJ

l∫
0

κ2dx =
1

2
EJ

l∫
0

(
[B] {ue}

)2
dx =

1

2
EJ

l∫
0

{ue}T [B]T [B] {ue} dx =
1

2
EJ

l

2

1∫
−1

{ue}T [B]T [B] {ue} dξ.

Подстановка в полученное выражения величины [B] и последующее ин-
тегрирование дает:

Λ =
EJ

2l3
{ue}T


12 6l −12 6l

6l 4l2 −6l 2l2

−12 −6l 12 −6l

6l 2l2 −6l 4l2

 {ue} ,

[ke] =
EJ

l3


12 6l −12 6l

6l 4l2 −6l 2l2

−12 −6l 12 −6l

6l 2l2 −6l 4l2

 ,

[ke]— матрица жесткости элемента.
Какможно видеть, компонентыматрицыжесткости зависят только от дли-

ны элемента, из чего следует разумная мысль — делать все элементы одина-
ковой длины. Тогда для всех элементов можно будет использовать одну и ту
же матрицу жесткости.
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Получено окончательное выражение для энергии деформации.

Λ =
1

2
{ue}T [ke] {ue} .

Перейдем к составлению выражения для работы внешних сил.

W = {Pc} {ue}+ {ue}T
l∫

0

[N ]T {Pl} dx+ {ue}T
∫
(V )

[N ]T {PV } dV.

Запишем слагаемые по отдельности.

Wl = {ue}T
l∫

0

[N ]T {Pl} dx =
1

2l
{ue}T {Pl}

1∫
−1

[N ]Tdξ =
1

2
ql {ue}T



1

l
6

−1

− l
6


,

q — плотность распределенной по длине нагрузки.
Аналогично получим выражение дляWV .

WV =
1

2
gρlS {ue}T



1

l
6

−1

− l
6


.

Подставим полученные выражения в формулу (2.2).

Π =
1

2
{ue}T [ke] {ue} −


{Pc} {ue}+

l

2
{ue}T (q + gρS)



1

l
6

−1

− l
6




.
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Приравняв к нулю вариацию данного функционала, получим:

δΠ = ([ke] {ue} − {f e}) {ue} ⇒ [ke] {ue} = {f e} ,

{f e} = {Pc}+
l

2
(q + gρS)



1

l
6

−1

− l
6


.

Аналогичное выражение для всей системы можно получить суммирова-
нием.

[K] {U} = {F} ,

[K] =
∑
e

[ke] , {F} =
∑
e

{f e} .

Как и в предыдущей задаче, у матриц [ke] и [K] не совпадают размерно-
сти, а значит нужно придумать правило, по которому мы будем суммировать
матрицы.

Для начала введем единую нумерацию всех узлов.

{v1 θ1 v2 θ2 · · · vn θn} → {u1 u2 u3 u4 · · · u2n−1 u2n} .

Эта нумерация может быть выражена следующей формулой:{
vk = u2k−1

θk = u2k
.

Дальнейшие построения аналогичны таковым в предыдущей задаче, а по-
тому опустим их.

В нашем случае в системе заданы только сосредоточенные нагрузки, по-
этому глобальный вектор нагрузок можно не вычислять, а задать непосред-
ственно:

{F} = {F1 M2 F2 M2 · · · Fn Mn} ,

Где Fk — сосредоточенная сила, приложенная в k-ом узле, Mk — сосре-
доточенный момент, приложенный в k-ом узле.
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2.3 Результаты

2.3.1 расчеты в Matlab

В результате расчетов получились следующие величины прогибов в уз-
лах:

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
10

-4

Рисунок 2.11 — Деформированная схема (Matlab)

Используя представление (2.5) вектора перемещений через функции фор-
мы можно получить гладкую изогнутую ось балки.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-1

0

1

2

3

4

5
10

-4

Рисунок 2.12 — сглаженная деформированная схема (Matlab)
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Используя соотношения (2.1) и (2.6), по полученным данным можно по-
строить эпюру изгибающего момента.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-6000

-4000

-2000

0

2000

4000

6000

Рисунок 2.13 — Эпюра изгибающего момента по расчетам в Matlab

При x = 0, 5 м на эпюре можно наблюдать скачок величины 104
кН
м
, рав-

ный величине сосредоточенного момента, приложенного в этой точке.

2.3.2 расчеты в Abaqus

Для расчетов вAbaqus была использована модель балки Бернулли-Эйлера
(Cubic formulation), так как установленная по умолчанию модель Тимошенко
дает достаточно большую погрешность как по прогибам, так и по изгибаю-
щим моментам.

U, U2

−2.998e−05
+4.997e−06
+3.998e−05
+7.496e−05
+1.099e−04
+1.449e−04
+1.799e−04
+2.149e−04
+2.499e−04
+2.849e−04
+3.198e−04
+3.548e−04
+3.898e−04

Step: Static
Increment      1: Step Time =    1.000
Primary Var: U, U2
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +2.565e+02

ODB: BE_Palka_V3.odb    Abaqus/Standard Student Edition 2018    Fri Apr 09 22:18:09 RTZ 2 (????) 2021

X

Y

Z

Рисунок 2.14 — Деформированная схема (Abaqus)
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(Avg: 75%)

SM, SM1

−4.375e+03
−3.542e+03
−2.708e+03
−1.875e+03
−1.042e+03
−2.083e+02
+6.250e+02
+1.458e+03
+2.292e+03
+3.125e+03
+3.958e+03
+4.792e+03
+5.625e+03

Step: Static
Increment      1: Step Time =    1.000
Primary Var: SM, SM1
Deformed Var: U   Deformation Scale Factor: +2.565e+02

ODB: BE_Palka_V3.odb    Abaqus/Standard Student Edition 2018    Fri Apr 09 22:18:09 RTZ 2 (????) 2021

X

Y

Z

Рисунок 2.15 — График изгибающего момента (Abaqus)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-6000

-4000

-2000

0

2000

4000

6000

Рисунок 2.16 — Эпюра изгибающего момента по расчетам в Abaqus (исходная)

Глядя на эпюру можно сделать вывод, что в Abaqus положительным на-
правлением вращения считается направление по часовой стрелке. Отразим
полученную эпюру относительно горизонтальной оси и получим результат,
соответствующий действительности.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-6000

-4000

-2000

0

2000

4000

6000

Рисунок 2.17 — Эпюра изгибающего момента по расчетам в Abaqus (корректная)

2.3.3 Сравнение результатов

Таблица 2.1 — Сравнительная таблица прогибов

x, [м] 0 0, 25 0, 5 0, 75 1

Прогиб(M), 10−4 [м] 0 −0, 2990 2, 3917 3, 8866 0

Прогиб(A), 10−4 [м] −1 · 10−28 −0, 2998 2, 3988 3, 8980 1 · 10−28

Таблица 2.2 — Сравнительная таблица изгибающих моментов

x, [м] 0 0, 25 0, 5 0, 5 0, 75 1

Mz (M), [Нм] −1250 1562, 5 4375 −5625 2812, 5 0

Mz (A), [Нм] −1250 1562, 5 4375 −5625 2812, 5 0, 0000610352

Отметим тот радостный факт, что изгибающие моменты, вычисленные с
помощью Abaqus и Matlab, в точности совпадают (за исключением левого
узла, для которого Abaqus, по какой то причине, считает момент, несмотря на
граничное условие). Прогибы также различаются весьма незначительно —
наибольшая погрешность имеет порядок 10−6 м.
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3 Решение плоской задачи теплопроводности

3.1 Постановка задачи

3.1.1 Исходные данные

Определить стационарное распределение температур в плотине следую-
щего вида:

B30

НПУ

1
:
0, 75

B20

208, 0

140, 14

213, 0

118, 0

186, 0
2000

800

115

Рисунок 3.1 — Сечение плотины

На границе контакта плотины и окружающей среды зададим температуру
этой среды.

Tводы = 5◦C, Tвоздуха = 20◦C
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T
во
ды

Tвоздуха

НПУ

Рисунок 3.2 — Температура на поверхности плотины

3.1.2 Вывод уравнений

Стационарное уравнение теплопроводности — это один из частных слу-
чаев уравнения баланса энергии. Рассмотрим задачу о свободном перерас-
пределении тепла и потому проведем построения, опираясь на следующую
форму уравнения баланса внутренней энергии:

ρu̇ = −∇ · h. (3.1)

Примем следующие определяющие соотношения:

h = −κ∇T, u = CV T, (3.2)

где κ — коэффициент теплопроводности, CV — удельная теплоемкость при
постоянном объеме.

Подставим (3.2) в уравнение баланса энергии (3.1):

ρCV Ṫ = κ∆T. (3.3)

Стационарная задача теплопроводности заключается в отыскании уста-
новившегося поля температур, а потому записанное выше уравнение превра-
щается в уравнение Лапласа:

κ∆T = 0. (3.4)
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3.2 Метод решения

Основное уравнение метода конечных элементов применительно к ста-
ционарной задаче теплопроводности имеет следующий вид:

[K] {T} = {F} , (3.5)

где [K]—матрица теплопроводности, [B]—матрица температурных гради-
ентов.

[K] = κ
∫
(V )

[B]T [B]dV (3.6)

x

y

i

j

k

Рисунок 3.3 — Треугольный конечный элемент

В качестве базового конечного элемента будем рассматривать треуголь-
ник первого порядка. Для такого конечного элемента достаточно линейного
интерполяционного полинома:

T = A+Bx+ Cy.

Перепишем через узловые значения, используя функции формы:

{T e}T = {Ti Tj Tk} ,
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T = [N ] {T e} = NiTi +NjTj +NkTk.

Для треугольного элемента матрица температурных градиентов имеет вид:

[B] =


∂Ni

∂x

∂Nj

∂x

∂Nk

∂x
∂Ni

∂y

∂Nj

∂y

∂Nk

∂y

 . (3.7)

Для упрощения вычислений сделаем следующее. Построим отображение
произвольного треугольного элемента в «натуральную» систему координат,
в которой функции формы будут иметь простой вид и произведем все необ-
ходимые вычисления.

ξ

η

i

j

k

Рисунок 3.4 — Треугольный конечный элемент в натуральной системе координат

В натуральной системе координат функции формы имеют вид:
Nn

i = 1− ξ − η

Nn
j = η

Nn
k = ξ

Через эти функции формы запишемматрицу теплопроводности элемента:

[Ke] = κ
∫
(V )

(
[J ]−1[Bn

e ]
)T (

[J ]−1[Bn
e ]
)
[J ]dV,
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где [J ] — якобиан преобразования системы координат в натуральную, [Bn
e ]

— матрица температурных градиентов элемента, записанная в натуральной
системе координат.

Вычислим обозначенные выше матрицы.

[J ] =

[
xk − xi yk − yi

xj − xi yj − yi

]
;

[Bn
e ] =


∂Nn

i

∂ξ

∂Nn
j

∂ξ

∂Nn
k

∂ξ
∂Nn

i

∂η

∂Nn
j

∂η

∂Nn
k

∂η

 =

[
−1 0 1

−1 1 0

]
.

Подставив эти выражения в матрицу теплопроводности, получим:

[Ke] = κ
(
[J ]−1[Bn

e ]
)T (

[J ]−1[Bn
e ]
) [J ]

2
.

Проделав такие вычисления для каждого элемента, получим набор мат-
риц теплопроводности [Ke], элементы которых нужно раскидать по нулевой
матрице, размерность которой равна размерности «глобальной»матрицы теп-
лопроводности, а затем сложить и получить матрицу [K]. Для нее уже фор-
мулируется основное уравнение метода конечных элементов (3.5).

В отличие от предыдущих заданий, в этой постановке заданы значения
самой функции в некоторых узлах, а не внешние воздействия, потому для
подстановки граничных условий необходимо применить хитрость.

Если в i-ом узле задана некоторая температура Ti, то соответствующая
компонента вектора {F} полагается равной Ti, а i-ые строка и столбец мат-
рицы теплопроводности обнуляются, после чего на диагональные позиции
ставятся единицы.

Система, составленная таким образом, отвечает рассматриваемому урав-
нению с граничными условиями первого рода.
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3.3 Результаты

В Abaqus была составлена сетка, состоящая из 110 элементов. Результаты
получились следующие:

NT11

 5.000
 6.250
 7.500
 8.750
10.000
11.250
12.500
13.750
15.000
16.250
17.500
18.750
20.000

ODB: plotinka.odb    Abaqus/Standard Student Edition 2018    Tue Apr 27 00:33:46 RTZ 2 (????) 2021

Рисунок 3.5 — Результаты расчета в Abaqus

Рисунок 3.6 — Результаты расчета в Matlab

В определении разницы получившихся результатов ограничимся следу-
ющим графиком:
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Рисунок 3.7 — Абсолютная величина разности полученных результатов

Как можно видеть, результаты, полученные с помощью Matlab и Abaqus,
отличаются незначительно.
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Заключение

В рамках данного курсового проекта было получено решение трех задач:
расчет плоской фермы, расчет статического прогиба балки Бернулли-Эйлера
и решение плоской задачи теплопроводности методом конечных элементов.

Были построены математические и конечно-элементные модели. Реше-
ния получены путем написания программы на языкеMatlab и в программном
пакете Abaqus. При сравнении было установлено, что результаты, получен-
ные разными способами, отличаются незначительно.
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Приложение 1
E = 200000000000;
S = 0.0001;
F_val = -1000;

Nodes = zeros(16,2);
N_elements = 29;
Q = 4;
Elements = zeros(N_elements,Q);

for i = 1:9
Nodes(i,1) = 3*(i-1);

end

for i = 1:7
Nodes(9+i,1) = 24 - 3*i;
Nodes(9+i,2) = 6;

end

Coords = zeros(32,1);

for i = 1:16
Coords(2*i-1) = Nodes(i,1);
Coords(2*i) = Nodes(i,2);

end

for i = 1:15
Elements(i,1) = i;
Elements(i,3) = i+1;

end

Elements(16,1) = 1; Elements(16,3) = 16;
Elements(17,1) = 2; Elements(17,3) = 16;
Elements(18,1) = 3; Elements(18,3) = 16;
Elements(19,1) = 3; Elements(19,3) = 15;
Elements(20,1) = 3; Elements(20,3) = 14;
Elements(21,1) = 4; Elements(21,3) = 14;
Elements(22,1) = 5; Elements(22,3) = 14;
Elements(23,1) = 5; Elements(23,3) = 13;
Elements(24,1) = 5; Elements(24,3) = 12;
Elements(25,1) = 6; Elements(25,3) = 12;
Elements(26,1) = 7; Elements(26,3) = 12;
Elements(27,1) = 7; Elements(27,3) = 11;
Elements(28,1) = 7; Elements(28,3) = 10;
Elements(29,1) = 8; Elements(29,3) = 10;

El = 0;
for i = 1:29

El = Elements(i,1);
Elements(i,1) = 2*El - 1;
Elements(i,2) = 2*El;

El = Elements(i,3);
Elements(i,3) = 2*El - 1;
Elements(i,4) = 2*El;

end
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T = zeros(2,4);
ke = zeros(2,2);
ke_gl = zeros(4,4);
le = 0;

F = zeros(32,1);

for i = 2:8
F(2*i) = F_val;

end

A = zeros(4,32);
Ki = zeros(32,32);
U = zeros(32,1);
K = zeros(32,32);

for i = 1:29
le = sqrt( (Coords(Elements(i,3)) - Coords(Elements(i,1))).^2
+ (Coords(Elements(i,4)) - Coords(Elements(i,2))).^2 );

T(1,1) = (Coords(Elements(i,3)) - Coords(Elements(i,1)))/le;
T(2,3) = T(1,1);
T(1,2) = (Coords(Elements(i,4)) - Coords(Elements(i,2)))/le;
T(2,4) = T(1,2);

ke = (E*S./le)*[1 -1; -1 1];

ke_gl = T'*ke*T;
A = zeros(4,32);

A(1:2,Elements(i,1):Elements(i,2)) = eye(2);
A(3:4,Elements(i,3):Elements(i,4)) = eye(2);
Ki = A'*ke_gl*A;

K = K + Ki;

Ki = zeros(32,32);
end

K(1,:) = 0; K(:,1) = 0; K(1,1) = 1;
K(2,:) = 0; K(:,2) = 0; K(2,2) = 1;
K(17,:) = 0; K(:,17) = 0; K(17,17) = 1;
K(18,:) = 0; K(:,18) = 0; K(18,18) = 1;

U = linsolve(K,F);
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Приложение 2
clear all, clc, close all

E = 2e+11;

h = 0.1;
b = 0.055;
t1 = 0.0057;
t2 = 0.0041;

J = (b.*(h.^3) - (b - t2).*((h - 2.*t1).^3))./12;

N_nodes = 5;
N_elements = 4;
q = 2;
l = 0.25;

Elements = zeros(N_elements, 4);

for i = 1:N_elements
for k = 1:4

Elements(i,k) = 2.*i + k - 2;
end

end

ke = ((E.*J)./(l.^3))*[12, 6.*l, -12, 6.*l;
6.*l, 4.*(l.^2), -6.*l, 2.*(l.^2);
-12, -6.*l, 12, -6.*l;
6.*l, 2.*(l.^2), -6.*l, 4.*(l.^2)];

F = zeros(q.*N_nodes, 1);
F(6) = 10000;
K = zeros(q.*N_nodes, q.*N_nodes);

for i = 1:N_elements
K(Elements(i,1), Elements(i,1)) =
K(Elements(i,1), Elements(i,1)) + ke(1, 1);

K(Elements(i,2), Elements(i,1)) =
K(Elements(i,2), Elements(i,1)) + ke(2, 1);
K(Elements(i,2), Elements(i,2)) =
K(Elements(i,2), Elements(i,2)) + ke(2, 2);

K(Elements(i,3), Elements(i,1)) =
K(Elements(i,3), Elements(i,1)) + ke(3, 1);
K(Elements(i,3), Elements(i,2)) =
K(Elements(i,3), Elements(i,2)) + ke(3, 2);
K(Elements(i,3), Elements(i,3)) =
K(Elements(i,3), Elements(i,3)) + ke(3, 3);

K(Elements(i,4), Elements(i,1)) =
K(Elements(i,4), Elements(i,1)) + ke(4, 1);
K(Elements(i,4), Elements(i,2)) =
K(Elements(i,4), Elements(i,2)) + ke(4, 2);
K(Elements(i,4), Elements(i,3)) =
K(Elements(i,4), Elements(i,3)) + ke(4, 3);



43

K(Elements(i,4), Elements(i,4)) =
K(Elements(i,4), Elements(i,4)) + ke(4, 4);

end

K = K + K' - diag(diag(K));

K(1, :) = 0; K(:, 1) = 0; K(1, 1) = 1;
K(2, :) = 0; K(:, 2) = 0; K(2, 2) = 1;

K(9, :) = 0; K(:, 9) = 0; K(9, 9) = 1;

U = linsolve(K,F);

Deformation = zeros(N_nodes, 1);

for i = 1:N_nodes
Deformation(i) = U(2.*i - 1);

end

dx = 0.015625;
x1 = [0 : dx : l];
x2 = [l : dx : 2.*l];
x3 = [2.*l : dx : 3.*l];
x4 = [3.*l : dx : 4.*l];

N1 =@(p) 0.25.*((1 - p).^2).*(2 + p);
N2 =@(p) (l./8).*((1 - p).^2).*(1 + p);
N3 =@(p) 0.25.*((1 + p).^2).*(2 - p);
N4 =@(p) -(l./8).*((1 + p).^2).*(1 - p);

u1 = N1((2./l).*x1 - 1).*U(1) + N2((2./l).*x1 - 1).*U(2)
+ N3((2./l).*x1 - 1).*U(3) + N4((2./l).*x1 - 1).*U(4);
u2 = N1((2./l).*x1 - 1).*U(3) + N2((2./l).*x1 - 1).*U(4)
+ N3((2./l).*x1 - 1).*U(5) + N4((2./l).*x1 - 1).*U(6);
u3 = N1((2./l).*x1 - 1).*U(5) + N2((2./l).*x1 - 1).*U(6)
+ N3((2./l).*x1 - 1).*U(7) + N4((2./l).*x1 - 1).*U(8);
u4 = N1((2./l).*x1 - 1).*U(7) + N2((2./l).*x1 - 1).*U(8)
+ N3((2./l).*x1 - 1).*U(9) + N4((2./l).*x1 - 1).*U(10);
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Приложение 3

Построение локальной матрицы теплопроводности

function [Ki] = get_stiffness_matrix(coords,Lambda)
J = [coords(1,3) - coords(1,1),coords(2,3) - coords(2,1);
coords(1,2) - coords(1,1),coords(2,2) - coords(2,1)];
Bnat = [-1 0 1; -1 1 0];
B = inv(J)*Bnat;
Ki = Lambda*B'*B*det(J)/2;

end

Построение «частичной» матрицы теплопроводности

function [Ki_new] = transform_matrix(N,ind,Ki)
Ki_new = zeros(N,N);

Ki_new(ind(1),ind(1)) = Ki(1,1); Ki_new(ind(1),ind(2)) = Ki(1,2);
Ki_new(ind(1),ind(3)) = Ki(1,3); Ki_new(ind(2),ind(1)) = Ki(2,1);
Ki_new(ind(2),ind(2)) = Ki(2,2); Ki_new(ind(2),ind(3)) = Ki(2,3);
Ki_new(ind(3),ind(1)) = Ki(3,1); Ki_new(ind(3),ind(2)) = Ki(3,2);
Ki_new(ind(3),ind(3)) = Ki(3,3);

end

Основной код программы

nodes = (dlmread('nodes.txt',','))';
elem_nodes = (dlmread('elem_nodes.txt',','))';
bc = (dlmread('bc.txt',','));
T_abaq = dlmread('T_abaq.txt',',');

N = size(nodes, 2);
K = zeros(N,N);

for i=1:size(elem_nodes,2)
elem_n_lock = elem_nodes(1:3,i);
Enodes = [nodes(:,elem_n_lock(1)),nodes(:,elem_n_lock(2)),
nodes(:,elem_n_lock(3))];
[Ki] = get_stiffness_matrix(Enodes,elem_nodes(4,i));
[Ki] = transform_matrix(N,elem_n_lock,Ki);
K = K + Ki;

end

F = zeros(N,1);

for i=1:size(bc,2)
K(bc(1,i),:) = zeros(1,N);
K(bc(1,i),bc(1,i)) = 1;
F(bc(1,i),1) = bc(2,i);

end

T = linsolve(K,F);
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