
Министерство науки и высшего образования Российской Федерации 

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого 

Физико-механический институт 

Высшая школа теоретической механики и математической физики 

 

Работа допущена к защите 

Директор ВШТМиМФ, 

д.ф.-м.н., чл.-корр. РАН 

___________ А. М. Кривцов 

«___»_______________2024 г. 

 

ВЫПУСКНАЯ КВАЛИФИКАЦИОННАЯ РАБОТА  

магистерская диссертация 

НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В  

ДИСКРЕТНЫХ И КОНТИНУАЛЬНЫХ СРЕДАХ 

 

по направлению подготовки  

01.04.03 Механика и математическое моделирование 

направленность (профиль) 

01.04.03_01 Механика деформируемого твердого тела 

 

 

Выполнил   

студент гр. 5040103/20101      И.Н. Трунова 

Руководитель 

директор ВШТМиМФ, д.ф.-м.н., доцент,  

чл.-корр. РАН     А.М. Кривцов 

 

Консультант 

профессор ВШТМиМФ, д.ф.-м.н.  В.А. Кузькин 

 

 

 

Санкт-Петербург – 2024 



САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКИЙ ПОЛИТЕХНИЧЕСКИЙ 

УНИВЕРСИТЕТ ПЕТРА ВЕЛИКОГО 

Физико-механический институт 

Высшая школа теоретической механики и математической физики 

УТВЕРЖДАЮ 

Директор ВШТМиМФ 

А.М.Кривцов 

«__» 20 г. 

 

ЗАДАНИЕ 

на выполнение выпускной квалификационной работы 

студенту Труновой Иоанне Николаевне 

 

1. Тема работы: Нестационарные волновые процессы в дискретных и континуальных средах 

2. Срок сдачи студентом законченной работы: 30.05.2024 

 

3. Исходные данные по работе: актуальные научные публикации по теме, уравнения 

баллистической термоупругости, уравнения баланса энергии и потока энергии 

4. Содержание работы (перечень подлежащих разработке вопросов): построение фундамен-

тального и общего решений задачи баллистической термоупругости; получение решений 

при различных начальных условиях 

 

5. Перечень графического материала (с указанием  обязательных чертежей): не предусмотре-

но 

6. Консультанты по работе: В.А. Кузькин, профессор ВШТМиМФ, д.ф.-м.н. 

 

7. Дата выдачи задания 26.02.2024 

 

 

 

Руководитель ВКР ____________ А.М. Кривцов, директор ВШТМиМФ, д.ф.-м.н., доцент,  

чл.-корр. РАН; 

Задание принял к исполнению 26.02.2024 

 

Студент______________________ И.Н. Трунова 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



РЕФЕРАТ 

На 102 с., 20 рисунков, 2 приложения. 

 

БАЛЛИСТИЧЕСКАЯ ТЕРМОУПРУГОСТЬ, НЕЛИНЕЙНАЯ ЦЕПОЧКА, БАЛ-

ЛИСТИЧЕСКИЙ РЕЗОНАНС, ЦЕПОЧКА ЛЕННАРДА-ДЖОНСА, ЭНЕРГЕТИ-

ЧЕСКАЯ ДИНАМИКА, ДИСПЕРСИЯ ЭНЕРГИИ, СКАЛЯРНАЯ РЕШЕТКА 

 

В работе получено общее и фундаментальное решение задачи баллистиче-

ской термоупругости для нелинейной цепочки. Рассмотрены примеры началь-

ных распределений температуры: ступенчатое и синусоидальное. Показано, что 

баллистический резонанс может наблюдаться в цепочке Леннарда-Джонса, а 

также в цепочке при начальном возмущении в виде синуса с огибающей. 

С помощью методов энергетической динамики развит подход к описанию 

эволюции размера и формы локализованного возмущения, движущегося в упру-

гой дискретной или континуальной среде. 

THE ABSTRACT 

102 pages, 20 pictures, 2 applications 

 

BALLISTIC THERMOELASTICITY, NONLINEAR CHAIN, BALLISTIC RESO-

NANCE, LENNARD-JONES CHAIN, ENERGY DYNAMICS, ENERGY DISPER-

SION, SCALAR LATTICE 

The paper provides a general and fundamental solution to the ballistic thermoe-

lasticity problem for a nonlinear chain. Examples of initial temperature distributions 

are considered: stepwise and sinusoidal. It is shown that ballistic resonance can be ob-

served in the Lennard-Jones chain, as well as in the chain with an initial disturbance in 

the form of a sine with an envelope. 

Using energy dynamics methods, an approach to describing the evolution of the 

size and shape of a localized disturbance moving in an elastic discrete or continuous 

medium has been developed. 
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Введение

Распространение волн в различных средах на микро- и наноуровне в послед-
нее время привлекает внимание исследователей благодаря широкому спектру
применений, включая контроль вибрации, развитие лазерной техники, создание
ультразвукового оборудования, создание и изучение новых нано- и метаматери-
алов, в которыхможет проиходить волновой перенос энергии [22, 50, 48, 32].При
анализе распространения волн подлежат обсуждению очень разные аспекты:
распространение волн через границу раздела фаз [37, 43, 24], распространение
волн в кристаллических решетках со сложной структурой [48, 12], исследование
теплопроводности и термоупругости в цепочках и пространственных решетках
[39]. Передача волновой энергии играет важную роль в электромагнитной, аку-
стической, сейсмической и многих других областях [1, 55, 46, 20, 4, 5].

В настоящейработе решаются две задачи, связанные с волновымраспростра-
нением энергии в дискретных и континуальных средах. Первая из них (глава )
посвящена баллистической термоупругости нелинейных цепочек. Развивается
аналитическое описание макроскопического теплового расширения в случае
теплового удара для одномерной системы, в которой реализуется баллисти-
ческий режим теплопроводности [18, 31, 3]. Получено общее решение, поз-
воляющее найти поля перемещений и деформаций, возникающих вследствии
теплового расширения, для произвольного начального профиля кинетической
температуры. Рассматривается несколько примеров начальных температурных
возмущений. Проводится сравнение полученных результатов с результатами
численного моделирования динамики цепочки.

Вторая задача (глава 1.6) посвящена описанию движения локализованного
возмущения в многомерной среде на основе методов энергетической динами-
ки [32]. Такой подход позволяет получить представление о поведении локали-
зованной волны без точного решения уравнения движения среды (волнового
уравнения). Для этого вводятся и анализируются глобальные энергетические
характеристики, которые дают возможность описать перемещение и эволюцию
возмущения в целом, не прибегая к точному решению уравнения динамики
среды. Данная работа является логическим продолжением статьи [7], где ис-
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следовалось движение энергетического сгустка как единого целого. В данной
главе предлагается способ для описания изменения его формы и размеров во
времени. Задача решается для континуальной и для дискретной среды.

Обзор литературы и более подробное введение к каждой из указанных задач
приведены в начале соответствующих глав. Математические выкладки можно
найти в приложениях в конце работы.
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ГЛАВА 1. Баллистическая термоупругость
нелинейных цепочек

1.1 Введение к главе 1

Исследование термоупругих эффектов в твердых телах является одной из
актуальных задач современной механики. Макроскопическое поведение мате-
риалов описывается континуальной теорией термоупругости, предполагающей
диффузионный перенос тепловой энергии (законФурье). Эта теория достаточно
хорошо описывает теплопроводность материалов на макроуровне. Но недавние
теоретические [41, 13, 9] и экспериментальные [11, 56, 21, 49, 19] исследования,
показывают, что на микро- и наноуровне в некоторых материалах распростра-
нение тепла может не подчиняться закону Фурье. Изучение процессов на таких
масштабах требует использования других моделей теплообмена. Одной из них
является модель баллистического теплопереноса [18, 3], которая описывает
волновое распространение тепла.

Баллистический режим теплопереноса аналитически описывается с помо-
щью моделей идеальных кристаллах с линейными взаимодействиями между
частицами, и такие модели довольно хорошо изучены. В [31] получено урав-
нение, описывающее баллистическую теплопроводность цепочки в континуаль-
ном пределе. В работе [52] эта задача решена для локализованных начальных
температурных возмущений в одномерном гармоническом кристалле, показано
отличие от соответствующих решений при классической теплопроводности. В
[53] приводится сравнение решения, полученного из континуального уравнения
баллистической теплопроводности [31, 27], с точным дискретным решением для
кинетической температуры, полученным из уравнения динамики цепочки. Есть
также работы, в которых модель баллистического теплопереноса обобщается на
многомерные кристаллы [38] и кристаллы со сложной решеткой [36, 35].

Для описания теплового расширения и перехода механической энергии в
тепловую линейных моделей недостаточно, и приходится учитывать нелиней-
ность взаимодействия частиц. Такой подход позволяет получить классическое
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уравнение термоупругости из дискретной модели цепочки, и установить связь
между макроскопическими свойствами материала и параметрами цепочки [30].
Интерес к изучению термоупругости обусловлен еще и тем, что в некоторыхфи-
зических экспериментах определение температуры материала основано в том
числе на измерении искривления поверхности, возникающего из-за теплового
расширения (метод transient thermal grating). Этот метод, описанный, например
в работах [40, 54, 49, 19], опирается на стационарное уравнение термоупругости
и не учитывает движение механических волн, вызванных тепловым воздействи-
ем. Возможно, такой подход применим в случае классической теплопровод-
ности, где теплоперенос можно считать медленным процессом по сравнению
с распространением упругих волн, но возникает вопрос, насколько оправдано
это для систем, в которых реализуется баллистический режим теплопереноса.
Аналитическое описание термоупругости в кристаллах может быть полезно для
уточнения результатов таких экспериментов.

Не так много работ посвящено решению нестационарных задач термоупру-
гости в кристаллических решетках. В работе [39] рассматривается цепочка с
квадратичной нелинейностью—цепочка Ферми-Паста-Улама (α-FPU) [14]. Эта
модель позволяет качественно описать тепловое расширение цепочки. В [39]
аналитически решена задача баллистической термоупругости при синусоидаль-
ном и периодическом начальных профилях температуры. Обнаружено явление
баллистического резонанса — неограниченный рост амплитуды механических
колебаний, возникающий в результате начального температурного возмущения.

В настоящей работе результаты для слабонелинейной цепочки, полученные
в [39], обобщены на случай произвольного начального температурного распре-
деления. Получено общее и фундаментальное решение задачи баллистической
термоупругости. Подробно рассмотрены два типа начальных условий для ки-
нетической температуры: гладкий (в виде синуса с огибающей) и ступенчатый
профиль. Первый тип интересен тем, что такое возмущение возможно сгене-
рировать в реальном эксперименте с помощью лазерных лучей (метод transient
thermal grating) [40, 54, 49, 19]. Решается вопрос о том, будет ли наблюдать-
ся баллистический резонанс в цепочке при учете ограниченности пятна, на
котором задан начальный синус температуры. Решение термоупругой задачи
для ступенчатого начального распределения приводит к неожиданному резуль-
тату: на фронте волны возникают бесконечные деформации. Для устранения
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этого эффекта решаются две вспомогательные задачи: в одной из них вме-
сто уравнения баллистической теплопроводности для определения эволюции
температуры используется дискретное решение, полученное в [53] при точном
решении уравнения динамики цепочки. Во второй рассматривается более фи-
зичное кусочно-линейное начальное поле температур, которое при увеличении
наклона линейного участка стремится к ступеньке.

1.2 Уравнение движения цепочки и начальные условия

В данном параграфе формулируются уравнение движения и начальные усло-
вия для цепочки, состоящей из N одинаковых частиц массы m, соединенных с
ближайшими соседями нелинейными пружинками. Уравнение движения части-
цы с индексом n имеет вид

mv̇n = Fn − Fn−1,

Fn = Π ′(a+ ϵn), ϵn = un+1 − un,
(1.1)

где un, vn — перемещение и скорость частицы, Fn — сила, действующая на
частицу n со стороны чатицы n + 1, Π — потенциал взаимодействия, a —
равновесное расстояние между частицами. При численном моделировании в
данной работе применяется потенциал Леннарда-Джонса:

Π (r) = D

[(a
r

)12
−
(a
r

)6]
, (1.2)

где D — энергия связи, r — расстояние между частицами. В отличие от по-
тенциала α-FPU, который использовался в [39], потенциал Леннарда-Джонса не
приводит к неустойчивости при разрыве связей (при больших деформациях).

Используются периодические граничные условия un = un+N и начальные
условия, соответствующие начальному полю температур T0(x)

un = 0, vn = ξn

√
2kB
m

T0(na),

⟨ξn⟩ = 0, ⟨ξkξn⟩ = δkn,

(1.3)

где ξn — некоррелированные случайные числа с нулевым математическим ожи-
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данием и единичной дисперсией, δkn — дельта Кронекера. Такие условия со-
ответствуют тепловому удару. Важно, что в начальный момент времени потоки
энергии в цепочке отсутствуют. Заметим, что начальная температура в дис-
кретных начальных условиях (1.3) предполагается в два раза большей, чем в
континуальной постановке, которая будет обсуждаться дальше. Это связано с
тем, что при выравнивании энергий половина кинетической энергии цепочки
переходит в потенциальную [31, 27, 38]. Дальше при выводе континуальных
уравнений этот быстрый процесс не учитывается.

В следующем разделе излагаются основные идеи перехода к макроскопи-
ческому описанию движения цепочки. Формулируется задача баллистической
термоупругости, строятся ее общее и фундаментальное решения.

1.3 Уравнения баллистической термоупругости

1.3.1 Переход к макроскопическим уравнениям

В данном параграфе определяются макроскопические величины, характе-
ризующие движение цепочки, и приводятся уравнения, описывающие термо-
упругость цепочки в континуальном пределе. Будем разделять механические
и тепловые перемещения частиц [33]. Механическими назовем движения, со-
ответствующие математическому ожиданию перемещений. Макроскопическое
поле перемещений u(x, t) определяют таким образом, чтобы в точках, соответ-
ствующих частицам, оно совпадало с математическим ожидаением перемеще-
ний частицы:

u(na, t) = ⟨un⟩ , (1.4)

где ⟨...⟩—математическое ожидание (примоделировании заменяется на среднее
по реализациям). Тепловое перемещение ũn определяется как разность между
полным и механическим перемещениями:

ũn = un − ⟨un⟩ . (1.5)

Аналогично разделяются скорости частиц. В отличие от механических переме-
щений тепловые являются случайными величинами. Кинетическая температура
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T (na) частицы n определяется соотношением

kBT (na, t) = m
〈
ṽ2n
〉
, (1.6)

где kB — постоянная Больцмана, ṽn = vn − ⟨vn⟩ — тепловая составляющая
скорости частицы n.

Переход к континуальному описанию предполагает, что рассматриваемые
поля перемещений и скоростей являются медленно меняющимися функциями
координаты. Используется стандартное уравнение термоупругости

ü = c2s(u
′′ − βT ′), (1.7)

где cs — скорость звука, β — коэффициент теплового расширения. Отметим,
что уравнение (1.7) может быть получено из дискретной модели с помощью
континуализации уравнений динамики и баланса энергии [30]. Основные идеи
этого вывода приведены в приложенииA.1. Уравнение (1.7) не замкнуто, так как
в него входит неизвестная функция T (x, t). Для определения поля температуры
будем использовать решение [31, 27]:

T (x, t) =
1

2π

2π∫
0

T0

(
x+ vg(p)t

)
dp, (1.8)

где T0(x) — начальное поле температуры, vg — групповая скорость цепоч-
ки. Формула (1.8) описывает изменение температуры в линейной цепочке с
начальными условиями (1.3). Но в [39] показано, что при небольших време-
нах уравнение (1.8) достаточно точно описывает эволюцию температуры и в
слабонелинейной цепочке. В данной работе мы ограничимся рассмотрением
цепочек, в которых учитывается взаимодействие только соседних частиц. В
линейном приближении групповая скорость такой цепочки совпадает с груп-
повой скоростью цепочки Гука1. Групповая скорость такой цепочки имеет вид
vg(p) = cs cos(p/2), где cs — скорость звука, p — волновое число. Заметим
также, что система уравнений (1.7), (1.8) не описывает переход механической
энергии в тепловую. Этот переход является медленным по сравнению с иссле-

1Под цепочкой Гука понимается цепочка, в которой сила взаимодействия соседних частиц линейно зависит от
деформации связи между ними [32].
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дуемыми волновыми процессами, поэтому на рассматриваемых временах его
влияние незначительно [39].

В континуальной постановке используются начальные уcловия, соответству-
ющие (1.3):

u(x, 0) = 0, v(x, 0) = 0, T (x, 0) = T0(x). (1.9)

Подчеркнем еще раз, что использование уравнения (1.8) предполагает отсут-
ствие начальных тепловых потоков. Решение при ненулевых начальных полях
перемещений и скоростей можно получить с помощью принципа суперпозиции
(как сумму решения однородного уравнения с ненулевыми начальными услови-
ями и решения неоднородного с нулевыми условиями).

Таким образом, макроскопическая термоупругость цепочки в случае тепло-
вого удара описывается уравнениями (1.7), (1.8). Ранее в [39] данная система
была решена для синусоидального начального поля кинетической температу-
ры (1.9). В настоящей работе будут найдены общее и фундаментальное решения
задачи (1.7), (1.8) и рассмотрены различные случаи начальных условий (1.9).

1.3.2 Общее решение

В этом параграфе выводится общее решение задачи термоупругости (1.7),
(1.8). Термоупругость нелинейной цепочки с взаимодействием ближайших со-
седей рассматривалась в работе [39], где для синусоидального начального про-
филя температуры

T0(x) = Tb +∆T sin qx, (1.10)

было получено следующее решение задачи (1.7), (1.8) для перемещений:

u(x, t) = −β∆T

q
ωtJ1(ωt) cos qx, (1.11)

где q = 2π/λ— волновое число, λ— длина волны, ω = qcs, J1 —функция Бес-
селя первого рода. Используя (1.11), получим общее решение для произвольной
функции T0(x). Разложив T0(x) в интеграл Фурье и опираясь на решение (1.11)
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и принцип суперпозиции, получим общее решение задачи термоупругости:

u(x, t) =
βcs
π

t∫
−t

T0(x− csτ)
τ√

t2 − τ 2
dτ. (1.12)

Вывод формулы (1.12) приведен в приложении A.2. Решение (1.12) позволяет
найти поле перемещений u(x, t) при произвольном распределении начальной
температуры T0(x). Замена τ/t = − cos p

2 в (1.12) приводит к следующей фор-
муле для перемещений:

u(x, t) = −βt

2π

2π∫
0

vg(p)T0

(
x+ vg(p)t

)
dp, (1.13)

где vg(p)— групповая скорость цепочки Гука. Заметим, что интеграл в (1.12) (и
в (1.13)) совпадает с интегралом в выражении для теплового потока [31].

Поле деформаций, соответствующее полю перемещений (1.13), выражается
через производную начального профиля температуры:

ε(x, t) =
βcs
π

t∫
−t

T ′
0(x− csτ)

τ√
t2 − τ 2

dτ. (1.14)

Видно, что если T ′
0(x) = const (начальное поле температур линейно), то дефор-

маций в цепочке не возникает.
Таким образом, получено общее решение задачи баллистической термоупру-

гости для нелинейной цепочки с взаимодействием ближайших соседей. Показа-
но, что перемещение в каждой точке пропорционально локальному тепловому
потоку. В следующем параграфе из общего решения выводится фундаменталь-
ное, а также исследуется его отличие от аналогичного решения задачи класси-
ческой термоупругости, в которой используется уравнение теплопроводности
Фурье.

1.3.3 Фундаментальное решение

Вданномпараграфе строитсяфундаментальное решение задачи баллистиче-
ской термоупругости. Это решение описывает реакцию цепочки на мгновенный
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точечный импульс.
Рассмотрим начальный профиль температуры в виде дельта-функции:

T0(x) = Aδ(x), (1.15)

где A— константа размерностиK ·m, δ(x)— дельта-функция Дирака. Вычис-
ление интеграла (1.12) в этом случае дает

u(x/cst) =
Aβ

π

x/cst√
1− (x/cst)2

, |x/cst| < 1, (1.16)

при |x/cst| ⩾ 1 перемещения равны нулю. Видно, что решение (1.16) является
автомодельным: u(x, t) представляется как функция одной переменной x/cst.
Функция u(x/cst) имеет вертикальные асимптоты при |x/cst| = 1. Дифферен-
цирование u(x/cst) по x дает выражение для деформаций в цепочке:

ε(x/cst, t) =
Aβ

πcst

1

(1− (x/cst)2)
3
2

, |x/cst| < 1, (1.17)

при |x/cst| ⩾ 1 деформации равны нулю. В точке x = 0 деформации затухают
со временем пропорционально 1/t. Зависимости перемещений и деформаций от
автомодельной переменной x/(cst) показаны синим цветом на рис. 1.1. В x = 0

находится минимум, и в основном деформации сосредоточены вблизи фронта
волны. При |x/(cst)| = 1 деформации стремятся к бесконечности. Данный факт
связан с тем, что производная от температуры на фронте бесконечна. Более
подробно зависимость решений от градиента температуры будет обсуждаться в
параграфе 1.4.3.

Красным цветом на рис. 1.1 показано аналогичное решение для случая теп-
лопроводности Фурье, полученное в Приложении A.4. Обезразмеривание урав-
нений классической термоупругости позволяет строить графики в тех же пе-
ременных, что и для баллистического режима (см. формулы (A.36), (A.37)).
Черными кружками на рис. 1.1 показано решение стационарной системы тер-
моупругости Фурье2. При рассматриваемых (больших) временах оно совпада-
ет с той частью решения динамической задачи, которая расположена вблизи
точки начального возмущения. Это является важным отличием от баллистиче-

2То есть решение задачи u′′ = βT ′, Ṫ − κ2T ′′ = 0, где κ2 — коэффициент температуропроводности.
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Рис. 1.1: Фундаментальное решение для поля перемещений (a) и деформаций
(b) при баллистической теплопроводности (жирная синияя линия) и теплопро-
водности Фурье (красный цвет) при tc2s/κ

2 = 50 (точки), 200 (пунктир), 1000
(сплошная линия), κ2 —коэффициент температуропроводности. Черными кру-
гами показаны решения соответствующих стационарных задач.
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ской термоупругости, решение которой не может быть получено из статической
постановки. Заметим также, что при теплопроводности Фурье максимальная
механическая энергия, связанная с деформациями, находится в точке началь-
ного возмущения, а у фронта деформации равны нулю. На графике видно, что
есть ненулевые деформации (и перемещения) за фронтом волны, это объясня-
ется тем, что уравнение теплопроводности Фурье дает бесконечную скорость
распространения тепла.

Таким образом, получено фундаментальное решение уравнения баллисти-
ческой термоупругости. Его существенным отличием от аналогичного решения
при теплопроводности Фурье является концентрация механической энергии,
которая пропорциональна квадрату деформации, у фронтов волны. Это связано
с тем, что скорости распространения тепловых и механических волн близки,
в то время как в классическом случае теплоперенос является медленным про-
цессом по сравнению с движением упругих волн, и в основном механическая
энергия сосредоточена вблизи точки, где было задано начальное возмущение.
Дальше также будет проведено сравнение решений при ступенчатом начальном
профиле температуры.

1.4 Кусочно-линейное начальное распределение температуры

Целью данного раздела является описание поля перемещений и деформаций
при ступенчатом начальном профиле температуры. Решение задачи (1.7), (1.8)
приводит к выражению для деформаций, содержащему сингулярности на фрон-
те волны. Предлагается два способа для устранения этой проблемы: использо-
вание точной зависимости поля температур от времени вместо приближенного
континуального решения (1.8) и рассмотрение близкого к ступеньке, но более
физичного кусочно-линейного начального распределения температуры.

1.4.1 Ступенька. Континуальное решение

В этом параграфе рассматривается ступенчатый профиль начальной темпе-
ратуры:

T0(x) = Tb +∆TH(x), (1.18)

где Tb — фоновая температура, ∆T — высота ступеньки, H(x) — функция
Хевисайда. Подставив (1.18) в интеграл (1.12), получим выражение для переме-
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щений:
u(x/cst, t) = −∆Tβcst

π

√
1− (x/cst)2, |x/cst| < 1, (1.19)

при |x/cst| ⩾ 1 перемещения равны нулю.
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Рис. 1.2: Поля перемещений (a) и деформаций (b) для ступенчатого начального
профиля температуры (1.18) при баллистической теплопроводности (жирная
синяя линия) и теплопроводности Фурье (красный цвет) при tc2s/κ2 = 5 (точки),
30 (пунктир), 2000 (сплошная линия).

Перемещение u(x, t) представляется как функция x/cst и времени. В каж-
дый момент времени t решение является половиной эллипса с центром в точке
x = 0 и полуосями cst и Aβcst/π. Интересно, что для теплопроводности Фурье
автомодельное решение при большом времени имеет вид треугольника. Так же
выглядит решение волнового уравнения для бесконечной струны под действием
постоянной сосредоточенной постоянной силы. Это связано с тем, что темпера-
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турное поле распространяется пропорционально
√
t, а фронт упругой волны –

пропорционально t. Тогда при большом времени медленно распространяющееся
тепловое возмущение можно рассматривать как точечное, расположенное в на-
чале координат. В случае баллистической теплопроводности распространение
тепловых и упругих волн происходит с близкими скоростями.

Перемещение в точке x = 0 растет пропорционально времени, как и в случае
теплопроводности Фурье. Деформации зависят только от x/cst:

ε(x/cst) =
∆Tβ

π

x/cst√
1− (x/cst)2

, |x/cst| < 1, (1.20)

в точках, где |x/cst| ⩾ 1, деформации равны нулю. Поля перемещений и де-
формаций показаны на рис.1.2. При |x/cst| = 1 график деформаций имеет вер-
тикальные асимптоты, на фронте возникают бесконечные деформации. Такая
особенность связана с тем, что зависимость T (x, t), которую дает формула (1.8),
имеет бесконечную производную при x = cst. Чтобы устранить этот эффект, в
следующем параграфе вместо решения (1.8) рассмотрим дискретное решение
для температуры, которое было получено в работе [53] при точном решении
уравнения динамики линейной цепочки.

1.4.2 Ступенька. Дискретное решение для температуры

Аналитическое решение

В данном параграфе, как и в предыдущем, рассматривается ступенчатый
начальный профиль температуры. Вместо уравнения (1.8), описывающего эво-
люцию температуры в континуальном пределе, используется точное дискретное
поле температуры, полученное в [53] при решении уравнения динамики цепочки
(1.1) с начальными условиями (1.18).

Точная зависимость температуры частицы с индексом n от времени имеет
вид [53]:

T (na, t) = Tb +∆T
+∞∑

k=−2n

J2
k(2ω0t), (1.21)

где ω0 = cs/a, Jk — функция Бесселя первого рода порядка k. Формула (1.21)
имеет смысл для целых n. Чтобы обобщить ее на случай нецелых значений
координаты, вместофункцийБесселя будемиспользоватьфункцииАнгера Jν(z)
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[16]:

Jν(z) =

π∫
0

cos(νω − z sinω) dω. (1.22)

При целых значениях индекса функция Ангера совпадает с функцией Бесселя.
Полагая n = x/a, из (1.21) получим

T (x, t) = Tb +∆T

+∞∫
−2x/a

J2y(2ω0t) dy. (1.23)

Для решения уравнения термоупругости понадобится выражение для производ-
ной от температуры. Дифференцирование (1.23) по координате дает

T ′(x, t) =
2∆T

a
J22x/a(2ω0t). (1.24)

При известной зависимости T (x, t), можно найти общее решение уравнения
термоупругости (1.7) с помощью формулы Даламбера

u(x, t) = − β

2cs

t∫
0

 x+cs(t−τ)∫
x−cs(t−τ)

T ′(y, τ) dy

 dτ. (1.25)

Дифференцирование u(x, t) по x дает общее решение для поля деформаций:

ε(x, t) = − β

2cs

t∫
0

[
T ′ (x+ cs(t− τ), τ

)
− T ′ (x− cs(t− τ), τ

) ]
dτ. (1.26)

Искомое решение для деформаций получается при подстановке (1.24) в
(1.26). Поле деформаций антисимметрично по координате

(
ε(−x) = −ε(x)

)
, его

вид при положительных x показан на рис. 1.3. Видно, что максимум деформаций
находится вблизи фронта волны. Бесконечных деформаций в этом случае не
возникает, но максимальная деформация растет со временем.

Заметим, что максимальная деформация достигается не на фронте волны,
а при немного меньшей координате (x < cst). Рассмотрим, как на больших
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Рис. 1.3: Поле деформаций (1.26) при ступенчатом начальном распределении
температуры в моменты времени ω0t = 20 (красные круги), 50 (синие квадраты),
90 (зеленые треугольники). Черными сплошными линиями показаны соответ-
ствующие континуальные решения (1.20). Черной пунктирной линией показана
огибающая для максимумов деформаций.

временах меняется деформация на фронте. Подстановка x = cst в (1.26) дает

ε(cst, t) = − β

2cs

t∫
0

[
T ′ (cs(2t− τ), τ

)
− T ′ (csτ, τ)] dτ. (1.27)

Зависимость T ′(x, t) имеет максимум вблизи x = cst, и близка к нулю при
x > cst, поэтому основной вклад в интеграл (1.27) вносит второе слагаемое.
Используя асимптотическое приближение для функции Ангера с равными ин-
дексом и аргументом [47]

Jx(x) ≈
Γ
(
1
3

)
2

2
33

1
6πx

1
3

, (1.28)

где Γ (x) – гамма-функция, преобразуем второе слагаемое в интеграле (1.27):

T ′(csτ, τ) = 2∆T

a
J22ω0τ

(2ω0τ) ≈ B(2ω0τ)
− 2

3 ,

B =
2∆T

2
4
33

1
3π2a

Γ 2

(
1

3

)
.

(1.29)

Пренебрегая вкладом первого слагаемого в интеграл (1.27), после интегрирова-
ния получим

ε(cst, t) ≈
β

12csω0
B(2ω0t)

1
3 . (1.30)
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Формула (1.30) показывает, что деформация на фронте растет как t1/3. Отме-
тим еще раз, что максимальная деформация достигается не в этой точке, но
численный расчет по формуле (1.26) подтверждает, что и рост максимума, на-
ходящегося вблизи фронта, при больших временах имеет степенной характер с
показателем 1/3.

Таким образом, былo получено описание для поля деформаций в цепочке,
основанное на точном (дискретном) решении для температуры. Показано, что
деформации конечны в любой момент времени, но максимальная деформация
растет со временем как t1/3. Дальше будет рассмотрено сравнение полученного
решения с численным моделированием динамики цепочки.

Численный эксперимент

В данном параграфе приводятся результаты численного моделирования ди-
намики цепочки (1.1) при ступенчатом начальном распределении температу-
ры (1.3), (1.18). Взаимодействие между частицами описывается потенциалом
Леннарда-Джонса. Связь микро- и макропараметров модели:

cs = a

√
C

m
, ρ =

m

a
, E = Ca, β = −ΓkB

Ea
,

C = Π ′′(a) = 72
D

a2
, Γ = − Π ′′′(a)

aΠ ′′(a)
= 10.5,

(1.31)

где ρ — плотность, C — жесткость связи, E — модуль Юнга, Γ — параметр
Грюнайзена [33, 25].

Для вычисления макроскопических характеристик используется осредне-
ние по большому числу Nr реализаций цепочки со случайными начальными
условиями. На каждой реализации уравнение движения решается численно
с помощью симплектического интегратора четвертого порядка [10] с опти-
мизированными параметрами [44]. Шаг по времени во всех расчетах равен
∆t = 0.05τ∗, τ∗ = 2π

√
m/C. Используются периодические граничные усло-

вия и начальные условия (1.3). Ступенька задается в середине цепочки:

T0(an) = Tb +∆T H

(
n− N

2

)
. (1.32)

Время моделирования tmax и длина цепочкиN выбираются таким образом, что-
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бывозмущения, идущие от центра и от границцепочки, не успевали встретиться,
т.е. Na > 4cs tmax. Используются следующие значения параметров:

tmax/τ∗ = 50, ∆T/Tb = 0.1, Tb/D = 0.01,

N = 1500, Nr = 6 · 106,
(1.33)

где Tb —фоновая температура.
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Рис. 1.4: Поле деформаций при ступенчатом распределении начальной темпера-
туры (1.32) в разные моменты времени: ω0t = 77 (красные круги), 154 (желтые
квадраты), 231 (зеленые треугольники), 308 (синие звездочки). Черными сплош-
ными линиями показаны соответствующие аналитические решения (1.26).

Полученное поле деформаций антисимметричнo
(
ε(−x, t) = −ε(x, t)

)
, по-

этому на графиках показаны только положительные значения координат. На
рис. 1.4 видно, что графики хорошо совпадают вдали от фронта волны, но на
фронте и перед ним заметна существенная разница. Кроме того, в отличие
от аналитического решения, в численном эксперименте максимум деформаций
сначала растет, а затем выходит на постоянное значение. Таким образом, учет
дискретности цепочки в уравнении для температуры устраняет бесконечные
деформации и хорошо описывает поле деформаций вдали от фронта, но не
дает точного совпадения аналитики с экспериментом вблизи фронтов волны.
Это может быть связано с тем, что при ступенчатом начальном профиле про-
изводная от температуры, входящая в уравнение термоупругости, очень велика
вблизи фронта. Поэтому в следующем параграфе исследуется влияние величи-
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ны начального градиента температуры на поведение поля деформаций. Вместо
начальной ступеньки предлагается задавать линейный участок температуры на
небольшом интервале.

1.4.3 Влияние "наклона"ступеньки

В данном параграфе предпринимается попытка определить условия приме-
нимости модели (1.7), (1.8) для больших градиентов температур. Вместо сту-
пенчатого задается кусочно-линейный профиль температуры, в пределе (при
увеличении угла наклона) совпадающий со ступенькой. В работе [29] рассмат-
ривалось поведение поля температуры вблизи фронта при локализованных на-
чальных возмущениях. Было показано, что при наличии разрыва в начальных
условиях температура имеет бесконечную производную на фронте независи-
мо от конкретной формы начального профиля. Рассматриваемые в настоящей
работе условия не являются локализованными, но тепловая волна, идущая от
точки скачка, также имеет бесконечную производную на фронте, а сглаженная
("наклонная") ступенька даст ограниченную производную. Поэтомуможно ожи-
дать, что и деформации получатся конечными. Также проводится исследование
точности совпадения аналитики с численным экспериментом в зависимости от
начального градиента температуры.

Аналитическое решение

Итак, пусть начальное распределение температуры имеет вид

T0(x) =



Tb, x ⩽ −l,

Tb +
∆T

2

(
1 +

x

l

)
, −l < x < l,

Tb +∆T, x ⩾ l,

(1.34)

где l — половина отрезка, на котором температура распределена линейно. При
l = 0 (1.34) совпадает со ступенчатым распределением (1.18), а при l ̸= 0

функция T0(x) (1.34) не имеет бесконечных производных, а значит в решении
термоупругой задачи не возникнет бесконечных деформаций.
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Подстановка (1.34) в (1.14) дает при x > 0, t < l/cs

ε(x, t) =


∆Tβcst

2πl

√
1−

(
x− l

cst

)2

, |x− l| < cst,

0, |x− l| ⩾ cst,

(1.35)

при t > l/cs:

ε(x, t) =



∆Tβcst

2πl

√1−
(
x− l

cst

)2

−

√
1−

(
x+ l

cst

)2
 ,

x ⩽ cst− l ,

∆Tβcst

2πl

√
1−

(
x− l

cst

)2

, cst− l < x < cst+ l,

0, x ⩾ cst+ l.

(1.36)

Решение при отрицательных x можно получить, используя антисимметричность
поля деформаций ε(−x, t) = −ε(x, t). Вычисление предела при l → 0 от функ-
ции (1.36) приводит к выражению для деформаций (1.20), которое было полу-
чено для ступенчатого начального профиля температуры. При t < l/cs поле
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Рис. 1.5: Поле деформаций (1.36) при кусочно-линейном начальном распре-
делении (1.34) при l/a = 1. Показаны моменты времени ω0t = 1 (точки), 2
(штрихпунктир), 4 (пунктир), 8 (жирная сплошная линия). Тонкой сплошной
линией показана огибающая для максимумов (1.37).

деформаций при положительных x выглядит как половина эллипса с центром в
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точке x = l, в момент t = l/cs волны, идущие от левой и правой границ возму-
щения встречаются, и дальше на кривой ε(x, t) в точке x = cst − l появляется
излом, вскоре превращающийся в острый максимум, который перемещается в
положительном направлении со скоростью cs.

Найдем кривую, по которой движется этот максимум с течением времени.
Для этого подставим t = (x + l)/cs в выражение (1.36) и получим уравнение
огибающей:

εe(x) =
β∆T

π
√
l

√
x. (1.37)

Посмотрим, как изменяется со временем решение в точке максимума x = cst−l.
Подстановка этой координаты в (1.37) при t > l/cs дает

ε(cst− l, t) =
β∆T

π
√
l

√
cst− l. (1.38)

Таким образом, описанный подход дает ограниченное поле деформаций.
При больших временах максимальная деформация растет как

√
t. Заметим,

что коэффициент перед
√
t пропорционален 1/

√
l, т.е. чем круче наклон ли-

нейного участка, тем быстрее растет максимальная деформация. В следующем
параграфе полученное решение сравнивается с результатами численного мо-
делирования динамики цепочки. Исследуется влияние начального градиента
температуры на точность совпадения эксперимента с аналитикой.

Численный эксперимент

При моделировании используются начальные условия (1.3), при которых
линейный участок распределения температуры задается в середине цепочки:

T0(na) =



Tb, n ⩽
N

2
− l,

Tb +
∆T

2

(
1 +

n−N/2

l

)
,

N

2
− l < n <

N

2
+ l,

Tb +∆T, n ⩾
N

2
+ l,

(1.39)
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Рис. 1.6: Поля деформаций при кусочно-линейном начальном распределении
(1.39) при l/a = 5 (a), 10 (b) и 20 (с). Показаны моменты времени ω0t = 77
(красные круги), 154 (желтые квадраты), 231 (зеленые треугольники), 308 (си-
ние звездочки). Черными линиями показаны соответствующие аналитические
решения (1.36).
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гдеN —число частиц. Время моделирования tmax и число частицN выбираются
таким образом, чтобы возмущения, идущие от центра и от границ цепочки,
не успевали встретиться, т.е. Na > 4(cs tmax + l). Используются следующие
значения параметров:

tmax/τ∗ = 50, ∆T/Tb = 0.1, Tb/D = 0.01,

N = 1500, Nr = 107.
(1.40)

На рис. 1.6 показаны поля деформаций в разные моменты времени. Цветные
точки — результат моделирования, черные линии — континуальное решение.
Видно, что вдали от фронта решения совпадают. Около фронта аналитическое
решение имеет острый максимум, на численном решении также наблюдается
максимум деформаций на фронте, однако он меньше и не имеет выраженного
излома. Это различие может быть связано с тем, что в аналитическом решении
(в уравнении для температуры) не учитывается нелинейность взаимодействия
частиц, которая присутствует в численной модели. Как было показано выше,
аналитическое решение предсказывает неограниченный рост максимальной де-
формации. Увеличение деформаций связано с переходом тепловой энергии в
механическую.
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Рис. 1.7: Максимальная деформация при разных начальных наклонах ступень-
ки: l/a = 5 (красные круги), 10 (синие квадраты), 20 (зеленые треугольники).
Черной линией показано аналитическое решение.

На рис. 1.7 показано влияние начального наклона ступеньки на точность ана-
литического решения. Сильное отличие при ω0t < 50 объясняется тем, что при
небольших временах максимум деформаций находится на одном уровне с «шу-

28



мом», связанным с недостаточным числом реализаций. Также при малых ω0t

на численном решении может сказываться быстрый переходный процесс вы-
равнивания кинетической и потенциальной энергий. Дальше на рис. 1.7 видно,
что при меньшем начальном градиенте температуры результат расчетов лучше
совпадает с теоретической кривой.

Итак, показано, что ступенчатый начальный профиль температуры приво-
дит к бесконечным деформациям в континуальном решении задачи баллисти-
ческой термоупругости. Это связано с тем, что поле температуры в каждый
момент времени имеет бесконечную производную на фронте. Учет дискрет-
ности цепочки в выражении для температуры позволяет получить ограничен-
ное поле деформаций, но не дает точного совпадения с экспериментом. Для
оценки области применимости теоретической модели (1.7), (1.8) рассмотрено
кусочно-линейное поле начальной температуры. Показано, что уменьшение на-
клона линейного участка (начального градиента температуры) приводит к более
хорошему совпадению. Таким образом, система (1.7), (1.8) не способна точно
описывать термоупругость цепочки при больших градиентах температур. По-
лученные результаты могут использоваться для развития градиентных теорий
упругости и термоупругости (см. например [45, 2]).

1.5 Синусоидальное начальное распределение температуры

В данном разделе рассматривается синусоидальное распределение началь-
ной температуры. В работе [39] для цепочки α-FPU было показано, что такое
начальное тепловое возмущение приводит к неограниченному росту амплитуды
механических колебаний. Это явление было названо баллистическим резонан-
сом. В настоящей работе приводятся другие примеры задач, в которых также
наблюдается этот эффект. В параграфе 1.5.1 решается вопрос о том, будет ли
наблюдаться баллистический резонанс в цепочке Леннарда-Джонса. В парагра-
фе 1.5.2 начальное поле температур задается не по всей длине цепочке, а на
конечном интервале (на синусоиду накладывается огибающая), и рассматрива-
ется поведение поля перемещений в области начального возмущения.
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1.5.1 Баллистический резонанс в цепочке Леннарда-Джонса

Рассматривается синусоидальное распределение начальной температуры. В
работе [39] для цепочкиα-FPUпроводилось сравнение аналитического решения
с численным моделированием динамики цепочки α-FPU, в которой потенциал
взаимодействия имеет вид

Π (r) =
1

2
C(r − a) +

1

3
α(r − a)3, (1.41)

где C — жесткость, α — коэффициент нелинейности. В рамках рассматрива-
емой аналитической модели (1.7), (1.8) задачи с различными потенциалами не
отличаются. Интерес представляет сравнение результатов моделирования для
цепочки α-FPU и более сложной системы — цепочки Леннарда-Джонса. В на-
шей работе проводится численный эксперимент для цепочки с потенциалом
взаимодействия Леннарда-Джонса.

Итак, для начального профиля температуры T0(x) = Tb+∆T sin qx известно
решение задачи баллистической термоупругости, полученое в [39]:

u(x, t) = z(t) cos qx, z(t) = −β∆T

q
ωtJ1(ωt), (1.42)

где ω = qcs, J1 — функция Бесселя первого рода. Асимптотическое поведение
при больших временах (ωt → ∞) описывается формулой

z(t) ≈ −
√

2

π

β∆T

q

√
ωt cos(ωt− 3π/4). (1.43)

Поле перемещений остается синусоидальным, при этом амплитуда растет со
временем как

√
t. Механическую энергию цепочки (энергию, приходящуюся на

одну длину волны) можно найти по формуле

E =
1

2L

L∫
0

(
ρv2 + Eu′2

)
dx = E∗ω2t2

(
J2
0 + J2

1

)
, (1.44)

где L = 2π/q — длина волны, ρ — плотность, E∗ = Eβ2∆T 2/4, E — модуль
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Юнга. При больших временах механическая энергия растет линейно:

E(t) = 2E∗
π

ωt. (1.45)

Это происходит из-за перехода тепловой энергии в механическую. На рисунках
1.8 и 1.9 показаны зависимость амплитуды колебаний и механической энергии
цепочки от времени, полученные при моделировании взаимодействия частиц с
помощью потенциала Леннарда-Джонса и потенциала α-FPU. Расчеты проводи-
лись при следующих значениях параметров:

tmax/τ∗ = 1.4 · 104, N = 103, Nr = 104. (1.46)

Параметры цепочек подобраны таким образом, чтобы влияние нелинейности в
обеих моделях было одинаковым. Как показано в приложении A.6, для этого
необходимо выполнение условий

∆T (α)

T
(α)
b

=
∆T (LJ)

T
(LJ)
b

,
αa

C

√
kBT

(α)
b

Ca2
= − 7

4
√
2

√
kBT

(LJ)
b

D
. (1.47)

То есть для цепочки α-FPU нелинейность характеризуется двумя безразмер-
ными параметрами αa/C и

√
kBT

(α)
b /Ca2, а для цепочки Леннарда Джонса —

одним параметром
√

kBT
(LJ)
b /D. В расчете использовались значения

∆T

Tb
= 0.1,

αa

C
= −1,

√
kBT

(α)
b

Ca2
= 0.1. (1.48)

Видно, что на рассматриваемых временах графики качественно совпада-
ют. Амплитуда механических колебаний и механическая энергия растут со
временем. Достигнув максимального значения, зависящего от нелинейности
взаимодействия, энергия начинает монотонно убывать к нулю из-за перехода
механической энергии в тепловую. Как видно на рис. 1.9, в цепочках Леннарда-
Джонса и α-FPU этот переход отличается слабо. Уравнениями (1.7), (1.8) дан-
ный процесс не описывается. Интересно, что в случае теплопроводности Фурье
механическая энергия растет ограниченно (см. приложение A.4) и выходит на
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Рис. 1.8: Амплитуда перемещений z(t) при синусоидальном начальном профиле
температуры. Черная линия— аналитическое решение (1.42), красные круги—
цепочка Леннарда-Джонса, синие квадраты — цепочка α-FPU.
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Рис. 1.9: Зависимостьмеханической энергии от временипри синусоидальномна-
чальном профиле температуры. Черная линия— аналитическое решение (1.45),
красная пунктирная — цепочка Леннарда-Джонса, синяя точечная — цепочка
α-FPU.
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постоянное значение
E(∞) =

Eβ2∆T 2

4 (q2κ4/c2s + 1)
, (1.49)

где κ2 — коэффициент температуропроводности.
Таким образом, было показано, что в цепочке Леннарда-Джонса наблюда-

ется баллистический резонанс. При одинаковой степени нелинейности и рост
механической энергии, и обратный ее переход в тепловую происходят практи-
чески одинаково в цепочках Леннарда-Джонса и α-FPU. В следующем разделе
исследуется баллистический резонанс при начальном тепловом возмущении в
виде синуса, заданного на ограниченном участке цепочки.

1.5.2 Синус с огибающей

В данном параграфе рассматривается синусоидальный профиль темпера-
туры, заданный на конечном итервале, т.е. на синусоиду накладывается оги-
бающая, и предполагается, что под ней помещается много длин волн. Такие
начальные условия интересны тем, что они могут быть получены в реальных
экспериментах, например при использовании метода transient thermal grating
[40]. Итак, рассмотрим начальную температуру

T0(x) = Tb + A(x) sin(qx), (1.50)

гдеA(x)—медленно меняющаяся амплитуда. При такой функции T0(x) приме-
нение полученных выше общих формул приводит к громоздским выражениям,
но можно построить простое приближенное решение, справедливое при боль-
ших ωt:

u(x, t) ≈ 1√
2π

β

q

√
ωt

[
A(x− cst) sin

(
qx− ωt+

π

4

)
−

−A(x+ cst) sin
(
qx+ ωt− π

4

)]
,

(1.51)

где ω = qcs. Вывод формулы (1.51) на примере огибающей A(x) = ∆Te−
x2

2σ2

приведен в Приложении A.5. Он опирается на тот факт, что коэффициенты b(k)

разложения функции T0(x)−Tb в ряд Фурье сосредоточены вблизи k = q; также
применяется асимптотическое приближение для функции Бесселя и условие
qσ ≫ 1, то есть ширина огибающей много больше длины волны. Полученное
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решение показывает, что поле перемещений представляет собой две волны,
бегущие в разные стороны, повторяющие по форме начальное температурное
возмущение; амплитуда волн растет как

√
t.

Решение (1.51) можно применить для любой начальной температуры, коэф-
фициенты Фурье которой сосредоточены вблизи одной точки. Примером оги-
бающей для начальной температуры вида (1.50) может также служить функция
A(x) = ∆T

(
H(x− l)−H(x+ l)

)
, где lq ≫ 1. Этому случаю соответствуют

коэффициенты Фурье b(k) =
∆T l

π
sinc

(
l(k − q)

)
.

В качестве еще одного примера можно рассмотреть предельный случай оги-
бающей A(x) = ∆T , тогда b(k) = ∆Tδ(k − q). В этом случае в формуле (1.51)
функцию A(cst± x) = ∆T можно вынести за скобки и преобразовать разность
косинусов. Получим

u(x, t) ≈ −
√

2

π

∆Tβ

q

√
ωt cos

(
ωt− 3π

4

)
cos(qx). (1.52)

Формула (1.52) совпадает с асимптотикой при большом времени для точного
решения (1.43), полученного при синусоидальном начальном профиле темпера-
туры.

Аналогичные рассуждения позволяют получить и приближенное решение
для температуры. Точное решение при начальных условиях (1.50) выражается
следующим образом:

T (x, t) = Tb +

∞∫
0

b(k)J0(kcst) sin(kx) dk, (1.53)

где b(k) — коэффициенты (A.63) разложения функции T0(x) − Tb в интеграл
Фурье. Дальше по аналогии с решением для перемещений получим

T (x, t) ≈ Tb +
1√
2πωt

[
A(x+ cst) cos

(
qx+ ωt+

π

4

)
−

− A(x− cst) cos
(
qx− ωt− π

4

) ]
.

(1.54)

Следовательно, поле температур тоже представляет собой две разбегающиеся
волны, но с убывающей как

√
t амплитудой.
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Рис. 1.10: Поле перемещений при начальных условиях (1.50) в моменты времени
ω0t = 20 (a), 150 (b), 440 (c). Показаны результаты моделирования (синие кру-
ги), приближенное решение (1.51) (красные квадраты) и точное аналитическое
решение (1.12) (черная линия).
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На рис. 1.10 показано сравнение точного решения для перемещений, при-
ближенного решения и результатов численного моделирования для начальных
условий

T0(n) = Tb +∆Te−
n2

2σ2 sin(qn). (1.55)

Моделирование проводилось при параметрах

q = 2π/100a, σ/a = 150,

∆T/Tb = 0.1, Tb/D = 0.01,

tmax/τ∗ = 1.4 · 104, N = 2 · 103, Nr = 12 · 104.

(1.56)

Видно, что при небольшом времени (рис. 1.10 (a)) приближенное решение от-
личается от точного, дальше они хорошо совпадают и правильно описывают
численное решение, полученное при моделировании цепочки (рис. 1.10 (b)). На
рис. 1.10 (c) видно, что при большом времени появляется отличие аналитиче-
ских решений от моделирования, амплитуда которого растет не так быстро из-за
влияния нелинейности и обратного перехода механической энергии в тепловую.

Посмотрим, как изменяется поле перемещений (1.51) в области, где бы-
ло задано начальное тепловое возмущение. Для этого введем среднюю ам-
плитуду перемещений ū(t), характеризующую поле, расположенное в интер-
вале x ∈ (−3σ, 3σ):

ū(t) =
1

σ

3σ∫
−3σ

u(x, t) cos(qx) dx. (1.57)

Подстановка (1.51) в интеграл (1.57) и замена при интегрировании cos2(qx) на
среднее значение 1/2 дает

ū(t) = −∆Tβ

2q

√
ωt

[
erf

(
3√
2
− ωt

qσ

)
++erf

(
3√
2
+

ωt

qσ

)]
sin
(
ωt− π

4

)
.

(1.58)
В пределе при qσ → ∞ (или σ/λ → ∞) приближенно3 получаем

ū∞(t) ≈ −∆Tβ

q

√
ωt sin

(
ωt− π

4

)
. (1.59)

3Считая, что erf
(

3√
2

)
≈ 1
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На рис. 1.11 показан график зависимости среднего перемещения от ωt при
различных значениях σ/λ, где λ = 2π/q. График показывает, что сначала про-
исходит рост, обусловленный увеличением амплитуды механической волны.
Этот эффект аналогичен баллистическому резонансу, который мы наблюдали
на рис. 1.8 для бесконечного синуса. Но через некоторое время среднее пе-
ремещение начинает убывать из-за того, что две волны, вызванные начальным
возмущением, убегают из рассматриваемой области. Видно, что чем больше
отношение ширины огибающей к длине волны, тем дольше продолжается рост.
Введенная таким образом оценка перемещенийможет быть полезна для понима-
ния результатов экспериментов, в которых исследуется эволюция начального
синусоидального температурного поля, и определение температуры основано
на учете теплового искажения решетки.
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Рис. 1.11: Зависимоcть среднего перемещения ū (1.57) от времени при σ/λ = 10
(синяя линия), 20 (зеленая линия), 40 (красная линия) и σ/λ → ∞ (серая линия).
Черными линиями показаны огибающие.

Таким образом, показано, что задание синусоидального поля температуры
на конечном интервале цепочки позволяет наблюдать баллистический резонанс,
т.е. возрастание амплитуды механических колебаний цепочки в месте началь-
ного возмущения. Но, в отличие от случая с бесконечным начальным синусом,
со временем амплитуда начинает затухать из-за того, что механические волны
убегают из рассматриваемой области.
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1.6 Заключение к главе 1

В работе рассмотрена задача термоупругости для нелинейной цепочки. По-
лучено фундаментальное решение задачи баллистической термоупругости и
проведено сравнение с аналогичным решением для термоупругости Фурье. По-
казаны отличие распространения механических волн, вызыванных начальным
тепловым возмущением в среде с баллистическим режимом теплопроводности,
от волн в среде с классической теплопроводностью. Главное особенность со-
стоит в том, что баллистический теплоперенос нельзя считать медленным про-
цессом по сравнению с распространением упругих волн. При этом становится
принципиальным учет динамических слагаемых в уравнении термоупругости.

Рассмотрено ступенчатое начальное распределение температуры. Для бал-
листической теплопроводности распределение перемещений имеет форму эл-
липса, а для классической — форму треугольника. Это объясняется тем, что в
первом случае тепловые и механические волны бегут с одной скоростью, а во
втором— тепловые распространяются медленно (как

√
t) по сравнению с меха-

ническими, и при больших временах влияние температурного поля становится
практически эквивалентным точечному воздействию. При баллистической теп-
лопроводности в цепочке возникают бесконечные деформации нафронте волны.
Это связано с тем, что поле температуры имеет неограниченную производную
на фронте. Этот эффект устраняется, если для температуры взять точное (дис-
кретное) решение, полученное в [16]. В этом случае деформации оказываются
конечны в каждый момент времени, но данное решение плохо описывает экс-
перимент вблизи фронта волны. Такое несовпадение говорит о непригодности
используемой модели для больших градиентов температур. Для оценки обла-
сти применимости модели рассмотрено начальное линейное распределение на
небольшом отрезке, которое при увеличении угла наклона линейного участка
стремится к ступенчатому. В этом случае поле деформаций оказывается конеч-
ным, причем точность совпадения аналитического решения с экспериментом
возрастает с уменьшением начального градиента температуры. Данные резуль-
татымогут быть использованыдля развития и тестирования градиентных теорий
упругости и термоупругости [45, 2].

Рассмотрено синусоидальное начальное возмущение. Проведены числен-
ные эксперименты, демонстрирующие явление баллистического резонанса в
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цепочке Леннарда-Джонса и показывающие, что процесс перехода механиче-
ской энергии в тепловую в цепочках α-FPU и Леннарда-Джонса отличается
мало. Получено аналитическое приближенное решение задачи баллистической
термоупугости для начального температурного поля в виде синуса с огибающей
(волнового пакета). Показано, что, как и в случае бесконечного синуса, в це-
почке наблюдается баллистический резонанс — рост амплитуды механических
колебаний в области начального возмущения, но этот рост ограничен, а его
продолжительность зависит от отношения ширины огибающей к длине волны
синуса.

Продолжением данной работы может быть обобщение полученных резуль-
татов на цепочки с взаимодействием дальних соседей, а также добавление вяз-
кости. Интерес представляет и рассмотрение начальных условий с ненулевы-
ми тепловыми потоками. Такое усложнение потребует модификации уравнения
теплопроводности. Еще одной задачей является учет нелинейности цепочки в
решении для температуры, а также аналитическое описание процесса перехода
механической энергии в тепловую.

39



ГЛАВА 2. Дисперсия энергии при движении
локализованного возмущения

2.1 Введение к главе 2

Теоретическое описание локализованных в пространстве и времени волн
активно развивается в последние десятилетия с использованием линейных и
нелинейных подходов [32, 22]. Исследование распространения волн и энергии в
среде важно для понимания различных физических процессов, особенно на на-
ноуровне [51, 7, 31, 17]. Для исследования материалов на микро- и наноуровнях
часто используют модели кристаллических решеток, которые состоят из ато-
мов, взаимодействующих между собой. Для аналитического описания волновых
процессов в таких дискретных моделях используют, например, метод динамики
решетки. Он успешно применяется для описания теплопередачи в твердых те-
лах на наноуровне [26, 31, 8, 36, 15, 39, 23, 53, 28, 42]. Другой подход основан на
кинетической теории, в которой любое возмущение в среде можно представить
ка ксовокупность фононов (квазичастиц). Кинетические уравнения позволяют
получать наглядные, легко интерпретируемые решения для кинетической тем-
пературы и теплового потока [34].

Еще одним сравнительно новым способом описания процессов энергопере-
носа является метод энергетической динамики, предложенный в [32]. Данный
подход строится на аналогии между переносом массы и энергии. Для каждой
точки определяется локальная энергия, и аналогично тому, как описывается
движение группы невзаимодействующих частиц, можно описать движение энер-
гетического возмущения. Важно, что для такого описания используются гло-
бальные величины (полная энергия, глобальные поток и суперпоток энергии),
что позволяет предсказывать местоположение и изменение формы возмущения,
не прибегая к точному решению уравнения динамики среды. Этот подход был
применен в [32] для описания энергопереноса в одномерной линейной цепоч-
ке (цепочке Гука). Было доказано сохранение энергии, потока и суперпотока
энергии. Показано, что энергетический центр (аналог центра масс) движется
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с постоянной скоростью. Также была получена зависимость энергетического
радиуса, характеризующего распределение энергии относительно центра) от
времени.

С помощью энергетической динамики в работе [6] был получен закон дви-
жения энергетического центра для локализованного возмущения в скалярной
решетке. На основе сохранения потока энергии показано, что энергетический
центр движется с постоянной скоростью в произвольной скалярной решетке.
На примере квадратной решетки было проведено численное моделирование,
подтверждающее теоретические результаты.

В настоящей работе предлагается подход для описания дисперсии (рас-
плывания) энергетического сгустка в континуальной и в дискретной средах
произвольной размерности. Вводится понятие энергетического элипса, харак-
теризующего размеры возмущения в разных направлениях. Аналитически вы-
водится зависимость энергетических радиусов (полуосей эллипса) от времени.
Проводится численное моделирование, подтверждающее справедливость тео-
ретических результатов.

Глава построена следующим образом. В разделе 2.2 приведены уравнения
динамики для дискретной среды (кристаллической решетки) и для контину-
альной среды. Следующий параграф 2.64 содержит выражения для основных
глобальных энергетических характеристик, используемых в работе, через ско-
рости и перемещения точек среды (или частиц в дискретном случае). В парагра-
фе 2.4 формулируется главная идея работы: вводится понятие энергетического
эллипса и энергетических радиусов и предлагается алгоритм для описания их
эволюции. Дальше в параграфе 2.5 рассматривается конкретный пример локали-
зованного возмущения: волновой пакет в континуальной и дискретной средах.
В разделе 2.6 описаны результаты численного моделирования для длинных волн
(это позволяет моделировать континуальную среду) и для коротких волн. Мо-
делирование проводится на примере квадратной решетки.

2.2 Уравнение движения среды

Данный раздел содержит уравнения, описывающие движения для дискрет-
ной и для континуальной упругой среды. Мы считаем, что среда однородна, но
пока не делаем предположений об ее изотропности
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2.2.1 Дискретная среда

Рассмотрим систему одинаковых частиц массой m, расположенных в уз-
лах идеальной кристаллической решетки. Предположим, что каждая частица
связана со своими ближайшими соседями упругими пружинками. Предполага-
ется, что рассматриваемая решетка является инвариантной к сдвигу на вектор,
соединяющий любые два узла (простая бесконечная решетка), и центрально-
симметричной относительно любого узла (инверсионно-инвариантная решет-
ка). Вектор aα соединяет узел с его соседним узлом, имеющим индекс α. Чтобы
обеспечить центральную симметрию, мы полагаем, что a−α = −aα. Набор чисел
α и векторов aα содержит всю геометрическую информацию о конкретном типе
решетки.

Положение частицы определяется скалярной переменной u = u(r), где r —
вектор положения узла. Таким образом можно описывать, например, попереч-
ное смещение точек растянутой мембраны. Поскольку u является скалярной
величиной, решетка называется скалярной. Решетка определена в пространстве
размерности d. Наиболее распространенным случаем для скалярных решеток
является случай d = 2, в частности, в качестве примера системы для вычис-
лений в данной работе будет использоваться двумерная квадратная решетка.
Однако все аналитические результаты, полученные в дальнейшем, справедливы
для d = 1, d = 3 или даже для более высоких измерений.

Мы считаем систему гармонической, поэтому взаимодействие между ча-
стицами пропорционально деформациям, которые выражаются как разности
u(r+ aα)− u(r). Тогда уравнение движения частицы r принимает вид

m
d2u

dt2
=
∑
α

Cα

(
u(r+ aα)− u(r)

)
, (2.60)

где t—время,Cα ≡ C−α —жесткость связи, соединяющей частицу r с частицей
r+ aα, суммирование производится по всем соседним частицам, участвующим
во взаимодействии. На рисунке 2.12 показан пример бесконечной двумерной
квадратной решетки из одинаковых частиц со всеми указанными значениями.
Период решетки (равновесное расстояние между частицами) равен a.

В квадратной решетке это значит α ∈ {−2;−1; 1; 2}, и векторы aα прини-
мают значения a±1 = ±ai, a±2 = ±ai, где i, j — единичные векторы декартова
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Рис. 2.12: Схема квадратной решетки

базиса (рис. 2.12). Вектор положения r принимает дискретные значения, лока-
лизованные в узлах решетки. В случае квадратной решетки

r
def
= aii+ ajj; i, j ∈ Z, (2.61)

гдеZ—множество целых чисел. Используя представление r из (2.61), смещение
можно записать как u(r) = ui,j, что приводит к следующей скалярной формуле
(2.60) (для изотропной квадратной решетки):

d2ui,j
dt2

=
C

m

(
ui+1,j + ui,j+1 + ui−1,j + ui,j−1 − 4ui,j

)
, (2.62)

где C —эффективная жесткость, равная отношению растягивающей силы к пе-
риоду решетки. При численном моделировании мы будем использовать именно
формулу (2.62)

2.2.2 Континуальная среда

Уравнение равновесия для однородной анизотропной среды имеет вид

ρv̇ = C · ·∇∇u, (2.63)
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гдеC— тензор жесткости, ρ— плотность среды,∇— набла-оператор Гамиль-
тона, u и v — локальное перемещение и скорость.

В следующем разделе для дискретной и континуальной сред будут опреде-
лены основные величины, которые используются для описания движения воз-
мущения: энергия, поток энергии, суперпоток энергии.

2.3 Энергетические характеристики: энергия, поток, суперпо-
ток

В данном параграфе для дискретной и континуальной сред вводятся оc-
новные величины, характеризующие движение энергетического возмущения:
энергия E, вектор потока энергии h и тензор суперпотока энергии G. Эти ве-
личины определяются через моменты энергииM ,M1,M2 одинаково для обеих
сред:

E
def
= M, h

def
=

dM1

dt
, G

def
=

1

2

d2M2

dt2
, (2.64)

где для дискретной среды

M
def
=
∑
r

ϵ(r), M1
def
=
∑
r

rϵ(r), M2
def
=
∑
r

rrϵ(r), (2.65)

для континуальной среды

M
def
=

∫
r

ϵ(r) dV(r), M1
def
=

∫
r

rϵ(r) dV(r), M2
def
=

∫
r

rrϵ(r) dV(r), (2.66)

суммирование (интегрирование) ведется по всему пространству, ϵ(r) — ло-
кальная энергия в случае дискретной системы и удельная энергия (энергия,
приходящаяся на элемент объема) в континуальном случае, dV(r) — элемент
пространственного объема. Мы предполааем, что все перечисленные моменты
энергии конечны.

Отметим, что указанные глобальные характеристики можно также ввести
используя локальные определения для соответствующих величин [32]. Напри-
мер, в континуальном случае производная локальной энергии по времени рав-
на дивергенции от некоторого вектора, который называют локальным потоком
энергии (и это считают определением потока). Тогда глобальный поток полу-
чается при интегрировании локальных потоков по всему пространству. Таким
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же образом вводится и определение суперпотока: производная по времени от
потока энергии может быть выражена как дивергенция тензора, называемого ло-
кальным суперпотоком. Глобальный суперпоток определяется как интеграл по
пространству от локальных суперпотоков. Можно показать, что такие опреде-
ления равносильны определениям (2.64). Для достижения целей, преследуемых
в данной работе, потребуется выражение суперпотока через второй момент,
поэтому мы сразу вводим глобальные величины (2.64).

Нулевой момент M (скаляр) совпадает с энергией возмущения, его ана-
логом в динамике массы является масса системы частиц. Первый момент M1

(вектор) характеризует среднее положение возмущения и позволяет ввести по-
нятия энергетического центра rc, который является аналогом центра масс (или
аналогом математического ожидания случайной величины, если вместо энергии
рассматривать плотность вероятности, а вместо радиуса-вектора саму случай-
ную величину), и скорости энергетического центра vc:

rc
def
=

M1

E
, vc

def
=

h

E
. (2.67)

В работе [6] для произвольной среды было показано, что поток энергии сохра-
няется, и энергетический центр движется с постоянной скоростью.

Второй момент энергииM2 (тензор второго ранга) характеризует распреде-
ление энергии по пространству и является аналогом момента инерции. Можно
также провести аналогию со вторым моментом распределения случайной ве-
личины в теории вероятностей. Как и в динамике массы, можно определить
центральный момент: для дискретной среды

Mc
def
=
∑
r

(r− rc)(r− rc)ϵ(r), (2.68)

и для континуальной среды:

Mc
def
=

∫
r

(r− rc)(r− rc)ϵ(r) dV(r). (2.69)

Центральный момент описывает распределение энергии относительно энерге-
тического центра и является аналогом центрального момента инерции (или
аналогом дисперсии случайной величины). Через центральный момент вводит-
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ся понятие центрального суперпотока

Gc
def
=

1

2

d2Mc

dt2
. (2.70)

Центральный суперпоток может быть представлен через обычный суперпоток и
поток энергии

Gc = G− hh

E
. (2.71)

Далее будут найдены выражения для энергии, потока и суперпотока через пе-
ремещения и скорости точек среды.

2.3.1 Дискретная среда

В данном параграфе содержатся выражения для энергии, потока и суперпо-
тока через перемещения и скорости точек дискретной среды.

Полная энергия возмущения находится как сумма локальных энергий всех
частиц

E
def
=
∑
r

ϵ(r), (2.72)

где ϵ(r)— локальная энергия

ϵ(r)
def
=

m

2
v2(r) +

1

4

∑
α

Cα

(
u(r+ aα)− u(r)

)2
, (2.73)

где u — перемещение, v def
= u̇ — скорость частицы. Локальная энергия пред-

ставляет собой сумму кинетической и потенциальной компонент, которые про-
порциональны массеm и жесткости Cα, соответственно. Суммирование в (2.72)
производится по всем частицам, в (2.73)—по всем соседям выбранной частицы.
Поскольку система консервативна, полная энергия сохраняется:E = const. Это
можно показать, дифференцируя (2.72) по времени с использованием уравнения
движения и свойств решетки.

Вычисление производной по времени от первого момента с иcпользованием
уравнения движения (2.60) дает выражение для потока энергии [6]:

h =
1

2

∑
r, α

aαCαu(r)v(r+ aα). (2.74)
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Двукратное дифференцирование второго момента приводит к выражению для
суперпотока (вывод приведен в приложении B.1.1):

G =
1

2

∑
r, α

Cα

m
aαaα

(
κ(r)− π(r)

)
+

1

4

∑
r, α, β

CαCβ

m
aαaβ u(r+ aα)u(r+ aβ),

(2.75)
где κ(r), π(r)— локальные кинетическая и потенциальная энергии:

κ(r) =
1

2
mv2(r), π(r) =

1

4

∑
α

Cα

(
u(r+ aα)− u(r)

)2
. (2.76)

В следующем параграфе будут найдены аналогичные формулы для конти-
нуальной среды.

2.3.2 Континуальная среда

В данном разделе получены выражения для энергии, потока и суперпотока в
континуальной среде. Полная энергия выражется как интеграл по пространству
от локальных энергий

E
def
=

∫
r

ϵ(r) dV(r), (2.77)

где ϵ(r)— удельная энергия

ϵ
def
=

1

2

(
ρv2 +∇u ·C · ∇u

)
. (2.78)

Вычисление производной по времени от первого момента приводит к следу-
ющему выражению для глобального потока (см. приложение B.2.1)

h = C ·
∫
r

v∇u dV(r). (2.79)

Двукратное дифференцирование второго момента с использованием уравнения
движения (2.63) дает выражение для суперпотока (см. приложение B.2.2)

G =
1

ρ

∫
r

(
(C · ∇u)(C · ∇u) +C

(
κ(r)− π(r)

))
dV(r), (2.80)

гдеC—тензор жесткости, κ(r) и π(r)—удельные кинетическая и потенциаль-
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ная энергии:
κ(r) =

1

2
ρv2, π(r) =

1

2
(∇u ·C · ∇u) . (2.81)

В следующем разделе будет введено понятие энергетических радиусов, и
предложен способ описания изменения формы и размеров энергетического воз-
мущения.

2.4 Дисперсия энергии

В данном параграфе предлагается алгоритм для описания расплывания ло-
кализованного возмущения. Вводится определение энергетических радиусов,
характеризующих размер возмущения в различных направлениях.

Определим энергетические радиусы как корни из собственных чисел тензо-
ра, являющегося отношением центрального момента энергии к полной энергии:

Ri
def
=
√

λi, (2.82)

где λi — собственные числа тензора

Λ
def
=

Mc

E
. (2.83)

Извлечение корня в (2.82) возможно, поскольку Mc является положительно
определенным тензором (это видно из определения цетрального момента энер-
гии), и его собственные числа положительны. Энергетические радиусы харак-
теризуют размер возмущения в направлении соответствующего собственного
вектора.

Целью данной работы являтся описание зависимости энергетических ради-
усов от времени. В работе [32] для одномерной цепочки было доказано, что
суперпоток сохраняется. Этот факт позволил дважды проинтегрировать по вре-
мени суперпоток (2.70) и получить квадратичную зависимость центрального
момента от времени. Тот же прием можно применить и для произвольной систе-
мы (среды или вида возмущения), в которой суперпоток сохраняется:

Gc = const ⇒ Λ =
Gct

2 + Ṁ0t+M0

E
, (2.84)

где M0, Ṁ0 — начальные значения центрального момента и его производной.
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Таким образом, в системе с постоянным суперпотоком энергетические ра-
диусы определяются как корни из собственных чисел тензора Λ, который опи-
сывается простой зависимостью от времени (2.84). Тогда при больших временах
скорости изменения радиусов постоянны, и радиусы растут линейно.

Трудность заключается в том, что в общем случае доказать сохранение су-
перпотока не удается. Но есть ситуации, когда это можно сделать приближенно.
Такой пример будет рассмотрен в следующем разделе.

2.5 Пример: волновой пакет

2.5.1 Волновой пакет в континуальной среде

В данном параграфе изложенная выше теория применяется для описания
эволюции волнового пакета в континуальной изотропной среде. Для него полу-
чена зависимость энергетических радиусов от времени.

Итак, предположим, что решение для перемещений имеет вид

u(r, t) ≈ A(|r− vgt|) sin(k · r− ωt), (2.85)

где k— волновой вектор, vg = ck/k — групповая скорость, ω = ck — частота.
Соответствующее поле скоростей:

v(r, t) = u̇(r, t) ≈ −A(|r− vgt|)ω cos(k · r− ωt)

−∇A(|r− vgt|) · vg sin(k · r− ωt).
(2.86)

Подставляя t = 0, мы получим начальные условия, приводящие к приближен-
ному решению в виде волнового пакета:

u(r, 0) = A(r) sin θ,

v(r, 0) = −A(r)ω cos θ −∇A(r) · vg sin θ, θ = k · r.
(2.87)

Мы считаем, что в начальный момент функцияA(r, 0) зависит только от мо-
дуля радиуса-вектора. Также предполагается, что огибающая A(r, t)—медлен-
но меняющаяся функция координаты. Поскольку полная энергия сохраняется,
найдем ее по начальным условиям, подcтавив (2.87) в (2.77). При интегрирова-
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нии по пространству используется замена множителей cos2 θ, sin2 θ на среднее
значение 1/2, а произведений нечетных степеней cos θ, sin θ—на 0. В результате
получим следующее выражение для энергии (вывод в приложении B.3.2):

E =
C

2

∫
r

(Ak)2 dV(r) +
C(d+ 1)

4d

∫
r

(∇A)2 dV(r), (2.88)

где A — начальная огибающая, k = |k| — модуль волнового вектора, d —
размерность пространства. Также через начальные условия можно выразить и
поток энергии:

h = cEi− cC(d− 1)

4d

∫
r

(∇A)2 dV(r) i, (2.89)

где i = k/k—единичный вектор, сонаправленный с волновым вектором. Видно,
что поток сонаправлен с волновым вектором, в случае d > 1 скорость движе-
ния энергетического центра меньше, чем волновая скорость c. Можно показать
(см. приложение B.3.2), что второе слагаемое в (2.89) совпадает с начальным
значением полного лагранжиана:

h = cEi+ cL0i, L0 =
cC(1− d)

4d

∫
r

(∇A)2 dV(r) i, (2.90)

т.e. максимальная скорость энергетического центра достигается при минималь-
ном лагранжиане L0.

Сохранение суперпотока в общем случае не доказано. Как показывает чис-
ленноемоделирование, он выходит на постоянное значение только через некото-
рое время после начала движения, вместе со стремлением лагранжиана к нулю.
Поэтому для вычисления установившегося суперпотока (для описания эволю-
ции возмущения при больших временах) необходимо использовать не началь-
ные условия с начальной огибающей A(t = 0), а огибающую в момент времени
t∗, когда лагранжиан уже равен нулю. Затухание лагранжиана (выравнивание
потенциальной и кинетических энергий) исследовалось в задачах теплопровод-
ности в кристаллах [38], и было показано, что этот переходный процесс является
быстрым по сравнению с процессами переноса энергии. Поэтому мы считаем,
что лагранжиан стремится к нулю достаточно быстро, и огибающая не успевает
за время его затухания сильно измениться, т.е. A(t∗ = 0) ≈ A(t = 0). Поэтому
дальше при вычислении суперпотока мы полагаем, что лагранжиан уже равен
нулю, но используем начальную огибающую.
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Найдем суперпоток, предполагая, что полный лагранжиан уже равен нулю,
но огибающая еще мало отличается от начальной. Тогда подстановка (1.32) в
(2.80) дает следующее выражение для суперпотока (вывод в приложении B.3.4):

G = c2Eii+
Cc2

4d

∫
r

(
∇A
)2

dV(r)(E− dii) (2.91)

где d — размерность пространства, i = k/k — единичный вектор, сонаправ-
ленный с волновым вектором. Формула (2.91) позволяет найти суперпоток по
начальной огибающей. Для нахождения энергетических радиусов необходимо
вычислить центральный суперпоток. Для этого подставим (2.91), (2.89) в (2.71)
и получим

Gc = Gc(E− ii), Gc =
c2C

2d

∫
r

(∇A)2 dV(r). (2.92)

Для описания расплывания возмущения по формуле (2.84) также понадобятся
выражения для начальных значений центрального момента и его производной
M0, Ṁ0 (см. приложение B.3.5):

M0 = M0E, Ṁ0 = 0,

M0 =
C

2d

∫
r

(
k2A2 +

1

2
(∇A)2 + 1

2d
(∇A)2

)
r2 dV(r),

(2.93)

где r = |r|. Из (2.82), (2.92), (2.93) видно, что радиус, направленный вдоль
волнового вектора, не изменяется, а скорость изменения остальных радиусов
одинакова. Они изменяются по закону

R =
√
R2

0 + v2Rt
2, (2.94)

где

R0 =

√
M0

E
, vR =

√
Gc

E
. (2.95)

Пренебрегая слагаемыми второго порядка малости в выражениях для энергии и
начального момента, начальный энергетический радиус и скорость расплывания
можно представить в виде

R0 ≈

√∫
rA

2r2 dV(r)

d
∫
rA

2 dV(r)
, vR ≈ c

k

√∫
r(∇A)2 dV(r)
d
∫
rA

2 dV(r)
. (2.96)
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Таким образом, получена формула, описывающая изменение энергетических
радиусов для волнового пакета. В качестве примера рассмотрим волновой пакет
в двумерной среде с огибающей в виде кривой Гаусса

A(r) = e−
r2

2σ2 . (2.97)

В этом случае применение формул (2.96) дает

R0 ≈
σ√
2
, vR ≈ 1√

2

c

kσ
. (2.98)

Зависимость радиуса от времени тогда можно записать в безразмерных пере-
менных:

R̄ =
√

1 + t̄2, (2.99)

где

R̄ =

√
2

σ
R, t̄ =

c

kσ2
t. (2.100)

Дальше в разделе 2.6.1 будет проведено сравнение решения (2.99), (2.100) с
результатами численного моделирования.

2.5.2 Волновой пакет в дискретной среде

Рассматривается дисперсия энергии для возмущения в виде волнового па-
кета в дискретной среде. Этот случай сложнее континуального, так как здесь
присутствует дисперсия по скоростям движения волн (короткие волны дви-
жутся медленнее, длинные быстрее). Кроме этого, на деформацию начальной
формы возмущения оказывает влияние и структура решетки. Групповая ско-
рость и волновой вектор не всегда сонаправлены, поэтому возникает вопрос о
том, как будут расположены оси эллипса энергии. В данном параграфе будет
получен тензор суперпотока, позволяющий описать расплывание возмущения
для волнового пакета с любым волновым вектором в произвольной решетке.

Дисперсионное соотношение ω(k) для произвольной простой скалярной ре-
шетки может быть получено при подстановке решения в виде плоской вол-
ны u(r) = B cos(k · r− ωt) в уравнение движения (2.60):

ω2 = ω2
0

∑
α

(
1− cos(k · aα)

)
, ω0 =

√
C

m
. (2.101)
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Зависимость групповой скорости от волнового вектора:

vg =
dω

dk
=

ω2
0

2ω

∑
α

aα sin(k · aα). (2.102)

Зададим начальные условия аналогично тому, как это было сделано для конти-
нуального случая:

u(r, 0) = A(r) sin θ,

v(r, 0) = −A(r)ω cos θ −∇A(r) · vg sin θ, θ = k · r.
(2.103)

Сохранение полной энергии и потока энергии доказано, поэтому найдем их
по начальным условиям. Начальная кинетическая энергия имеет вид (вывод в
приложении B.4.4)

K =
mω2

4

∑
r

A2 +
mv2

g

4d

∑
r

(∇A)2. (2.104)

Для получения этой и следующихформул используется предположение, что под
огибающей помещается много длин волн, что позволяет заменить при интегри-
ровании по пространству множители cos2 θ, sin2 θ на среднее значение 1/2, а
произведений cos θ sin θ — на 0. Потенциальная энергия:

Π =
mω2

4

∑
r

A2 +
C

4d
T
∑
r

(∇A)2,

T = trT, T =
1

2

∑
α

aαaα cos(k · aα).
(2.105)

Полная энергия возмущения

E = K + Π =

=
mω2

2

∑
r

A2 +
mv2

g

4d

∑
r

(∇A)2 + C

4d
T
∑
r

(∇A)2
(2.106)
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Глобальный лагранжиан (в начальный момент времени)

L = K − Π =

=
mv2

g

4d

∑
r

(∇A)2 − C

4d
T
∑
r

(∇A)2.
(2.107)

Выражение для потока энергии выведено в приложении B.4.5. Оно имеет вид

h = vgE − mω2a2

4d

∑
r

(∇A)2vg −
mv2

g

4

∑
r

(∇A)2vg−

−C

4d
T
∑
r

(∇A)2vg +
C

4d
vg ·T

∑
r

(∇A)2
(2.108)

Также, как и в континуальном случае, мы ищем установившееся значение
суперпотока, предполагая, что лагранжиан уже равен нулю, но огибающая мало
отличается от начальной (вывод дан в приложении B.4.6):

G = Evgvg +
C2

2md
T ·T

∑
r

(∇A)2−

−mω2a2

2d

∑
r

(∇A)2vgvg −
CT

2d

∑
r

(∇A)2vgvg.
(2.109)

Центральный суперпоток получим при подстановке (2.108), (2.109) в (2.71).

Gc =
1

2d

∑
r

(∇A)2
(
C2

m
T ·T+mv2

gvgvg − 2Cvgvg ·T
)
, (2.110)

где
T =

1

2

∑
α

aαaα cos(k · aα). (2.111)

Выражение для центрального суперпотока также можно представить в виде

Gc =
m

2d

∑
r

(∇A)2
(
ω2
0T− vgvg

)2
. (2.112)

Видно, что тензор суперпотока является положительно определенным. Это зна-
чит, что энергетическое возмущение может только увеличиваться и не может
сжиматься.
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Начальное значение центрального момента и его производной

M0 ≈
mω2

2d

∑
r

A2r2E, Ṁ0 = 0. (2.113)

Заметим, что здесь мы пренебрегаем слагаемыми второго порядка малости.
Дальше при вычислении энергетических радиусов в выражении для энергии
слагаемые второго порядка малости также учитывать не будем:

E ≈ mω2

2

∑
r

A2. (2.114)

Таким образом, подстановка (2.112), (2.113), (2.114) в (2.84) дает формулу, опи-
сывающуюизменение энергетических радиусов. Дальше рассматриваются неко-
торые частные случаи для волновых чисел и видов кристаллической решетки.

Длинные волны

Дисперсионное соотношениеи групповая скорость длядлинных волн (ak → 0)

имеют вид
ω = ck, vg = cev, c = ω0a. (2.115)

где ev — единичный вектор, сонаправленный с групповой скоростью (и с вол-
новым вектором в случае длинных волн). Найдем тензор T для длинных волн:

T = a2E, T = a2d. (2.116)

Нетрудно убедиться, что выражения для кинетической (2.104), потенциальной
(2.105) и полной (2.106) энергий совпадают с полученными в континуальном
случае (2.88). Пренебрегая слагаемым mω2a2

4d

∑
r
(∇A)2 в выражении для потока

(2.108), тоже получаем совпадение с потоком в континуальном случае (2.89).
Суперпоток (2.109) также совпадает с полученным ранее для континуальной
среды (2.91). Расплывание в этом случае происходит только в направлении,
перпендикулярном направлению движения.
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Квадратная решетка. Движение вдоль связи

Дальше рассмотрим квадратную решетку. Векторы aα в этом случае могут
принимать значения ±i,±j. Тензор T для выражается довольно просто

T = a2
(
cos(akx)ii+ cos(aky)jj

)
, (2.117)

где kx, ky — компоненты волнового вектора. Рассмотрим возмущение, движу-
щееся в квадратной плоской решетке вдоль ее связи. Пусть волновой вектор
сонаправлен с вектором i:

k = ki, k = |k|. (2.118)

Тогда дисперсионное соотношение и групповая скорость:

ω = 2ω0 sin
ak

2
, vg = c cos

ak

2
i. (2.119)

Выражение для тензора T:

T = a2
(
cos(ak)ii+ jj

)
, (2.120)

Подставляя (2.119), (2.120) в (2.112), получим выражение для суперпотока

Gc =
mc4

2d

∑
r

(∇A)2
(
sin4

ak

2
ii+ jj

)
. (2.121)

Выпишем в явном виде зависимости радиусов от времени. Радиус, перпендику-
лярный направлению движения:

R⊥ =
√

R2
0 + v2⊥t

2, v⊥ = vR. (2.122)

Радиус, сонаправленный с направлением движения:

R∥ =
√
R2

0 + v2∥t
2, v∥ = vR sin2

(
ak

2

)
, (2.123)

где

R0 =

√√√√√
∑
r
A2r2

d
∑
r
A2

, vR =
c2

ω

√√√√√
∑
r
(∇A)2

d
∑
r
A2

. (2.124)
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Таким образом, возмущение деформируется в обоих направлениях, но при лю-
бых k расплывание поперек движения происходит быстрее.

Квадратная решетка. Движение по диагонали

Рассмотрим движение «по диагонали» в плоской квадратной решетке. Со-
ответствующий волновой вектор имеет вид

k = k(i+ j), (2.125)

заметим, что здесьk—немодуль волнового вектора, а его компоненты
(
|k| = k

√
2
)
.

Групповая скорость:

vg = c cos
ak

2
ev, ev =

1√
2
(i+ j). (2.126)

Выражение для тензора T:

T = a2 cos(ak)E, (2.127)

Подставив (2.126), (2.127) в (2.112), получим

Gc =
mc4

2d

∑
r

(∇A)2
(
sin4

ak

2
evev + cos2(ak)(E− evev)

)
. (2.128)

Выпишем в явном виде зависимости радиусов от времени. Радиус, перпендику-
лярный направлению движения:

R⊥ =
√

R2
0 + v2⊥t

2, v⊥ = vR cos(ak). (2.129)

Радиус, сонаправленный с направлением движения:

R∥ =
√
R2

0 + v2∥t
2, v∥ = vR sin2

(
ak

2

)
, (2.130)

гдеR0, vR определены в (2.124). При малых ak расплывание происходит поперек
направления движения. При ak = arccos(1/3) скорости расплывания вдоль и
поперек одинаковы. При больших k расплывание вдоль быстрее, чем поперек.
При ak = π/2 меняется только продольный радиус. В разделе 2.6.2 проводится
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сравненение полученных результатов с численным экспериментом.

Квадратная решетка. Движение в произвольном направлении

Как было сказано выше, в квадратной решетке направления волнового век-
тора и групповой скорости совпадают друг с другом только для длинных волн,
при движении вдоль связи и по диагонали. Тогда и одна из собственных осей
энергетического эллипса тоже совпадает с волновым вектором. В других слу-
чаях все эти направления могут различаться. Формулы для групповой скорости
и тензора суперпотока полностью описывают расположение соответствующих
направлений. Не останавливаясь на этом подробно, приведем иллюстрации для
нескольких случаев волновых векторов.

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Рис. 2.13: Схема расположения волнового вектора k, групповой скорости vg и
эллипса энергии при akx = 3π/4, aky = 3π/8.

На рис. 2.13 для случая akx = 3π/4, aky = 3π/8 показаны волновой век-
тор, вектор групповой скорости, эллипс энергии (показывающий отношения
скорости изменения радиусов) и энергетические радиусы (зеленый цвет). На
рис. 2.14 то же изображено для разных волновых векторов. По осям отложены
компоненты волнового вектора, красными стрелками показаны соответствую-
щие им направления групповых скоростей, синим цветом — эллипсы энергии.
Соблюден масштаб отношений осей элллипсов и длин для векторов групповой
скорости. Видно, что при малых волновых числах эллипс расположен перпен-
дикулярно скорости и вытянут в поперечном направлении, при k → 0 эллипс
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Рис. 2.14: Схема расположения эллипсов энергии и групповых скоростей при
различных значениях волновых векторов. Красным цветом показаны векторы
групповых скоростей.

стремится к отрезку. Это говорит о том, что в направлении движения размер
возмущения не меняется. Для движения вдоль связи видно, как с увеличени-
ем волнового числа увеличивается скорость продольного роста возмущения,
при этом поперечная скорость остается постоянной. Для движения по диагона-
ли сначала поперечная скорость убывает, продольная увеличивается, как было
показано выше, при akx = aky = arccos(1/3) скорости становятся равны. При
akx = aky = π/2 поперечная скорость обращается в ноль, и расплывание проис-
ходит только вдоль движения. Дальше при больших ak меняются оба радиуса,
но сильнее эллипс вытягивается вдоль направления групповой скорости. Для
более сложных (несимметричных) направлений видно, что групповая скорость
не сонаправлена с волновым вектором. Оси эллипсов при этом не совпадают ни
с одним из этих векторов. Более подробное обсуждение таких случаев остается
за рамками данной работы.
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2.6 Дисперсия энергии: сравнение с численным моделирова-
нием

При моделировании мы рассматриваем квадратную сетку из N ×N частиц
с периодическими граничными условиями. Начальные скорости и перемещения
частиц задаются с использованием начальных условий (2.101), (2.102), (2.103).
В качестве огибающей выбрана функция Гаусса:

A(r) = e−
r2

2σ2 , (2.131)

где r
def
= |r| Количество частиц N и характеристика размера возмущения σ

выбираются таким образом, чтобы выполнялось σ ≤ 0, 1Na. Для численного
интегрирования используется метод Верле с шагом по времени dt = 0, 1.

2.6.1 Длинные волны

В данном параграфе описаны результаты моделирования для длинных волн
(ak → 0). Для этого случая теория предсказывает, что изменяться будет только
радиус, перпендикулярный направлению движения. В длинноволновом прибли-
жении квадратную решетку можно считать изотропной.

На рис. 2.15 показан вид возмущения в изометрии (a) и вид сверху (проек-
ция на плоскость xy) (b). Эллипс энергии показан белым цветом. Видно, что
эллипс энергии хорошо описывает форму возмущения и вытягивается поперек
направления движения.

(a) (b)

Рис. 2.15: Вид возмущения и энергетический эллипс

Также можно заметить (рис. 2.16), что гребни волн, которые в начальный
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момент параллельны друг другу, со временем «закругляются» и располагаются
по дуге окружности. С точки зрения кинетической теории это можно объяснить
следующим образом. Начальное возмущение представляет собой набор квази-
частиц (фононов), которые движутся с равными по модулю скоростями, но под
немного различными углами. Разбегание квазичастиц в разных направлениях и
обеспечивает расплывание исходного возмущения. При этом все они движутся с
одной скоростью, поэтому размер возмущения вдоль движения не изменяется, а
фронт волны приобретает форму дуги окружности. Однако, аналитическое опи-
сание этого процесса остается за рамками данной работы. На рис. 2.15 видно,

Рис. 2.16: Изменение формы возмущения со временем

что при движении и расплывании возмущения его амплитуда уменьшается. Это
согласуется с законом сохранения энергии. Но рассматриваемая в настоящей
работе теория этот процесс не описывает.

Движение в разных направлениях

Чтобы оценить влияние решетки на длинноволновое возмущение, сравним
энергетические радиусы для разных направлений волновых векторов. На рис.
(2.17) показана зависимость энергетического радиуса от времени (в безразмер-
ных переменных) для трех возмущений, движущихся по разным направлениям:
вдоль связи, по диагонали и по направлению «шахматного коня» (kx = 2ky).
Модуль волнового вектора во всех случаях равен π/10. Видно, что полученные
зависимости совпадают для всех направлений и хорошо согласуются с анали-
тическим решением. Такая независимость решений от направления движения
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Рис. 2.17: Зависимость энергетического радиуса от времени для разных направ-
лений движения: вдоль связи (зеленая линия), по диагонали (желтая линия),
по направлению шаххматного коня (розовая линия). Аналитическое решение
показано пунктирной линией.

объясняется тем, что в случае достаточно длинных волн структура решетки не
влияет на возмущение, и решетку можно считать изотропной.

Энергетический радиус при разных начальных размерах возмущения

Построим графики для возмущений разных размеров. На рис. 2.18 показана
зависимость безразмерного энергетического радиуса от времени для возмуще-
ний различного размера σ = {20, 40, 80}. Видно, что в безразмерных перемен-
ных (2.99), (2.100) графики для разных σ совпадают. Стоит также отметить, что
возмущение может распространяться довольно долго, и аналитическое реше-
ние при этом остается справедливым. Например, возмущение, соответствующее
σ = 20, за время расчета увеличивается в 8 раз (красная линия).

Энергетический радиус при разных волновых числах

Оценим область применимости полученной континуальной теории. Для это-
го рассмотримдвижение вдоль связи, и будемуменьшать длину волны.На рисун-
ке 2.19 показано, как увеличение волнового числа влияет на решение. Рассмот-
рено движение вдоль связи для akx = {π/8; π/4; 3π/8; π/2}, aky = 0. Видно,
что для длинных волн (akx = π/8) аналитическое решение хорошо согласуется
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Рис. 2.18: Зависимость энергетического радиуса от времени при различных
начальных размерах возмущения: σ = 20 (черная линия), σ = 40 (ззеленая
линия), σ = 80 (красная линия), .

с численным. Но с увеличением волнового числа результаты моделирования все
сильнее отклоняются от аналитической кривой, то есть формула, полученная
для континуальной среды, становится непригодной. Результаты моделирования
для больших волновых чисел (коротких волн) приведены в следующем парагра-
фе.

2.6.2 Короткие волны

В данном параграфе описаны результаты численного моделирования для
больших волновых чисел (коротких волн). Как один из наиболее интересных
случаев, мы рассматриваем движение по диагонали в квадратной решетке. С
одной стороны, этот пример достаточно прост, так как групповая скорость со-
направлена с волновым вектором, и для этого случая удается получить простую
аналитическую завсисимость радиусов от времнеи. Но с другой стороны, такой
пример позволяет продемонстрировать, как длина волнового вектора может
влиять на расположение максимального энергетического радиуса.

Рисунок 2.20 показывает, что при akx = aky < arccos(1/3) поперечная ско-
рость расплывания больше продольной, при akx = aky = arccos(1/3) скорости
равны, при akx = aky > arccos(1/3) расплывание вдоль направления движе-
ния происходит быстрее, чем поперек. Данные результаты точно согласуются с
аналитическим решением, полученным в разделе 2.5.2.
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Рис. 2.19: Зависимость энергетического радиуса от времени при akx = π/8
(зеленая линия), π/4 (красная линия), 3π/8 (синяя линия), π/2 (черная линия).
Черной пунктирной линией покзано аналитическое решение (2.99)

.

2.7 Заключение к главе 2

В данной главе с помощью методов энергетической динамики было исследо-
вано расплывание движущегося локализованного возмущения в многомерной
упругой среде. Аналитические результаты получены для континуальной и для
дискретной сред. Отметим, что континуальное описание можно получить из
дискретного как длинноволновое приближение (предел при волновом числе,
стремящемся к нулю). Однако мы продемонстрировали возможность прямого
получения небходимых энергетических характеристик из уравнений сплошной
среды.

Для описания эволюции формы и размера энергетического сгустка введено
понятие энергетического эллипса. Он определяется через центральный второй
момент распределения энергии и характеризует размеры возмущения в различ-
ных направлениях. В качестве примера локализованного возмущения рассмат-
ривается волновой пакет. Показано, что для непрерывной среды (и для длинных
волн в дискретной среде) расплывание происходит поперек направления движе-
ния. Размер возмущения вдоль направления движения не изменяется. С точки
зрения кинетической теории это можно объяснить тем, что в бездисперсионной
среде все фононы (квазичастицы), совокупностью которых можно представить
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Рис. 2.20: Зависимость поперечного R⊥ (зеленая линия) и продольного R∥ (го-
лубая линия) энергетических радиусов от времени при движении по диагонали
для разных волновых чисел: akx = aky = π/3 (a), akx = aky = arccos(1/3) (b),
akx = aky = 2π/3 (c). Черными линиями показаны соответствующие аналити-
ческие решения.
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волновой пакет, движутся с одной по модулю скоростью, но с небольшим раз-
бросом по направлениям. Поэтому частицы не «отстают» и не «догоняют» друг
друга, сохраняя постоянную ширину возмущения вдоль движения. При этом
отличие в направлениях скоростей частиц приводит к расширению волнового
пакета в поперечном направлении. Численный эксперимент также показывает,
что волновой пакет при движении вытягивается в дугу с центром в началь-
ной точке, что соответствует разбеганию частиц в разные стороны с одной по
модулю скоростью. Однако развитая в настоящей работе теория не описывает
данный процесс.

Для дискретной среды также получен тензор суперпотока, через который
выражаются скорости изменения энергетических радиусов. Но здесь он имеет
более сложный вид, зависящий от структуры кристаллической решетки и от
волнового вектора. Дискретный случай усложняется еще и тем, что волновой
вектор не всегда сонаправлен с групповой скоростью. Например, в квадратной
решетке это выполняется только при малых волновых числах и при волновый
векторах, направленных вдоль межатомной связи или по диагонали [6]. В пре-
деле малых волновых чисел практически отсутствует дисперсия, и мы получаем
то же, что и для континуальной среды. В случае движения вдоль связи волновой
пакет может расплываться в обоих направлениях, но поперечное расплывание
при любых волновых числах происходит быстрее, чем продольное. При движе-
нии по диагонали в квадратной решетке возможны три варианта: при малых
волновых числах поперечный радиус растет быстрее продольного, то есть вли-
яние дисперсии скорости не очень велико. Есть значение волнового числа, при
котором продольная и поперечная скорости расплывания равны, то есть рост
возмущения за счет дисперсии квазичастиц по модулям скоростей совпадает
с его ростом за счет дисперсии по направлениям. В этом случае энергетиче-
ский сгусток растет, но практически не меняет формы. При больших волновых
числах преобладает дисперсия по модулям скоростей, и продольная скорость
оказывается больше поперечной. Теоретические результаты хорошо согласуют-
ся с численным экспериментом.

Дальнейшим развитием данной работы может стать обобщение результатов
на случай неизотропных сред. В этом случае скорости и направления изме-
нения энергетических радиусов будут зависеть и от тензора жесткости. Также
интерес представляет описание более сложных изменений формы возмущения,

66



например «закругления» волнового пакета в случае длинных волн.
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Заключение

В работе рассмотрены две задачи, направленные на изучение нестационар-
ных волновых процессов в дискретных и континуальных средах. В главе получе-
но общее и фундаментальное решения задачи баллистической термоупругости
для нелинейной цепочки в случае теплового удара. Проведено сравнение с ана-
логичными задачами при классической теплопроводности Фурье. Расмотрены
частные случаи начальных тепловых условий: ступенчатый профиль и профиль
в виде синуса с огибающей. Проведены численные эксперименты, моделирую-
щие динамику цепочки, и показано их сравнение с аналитическими решениями.
Подробный обзор результатов, касающихся баллистической термоупругости,
можно найти в заключении к первой главе 1.6.

В главе 1.6 развит подход к описанию распространения локализованного
энергетического возмущения в упругой многомерной среде, основанный на ме-
тодах энергетической динамики [32]. Введено понятие радиусов энергии, ха-
рактеризующих размер возмущения в разных направлениях. Получены форму-
лы, дающие зависимость энергетических радиусов от времени в дискретной и
континуальной среде. Такой подход позволяет описывать движение и эволюцию
формы энергетического сгустка без решения уравнений динамики среды. Обзор
результатов по данной задаче содержится в заключении ко второй главе 2.7.
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ГЛАВА A
Приложения к главе 1

A.1 Континуализация уравнений динамики

A.1.1 Континуализация уравнений динамики

Для перехода к макроскопическим уравнениям необходимо провести кон-
тинуализацию уравнения динамики цепочки. Для этого вычисляется математи-
ческое ожидание от уравнения движения (1.1):

m ⟨vn⟩· = ⟨Fn − Fn−1⟩ . (A.1)

Сопоставим цепочке эквивалентную сплошную среду, положения точек rn ко-
торой в деформированном состоянии определяются следующим образом:

rn = na+ ⟨un⟩ . (A.2)

Введем непрерывные функции u и σ такие, что

u(rn) = ⟨un⟩ , σ(rn) = ⟨Fn⟩ =
〈
Π ′(a+ ϵn)

〉
. (A.3)

Предполагая, что они мало меняются на рассстояниях порядка a, уравнение
динамики можно привести к виду

ρv̇ =
∂σ

∂x
, ρ(rn) =

m

V (rn)
, V (rn) = a+ ϵn. (A.4)

Это уравнение совпадает с уравнением одномерной сплошной среды. Макро-
скопические напряжения и плотность в этой эквивалентной сплошной среде
определяются формулами (A.3), (A.4).

A.1.2 Континуализация уравнений баланса энергии

Дальше проводится континуализация уравнения баланса энергии, позволя-
ющая получить выражения, связывающие тепловой поток в цепочке и тепловую
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энергию с микропараметрами.
Рассмотрим уравнение баланса энергии для частицы. Полная энергия En

частицы n имеет вид

En =
1

2
mv2n +

1

2
(Πn + Πn−1) . (A.5)

Вычисление математического ожидания от производной полной энергии и ее
континуализация приводят к следующему выражению:

⟨En⟩· ≈
V

2

∂

∂x

〈
Fn(vn+1 + vn)

〉
. (A.6)

Определим внутреннюю энергию системы U и ее плотность U :

U = ⟨En⟩ −
m

2
⟨vn⟩2 , U = mU =

m

2

〈
ṽ2n
〉
+
〈
Π (a+ ϵn)

〉
. (A.7)

Тогда уравнение (A.6) можно переписать в виде

ρ
(
⟨vn⟩2 + U

)·
=

∂

∂x

(
1

2

〈
Fn(vn+1 + vn)

〉)
. (A.8)

Подставив соотношения

1

2

〈
Fn(vn+1 + vn)

〉
≈ σ(vn) +

1

2

〈
F̃n(ṽn+1 + ṽn)

〉
,

ρ ⟨v̇n⟩ ⟨vn⟩ =
∂σ

∂x
⟨vn⟩

(A.9)

в (A.8), получим макроскопическое континуальное уравнение баланса энергии:

ρU̇ = σε̇− ∂h

∂x
, h = −1

2

〈
Fn(vn+1 + vn)

〉
. (A.10)

A.1.3 Определяющие соотношения Грюнайзена и Дюамеля-Неймана

Для замыкания системы уравнений (A.4), (A.10) необходимы определяющие
соотношения для напряжений σ и теплового потока h. Определяющие соотно-
шения для напряжений в формеМи-Грюнайзена и Дюамеля-Неймана можно по-
лучить с помощью подхода, предложенного в работе (ссылка?). Основная идея
вывода состоит в том, что напряжения зависят от двух независимых малых ве-
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личин: ⟨ϵn⟩ и ⟨ϵ̃n⟩. Вводится разложение напряжений и внутренней энергии на
холодную и тепловую составляющие:

σ =
〈
Π ′(V + ϵ̃n)

〉
= σ0 + σT ,

σ0 = Π ′(V ), σT = σ − σ0,
(A.11)

U = U0 + UT , UT = U − U0, U0 = Π (V ). (A.12)

Тепловые составляющие раскладываются в ряд по малому параметру ⟨ϵ̃n⟩.
Также учитывается предположение о равенстве потенциальной и кинетической
составляющих внутренней энергии. Исключение параметра из формул для на-
пряжений и тепловой энергии позволяет получить уравнения состояния вформе
Ми-Грюнайзена:

σ0 = Π ′(V ), σT = −Γ (V )

V
UT , Γ = −VΠ ′′′(V )

2Π ′′(V )
, (A.13)

где Γ (V ) — коэффициент Грюнайзена. Можно показать, что в случае малых
деформаций и температур определяющее уравнение (A.13) принимает форму
уравнения Дюамеля-Неймана. Используя определение кинетической темпера-
туры и равенство кинетической и потенциальной составляющих тепловой энер-
гии, получим

kBT = m
〈
ṽ2n
〉
, UT = cV T, cV =

kB
m

. (A.14)

Рассматривая малые деформации ε =
∂u

∂x
≪ 1 и считая, что Π ′(a) = 0, раскла-

дывая выражения для холодной и тепловой составляющих напряжений по ε и
используя (A.14), получим

σ = E(ε− βT ), β =
Γ (a)cV ρ

E
, (A.15)

где β — коэффициент теплового расширения.
Объединяя (A.4) и (A.15), получаем уравнение, описывающее макроскопи-

ческое поведение цепочки:

ü = c2s(u
′′ − βT ′). (A.16)
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A.2 Вывод общего решения задачи термоупругости

A.2.1 Общее решение при произвольной групповой скорости

Решение задачи (1.7) с начальными условиями (1.9) можно найти с помощью
формулы Даламбера:

u(x, t) = −βcs
2

t∫
0

x+cs(t−τ)∫
x−cs(t−τ)

(T ′(y, τ)) dy dτ. (A.17)

Подстановка выражения для температуры (1.8) и интегрирование по коор-
динате приводит к следующей формуле для перемещений:

u(x, t) = −βcs
4π

2π∫
0

t∫
0

[
T0

(
x+ cs(t− τ) + vg(p)τ

)
−

− T0

(
x− cs(t− τ) + vg(p)τ

) ]
dτ dp.

(A.18)

A.3 Общее решение для цепочки с взаимодействием ближай-
ших соседей

В работе [39] для начальных условий

T0(x) = Tb +∆T sin qx, (A.19)

было получено следующее решение для перемещений:

u(x, t) = −β∆T

q
ωtJ1(ωt) cos qx, (A.20)

где ω = qcs, J1 — функция Бесселя первого рода. Разложим произвольную
функцию T0(x) в интеграл Фурье

T0(x) =

∞∫
0

(
a(k) cos kx+ b(k) sin kx

)
dk, (A.21)
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где a(k), b(k)— коэффиценты Фурье

a(k) =
1

π

∞∫
−∞

T0(x) cos kx dx,

b(k) =
1

π

∞∫
−∞

T0(x) sin kx dx.

(A.22)

Переход от ряда к интегралу в решении для периодической T0(x) дает

u(x, t) = βcst

∞∫
0

J1(cskt)
(
a(k) sin kx− b(k) cos kx

)
dk. (A.23)

Подставив (A.22) в (A.23) и изменив порядок интегрирования, получим

u(x, t) =
βcst

π

∞∫
−∞

T0(y)

 ∞∫
0

J1(cskt)

(
cos ky sin kx− sin ky cos kx) dk

)
dy =

(A.24)

=
βcst

π

∞∫
−∞

T0(y)

 ∞∫
0

J1(cskt) sin k(x− y) dk

 dy. (A.25)

Интегрирование по k в (A.24) дает

u(x, t) =
βcst

π

∞∫
−∞

T0(y)
x− y

cst
√

(cst)
2 − (x− y)2

×

×H

(
1−

∣∣∣∣x− y

cst

∣∣∣∣) dy.

(A.26)

Замена (x− y)/cs = τ приводит к следующему выражению для перемещений:

u(x, t) =
βcs
π

t∫
−t

T0(x− csτ)
τ√

t2 − τ 2
dτ. (A.27)
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Интегрирование (A.27) по частям дает еще одно выражение для поля переме-
щений:

u(x, t) = −βc2s
π

t∫
−t

T ′
0(x− csτ)

√
t2 − τ 2 dτ. (A.28)

Общее решение для деформаций можно выразить через производную началь-
ного профиля температуры:

ε(x, t) =
βcs
π

t∫
−t

T ′
0(x− csτ)

τ√
t2 − τ 2

dτ. (A.29)

Интегрирование по частям в дает выражение для деформаций через вторую
производную начального профиля температуры:

ε(x, t) = −βc2s
π

t∫
−t

T ′′
0 (x− csτ)

√
t2 − τ 2 dτ. (A.30)

Видно, что если T ′′
0 (x) = 0, то деформаций в цепочке не возникает, и поле

перемещений однородно.

A.4 Классическая термоупругость

В данном параграфе рассматривается одномерная задача классической тер-
моупругости, т.е. для описания эволюции температуры используется уравнение
теплопроводности Фурье:

ü = c2s(u
′′ − βT ′), Ṫ − κ2T ′′ = 0, (A.31)

где β - коэффициент теплового расширения, κ2 — коэффициент температуро-
проводности, T (x, t), u(x, t)— поля температуры и перемещений. Эту систему
уравнений можно привести к безразмерному виду

¨̄u− ū′′ = −T̄ ′, ˙̄T − T̄ ′′ = 0, (A.32)
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где точкой обозначены производные по безразмерному времени t̄, штрихом —
производные по безразмерной координате x̄,

t̄ = t/τ, x̄ = x/l, ū = u/a, T̄ = T/b, (A.33)

τ = κ2/c2s, l = κ2/cs, a = βκ2b/cs, (A.34)

масштаб b выбирается в зависимости от начальных условий.

A.4.1 Фундаментальное решение

Рассмотрим начальные условия

T0(x) = Aδ(x). (A.35)

Константа A здесь имеет размерность K · m, поэтому в качестве масштаба
температуры для безразмерного уравнения выберем b = A/l = Acs/κ

2, тогда
масштаб перемещений будет иметь вид a = Aβ. Используя свойство дельта-
функции

δ(lx̄) =
1

l
δ (x̄) , (A.36)

преобразуем начальное условие к безразмерному виду

T0(x) = Aδ(lx̄) =
A

l
δ(x̄). (A.37)

Тогда начальные условия для безразмерной температуры:

T̄0(x̄) = δ(x̄). (A.38)

Фундаментальное решение уравнения теплопроводности имеет вид

T (x, t) =
1

2
√
πt

e−
x2

4t . (A.39)

Здесь и далее в этом параграфе считаем все переменные безразмерными, чер-
точки над буквами не пишем. Решение волнового уравнения (A.31) найдем с
помощью формулы Даламбера. Получим следующее выражение для перемеще-
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ний:

u(x, t) =
1

4
√
π

t∫
0

1√
τ

(
e−

(t−τ−x)2

4τ − e−
(t−τ+x)2

4τ

)
dτ. (A.40)

Максимальное значение перемещений достигается в точке x = t. В пределе
при t → ∞ функция u(t, t) стремится к постоянной 1/2, т.е. данная постановка
задачи дает ограниченные перемещения.

A.4.2 Ступенчатое начальное распределение

Решение уравнений (A.31) при начальных условиях

T (x, 0) = Tb +∆TH(x), (A.41)

где H(x) - функция Хевисайда. Константа ∆T здесь имеет размерность темпе-
ратуры, поэтому выберем ее в качестве масштаба температуры для безразмер-
ного уравнения: положим b = ∆T , тогда масштаб перемещений a = βκ2∆T/cs.
Начальные условия для безразмерной температуры:

T̄ (x̄, 0) =
Tb

∆T
+H(x̄). (A.42)

Дальше считаем все переменные безразмерными Решение можно получить
через свертку начальных условий с фундаментальным решением:

u(x, t) =
1

4
√
π

∞∫
0

t∫
0

1√
τ

(
e−

(t−τ−x+y)2

4τ − e−
(t−τ+x+y)2

4τ

)
dτ dy. (A.43)

Вычисление интеграла (A.58) по y приводит к следующему выражению для
перемещений:

u(x, t) =
1

4

t∫
0

(
erf

τ − t+ x

2
√
τ

− erf
t− τ + x

2
√
τ

)
dτ. (A.44)

Вычислив этот интеграл при x = 0, получим

u(0, t) = −1

2

(
2
√
t√
π

+
(
1− et + eterf

√
t
)
+ t

)
. (A.45)
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При больших временах перемещение в точке x = 0 растет линейно:

u(0, t) ≈ −1

2
t. (A.46)

A.4.3 Синус

Рассмотрим начальные условия

T0(x) = Tb +∆T sin qx. (A.47)

Выбереммасштаб температуры b = ∆T , масштабперемещенийa = βκ2∆T/cs,
безразмерный волновой вектор: q̄ = ql. Тогда начальные условия можно запи-
сать в безразмерном виде

T̄0(x) =
Tb

∆T
+ sin q̄x̄. (A.48)

Дальше черточки не пишем, считаем все параметры безразмерными. Реше-
ния уравнений (A.31) для температуры и перемещений имеют вид

T (x, t) =
Tb

∆T
+ e−q2t sin(qx), (A.49)

u(x, t) = A(t) cos(qx),

A(t) = −e−q2t + q sin (qt)− cos (qt)

q3 + q
.

(A.50)

Поле перемещений остается синусоидальным, его амплитуда зависит от вре-
мени. Найдем зависимость механической энергии от времени. Безразмерная
энергия: Ē = E/(Eβ2∆T 2), где E — модуль Юнга.

Выражение для механической энергии (все величины безразмерные)

E(t) = q

4π

2π/q∫
0

(u̇2 + u′2) dx =
1 + e−2qt − 2e−qt cos(qt)

4(q2 + 1)
. (A.51)

Заметим, что q̄t̄ = qlt/τ = qcst = ωt, где ω = qcs.
Со временем безразмерная механическая энергия стремится к значению

1
4(q2+1) . Коэффициент температуропроводности можно выразить через другие
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параметры: κ = κ
Cpρ

, где κ — коэффициент теплопроводности. В размерном
виде:

E(∞) =
Eβ2∆T 2

4 (q2κ4/c2s + 1)
=

E2β2∆T 2

4 (q2κ4ρ+ E)
=

E2β2∆T 2C4
pρ

3

4
(
q2κ4 + EC4

pρ
3
) . (A.52)

Найдем, как относитсямеханическая энергия к начальной тепловой энергии.
Тепловую энергию найдем по формуле

ET =
q

2π

2π/q∫
0

ρCV T (x) dx = ρCV Tb, (A.53)

где CV — удельная теплоемкость материала. Тогда отношение энергий:

E
ET

=
E2β2C4

pρ
2

4CV (q2κ4 + EC4
pρ

3)
Tb

(
∆T

Tb

)2

(A.54)

или
E
ET

= KTb

(
∆T

Tb

)2

, (A.55)

гдеK определяется параметрами материала. Для арсенита галлияK ≈ 2 · 10−6,
для стали K ≈ 1 · 10−5 (при нормальных условиях).

A.4.4 Синус с огибающей

Рассмотрим безразмерные начальные условия

T0(x) = e−
x2

2s2 sin kx, (A.56)

где x — безразмерная координата, k, s— безразмерные константы:

k = ql, s = σ/l. (A.57)

Решение получим через свертку начальных условий с фундаментальным
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решением:

u(x, t) =
1

4
√
π

∞∫
−∞

t∫
0

1√
τ

(
e−

(t−τ−x+y)2

4τ − e−
(t−τ+x+y)2

4τ

)
e−

y2

2s2 sin ky dτ dy.

(A.58)

A.5 Вывод приближенного решения для синуса с огибающей

Для нечетной функции T0(x) перемещения можно найти по формуле (см.
приложение A.2)

u(x, t) = −βcst

∞∫
0

J1 (cskt) b(k) cos kx dk. (A.59)

где b(k) - коэффиценты Фурье разложения функции T0(x)− Tb:

T0(x)− Tb =

∞∫
0

b(k) sin kx dk, (A.60)

b(k) =
1

π

∞∫
−∞

T0(x) sin kx dx. (A.61)

Найдем коэффициенты разложения начальной температуры (1.50) в инте-
грал Фурье:

b(k) =
∆Tσ√
2π

[
e−

σ2(k−q)2

2 + e−
σ2(k+q)2

2

]
. (A.62)

Если qσ ≫ 1 (то есть под огибающей помещается много длин волн), то второе
слагаемое мало, и приближенно выполняется

b(k) ≈ ∆Tσ√
2π

e−
σ2(k−q)2

2 . (A.63)

Введем обозначение

b̃(ε) =
∆Tσ√
2π

e−
σ2ε2

2 , ε = k − q. (A.64)

Рассматривая достаточно большие времена, можем использовать асимпто-
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тическое выражение для функции Бесселя:

J1(kcst) ∼ B(kcst) sin
(
kcst−

π

4

)
,

B(kcst) =

√
2

πkcst
.

(A.65)

Подставим (A.63), (A.65) в (A.59):

u(x, t) = −βcst

∞∫
0

b(k)B(kcst) sin
(
kcst−

π

4

)
cos kx dk. (A.66)

Учитывая, что коэффициенты a(k) сосредоточены вблизи k = q, вынесем
монотонно меняющуюся с ростом k функциюB(kcst) за знак интеграла в точке
k = q. Произведение синусов преобразуем в разность косинусов

u(x, t) =
βcst

2
B(qcst)

∞∫
0

b(k)

(
sin
[
k(x− cst) +

π

4

]
−

− sin
[
k(x+ cst)−

π

4

])
dk.

(A.67)

Рассмотрим первый интеграл в (A.67), обозначив x− cst = z:

∞∫
0

b(k) sin
[
kz +

π

4

]
dk =

∞∫
−q

b̃(ε) sin
[
εz + qz +

π

4

]
dε =

= sin
(
qz +

π

4

) ∞∫
−q

b̃(ε) cos(εz) dε+

+ cos
(
qz +

π

4

) ∞∫
−q

b̃(ε) sin(εz) dε.

(A.68)

Поскольку b̃(ε) быстро убывает с ростом |ε|, можно считать нижние пределы
равными −∞, тогда интеграл с синусом в (A.68) обращается в нуль, а второй
можно вычислить, и он равен A(z):

∞∫
−∞

b̃(ε) cos(εz) dε = ∆Te−
z2

2σ2 = A(z). (A.69)
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Преобразовав таким же образом второе слагаемое в (A.67) и подставив туда
выражение для B(qcst) (A.65), получим

u(x, t) =
β
√
cst√

2πq

[
A(x− cst) sin

(
q(x− cst) +

π

4

)
−

− A(x+ cst) sin
(
q(x+ cst)−

π

4

)]
.

(A.70)

Аналогичные рассуждения позволяют получить и приближенное решение
для температуры. Оно при начальных условиях (1.50) выражается следующим
образом:

T (x, t) = Tb +

∫ ∞

0

b(k)J0(kcst) sin(kx) dk, (A.71)

где a(k) — коэффициенты (A.63) разложения функции T0(x) − Tb в интеграл
Фурье. Дальше по аналогии с решением для перемещений получим

T (x, t) = Tb +
1√

2πqcst

[
A(x+ cst) cos

(
q(x+ cst) +

π

4

)
−

− A(x− cst) cos
(
q(x− cst)−

π

4

)]
.

(A.72)

A.6 Обезразмеривание уравнения движения для нелинейной
цепочки

Рассмотрим уравнение динамики цепочки

mün = k1
[
(un+1 − un)− (un − un−1)

]
+

+ k2
[
(un+1 − un)

2 − (un − un−1)
2
] (A.73)

с начальными условиями

un(0) = 0,

u̇n(0) =

√
2kB
m

(
Tb +∆Tf(n)

)
.

(A.74)
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Введем безразмерные переменные

ū =
u

ξ
, t̄ =

t

τ
, (A.75)

где
ξ =

k1
k2
, τ =

√
m

k1
. (A.76)

Тогда уравнение (A.73) примет вид

¨̄un =
[
(ūn+1 − ūn)− (ūn − ūn−1)

]
+

+
[
(ūn+1 − ūn)

2 − (ūn − ūn−1)
2
] (A.77)

где точкой обозначена производная по безразмерной координате t̄. Начальные
условия преобразуются к виду:

ū(0) = 0,

˙̄u(0) =
k2

k
3/2
1

√
2kBTb

(
1 +

∆T

Tb
f(n)

)
.

(A.78)

В итоге в задаче осталось два безразмерных параметра:

k2
√
kBTb

k
3/2
1

,
∆T

Tb
. (A.79)

Для цепочки α-FPU коэффициенты в уравнении движения (A.73):

k1 = C, k2 = α. (A.80)

Для цепочки Леннарда-Джонса аналогичные коэффициенты получаются при
разложении силы Леннарда-Джонса в ряд вблизи положения равновесия:

k1 =
72D

a2
, k2 = −756D

a3
, (A.81)

где a — равновесное расстояние между частицами, D — энергия связи.
Приравняем значения безразмерных праметров для двух цепочек, и получим
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условия, при которых влияние нелинейности в цепочках будет одинаковым:

∆T (α)

T
(α)
b

=
∆T (LJ)

T
(LJ)
b

,
α

√
kBT

(α)
b

C3/2
= − 7

4
√
2

√
kBT

(LJ)
b

D
. (A.82)

Можно переписать это в виде

∆T (α)

T
(α)
b

=
∆T (LJ)

T
(LJ)
b

,
αa

C

√
kBT

(α)
b

Ca2
= − 7

4
√
2

√
kBT

(LJ)
b

D
. (A.83)

Таким образом, для цепочки α-FPU нелинейность характеризуется двумя без-
размерными параметрамиαa/C и

√
kBT

(α)
b /Ca2, а для цепочкиЛеннардаДжон-

са — одним параметром
√
kBT

(LJ)
b /D
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ГЛАВА B
Приложения к главе 2

B.1 Вывод общих формул для дискретной среды

B.1.1 Суперпоток

Второй момент распределения энергии:

M2 =
∑
r

ϵrrr. (B.1)

Найдем производную второго момента

Ṁ2 =
∑
r

ϵ̇rr = (B.2)

=
1

2

∑
r, α

rrCα(uα − u)(vα + v) = ... (B.3)

=
1

4

∑
r, α

[aαr+ raα]Cα(u− uα)(vα + v). (B.4)

Вторую производную второго момента можно представить в виде:

M̈2 =
∑
r, α

Cα

m
aαaα(κ− π) +

1

2

∑
r, α, β

CαCβ

m
aαβuαuβ = (B.5)

=
∑
r, α

Cα

m
aαaα(κ− π) +

1

2

∑
r, α, β

CαCβ

m
aαaβ(uα − u)(uβ − u), (B.6)

где κr, πr — локальные кинетическая и потенциальная энергии.

89



B.2 Вывод общих формул для континуальной среды

B.2.1 Поток

Первый момент распределения энергии:

M1 =

∫
r

ϵ(r)r dV(r). (B.7)

Подставим (2.78) в (B.7) и найдем производную по времени

Ṁ1 = C

∫
r

∇ · (v∇u)r dV(r). (B.8)

Используя тождество

∇ · (ab) = ∇ · ab+ a · b∇, (B.9)

равенство r∇ = E и то, что для локализованного возмущения выполняется∫
r

∇ · (v∇ur) dV(r) = 0, (B.10)

получим выражение для потока энергии

h = Ṁ1 = C

∫
r

v∇u dV(r). (B.11)

B.2.2 Суперпоток

Второй момент распределения энергии:

M2 =

∫
r

ϵ(r)rr dV(r). (B.12)

Подставим в (B.12) выражение для энергии (2.78) и найдем производные второго
момента.

Ṁ2 =

∫
r

ϵ̇(r)rr dV(r) = C

∫
r

∇ · (v∇u)rr dV(r). (B.13)
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Преобразуем полученное выражение, используя тождество

∇ · (bA) = (∇ · b)A+ b · ∇A, (B.14)

где b — вектор,A — тензор второго ранга. Тогда∫
r

∇ · bA dV(r) =

∫
r

∇ · (bA) dV(r)−
∫
r

b · (∇A) dV(r). (B.15)

Полагая A = rr, b = v∇u и учитывая, что ∇r = E, а для локализованного
возмущения ∫

r

∇ · (v∇u rr) dV(r) = 0, (B.16)

получим ∫
r

b · ∇(rr) dV(r) =

∫
r

(br+ rb) dV(r). (B.17)

Таким образом,
Ṁ2 = −C

∫
r

v (∇ur+ r∇u) dV(r). (B.18)

Найдем вторую производную второго момента. Преобразуем первое слагаемое
в (B.18) с использованием уравнения динамики:

M̈
(1)
2 = −C

∫
r

(v∇u)· r dV(r) =

= −C

ρ

∫
r

∇ ·
(
C∇u∇u+ (κ(r)− π(r))E

)
r dV(r).

(B.19)

Чтобы избавиться от r под знаком интеграла, будем использовать тождество

∇ · (Ar) = (∇ ·A) r+AT · r. (B.20)

Считая, что AT = A = C∇u∇u+
(
κ(r)− π(r)

)
E, преобразуем (B.19):

M̈
(1)
2 = −C

ρ

∫
r

(∇ ·A)r dV(r) =

= −C

ρ

∫
r

∇ · (Ar) dV(r) +
C

ρ

∫
r

A · (∇r) dV(r).

(B.21)
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Учитывая, что для локализованного возмущения первый интеграл в сумме B.21
равен нулю, а ∇r = E, получим:

M̈
(1)
2 = M̈

(2)
2 =

C

ρ

∫
r

(
C∇u∇u+

(
κ(r)− π(r)

)
E
)

dV(r). (B.22)

Таким образом, получили выражение для суперпотока:

G =
1

2
M̈ =

1

2

(
M̈

(1)
2 + M̈

(2)
2

)
=

= c2C

∫
r

∇u∇u dV(r) + c2LE,

(B.23)

где L — полный лагранжиан, c =
√

C/ρ— скорость звука в среде.

B.3 Выводформул для волнового пакета в континуальной сре-
де

B.3.1 Про начальные условия

Зададим начальные условия так, чтобы локальный лагранжиан в каждой
точке был малой величиной порядка (∇A)2.

Подставим (2.87), (1.32) в (2.81) и получим локальную потенциальную энер-
гию

π =
C

2

(
(Ak)2 sin2 θ0 + 2Ak · ∇A sin θ0 cos θ0 + (∇A)2 cos2 θ0

)
(B.24)

и локальную кинетическую энергию:

κ =
ρ

2

(
(Aω)2 sin2 θ0 − 2AȦω sin θ0 cos θ0 + Ȧ2 cos2 θ0

)
. (B.25)

Учитывая дисперсионное соотношение ω = ck, c =
√

C/ρ, получим выражение
для локального лагранжиана

λ = κ− π =

=
ρ

2

(
2A(ωȦ+ c2k · ∇A) sin θ0 cos θ0 +

(
Ȧ2 − c2(∇A)2

)
cos2 θ0

)
.

(B.26)
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Потребуем, чтобы слагаемое первого порядка в (B.26) было равно нулю. Тогда
получим следующее условие для Ȧ:

ωȦ+ c2k · ∇A = 0 ⇒ Ȧ = −c2

ω
k · ∇A = − ω

k2
k · ∇A. (B.27)

B.3.2 Энергия

Найдем полную энергию по формуле (2.77), используя начальные условия
(2.87). Потенциальная энергия:

Π =
C

2

∫
r

(
(Ak)2 sin2 θ0 + (∇A)2 cos2 θ0 + 2Ak · ∇A sin θ0 cos θ0

)
dV(r)

(B.28)
Заменив при интегрировании по пространству sin2 θ, cos2 θ на среднее значение
1/2, sin θ cos θ — на 0, получим

Π =
C

4

∫
r

(
(Ak)2 + (∇A)2

)
dV(r). (B.29)

Аналогично найдем кинетическую энергию:

K =
ρ

4

∫
r

(
(Aω)2 + (ωk)2(i · ∇A)2

)
dV(r), (B.30)

где i = k/k — единичный вектор, сонаправленный с волновым вектором. Инте-
грал во втором слагаемом в (B.30) можно преобразовать:∫

r

(i · ∇A)2 dV(r) = ii · ·
∫
r

∇A∇A dV(r). (B.31)

Пользуясь осесимметричностью начальной огибающей A, найдем полученный
интеграл: ∫

r

∇A∇A dV(r) = δE, (B.32)

где E — единичный тензор, δ — коэффициент пропорциональности, который
можно найти, взяв след от (B.32):∫

r

(∇A)2 dV(r) = δd ⇒ δ =
1

d

∫
r

(∇A)2 dV(r), (B.33)

93



где d— размерность пространства. Учитывая, что ω = ck, c =
√

C/ρ, получим

K =
C

4

∫
r

(
(Ak)2 +

1

d
(∇A)2

)
dV(r). (B.34)

Тогда полная энергия

E =
C

2

∫
r

(Ak)2 dV(r) +
C(1 + d)

4d

∫
r

(∇A)2 dV(r). (B.35)

Полный начальный лагранжиан:

L0 =
C(1− d)

4d

∫
r

(∇A)2 dV(r). (B.36)

B.3.3 Поток

Поток для произвольного возмущения можно найти по формуле

h = C

∫
r

v∇u dV(r). (B.37)

Поток сохраняется, поэтому вычислим его по начальным значениям скоростей
и перемещений. Подставив (2.87) в (B.37), заменяя квадраты синуса и косинуса
на средние значения 1/2 и используя преобразование (B.32), получим

h =
cC

2

∫
r

(
(Ak)2 +

1

d
(∇A)2

)
dV(r) i. (B.38)

Учитывая выражение для энергии (2.88), преобразуем поток к виду

h = cEi+
Cc(1− d)

4d

∫
r

(∇A)2 dV(r) i. (B.39)

Также для вычисления центрального суперпотока потребуется произведение
hh/E, которое с точностью до малых второго порядка равно

hh

E
= c2E ii+

c2C(1− d)

2d

∫
r

(∇A)2 dV(r) ii. (B.40)
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B.3.4 Суперпоток

Суперпоток может быть представлен в виде

G = c2C

∫
r

∇u∇u dV(r) + c2LE, (B.41)

где L — глобальный лагранжиан. Считая, что L = 0, найдем суперпоток для
возмущения в виде волнового пакета, подставив (2.87) в (B.41). При интегриро-
вании заменяем sin2 θ, cos2 θ на 1/2, произведение sin θ cos θ — на 0:

G =
C

2

∫
r

(
(Ak)2ii+∇A∇A

)
dV(r), (B.42)

где i = k/|k| — единичный вектор, сонаправленный с волновым вектором.
Подставляя (B.32) с учетом (B.33) в (B.42), получим

G =
C

2

∫
r

(
(Ak)2ii+

(∇A)2

d
E

)
dV(r). (B.43)

Учитывая выражение для энергии (2.88) и равенство лагранжиана нулю, супер-
поток (B.43) можно преобразовать к виду:

G = c2Eii+
C

2d

∫
r

(∇A)2 dV(r)(E− d ii). (B.44)

B.3.5 Начальный момент и его производная

Найдем начальное значение тензораM0. Будем считать для простоты, что в
начальный момент rc = 0

M0 =

∫
r

ϵ(r)rr dV(r) =

=
C

2

∫
r

(
k2A2 +

1

2
(∇A)2 + 1

2d
(∇A)2

)
rr dV(r).

(B.45)

Теперь найдем значение Ṁ0. ПродифференцируемM0:

Ṁ0 =

∫
r

ϵ̇(r) rr dV(r). (B.46)
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Подставляя (2.78) в (B.46) и пренебрегая величинами третьего порядка малости,
получим

Ṁ0 = 2C

∫
r

∇u · ∇vrr dV(r). (B.47)

Подставим сюда начальные условия (2.87), заменим множители sin2 θ, cos2 θ на
1/2, sin θ cos θ — на 0:

Ṁ0 = C

∫
r

k2A∇A · i rr dV(r). (B.48)

Градиент∇A симметричной A(r) будет антисимметричной функцией, поэтому

Ṁ0 = 0. (B.49)

B.4 Вывод формул для волнового пакета в дискретной среде

B.4.1 Дисперсионное соотношение и групповая скорость

Дисперсионное соотношение

ω2 = ω2
0

∑
α

(
1− cos(k · aα)

)
, ω0 =

√
C

m
. (B.50)

Групповая скорость

vg =
dω

dk
=

ω2
0

2ω

∑
α

aα sin(k · aα). (B.51)

B.4.2 Начальные условия

Предположим, что решение для перемещений имеет вид

u(r, t) ≈ A(|r− vgt|) sin(k · r− ωt). (B.52)

Скорость:

v(r, t) = u̇(r, t) ≈ −A(|r− vgt|)ω cos(k · r− ωt)

−∇A(|r− vgt|) · vg sin(k · r− ωt).
(B.53)
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Тогда начальные условия

u(r, 0) = A(r) sin θ,

v(r, 0) = −A(r)ω cos θ −∇A(r) · vg sin θ, θ = k · r.
(B.54)

B.4.3 Вспомогательные выражения

Дальше используются обозначения

u = u(r), v = v(r), A = A(r),

uα = u(r+ aα), vα = v(r+ aα), Aα = A(r+ aα)
(B.55)

Перемещение соседней частицы

uα = Aα sin(θ + k · aα) =

= Aα[sin θ cos(k · aα) + cos θ sin(k · aα)],
(B.56)

Разложение медленно меняющейся функций Aα в ряд:

Aα = A+ aα · ∇A+
1

2
aαaα · ·∇∇A. (B.57)

B.4.4 Энергия

Найдем кинетическую и потенциальную энергии возмущения по начальным
условиям (2.103). Кинетическая энергия

K =
m

2

∑
r

v2 =
m

4

∑
r

(
(Aω)2 + (∇A · vg)

2
)
. (B.58)

При суммировании по пространству sin2 θ, cos2 θ заменяется на среднее значе-
ние 1/2, sin θ cos θ — на 0. Учитывая также соотношение

∑
r

∇A∇A =
1

d

∑
r

(∇A)2E, (B.59)

97



где d — размерность пространства, получим

K =
mω2

4

∑
r

A2 +
mv2

g

4d

∑
r

(∇A)2. (B.60)

Потенциальная энергия

Π =
C

4

∑
r, α

(uα − u)2 =

=
C

8

∑
r, α

(
A2

α + A2 − 2AAα cos(k · aα)
)
=

=
C

4

∑
r, α

(
A2 − AAα cos(k · aα)

)
.

(B.61)

Далее используем (B.57), (B.59) и соотношение∑
r

A∇∇A = −
∑
r

∇A∇A, (B.62)

которое выполняется, т.к. для локализованного возмущения

0 =
∑
r

∇ · (EA∇A) =
∑
r

∇(A∇A) =

=
∑
r

∇A∇A+
∑
r

A∇∇A.
(B.63)

Получаем

Π =
C

4

(∑
r, α

A2(1− cos(k · aα))+

+
1

2d

∑
r, α

a2α cos(k · aα)(∇A)2 =

=
Cω2

4ω2
0

∑
r

A2 +
Ca2

8d

(∑
α

cos(k · aα)

)∑
r

(∇A)2 =

=
mω2

4

∑
r

A2 +
Ca2

8d

(∑
α

cos(k · aα)

)∑
r

(∇A)2

(B.64)

где a — расстояние между частицами. Полученное выражение также можно
представить в виде
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Π =
mω2

4

∑
r

A2 +
C

4d
T
∑
r

(∇A)2,

T = trT, T =
1

2

∑
α

aαaα cos(k · aα)
(B.65)

Полная энергия

E = K + Π =

=
mω2

2

∑
r

A2 +
mv2

g

4d

∑
r

(∇A)2 + C

4d
T
∑
r

(∇A)2
(B.66)

Глобальный лагранжиан (в начальный момент времени)

L = K − Π =

=
mv2

g

4d

∑
r

(∇A)2 − C

4d
T
∑
r

(∇A)2.
(B.67)

B.4.5 Поток

Найдем выражение для глобального потока по начальным перемещениям и
скоростям

h =
C

2

∑
r, α

aαuvα = −C

2

∑
r, α

aαuαv =

=
C

4

∑
r, α

aαAα

(
Aω sin(k · aα) +∇A · vg cos(k · aα)

)
=

=
Cω

4

∑
r, α

aαA
2 sin(k · aα)+

+
Cω

8

∑
r, α

Aaαaαaα · ·∇∇A sin(k · aα)+

+
C

4

∑
r, α

aα(aα · ∇A)(vg · ∇A) cos(k · aα).

(B.68)

Учтем выражение для групповой скорости (2.102), тождества (B.59),(B.62) и
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преобразуем (B.68) к виду

h =
mω2vg

2

∑
r

A2 − mω2a2vg

4d

∑
r

(∇A)2+

+
C

2d
vg ·T

∑
r

(∇A)2
(B.69)

Выделим в выражении для потока слагаемое vgE, используя полученное
выше выражение для энергии

h = vgE − mω2a2

4d

∑
r

(∇A)2vg −
mv2

g

4

∑
r

(∇A)2vg−

−C

4d
T
∑
r

(∇A)2vg +
C

4d
vg ·T

∑
r

(∇A)2
(B.70)

B.4.6 Суперпоток

Найдем выражение для суперпотока, предполагая, что глобальный лагран-
жиан равен нулю.

G =
C2

4m

∑
r, α, β

aαaβuαuβ =

=
C2

8m

∑
r, α, β

aαaβAαAβ(cos(k · aα) cos(k · aβ)+

+ sin(k · aα) sin(k · aβ)) =

=
C2

8m

∑
r, α, β

aαaβ(A+ aα · ∇A+
1

2
aαaα · ∇∇A)

(A+ aβ · ∇A+
1

2
aβaβ · ∇∇A)

(cos(k · aα) cos(k · aβ) + sin(k · aα) sin(k · aβ)).

(B.71)
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Упростим:

G =
C2

8m

∑
r, α, β

aαaβA
2 sin(k · aα) sin(k · aβ)+

+
C2

8m

∑
r, α, β

aαaβ
1

2
Aaβaβ · ·∇∇A sin(k · aα) sin(k · aβ)+

+
C2

8m

∑
r, α, β

aαaβ
1

2
Aaαaα · ·∇∇A sin(k · aα) sin(k · aβ)+

+
C2

8m

∑
r, α, β

aαaβ(aα · ∇A)(aβ · ∇A) cos(k · aα) cos(k · aβ)

(B.72)

Учтем выражение для групповой скорости и тензора T

G =
C2

8m

4ω2

ω4
0

∑
r

A2vgvg −
C2

8m

4ω2a2

dω4
0

∑
r

(∇A)2vgvg+

+
C2

2md
T ·T

∑
r

(∇A)2
(B.73)

Еще упростим

G =
mω2

2

∑
r

A2vgvg −
mω2a2

2d

∑
r

(∇A)2vgvg+

+
C2

2md
T ·T

∑
r

(∇A)2
(B.74)

Выделим слагаемое Evgvg, считая, что E = 2Π

G = Evgvg +
C2

2md
T ·T

∑
r

(∇A)2−

−mω2a2

2d

∑
r

(∇A)2vgvg −
CT

2d

∑
r

(∇A)2vgvg.
(B.75)

Найдем центральный суперпоток по формуле

Gc = G− hh

E
. (B.76)
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Пренебрегая слагаемыми выше второго порядка малости, получим

Gc =
C2

2md
T ·T

∑
r

(∇A)2 +
mv2

g

2d

∑
r

(∇A)2vgvg−

−C

d
vgvg ·T

∑
r

(∇A)2,
(B.77)

или

Gc =
1

2d

∑
r

(∇A)2
(
C2

m
T ·T+mv2

gvgvg − 2Cvgvg ·T
)

(B.78)

где
T =

1

2

∑
α

aαaα cos(k · aα). (B.79)
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