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РЕФЕРАТ

На 34 с., 13 рисунков

ГАРМОНИЧЕСКИЙКРИСТАЛЛ,ТЕОРИЯФУНКЦИОНАЛАПЛОТНОСТИ,
УГЛЕРОДНАЯ ЦЕПОЧКА, ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТВЕРДЫХ ТЕ-
ЛАХ С КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ СТРУКТУРОЙ

Работа посвящена исследованию тепловых процессов в углеродных це-
почках кумулена и полиина с помощью моделирования на основе квантово-
механического метода «Density functional based tight binding». Данный метод
является аппроксимацией «Density functional theory» (DFT) и позволяет зна-
чительно ускорять расчёты, достигая при этом точности, сравнимой с точно-
стью оригинальной DFT. В ходе выполнения работы были исследованы рав-
новесные состояния рассматриваемых углеродных цепочек, построены дис-
персионные соотношения для их продольных колебаний, а также исследовано
изменение кинетической энергии (температуры) во времени для начальных
условий, соответствующих мгновенному тепловому удару. Было проведено
сравнение результатов прямых численных экспериментов с результатами, по-
лученными на основе модели гармонического кристалла.



THE ABSTRACT

34 p., 13 pictures

HARMONICLATTICE,DENSITYFUNCTIONALTHEORY,CARBONCHAIN,
TRANSIENT PROCESSES IN SOLIDS WITH A LATTICE STRUCTURE

Present work is devoted to the studying of thermal processes in the carbon
chains of cumulene and polyyne with the aid of quantum-mechanical method
«Density functional based tight binding». Thismethod represents an approximation
of the «Density Functional Theory» (DFT) and allows to significantly speed up
calculations maintaining accuracy compared to the original DFT. In this work
we study equilibrium states of the aforementioned carbon chains and construct
corresponding dispersion relations for the longitudinal atomic oscillations. Then
we study the time evolution of the system kinetic energy (temperature) with initial
conditions corresponding to instantaneous heat pulse. The results of direct DFTB
simulations were compared with the analytical results obtained in framework of
the harmonic lattice model.
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ВВЕДЕНИЕ

Известно, что перенос тепла на макроуровне является диффузионным
и подчиняется закону Фурье. Используя этот закон как определяющее соот-
ношение, можно решить широкий класс задач механики сплошных сред (см.,
например, [15]). Однако теоретические исследования [16] и эксперименты
[1] показывают, что на микро- и наноуровне распространение тепла носит не
диффузионный характер, а баллистический. В частности, отклонение от за-
кона Фурье продемонстрировано в нанотрубках [1], кремниевых мембранах,
кремниевых нанопроволоках, графене. Поэтому построение теорий, описы-
вающих тепловые процессы на микро- и наномасштабах, необходимо, а также
актуально в связи с инновационным развитием микро- и наноэлектроники.

На текущий момент было проведено множество исследований тепло-
вых процессов в различных теоретических моделях: цепочка Гука [8—10] и
кристалл FPU [4; 11; 13]. Целью же данной работы является исследование
максимально приближенной к реальности модели конкретного материала и
оценка применимости к нему теоретических результатов прошлых работ. В
качестве такого материала была выбрана углеродная цепочка карбина. Для
упрощения исследования рассматривались только продольные колебания, что
позволило описать систему с помощью модели скалярного одномерного кри-
сталла.

Несмотря на простоту соединения карбина, это соединение может су-
ществовать в двух состояниях: кумулена и полиина. Кумулен — соединение
с одинаковым типом связяей, вида · · · C C · · · . Полиин — соединение
с чередующимися связями вида · · · C C C C · · · . Во втором случае
элементарная ячейка состоит из 2-х атомов и описывается 2-мя степенями
свободы. Эти сведения будут использованы в последующих исследованиях
системы.

Другой важный вопрос – выбор подходящего метода исследования. В
настоящее время наиболее точным способом моделирования материалов на
атомарномуровне являетсяТеорияфункционала плотности (Density functional
theory — DFT) [7], обеспечивающая феноменальное согласие с эксперимен-
тальными исследованиями. Однако моделирование больших систем (больше
ста атомов) на больших временах с использованием DFT занимает огромное
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количество времени даже намощных вычислительных кластерах.Использова-
ние же методов классической молекулярной динамики с использованием фе-
номенологических потенциалов межчастичного взаимодействия (таких, как
потенциалы Леннарда-Джонса [6], Морзе [14] и др.) даёт, как правило, низкое
согласие с экспериментальными данными. Более предпочтительным методом
моделирования многоатомных систем с точки зрения соотношения точно-
сти результата и вычислительных затрат является метод «Density Functional
based Tight binding» (DFTB), являющийся аппроксимацией DFT, но значи-
тельно более эффективный за счёт применения суперпозиций электронных
плотностей изолированных частей системы. Благодаря применению DFTB
огромный объем исследований сложных и больших систем можно проводить
на персональном компьютере.

Существует несколькопрограммныхпакетов, реализующихметодDFTB.
В данной работе использовался программный пакет DFTB+ [3] с использо-
ванием параметров (предрасчитанных изолированных орбиталей атомов с
помощью метода DFT) для углерода из работы [5]. Также в ходе выполнения
работы было разработано ПО на языке Python для автоматизации взаимодей-
ствия с пакетом.

Данная работа посвящена сопоставлению и сравнению результатов мо-
делирования тепловых процессов в карбине с реузльтатами на основе про-
шлых работ Кузькина В. А. и Кривцова А. М., полученных для модели гармо-
нического кристалла. В работе [9] представлен подход по изучению тепловых
процессов в скалярных решетках общего типа, а [10] обобщает ее результа-
ты, заменяя рассмотрение отдельных атомов элементарными ячейками, что
позволяет рассматривать решетки с разными типами атомов. Такая модель, с
разыми типами атомов, использовалась в текущей работе при рассмотрении
соединения полиина. Обе процитированные выше работы дают аналитече-
ские формулы, которые позволяют описывать тепловые процессы на основе
известных дисперсионных соотношений системы. Совпадение результатов,
полученных с помощью таких дисперсионных соотношений для модели гар-
монического кристалла и результатов, полученных с помощью прямых чис-
ленных экспериментов на основе DFTB будет свидетельствовать о примени-
мости модели гармонического кристалла, которая является более простой с
точки зрения анализа и вычислений, для моделирования тепловых процессов

6



в реальных материалах.
Данная выпускная квалификационная работа организована следующим

образом. Сначала проводится исследование равновесных состояний углерод-
ной цепочки, затем строятся и исследуются дисперсионные соотношения (т.е.
зависимости частоты плоских волн от их волнового числа) для продольных
колебаний соединений кумулена и полиина с помощью метода DFTB. Да-
лее на основе этих дисперсионных соотношений и аналитических выражений
для температуры из [9; 10] исследуется изменение температуры в карбине
и проводится сравнение с результатами прямого численного интергрирова-
ния уравнений динамики для рассматриваемых соединений с использованием
потенциалов на основе DFTB.
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ГЛАВА 1 ИССЛЕДОВАНИЕ РАВНОВЕСНЫХ СОСТОЯНИЙ
УГЛЕРОДНОЙ ЦЕПОЧКИ

В данном разделе будут рассмотрены характеристики исследуемых си-
стем, которые можно получить без явного моделирования ее динамики. Та-
кими характеристиками являются зависимость потенциальная энергии от па-
раметров системы, силы, действующие на атомы, и равновесные состояния
системы.

1.1 ИССЛЕДОВАНИЕ СОЕДИНЕНИЯ КУМУЛЕНА

Для моделирования соединения кумулена предполагалась элементар-
ная ячейка, состоящая из 1 атома углерода. Поэтому для поиска равновес-
ного положения системы и исследования изменения потенциальной энергии
использовалась следующая постановка задачи: 1 атом углерода расположен
в точке с координатами x = 0. Граничные условия предполагались пери-
одическими: f(x) = f(x + D), где f(x) – любая функция, описывающая
рассматриваему цепочку, а D — размер элементарной ячейки, являющийся
одновременно и длиной связи т.е. расстоянием между двумя ближайшеми
атомами.

Необходимое условие равновесия системы имеет вид:

d

dD
Π(Deq) = 0, (1)

где Π(D) — потенциальная энергия системы, а Deq – равновесный размер
элементарной ячейки. С помощью методов численной оптимизации [17] была
решена задача (1) и получено значение Deq = 1.296875 Å. Стоит отметить,
что также было проведено сравнение изменения потенциальной энергии в за-
висимости отD относительноD = Deq для методов DFT и DFTB. Результаты
представлены на Рис. 1.1. Как можно видеть из графика, изменение потенци-
альной энергии для системы, полученное с помощью DFTB, очень близко к
результатам DFT.

Также было проведено исследование устойчивости положения равнове-
сия для систем с конечным числом атомов. Достаточное условие устойчиво-
сти заключается в том что матрица Гессе H потенциальной энергии: системы
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Рис. 1.1. Сравнение зависимости потенциальной энергии 1 частицы в зависимости от размера
периодической ячейки для DFT и DFTB

должна быть положительно определенной. Эта матрица имеет следующий
вид:

H = ∇∇ΠΣ (x⃗) (2)

где ΠΣ — потенциальная энергия всей системы, xi — координата атома под
номером i, ∇ = ∂

∂xi
e⃗i .

Матрица Гессе была рассчитана с помощью численного дифференциро-
вания потенциальной энергии, рассчитанной на основеDFTB-моделирования.
Для проверики на положительную определенность численно вычислялись
собственные значения матрицы λi. Критерием положительной определенно-
сти матрицы было:

∀i λi > 0 (3)

Достаточное условие устойчивости выполнялось для нечетного числа атомов
равного 27. Если число атомов было 29 и более, то положение равновесия
становилось неустойчивым.
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1.2 ИССЛЕДОВАНИЕ СОЕДИНЕНИЯ ПОЛИИНА

Аналогичные исследование были проведены для соединения полиина.
В этом случае элементарная ячейка с периодом D состояла из 2-х атомов
с координатами x = 0 и x = Dn. Для такой системы необходимые условия
равновесия принимают следующий вид:

d

dD
Π(Deq, Dn,eq) = 0

d

dDn
Π(Deq, Dn,eq) = 0

(4)

С помощью численных методов оптимизации [17] были получены следующие
параметры равновесия системы: Dn,eq = 1.24443744 Å и Deq = 2.60077837

Å. На Рис. 1.2 представлена зависимость потенциальной энергии от расстоя-
ния между 2 атомами в периодической ячейки фиксированного размера Deq.
За 0 потенциальной энергрии приянто минимальное значениие потенциаль-
ной энергии в данной кофнигурации. Как можно видеть из графика, точка
экстремума при 1.29 Å и соответствующая Deq для соединения кумулена не
является точкой локального минимума в рассматриваемой конфигурации и
не будет устойчивым.

В работе [2] были получены схожие результаты зависимости потен-
циальной энернии от расстояния между атомами на основе метода DFT, но
только для растянутой углеродной цепочки, т.е. при размере ячейкиD > Deq.
В случае нерастянутой цепочки положения равновесия полиина с помощью
метода DFT получено не было. Это существенное различие DFTB и DFT,
которое было обнаружено в текущем исследоваении.

Также было произведено вычисление коэффициентов линейной жест-
кости при малых отклонениях атомов из положений равновесия. Рассмотрим
следующие законы динамики, справедливые для гармонической системы, со-
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Рис. 1.2. Зависимость потенциальной энергии от расстояния между 2 атома в периодической
ячейки размера Deq

стоящей из N частиц:

f1i = mü1i = C11ku1,i+k + C12ku2,i+k

f2i = mü2i = C21ku1,i+k + C22ku2,i+k

C110 = −
∑
j ̸=0

(C11j + C12j)

C210 = −
∑
j ̸=0

(C21j + C22j)

k, i ∈ ZN (5)

где u1,i — смещение первой частицы из положения равновесия в i-й элемен-
тарной ячейке, u2,i — смещение второй частицы в этой же ячейке.

Сместим первый атом из положения равновесия u10 = ε, а остальные
атомы останутся в положении равновесия, и подставим в (5):{

f1,i = C11,−iε = C11,N−iε

f2,i = C21,−iε = C21,N−iε
i ∈ ZN (6)

Таким образом, зная силы, возникающие в системе (их можно вычислить с
помощьюDFTB), получим все коэффициентыC11,i иC21,i. КоэффицинтыC21,i
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Рис. 1.3. Зависимость величины силы действующей на частицу от ее расстояния до смещен-
ной частицы

и C22,i можно получить, смещая второй атом элементарной ячейки u20 = ε из
положения равновесия.

На Рис. 1.3 представлено, какие по модулю силы действуют на части-
цы системы при смещении 1-й или 2-й частицы элементарной ячейки по-
отдельности. Для наглядности на оси абсциcc отложен номер элементарной
ячейки, но представлены не только целые, но также полуцелые значения.
Целые значения соответсвуют 1-му атому в каждой элементарной ячейке,
полуцелые – второму. Было выяснено, что при i > 6 модуль действующих
сил падает примерно на 3 порядка по сравнению со своим максимальным
значением и в дальнейшем принять их за 0. Таким образом, в линейном при-
ближении, система является цепочкой с дальнодействием, каждая ячейка,
которой взаимодействует еще с 12 ближайшими ячейками-соседями.

Процедура описанная выше, позволяет получить линейную аналитиче-
ски разрешимую систему дифференциальных уравнений. С ее использовани-
ем вданной работе былиполученыкоэффициентыжесткостей для соединения
полиина, которые в дальнейшем использовались в разделе 2.2 «Дисперсион-
ные соотношения полиина» для нахождения дисперсионных соотношений
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для продольных колебаний атомов этого соединения.
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ГЛАВА 2 ИССЛЕДОВАНИЕ ЭВОЛЮЦИИ СИСТЕМЫ ВО ВРЕМЕНИ

В этом разделе рассматриваются характеристики системы, зависящие
от времени или полученные непосредственным интегрированием уравнений
динамики системы.

Метод DFTB позволяет решить статическую задачу для текущего со-
стояния системы. Из этого решения можно получить силы, действующие в
системе и использовать уравнение динамики для вычисления следующего со-
стояния. Для интегрирования уравнений динамики использовался симплек-
тический метод Верле [18].

2.1 ДИСПЕРСИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ КУМУЛЕНА

В случае использования модели гармонического кристалла одной из
важнейших характеристик являются его дисперсионные соотношения, а им-
менно зависисмость частоты от волнового числа ω = ω(k). Поэтому в дан-
ном подразделе будет рассмотрено построение дисперсионных соотношений
для соединения полиина с помощью численного интегрирования уравнений
динамики. Другой способ получений дисперсионных соотношений будет рас-
смотрен для соединения полиина.

Рассмотрим линеаризованные уравнения динамики системы:

mü = Cu (7)

где u— вектор смещений каждого атома системы из положения равновесия,
C — матрица жесткостей. Одним из возможных решений такой системы
является стоячая волна:

un =A

[
cos (kxn + ω(k)t) + cos (kxn − ω(k)t)

]
=2A cos (ω(k)t) cos (kxn)

(8)

где xn = nDeq и ω(k) — искомое дисперсионное соотношение. Тогда для
случая n = 0:

u0 = 2A cos (ω(k)) (9)
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Рис. 2.1. Дисперсионное соотношение кумулена

В данной выпускной квалификационной работе использовался следу-
щий алгоритм поиска ω(k) при фиксированном k:

1. Задать начальные условия, соответствующие стоячей волне
un = 2A cos(kxn) для A

Deq
≪ 1.

2. С помощью DFTB и метода Верле получить зависимость
u0 = u0(tk).

3. Получить начальное приближение в виде ω0 = max
∣∣∣Φ [u0(tk)]

∣∣∣, где Φ—
дискретное преобразование Фурье по переменной tk (37).

4. Выполнить оптимизацию с начальным приближением ω0:

min
ω

∑
k

(
u0(tk)− 2A cos(ωtk)

)2

(10)

Полученное дисперсионное соотношение представлено на Рис. 2.1.

2.2 ДИСПЕРСИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ ПОЛИИНА

Соединение полиина в линейном приближении является цепочкой с че-
редующимися жесткостями. Элементарная ячейка такой системы состоит из
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двух атомов. Поэтому дисперсионное соотношение для полиина будет иметь
2 ветви: оптическую и акустическую. По этой причине для исследования
дисперсионных соотношений в полиине использовался способ, отличный от
описанного в предыдущенм разделе «Дисперсионные соотношения кумуле-
на».

В разделе 1.2 «Исследование соединения полиина» была описана про-
цедура составления матрицы жесткостей C. В общем виде, это матрица раз-
мерности 2N×2N . Однако из (6) можно заметить, что для описания системы
достаточно матрицы размерности 2× 24, где 2 — размер элементарной ячей-
ки, 24 — число ближайших ячеек-соседей (12) , с которыми взаимодействует
текущая элементарная ячейка, умноженное на количество атомов в каждой
из них.

C̃ =

C11,−6 C12,−6 C11,−5 C12,−5 ... C11,6 C12,6

C21,−6 C22,−6 C21,−5 C22,−5 ... C21,6 C22,6

 (11)

ũn =
[
u1,n−6 u2,n−6 ... u1,n+6 u2,n+6

]T
(12)

m

ü1n
ü2n

 = C̃ũn (13)

Уравнения можно в дальнейшем упростить, если применить дискретное
преобразование Фурье (см. далее формулы (35) или (37)):

û1q = Φ
[
u1n

]
û2q = Φ

[
u2n

] (14)

Применим преобразование для всего уравнения (15):

m

¨̂u1q
¨̂u2q

 = C̃

e−6ikqDeq 0 ... e6ikqDeq 0

0 e−6ikqDeq ... 0 e6ikqDeq


T [

û1q

û2q

]
(15)
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Введем обозначение Ĉ и ûq:

Ĉ = C̃

e−6ikqDeq 0 ... e6ikqDeq 0

0 e−6ikqDeq ... 0 e6ikqDeq


T

(16)

ûq =

[
û1q

û2q

]
(17)

Размерность матрицы Ĉ будет 2× 2 и уравнения можно переписать в следу-
ющем виде:

m¨̂uq = Ĉûq. (18)

Это уравнение гармонического осцилятора. Решение будем искать в виде
¨̂uq = aeiωt. После подстановки в (17) получим следующую СЛАУ:(

m−1Ĉ+ ω2E
)
a = 0 (19)

СЛАУ (19) имеет нетривиальное решение в случае, если определитель мат-
рицы системы равен 0. Если ввести понятие динамической матрицы
Ω = m−1Ĉ, то задача нахождения дисперсионных соотношений сводится к
задаче нахождения собственных значений матрицы Ω, которые, вообще го-
воря, зависят от q. Сопоставляя q обезразмеренное волновое число
k̃q = kqDeq =

2πq
N ∈ [0, 2π), получаем зависимость ω

(
k̃
)
.

Предстваленная выше процедура позволяет из матрицы жесткостей C,
полученной в 1.2 «Исследование соединения полиина», перейти к динамиче-
ской матрице Ω. Таким образом, в ходе работы была построена матрица Ω

для соединения полиина и найдены ее собственные значения с помощью чис-
ленных методов нахождения собственных значений для эрмитовых матриц
для разных значений k̃. Результаты изображены на Рис. 2.2.

2.3 СТОХАСТИЧЕСКИЕ НАЧАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ

Далее в работе исследовалось поведение системыпри задании стохасти-
ческих начальных условий, соответствующих мгновенному тепловому удару.
Также вводится понятие кинетичекой температуры T , вычисляемое по следу-
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Рис. 2.2. Зависимость частоты от волнового числа для соединения полиина

ющей формуле:
T = 2kb

−1⟨K⟩ (20)

где ⟨...⟩ — математическое ожидание по начальным условиям, в расчетах
заменялось на среднее арифметическое по реализациям.K — средняя кине-
тическая энергия системы для 1 реализации, kb — постоянная Больцмана.

Для модели гармонического кристалла поведение кинетической темпе-
ратуры однозначно определяется первыми и вторыми статическими момента-
ми скоростей и перемещений в начальный момент времени. В этой работе рас-
сматривались следующие начальные условия, соответсвующие одинаковому
распределению кинетической энергии по пространству в начальный момент
времени:

⟨vn⟩ = 0 ⟨vnvk⟩ =
2K0

m
δkn un = 0 (21)

где K0 — начальная кинетическая энергия 1-й частицы, δkn — символ Кро-
некера.

Очевидно, что существует множество случайных распределений, кото-
рые удовлетворяют начальным условиям (21). В данной работе рассматрива-
лось 2 таких способа.

Условиям (21) можно удовлетворить с помощью равномерного распре-
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деления на следующем интервале:

vn ∈ U

[
−
√

6K0

m
,

√
6K0

m

]
. (22)

это было первым способом задания начальных условий.
Условию некоррелированности скоростей можно удовлетворить в слу-

чае задания стоячих волн с одинаковыми амплитудами. Похожий способ зада-
ния начальных условий использовался в работе [4], в которой было показано,
что подобное распределение может обладать рядом удобных для исследова-
ния статистических свойств, например, неизменность кинетической энергии
системы от реализации к реализации. Далее приводится математическая фор-
мулировка такого распределения и исследование его вторых статистических
моментов:

vn =


± A± A cos(πn) + 2A

N/2−1∑
q=1

cos

(
2πqn

N
+ φq

)
если N четное

± A+ 2A

⌊N/2⌋∑
q=1

cos

(
2πqn

N
+ φq

)
если N нечетное

(23)
где φn ∈ U

[
0, 2π

]
. Знак ± одинаков для всех n и меняется от реализации к

реализации, подчиняясь распределению Бернулли (например, 0 — «+», 1 —
«−»). Если положить φ0, φN/2 ∈ {0, π}, а φN−q = −φq для q > ⌊N/2⌋ то (23)
можно переписать следующим образом:

vn = A
N−1∑
q=0

exp

(
i
2πqn

N
+ iφq

)
(24)

в таком случае в силу независимости φq:

⟨vnvk⟩ =
A2

2π

N−1∑
q=0

∫ 2π

0

exp

(
i
2π(n− k)q

N

)
dφq = A2

N−1∑
q=0

exp

(
i
2π(n− k)q

N

)
= NA2δn,k

(25)
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Итого, для удовлетворения начальным условиям нужжно положить A =√
2K0

mN .
Рассмотрим ковариации скоростей «по пространству» для одной реа-

лизации:

⟨vnvn+j⟩x =
1

N

N−1∑
n=0

vnvn+j =

A2

N

N−1∑
n=0

[
N−1∑
q=0

exp

(
i
2πqn

N
+ iφq

)
·
N−1∑
p=0

exp

(
i
2πp(n+ j)

N
+ iφn+j

)]
=

A2

N

N−1∑
q=0

N−1∑
p=0

N−1∑
n=0

exp

(
i
2π(q + p)n

N
+ i

2πpj

N
+ iφq + iφp

)
(26)

Рассмотрим внутреннюю сумму:

N−1∑
n=0

exp

(
i
2π(q + p)n

N
+ i

2πpj

N
+ iφq + iφp

)
(27)

Для случая q ̸= N − p очевидно, что сумма равна 0. Для случая q = N − p

получаем:

N−1∑
n=0

exp

(
i
2π(q + p)n

N
+ i

2πpj

N
+ iφq + iφp

)∣∣∣∣∣
q=N−p

=

N−1∑
n=0

exp

(
i
2πpj

N

)
= N exp

(
i
2πpj

N

) (28)

Подстваляем обратно в (26):

⟨vnvn+j⟩x =
1

N

N−1∑
n=0

vnvn+j = A2
N−1∑
p=0

exp

(
i
2πpj

N

)
= NA2δn, n+j (29)

Из (25) и (26) можем заметить, что математическое ожидание по началь-
ным условиям и математическое ожидание по «по пространству» совпадают
для ковариаций скоростей с фиксированным сдвигом в начальный момент
времени:

⟨vnvn+j⟩ = ⟨vnvn+j⟩x (30)
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(a) (b)

Рис. 2.3. Изменение кинетической температуры (a) и потенциальной энергии (b) системы с
течением времени

Большой интерес представляют эргодичные системы, для которых знак
равенства сохраняется также в процессе эволюции системы во времени. Та-
кими системами являются системы, основанные на модели гармонического
кристалла. При численном интегрировании уравнений динамики таких си-
стем представленный способ задания начальных условий позволяет значи-
тельно сократить вычислительное время. Для получения эволюции кинети-
ческой температуры во времени достаточно получить зависимость средней
кинетической энергии системы для одной реализации, которое будет равно
математическому ожиданию кинетической энергии по начальным условиям.

2.4 ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ КУМУЛЕНА
ПРИ БОЛЬШОМ ЧИСЛЕ АТОМОВ

Как упоминалось ранее в разделе 1.1 «Исследование соединения куму-
лена», положение равновесия кумулена становится неустойчивым при числе
атомов выше 27. Эти сведения, полученные с помощью анализа статической
системы удалось подтвердить в результате численного моделирования дина-
мики системы. Моделирование проводилось для 101 частицы с начальной
температурой 5.83 К.

На Рис. 2.3 (a) можно наблюдать в начале резкий рост кинетической
температуры до значения более 300 К, а затем постепенное затухание коле-
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баний температуры на уровне около 215 К. Резкий рост можно объяснить,
если взглянуть на Рис. 2.3 (b), где представлена временная эволюция потен-
циальной энергии для одной из реализаций (за ноль потенциальной энергии
принято значение потенциальной энергии в начальный момент времени). Как
видно из графика, в начальный момент времени потенциальная энергия не
минимальная, и в ходе эволюции системы уменьшается. Это можно объяс-
нить тем, что рассматриваемая углеродная цепочка неустойчива и даже при
небольшом значении начальной кинетической температуры переходит в но-
вое состояние.

Далее было исследовано новое состояние, в которое переходило цепоч-
ка. На Рис. 2.4 можно наблюдать, как изменяется расстояние между части-
цами с номерами 0 и 1, и 1 и 2. В начальный момент времени расстояние
соответствовало равновесному положению кумулена: 1.29 Å. Однако в ско-
ром времени расстояние между ними изменилось до значений в районе 1.35
Å и 1.24 Å. Как было показано ранее в разделе 1.2 «Исследование соединения
полиина», эти расстояния соответствуют равновесному положению полиина.
Таким образом, система пытается перейти в более энергетически выгодное
состояние соответствующее более устойчивому соединению. Можно также
заметить, что в процессе временной эвелюции расстояния между рассматри-
ваемыми атомами чередовались друг с другом. Это можно объяснить тем, что
система состояла из нечетного числа атомов, в которой соединение полиина
в силу чередования связей не может полноценно реализоваться.

2.5 ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ КУЛУМЕНА
ПРИ МАЛОМ ЧИСЛЕ АТОМОВ

При моделировании динамики системы из 25 атомов было обнаружено,
что такая цепочка оказывается устойчивой, что также соответсвует предвари-
тельному анализу системыиз 1.1 «Исследование соединения кумулена». Было
проведено несколько расчётов с использованием различных способов задания
начальных условий, описанных в 2.3 «Стохастические начальные условия»:
для больших амплитуд начальных скоростей (начальная температура системы
328 К), и для малых амплитуд (начальная температура 0.66 К).

На Рис. 2.5 (a) можно видеть, что при различных способах задания
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Рис. 2.4. Изменение расстояния между двумя соседними парами частиц с течением времени

(a) (b)

Рис. 2.5. Изменение кинетической температуры для больщих амплитуд. Сравнение разных
способов задания начальных условий на малых временах (a) и на больших временах (b)
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Рис. 2.6. Изменение кинетической температуры для малых амплитуд. Сравнение разных
способов задания начальных условий

начальных условий кинетическая температура ведет себя приблизительно
одинаково. На больших временах, как можно видеть из Рис. 2.5 (b), разни-
ца между способами задания начальных условий становится более заметной.
Можно сделать вывод, что условия (21) не являются достаточными для рас-
сматриваемой системы на больших амплитудах. Определение достаточных
условий или определение дополнительных характеристик, которые влияют
на изменение кинетической температуры, может быть предметом дальней-
ших исследований.

На Рис. 2.6 представлены результаты моделирования в случае задания
малых возмущений скорости в начальный момент времени. Можно заметить
отсутствие сильного затухания и большую схожесть решений для разных
способов задания начальных условий в сравнении с большими возмущениями.

Дополнительно было проведено сравнение результатов, полученных по-
средством усреднения по реализациям с начальными условиями, сгенериро-
ванными согласно второму способу задания начальных условий, с результата-
ми одной реализации, полученной аналогичным методом. Результаты сравне-
ния можно видеть на Рис. 2.8. Как видно из графиков, для малых возмущений
Рис. 2.8 (a) даже на больших временах результаты практически идентичны.
Для больших возмущений Рис. 2.8 (b) результаты получились достаточно
схожими. Таким образом, для оценки поведения кинетической температуры
на начальных промежутках времени достаточно вычисления одной реализа-
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Рис. 2.7. Изменение второго статистического момента скоростей для цепочки α-FPU при
α = 0.1 и различных способах задания начальных условий

ции с начальными условиями, заданными вторым методом. Это позволяет
значительно сократить время вычислений, что может быть критично при ис-
пользовании ресурсоемких методов, таких как DFT и DFTB.

Также эффект различной скорости затухания кинетической темпера-
туры для разных способов задания начальных условий, как на Рис. 2.5, был
обнаружен в цепочке α-FPU из 25 частиц, определяемой следующими обез-
размеренными динамическими уравнениями:

¨̃un = (ũn+1 − 2ũn + ũn−1) + α
[
(ũn+1 − ũn)

2 − (ũn − ũn−1)
2
]

(31)

На Рис. 2.7 продемонстрированы результаты численного интегрирова-
ния уравнения (31) и вычисления дисперсии скоростей системы. Аналогично
цепочке кумулена, в цепочке α-FPU затухание кинетической энергии проис-
ходит быстрее для равномерного распределения. Это говорит о значитель-
ном влиянии нелинейных эффектов на динамику рассматривой углеродной
цепочки. Таким образом, данный эффект можно в дальнейшем исследовать в
рамках более простой модели α-FPU.

Далее было произведено сравнение результатов с моделью гармониче-
ского кристалла. Для этого было получены дисперсионные соотношения для
системы аналогичные 2.1 «Дисперсионные соотношения кумулена». Затем
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(a) (b)

Рис. 2.8. Изменение кинетической температуры. Сравнение среднего результата всех реа-
лизаций с одной реализацией, полученной вторым методом задания начальных условий для
малых (a) и больших (b) возмущений скоростей

были использованы результаты работ [9; 10], вводящих понятие обобщенной
кинетической энергии κ:

κ(x, y) =
m

2

〈
v(x)v(y)

〉
(32)

В работах [9; 10] было показано, что для рассматриваемой модели,
обобщенная кинетическая энергия зависит только от разницы x− y:

κ(x, y) = κ(x− y) (33)

Вводя дискретное преобразование Фурье κ по переменной x − y мож-
но получить следующее аналитеческое выражение для образа обобщенной
кинетической энергии:

κ̂(k) = Φ
[
κ(x− y)

]
=

1− 2 cos 2ω(k)t

M
(34)

В оригинальной работе использовалось дискретное преобразование Фу-
рье для бесконечной последовательности определяемое следующими соотно-
шениями:

Φ
[
f(xn)

]
=

∞∑
n=−∞

f(xn) exp (−ikxn) (35)
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Φ−1
[
f̂(k)

]
=

1

2π

∫ 2π

0

f̂(k) exp (ikx) dk (36)

В данной работе цепочка конечная, поэтому был использовано дискретное
преобразование Фурье для последовательности из N элементов:

Φ
[
f(xn)

]
=

N−1∑
n=0

f(x) exp (−ikxn) (37)

Φ−1
[
f̂(kq)

]
=

1

N

N−1∑
q=0

f̂(kq) exp (ikqxn) dk (38)

Тогда выражение для эволюции кинетической температуры во времени
можно получить по следующим формулам:

T (t) =
1

2
Mκ(0) (39)

κ(x− y) = Φ−1

(
1− 2 cos 2ω(k)t

M

)
(40)

На Рис. 2.9 представлены результаты временной эволюции кинетиче-
ской энергии для модели гармонического кристалла и результатов, получен-
ных с помощьюDFTB при равномерном распределении начальных скоростей.
Возмущения системы малые. С помощью обоих моделей удалось получить
схожие результаты на малых временах. Различие результатов может быть
обусловлено погрешностями при вычислении дисперсионных соотношений
кумулена.

2.6 ИССЛЕДОВАНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ
КИНЕТИЧЕСКОЙ ТЕМПЕРАТУРЫ В ПОЛИИНЕ

В 2.2 «Дисперсионные соотношения полиина» была получна зависи-
мость ω(k) для этого соединения. Полученные дисперсионные соотношения,
благодаря выражениям (39), (40), можно использовать для исследования из-
менения кинетической температуры в системе.

В данном случае будем рассматривать бесконечную систему, поэтому
преобразование Фурье и обратное преобразование Фурье определяются со-
отношениями (35) и (36) соответственно.
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Рис. 2.9. Изменение кинетической температуры для малых амплитуд. Сравнение результатов
на основе DFTB и модели гармонического кристалла

Итоговое выражение для кинетической температуры в случае некорре-
лированности скоростей внутри одной элементарной ячейки
(т.е. ⟨v1nv2n⟩ = 0) можно записать в виде суммы трех слагаемых:

T (t) =
T0

2
+ Tac(t) + Topt(t) (41)

где Tac, Topt — вклады акустической и оптической ветви в изменение кинети-
ческой температуры соответственно, определяемые следующимиформулами:

Tac =
1

8π

∫ 2π

0

cos
(
2ωac(k̃)t

)
dk̃ (42)

Topt =
1

8π

∫ 2π

0

cos
(
2ωopt(k̃)t

)
dk̃ (43)

Вычисление интегралов производилось численно с помощью метода интегри-
рования быстро осциллирующих функций, описанного в [12]. На Рис. 2.10
(a) представлена временная эволюция вклада оптический и акустической вет-
ви в кин. температуру. На Рис. 2.10 (b) представлено итоговое изменение
кинетической температуры системы во времени.

Можно заметить, что вклад оптической ветви затухает медленнее вкла-
да акустической ветви. Это явление требует дополнительного анализа асимп-
тотики, например, с помощью метода стационарной фазы.
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(a) (b)

Рис. 2.10. Сравнение вкладов акустической и оптической ветви в изменение кинетической
температуры полиина (a). Суммарное изменение кинетической температуры во времени (b)
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной выпускной квалификационной работе с помощью моделиро-
вания на основе метода Density Functional based Tight Binding (DFTB) было
проведено исследование тепловых процессов в углеродных цепочках кумуле-
на и полиина.

В ходе выполнения работы были изучены равновесные состояния рас-
сматриваемых углеродных цепочек, соответствующие соединениям кумулена
и карбина. Было произведено сравнение результатов с оригинальным, более
ресурсоемким, методом Density functional theory (DFT). С помощью DFTB-
моделирования были получены дисперсионные соотношения для продольных
колебаний кумулена и полиина. Полученные дисперсионные соотношения
были затем использованы для изучения временной эволюции кинетической
температуры в рамках подхода, описанного в работах [9] и [10].

С помощью численного интегрирования уравнений динамики углерод-
ной цепочки, силы в которых на каждом шаге интегрирования рассчитывают-
ся методом DFTB, были получены зависимости кинетической температуры
от времени для различных способов задания начальных условий. Эти зависи-
мости были сравнены с результатами, рассчитанными в рамках модели гармо-
нического кристалла с помощью полученных диспресионных соотношений.
В результате было установлено, что модель гармонического кристалла до-
статочно хорошо описывает поведение кинетической температуры, получен-
ное прямым DFTB-моделированием динамики углеродной цепочки, на малых
временах и/или при малых начальных скоростях. Было проведено сравнение
временной эволюции кинетической температуры для двух различных спо-
собов задания начальных условий. Оказалось, что поведение кинетической
температуры зависит от способа задания начальных условий. Данный эффект
был воспроизведен на более простой модели α-FPU.

Кроме этого, на языке Python был разработан ряд компьютерных про-
граммдляисследованияуглеродныхцепочекна основеDFTB-моделирования.
Эти программы, среди прочего, позволяют определять коэффициенты жест-
кости и дисперсионные соотношения для продольных колебаний углеродной
цепочки в гармоническом приближении.

Полученные результаты можно использовать в дальнейшем для изуче-
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ния осцилляций кинетической температуры при задании пространственно-
неоднородного начального профиля кинетической энергии, являния балли-
стического резонанса, т.е. перехода колебаний температуры в механические
колебания [9; 11], и других тепловых и термомеханических явлений.

Также в качестве одного из направлений дальнейшего исследования,
помимо тех, что уже были обозначены в работе, можно указать уточнение
решений для кинетической температуры с помощью использования ренорма-
лизованных дисперсионных соотношений, учитывающих нелинейность рас-
сматриваемой системы.
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