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1. Введение 

В современных конструкциях и сооружениях большое применение имеют детали, яв-

ляющиеся относительно длинными и тонкими стержнями. Поведение таких стержней под 

действием осевой сжимающей силой оказывается иным, чем поведение коротких стержней 

при сжатии. При достижении силой некоторого критического значения прямолинейная фор-

ма стержня становится неустойчивой, и стержень начинает искривляться. Это явление назы-

вается потерей устойчивости.  

2. Литературный обзор 

Термин устойчивость используется во многих науках и теориях, начиная с метеороло-

гии и заканчивая численным анализом в авиации и механике, но суть у этого термина прак-

тически одинакова.  Устойчивость – способность системы, находящейся под действием сил в 

равновесии, после незначительного отклонения, возвращаться в положение равновесия.[1]  

Устойчивость является одним из необходимых условий для любой инженерной кон-

струкции наряду с прочностью и жесткостью. Потеря устойчивости характерна для многих 

типов гибких элементов, входящих в состав конструкций, к примеру, для стержней, пластин 

или оболочек. 

До второй половины XIX века единственным критерием прочности конструкций при-

нималась величина действующих напряжений, не превышавших предельных значений, ха-

рактеризующихся свойствами материала. Это было справедливо, пока для строительства ис-

пользовались, камень, чугун, дерево, но как только стали появляться конструкции, в состав 

которых входили длинные стержни или рамы в результате недостаточной устойчивости ста-

ли происходить аварии сразу после завершения или в процессе строительства. К примеру, 

крушение металлического моста через реку Кевду (Россия). Крушение произошло в 1875 г., 

вскоре после окончания сборки, при проходе по мосту поезда. Другой пример, квебекский 

мост через р. Святого Лаврентия, соединяющий города Квебек и Леви. Мост обрушился 30 

августа 1907 года во время строительства. Среди причин главной была потеря устойчивости 

сжатых стержней. В результате этой катастрофы погибло 75 человек. 

Уроки аварий и катастроф мостовых конструкций дали огромнейший материал для раз-

вития научной и инженерной мысли, постановки различных теоретических исследований и 

экспериментальных проверок.  При упоминании этой проблемы нужно обязательно выде-

лить Ясинского Феликса Станиславовича, который при составлении усилений металличе-

ских мостов на прямую столкнулся с проблемой устойчивости сжатых стержней и в период с 

1892 по 1896 опубликовал в русских и зарубежных технических журналах ряд статей и мо-

нографий по проблеме устойчивости [2]. Одна из последних его работ была удостоена пре-
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мии профессора П.Н. Андреева.[3] Он решил ряд задач об устойчивости стержней под воз-

действием нагрузок, в частности рассмотрел стержень с шарнирно опертыми концами в 

упругой среде. [4] 

Кроме Ф.С. Ясинского над этой проблемой так же работали А.Н. Динник, В.З. Власов   

Основная формулировка задачи потери устойчивости заключается в определении кри-

тического значения внешних сил и ограничение их, таким образом, чтобы исключить воз-

можность потери устойчивости заданной системы в режимах эксплуатации. 

Обычно потеря устойчивости сопровождается большими перемещениями, возникнове-

нием пластических деформаций или даже разрушением. Основная опасность потери устой-

чивости заключается в  том, что она происходит внезапно и при низких значениях напряже-

ний, когда прочность материала остается далеко не исчерпанной. 

Как правило, с момента наступления критического состояния до момента разрушения 

деформации системы нарастают крайне быстро, вследствие чего практически нет времени 

принять меры по предотвращению катастрофы. Таким образом, при расчете на устойчивость 

критическая нагрузка подобна разрушающей нагрузке при расчете на прочность.  

Задачу о критической нагрузке сжатого стержня с учетом возможности существования 

двух форм равновесия: прямолинейной и криволинейной, при одном и том же значении силы 

решил академик Петербургской Академии наук Л. Эйлер в 1744 г. 

Уравнения эластики Эйлера используются в практике инженерных расчетов, когда 

необходимо описать поведение продольно сжатого стержня за пределом потери устойчиво-

сти, а применение формул сопротивления материалов или теории упругости приводит к су-

щественным погрешностям. 

Одной из первых работ по применению уравнения эластики Эйлера в инженерной 

практике была статья Н.М Огибалова, А.Л. Рабиновича, Н.М. Федотова [5]. 

Простейшая задача о стержне с двумя шарнирно опертыми концами при действии цен-

трально сжимающей силы. Впервые эта задача была поставлена и решена Л. Эйлера. Эйлер 

получил значение первой критической силы 𝑁𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐽𝑥

𝑙2
.  Из полученной им формулы видно, 

что с точки зрения устойчивости критическая сила зависит от жесткости стержня и его дли-

ны, но никак не зависит от прочностных свойств материала стержня, т.е. два стержня имею-

щие одинаковые условия закрепления и длину, изготовленных из разных материалов, но 

имеющие одинаковую изгибную жесткость, теряют устойчивость при одном и том же значе-

нии сжимающей силы.  

В литературе приводится несколько способов решения задач потери устойчивости. 

Первый способ. Было получено, что при решении задачи о потере устойчивости все итого-
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вые значения критической силы имеют одинаковое строение и их можно обобщить на случай 

любых опорных устройств, если записать формулы Эйлера в виде 𝑁𝑐𝑟 =  
𝜋2𝐸𝐽

(𝜇𝑙)2, где μl - приве-

денная длина, а μ называется коэффициентом приведения длины. В такой трактовке случай 

шарнирного закрепления стержня называется основным. Так же в литературе приводятся ко-

эффициенты приведения для некоторых стоек [6]. Такой подход называется статическим. 

 

Второй способ решения – энергетический подход. Этот метод удобен для определения 

критических нагрузок в стержнях переменного сечения, в стержневых корабельных кон-

струкциях, в корабельных и авиационных конструкциях. Метод основан на теореме Лагран-

жа-Дирихле: если в положении равновесия системы потенциальная энергия имеет минимум, 

то положение равновесия устойчиво.  

Третий, наиболее общий путь, состоит в исследовании движения системы, вызываемо-

го некоторыми малыми возмущениями начального равновесного состояния. Такой критерий 

называется динамическим. Если малые возмущения вызывают динамические перемещения 

системы, лежащие в определенных пределах, то начальное состояние является устойчивым 

3.1.  Постановка задачи 

Задача, исследуемая в данной работе отчасти похожа на задачу эластики Эйлера, рас-

смотренную к книге П.А. Жилина [7], но там, как и в остальных источниках, рассматривает-

ся задача о консольно-заделанной балке, один конец которой жестко заделан, а другой сво-

боден. В данной исследовательской работе рассматривается балка, жестко заделанная с од-

ного конца, а с другого конца к ней жёстко прикреплен груз, на котором сосредоточена вся 

масса. 
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Возьмем в рассмотрение первоначально прямолинейный 

безынерционный стержень. Нижний конец стержня жестко заде-

лан. К верхнему концу стержня прикреплена масса, которая пере-

мещается только вдоль вертикальной оси. К этой массе приклады-

вается динамическая сжимающая сила. Решается задача о потери 

устойчивости этого стержня с дальнейшим исследование его пове-

дения. Схема нагружения приведена на рисунке 1.  

 

 

Рис.1. Схема нагружения 

3.2.  Эксперимент. 

3.2.1. Экспериментальная установка 

Для рассмотрения поведения стержней при реальном ударе была собрана эксперимен-

тальная установка. На рисунке 2 представлены все основные компоненты.  

 

Рис. 2. Процесс сборки установки.  

1. Брус квадратного сечения. Был выбран брус квадратного сечения 40 х 40 мм из сосны, 

так как данное дерево имеет меньшее количество сучков и более податливо для даль-
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нейшей обработки. На рисунке 2 он уже нарезан в размер по 120 мм при помощи лен-

точной пилы, что помогло добиться ровного среза и одинаковой длины каждой из заго-

товок. Брусья, представленные на картинке, были использованы для сборки груза, ко-

торый жестко фиксируется на стержне, а так же они аналогичны тем, которые были ис-

пользованы для сборки основания. Всего было нарезано восемь таких брусков. Шесть 

из них были использованы в сборке, два других содержали сучки и были отложены в 

качестве запасных 

2. Направляющие уголки. Для того, чтобы груз двигался только относительно вертикаль-

ной оси используется четыре металлических уголка. В каждом уголке было просверле-

но несколько отверстий для последующего крепления их на жестком основании. Всего 

было нарезано четыре таких уголка.  

3. Платформа для фиксации стержня. Данная платформа представляет собой лист фанеры 

размером 120 х 120 мм, толщиной 10 мм. В центре фанеры имеется прорезь размером 

23,5 х 1 мм. Данная прорезь служит для жесткой фиксации стержня. Фиксации осу-

ществляется за счет уменьшения размеров отверстия, относительно сечения стержня. 

Вся работа выполнялась с помощью высокоточного лазерного гравировщика с ЧПУ. 

Макет был подготовлен в программе Corel Draw X6. Всего было изготовлено три таких 

платформы: одна для основания, другая для груза. Последняя платформа была изготов-

лена, как запасная.   

4. Саморезы. В процессе чистовой сборки, для того, чтобы уменьшить зазоры и более 

надежно зафиксировать все элементы между собой, было решено использовать шуру-

пы-саморезы. Для соединения брусьев между собой были использованы саморезы 4,2 х 

75 мм по дереву. Так как у этих шурупов шаг больше, они осуществляют более надеж-

ную фиксацию непосредственно в дереве. Для фиксации металлических уголков-

направляющих использовались шурупы 3,5 х 25 мм. По своим характеристикам они 

аналогичны тем, которые использованы для соединения брусков. Поскольку платформа 

не испытывает никакой нагрузки, а используется только для фиксации стержня, с эсте-

тической точки зрения, было решено использовать остроконечные шурупы-саморезы 

4,2 х 25 мм.  

5. Жесткое основание. Основание собиралось из трех брусков, которые стягивались меж-

ду собой саморезами.  Так как длины шурупа не хватало для надежной фиксации всех 

трех брусков одновременно, было решено стянуть крайние брусья с центральным брус-

ком. На стяжку из брусков, сверху, устанавливается платформа и фиксируется саморе-

зами. Процесс сборки груза аналогичен процессу сборки основания, в сборке участву-

ют аналогичные материалы и соединяются между собой в той же последовательности. 
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При чистовой обработке было решено все саморезы утопить заподлицо. Это было нуж-

но для того, чтобы при установке направляющих уголков они ровно прилегали к осно-

ванию, а в случае с грузом не создавали помех для движения по направляющим.  

Собранная установка представлена на рисунке 3.  

 

Рис. 3. Экспериментальная установка с зафиксированным стержнем 

3.2.2. Изготовление стержней. 

В качестве стрежней использовался заготовки, сделанные из акрилового пластика тол-

щиной 2 мм. Для изготовления заготовок был сделан макет стержней разной длины, но оди-

наковой ширины. Макет изготавливался для дальнейшей работы с лазерным гравировщиком 

и был отрисован в программе Corel Draw X6.  В общей сложности было вырезано двенадцать 

стержней, но, в процессе приладки, четыре было уничтожено. На рисунке 4 представлено 

изображение необработанных заготовок. 
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Рис. 4. Не обработанные заготовки. 

После приладки каждая заготовка была дополнительно обработана. Размеры сохра-

нившихся стержней приведены в таблице 1. Обработанные образцы представлены на рисун-

ке 5. 

Таблица 1. Размеры заготовок. 

Номер образца Толщина, мм Ширина, мм Длина, мм 

1 

2 25 

155 

2 120 

3 200 

4 230 

5 120 

6 120 

7 120 

8 230 
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Рис. 5. Обработанные заготовки. 

Все дальнейшие манипуляции проводились с обработанными и пронумерованными об-

разцами. 

3.2.3. Описание эксперимента 

Вес груза, который устанавливается на стержне, составляет 352,88 гр., стержень оста-

вался прямолинейным. Для  моделирования силы, действующей на груз, был выбран метал-

лический ударник массой 377,86 гр. Для каждого стержня последовательно подбиралась вы-

сота, с которой падал ударник. Все высоты представлены в таблице 2. 

Таблица 2.  

Номер образца Длина, мм Высота, мм 

1 155 670 

2 120 660 

3 200 720 

4 230 530 

5 120 570 

6 120 690 

7 120 760 

8 230 680 
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Для фиксации результатов эксперимента использовалась высокоскоростная камера 

High Spec 1. Съемка проводилась в абсолютно темном помещении без естественного осве-

щения. Для лучшей освещенности использовалось два светодиодных светильника. На рисун-

ке 6 представлены условия, в которых проводилась съемка.  

 

Рис. 6.Съемка. 

 

3.2.4.  Результаты эксперимента 

Все полученные, в процессе записи, видео и фотоматериалы были обработаны с помо-

щью программы ProAnalytic. После проведения эксперимента 2 образца сохранились, 

остальные разрушились. Результаты представлены в таблице 3. 

Таблица 3 

№ 

п/п 
Длина, мм Высота, мм 

Состояние       

после удара  

Смещение  

груза, после 

удара, мм   

Форма потери 

устойчивости 

Время            

контакта, 

мс 

1 120 570 сохранился 3 1 3 

2 120 660 разрушился 5 1 3 

3 120 690 разрушился 5 2 3 

4 120 760 разрушился 5 1 3 

5 155 670 разрушился 5 2 3,3 

6 200 720 разрушился 5 1 3,5 

7 230 530 сохранился 3 2 3,8 

8 230 680 разрушился 5 4 3,8 
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По результатам проведенного эксперимента видно, что для разрушения образца доста-

точно смещения груза относительного равновесного состояния всего на 5 мм. В некоторых 

случаях разрушение произошло из-за смещения ударника относительно центра груза.  

Изображения, полученные в результате съемки и обработки полученных видеозаписей, 

с разными формами потери устойчивости представлены на рисунке 7. 

  

 
Эксперимент № 1 

 
Эксперимент № 2 

 
Эксперимент № 3 

 
Эксперимент № 4 
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Эксперимент № 5 

 
Эксперимент № 6 

 
Эксперимент № 7 

 
Эксперимент № 8 

Рис. 7. Результаты проведенного эксперимента 

3.3.   Аналитическое решение 

3.3.1. Уравнения движения стержня 

Запишем уравнения движения стержня. 

𝑁′ = 0      (1) 

  𝑀′ + 𝑅′ ×  𝑁 = 0     (2) 

𝑁′ = 0       ⇒     𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  (по координате) 

𝑁 = 𝑁(𝑡)                     

 𝑁 =  𝑁(𝑡)|𝑠=𝑙𝑡 + 𝑁̃(𝑡)|𝑠=𝑙 

где 𝑁̃(𝑡) реакция опоры.  

Теперь рассмотри груз, прикреплённый к верхней части стержня. Запишем уравнение 

движения для груза в векторном виде (на рисунке 1 приведена схема нагружения): 

𝑚𝑧̈𝑡 = 𝐹 + 𝑚𝑔 + (−𝑁(𝑡)|𝑠=𝑙)𝑡 + 𝑁̃ + 𝐹∗ 
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Спроецируем уравнение движения на ось 𝑡. Ось - направленную вдоль недеформированного 

состояния стержня: 

𝑚𝑧̈ = −𝐹 − 𝑚𝑔 + (−𝑁(𝑡)|𝑠=𝑙) 

Спроецируем векторное уравнение на ось 𝑛: 

𝑁̃ + 𝐹∗ = 0 

 

3.3.2. Граничные условия для стержня  

Запишем граничные условия (рис. 8.): 

 

Рис. 8. Граничные 

условия 

На нижнем конце стержня отсутствуют перемещения и поворот, т.к. 

конец жестко заделан 

𝑅|𝑠=0 = 0  ,                        𝑃|𝑠=0 =  𝐸 

𝑚𝑧̈ = 𝑚(𝑡 ∙ 𝑅)∙∙|𝑠=𝑙 

Тогда: 

𝑚(𝑡 ∙ 𝑅)∙∙|𝑠=𝑙 = −𝐹(𝑡) − 𝑚𝑔 − 𝑁|𝑠=𝑙 

где 𝑁|𝑠=𝑙 = 𝑡 ∙ 𝑁|𝑠=𝑙 

На верхнем конце стержня отсутствует перемещение в плоскости, пер-

пендикулярной оси 𝑡 

𝑅|𝑠=𝑙 ∙ (𝐸 − 𝑡 𝑡) = 0 

Так как при s=l груз и стержень соединены жестко, отсюда получаем условие на поворот: 

𝑃|𝑠=𝑙 =  𝐸. 

3.3.3. Решение уравнений статики стержня. 

Определяющее уравнение для момента, связывающее между собой вектор момента и 

вектор деформации  

𝑀 = (𝐶3 − 𝐶1) (𝑡 ∙ 𝑃𝑇 ∙ Ф) (𝑃 ∙ 𝑡) + 𝐶1Ф (3) 

где С1 – жесткость на изгиб, С3 – жесткость стержня на кручение, Ф – вектор деформации 

изгиба кручения. Связь вектора деформации с тензором поворота 

𝑃′ = Ф × 𝑃 (4) 

Задача решается в классической теории стержней, что означает отсутствие сдвиговых де-

формаций, из этого условия получаем связь вектора 𝑅 и тензора поворота 𝑃 

𝜀 = 0  =>     𝑅′ = 𝑃 ∙ 𝑡 (5) 

Спроецируем (4) на 𝑡 

𝑃′ ∙ 𝑡 = Ф × 𝑃 ∙ 𝑡 
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так как 𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

(𝑃 ∙ 𝑡)
′

= Ф × (𝑃 ∙ 𝑡) (6) 

подставив связующее уравнение для 𝑅 и тензора поворота 𝑃 (5) в полученное выражение  (6) 

получим 

𝑅"=Ф×R'      ⇒      R'×R" = Ф − (Ф ∙ 𝑅′)𝑅′ 

(𝑅′ × 𝑅") ∙ 𝑅′ = Ф ∙ 𝑅" − (Ф ∙ 𝑅′)(𝑅′ ∙ 𝑅") 

т.к. 𝑅′ ∙ 𝑅" = 1
2⁄ (|𝑅′|2)′ =  0 , т.к. |𝑅′|

2
= 𝑅′ ∙ 𝑅′ = 1  получается 

Ф ∙ 𝑅" = 0 

Умножим (2) скалярно на 𝑅′ 

𝑀′ ∙ 𝑅′ = 0           т.к. (𝑅′ × 𝑁) ∙ 𝑅′ = 0 

𝑀′ ∙ 𝑅′ = (𝑀 ∙ 𝑅′)
′

− 𝑀 ∙ 𝑅"=(𝑀 ∙ 𝑅′)
′

= 0 (7) 

Умножим скалярно уравнение для момента (3) на 𝑅" 

𝑀 = (𝐶3 − 𝐶1) (𝑡 ∙ 𝑃𝑇 ∙ Ф) (𝑃 ∙ 𝑡) + 𝐶1Ф 

𝑀 ∙ 𝑅"=((C3-C1) (t∙PT∙Ф) R'∙R" + 𝐶1Ф ∙ 𝑅" = 0  

Таким образов, вернувшись к выражению (7) получается, что (𝑀 ∙ 𝑅′)
′

= 0  

𝑀 ∙ 𝑅′ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

Умножим скалярно (2) на N 

𝑀′ ∙ 𝑁 = 0              т. к.  (𝑅′ × 𝑁) ∙ 𝑁 = 0 

(𝑀 ∙ 𝑁)
′

= 0          ⇒        𝑀 ∙ 𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

Полученные выше соотношения подставим в выражение связывающее вектор момента и 

вектор деформации изгиба кручения 

𝑀 = (𝐶3 − 𝐶1)(𝑅′ ∙ Ф)𝑅′ + 𝐶1(𝑅′ × 𝑅+(Ф∙R')R' ) 

Раскроем скобки и преобразуем 

𝑀 = C1(R'×R ) +𝐶3(𝑅′ ∙ Ф)𝑅′  (8) 

Скалярно умножим (9) на 𝑅′ и воспользуемся ранее полученным соотношением (8),  

С1(𝑅′ × 𝑅") ∙ 𝑅′ + С3(𝑅′ ∙ Ф)|𝑅′|
2

= 0,      т. к.   С3 ≠ 0, |𝑅′|
2

≠ 0   ⇒      𝑅′ ∙ Ф = 0   

 Тогда итоговое выражение для момента   𝑀 = 𝐶1𝑅′ × 𝑅" =  𝐶1Ф 

Ф = 𝜓′(𝑠)𝑏 

где бинормаль b=const, 𝜓′(𝑠) = −
1

𝑅𝑐(𝑠)
, 𝑅𝑐(𝑠) − радиус кривизны изогнутого 

стержня. 

0 0 

0 

Рис. 9. Направление векторов 𝑛, 𝑡 и 𝑏  
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𝑃 = 𝑃(𝜓𝑏) 

Вектора 𝑛, 𝑡 и 𝑏 образуют правую тройку векторов 

Далее будем предполагать, что изогнутая конфигурация - плоская. Это предположение 

соответствует тому, что наблюдалось в эксперимента. Тогда итоговое выражение для 

момента принимает вид: 

𝑀 = 𝐶1𝜓′(𝑠)𝑏 (10) 

 

3.3.4. Краевая задача для ψ 

Теперь решение задачи сводится к нахождению функции ψ 

подставив полученное выражение для момента (10) в (2), получи дифференциальное 

уравнение второго порядка 

С1𝜓"(𝑠)𝑏 + (𝑃(𝜓𝑏) ∙ 𝑡) × 𝑁 = 0 

𝐶1𝜓"(𝑠) + 𝑏 ∙ ([𝑐𝑜𝑠𝜓𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑏 × 𝑡] × 𝑁) = 0 

𝐶1𝜓"(𝑠) + 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑁 ∙ (𝑏 × 𝑡) + 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑏 ∙ [−𝑁 × (𝑏 × 𝑡)] = 0                  𝑏 × 𝑡 = 𝑛 

𝐶1𝜓"(𝑠) + 𝑐𝑜𝑠𝜓 𝑛 ∙ 𝑁 + 𝑠𝑖𝑛𝜓 𝑏 ∙ [−𝑏(𝑁 ∙ 𝑡) + 𝑡(𝑁 ∙ 𝑏)] = 0 

Выпишем не решенные уравнения: 

𝑅′ = 𝑃(𝜓𝑏) ∙ 𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝜓 𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝜓 𝑛  ;             𝑅|𝑠=0 = 0 

𝑅|𝑠=𝑙 ∙ (𝐸 − 𝑡 𝑡) = 0   ;      𝑅|𝑠=𝑙 ∙ 𝑛 = 0 

𝐶1𝜓"(𝑠) + (𝑛 ∙ 𝑁)𝑐𝑜𝑠𝛹 − (𝑁 ∙ 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜓 = 0;        𝜓|𝑠=0 = 0      𝜓|𝑠=𝑙 = 0 (11) 

𝑚(𝑡 ∙ 𝑅)∙∙|𝑠=𝑙 =  −𝐹(𝑡) − 𝑚𝑔 − (𝑡 ∙ 𝑁)|𝑠=𝑙 

Решаем уравнение (11) считая 𝑛 ∙ 𝑁 и 𝑡 ∙ 𝑁 константами, т.к. они зависят от времени, а 

уравнение содержит производную по координате.  

Для того, чтобы свести задачу к уже известной, введем новые обозначения:                             

𝑁 = 𝑁𝑒 , 𝑒 ∙ 𝑛 = −𝑠𝑖𝑛𝛽,    𝑒 ∙ 𝑡 = −𝑐𝑜𝑠𝛽,  произведем замену перменных 𝜓̃ = 𝜓 − 𝛽, тогда 

краевая задача в новых обозначениях запишиться так: 

𝐶1𝜓̃"(𝑠) + 𝑁𝑠𝑖𝑛𝜓̃ = 0 (12) 

граничные условия для новой перменной 

𝜓̃|𝑠=0 = −𝛽,   𝜓̃|𝑠=𝑙 = −𝛽 

Задача свелась к известной, решение которой можно найти в литературе. 
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3.3.5. Критическая сила 

В литературе приведено значение критический силы для первой формы потери устойчивости 

𝑁кр =
𝜋2

(𝜇∙𝑙)2 E ∙ 𝐼   (13) 

где 𝜇 – коэффициент приведения длины, число показывающее, во сколько раз следует 

увеличить длину шарнирно опертого стержня, чтобы критическая сила для него равнялась 

критической силе стержня длиной l в различных граничных условиях.  

Для рассматриваемого случая  коэффициент 𝜇 = 0,5. Разница между решением приведенным 

в литературе и полученным в ходе рассматриваемой задачи заключается в том, что в 

литературе значение критической силы соответствует внешней силе, которая 

прикладывается к стержню, а в данной исследовательской работе – это значение 

соответствует силе, возникающей в месте крепления стержня и груза.  

 

Для стержня, изготовленного из акрилового пластика, для которого модуль Юнга                             

Е = 3000 МПа, с поперечным сечением 25 х 2 мм и длиной 120 мм для потери устойчивости 

по первой форме, согласно  (13)  значение силы, возникающей в заделке, должно превышать  

136.94 Н 

 

3.3.6. Определение радиус вектора 𝑹 

Как ранее было получено производная радиус вектора по координате  представлена в  

𝑅′ = 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑛                      (14) 

Проинтегрировав (14) по коодинате  и воспользовавшись условием 𝑅|𝑠=0 = 0 получим 

выражение для радиус вектора 

𝑅 = (∫ 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑑𝑠

𝑠

0

) 𝑡 + (∫ 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑑𝑠

𝑠

0

) 𝑛 

𝑅 лежит в плоскости 𝑡, 𝑛 поэтому 𝑅|𝑠=𝑙 ∙ (𝐸 − 𝑡 𝑡) = 𝑅|𝑠=𝑙 ∙ 𝑛 = 0  ⇒   ∫ 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑑𝑠
𝑙

0
= 0. Это 

еще одно соотношение, связывающее силу N и  параметр 𝛽 

Таким образом осталось не рассмотренным последнее уравнение - уравнение движения 

груза. Оно дает последнее соотношение для параметров 

𝑚(𝑡 ∙ 𝑅̈)|𝑠=𝑙 = −𝐹 − 𝑚𝑔 − (𝑡 ∙ 𝑁|𝑠=𝑙) 

Подставив полученный ранее радиус вектор в уравнения движения груза получаем диффе-

ренциальное уравнение,  

𝑚(∫ 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑑𝑠) ∙∙
𝑙

0
= −𝐹(𝑡) − 𝑚𝑔 − 𝑁𝑐𝑜𝑠𝛽 (15) 
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Если ограничиться первым приближением, то в (15) инерционная составляющая уйдет, 

𝑐𝑜𝑠𝛽 = 1 и в результате будет получена простая зависимость N = - F(t)-mg, куда время вхо-

дит только как параметр и ни на что не влияет. Для  нахождения точного решения этого не 

достаточно, так что придется учесть нелинейную часть и рассматривать последующие при-

ближения. 

3.3.7.  Результаты аналитического исследования 

Задача сведена к решению системы уравнений относительно трех скалярных неизвестных, а 

именно   

 

. ψ(s, t),     𝑡 ∙ 𝑁(𝑡),        𝑛 ∙ 𝑁(𝑡) 

Для нахождения связи между силой, возникающей в месте крепления стержня к массе N(t) и 

внешней силой F(t). 

𝑚(∫ 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑑𝑠) 
∙∙𝑙

0
= −𝐹(𝑡) − 𝑚𝑔 − (𝑡 ∙ 𝑁) 

∫ 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑑𝑠 = 0

𝑙

0

 

𝐶1𝛹"(𝑠) +  (𝑛 ∙ 𝑁)𝑐𝑜𝑠𝛹 − (𝑁 ∙ 𝑡)𝑠𝑖𝑛𝛹 = 0 

𝛹𝑠=0 = 0             𝛹𝑠=𝑙 = 0 

Аналитическое исследование этой системы уравнений вызывает затруднение даже при ис-

пользовании приближенных асимптотических методов 

 

3.4.  Моделирование силы взаимодействия ударника и платформы 

На основе проведенных экспериментов можно смоделировать внешнюю силу, действующую 

на платформу. На рисунке 9 приведена модель, с помощью которой будет получена эта сила 

из известных значений, полученных из эксперимента: 

𝑣0 − скорость подлета ударника,   ∆𝑡 −  время контакта,  ∆𝑥 – относительное смещение 

платформы после контакта. 



19 

 

 

Рис. 9. Модель, для нахождения внешней силы 

Запишем уравнение движение платформы: 

𝑚𝑥̈ = −𝐹(𝑡) − 𝑚𝑔 −(𝑡 ∙ 𝑁) 

Уравнение движение ударника: 

𝑚1(𝑥 + 𝑦).. = 𝐹(𝑡) − 𝑚1𝑔                            (24) 

Проинтегрировав (24) по времени получаем уравнение: 

𝑚1[𝑣(∆𝑡) − 𝑣(0)] = ∫ 𝐹(𝑡)𝑑𝑡
∆𝑡

0
− 𝑚1𝑔∆𝑡                (25) 

Будем искать силу в виде: 

𝐹(𝑡) = 𝐴𝛿 (t −
∆𝑡

2
)                         (26) 

Рассматриваемая модель – упругая, следовательно, скорость отскока ударника после контак-

та соответствует значению скорости подлета ударника.  

v(∆t) = - v(0),              (27) 

Скорость подлета ударника к платформе: 

𝑣(0) = −√2𝑔𝐻      (28) 

Подставив полученные выше выражения (26) и (27), а так же (28) в (25) получаем выражение 

для работы: 

𝐴 = 𝑚1(𝑔∆𝑡 − 2√2𝑔𝐻) 

Из таблицы 4 видно, что значение величины gΔt много меньше величины  2√2𝑔𝐻, таким обра-

зом, при расчете значения работы величиной gΔt можно пренебречь.  

Таблица 4 



20 

 

№ 

п/п 
𝑚1, кг Δt, с H, м g Δt 2√2𝑔𝐻 A F(t) 

1 377,86 ∙ 10−3 3 ∙ 10−3 0,57 3 ∙ 10−2 6.75 0,26 0,26 δ (t – 1,5∙ 10−3) 

2 377,86 ∙ 10−3 3.8 ∙ 10−3 0,53 3.8 ∙ 10−2 6.51 0,24 0,24 δ(t – 1,9∙ 10−3) 

  

 

3.5. Конечно-элементное моделирование 

 

Для получения САЕ решения была построена модель, 

аналогичная стержню, который исследовался в процессе экс-

перимента.  

Стержень размером 120 х 25 х 2 мм был разбит на 640 

элементов, со сгущением сетки к предполагаемому месту 

прогиба. Модель стержня приведена на рисунке 10. 

Характеристики материала приведены в таблице 5 

  

 

 

 

 

Таблица 5 

Материал Модуль Юнга, МПа 
Коэффициент          

Пуассона Плотность, кг/м
3
 

Пластик 3 000 0,37 1.19 

Дерево 10 000 1,2 520 

 

Элементы сборки жестко скреплены между собой, каждому элементы сборки соответ-

ствуют свои материалы, изображение сборки  представлено на рисунке 11. 

Рис. 10. Модель стержня 
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Рис. 11. Модель сборки 

Результаты моделирования приведены на рисунке 12 

  

Рис. 12. Результаты моделирования. 

В результате моделирования удалось получить не только первую форму потерю устой-

чивости, но так же и вторую.  

Визуально видно, что результаты, полученные в процессе моделирования качественно 

похожи на результаты проведенного эксперимента. Но все же, в процессе моделирования 

эксперимент получается более идеализированным, так как в процессе проведения натурного  

эксперимента присутствуют некоторые факторы, которые в процессе моделирования учесть 

не удалось.   
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Графики, соответствующие максимальному прогибу, полученные в результате конеч-

но-элементного моделирования представлены на рисунке 13.а – для первой формы и на ри-

сунке 13.б – для второй формы. 

 

Рис. 13. а. График прогиба для первой формы. 

 

 

Рис. 13. б. График прогиба для второй формы. 

Максимальное значение силы, возникающей в точке соединения груза со стержнем для пер-

вой формы потери устойчивости равно 216.614 Н,  для второй формы – 286,818 Н. 

Изменение силы, возникающей в точке крепления стержня и груза, представлено на рисунке 

14.а- для первой формы и 14.б. – для второй. 
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Рис. 14.а. Изменение силы для первой формы 

 

Рис. 14.б. Изменение силы для второй формы 

 

 

 

  



24 

 

Заключение 

Был проведен эксперимент в результате, которого были засняты и получены разные 

формы потери устойчивости. Основываясь на результатах эксперимента можно сказать, что 

для разрушения стержня, не зависимо от его длины, достаточно смещения груза всего на 5 

мм.  

В результате эксперимента была получена не только первая, но и высшие формы поте-

ри устойчивости. Из результатов эксперимента были определены количественные характе-

ристики: время соударения и смещение верхней точки стержня. 

В результате исследования задача об определении критической силы Эйлера была све-

дена к известной краевой задаче, в которой время присутствует как параметр. 

Была получена система дифференциальных уравнений, позволяющая найти связь меж-

ду силой, возникающей в месте соединения стержня и груза и внешней нагрузкой.  

На основе проведенных экспериментов предложена модель внешней силы, которая 

действует на груз. Данная сила смоделирована и получена на основе проведенных экспери-

ментов и была использована для конечно-элементного моделирования.  

В результате конечно-элементного моделирования поучены результаты, качественно 

совпадающие с проведенным экспериментом. Получены максимальные значения сил, возни-

кающих в точке скрепления стержня с грузом. Для первой формы потери устойчивости это 

значение равно 216,614, для второй – 286,818 Н. 
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Приложение № 1. Охрана труда 

Основные виды трудовой деятельности при выполнении данной работы: интеллекту-

альные, эмоциональные, зрительные, а так же слуховые. Большая часть работы проводилась 

за ЭВМ, согласно ГОСТу 12.0.003-74 «Опасные и вредные производственные факторы. 

Классификация» могут быть учтены следующие факторы: 

 повышенная температура поверхностей ПК; 

 повышенная или пониженная температура воздуха рабочей зоны; 

 повышенная или пониженная влажность воздуха; 

 повышенное значение напряжения в электрической цепи, замыкание; 

 повышенный уровень статического электричества; 

 повышенный уровень электромагнитных излучений; 

 повышенная напряженность электрического поля; 

 отсутствие или недостаток естественного света; 

 недостаточная искусственная освещенность рабочей зоны; 

 повышенная яркость света; 

 повышенная контрастность; 

 зрительное напряжение; 

 монотонность трудового процесса; 

 нервно-эмоциональные перегрузки. 

Требования к освещению помещения и рабочего места 

В помещении, где располагается компьютер должно быть как естественное, так и искус-

ственное освещение. Согласно СНиП Естественное освещение должно обеспечиваться через 

оконные проемы с коэффициентом естественного освещения (к. е. о.) не ниже 1,2% . Свето-

вой поток из оконного проема должен падать на рабочее место с левой стороны. Искусствен-

ное освещение осуществляется с использованием люминесцентных источников освещения и 

общих приборов освещения. Освещенность на поверхности стола, при использовании ком-

бинированного освещения, для выполнения работ средней точности должна быть не меньше 

500 лк. В качестве источников света используются преимущественно люминесцентные лам-

пы типа ЛБ.  

Требования к уровням шума и вибрации в помещениях 

Согласно санитарно-эпидемиологическим правилам и нормативам СанПин 2.2.2/2.4.1340-03 

на рабочем месте пользователя персонального компьютера уровни шума не должны превы-

шать 50 дБА. Снизить уровни шума можно с помощью звукопоглощающих материалов с 
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максимальным коэффициентом звукопоглощения в области частот 63-800 Гц для отделки 

стен и потолка помещения. Дополнительный звукопоглощающий эффект создают однотон-

ные занавески из плотной ткани, повешенные в складку на расстоянии 15-20 см от огражде-

ния. Ширина занавески должна быть в 2 раза больше ширины окна. При выполнении напря-

женной работы, а так же при длительности смены более 8 ч. нормы могут быть снижены на 5 

дБА. 

Требования к видеодисплейному терминалу. 

Видеомониторное устройство должно отвечать следующим техническим требованиям: 

1.   Яркость свечения экрана не менее 100 кд/кв.м; 

2.   Минимальный размер светящейся точки - не более 0,4 мм для монохромного дисплея 

и не более 0,6 мм - для цветного дисплея; 

3.   Контрастность изображения знака - не менее 0,8; 

4.   Частота регенерации изображения при работе с позитивным контрастом в режиме об-

работки текста - не менее 72 Гц; 

5.   Количество точек на строке - не менее 640; 

6.   Низкочастотное дрожание изображения в диапазоне от 0,05 до 1,0 Гц должно нахо-

диться в пределах 0,1 мм; 

7.   Экран должен иметь антибликерное покрытие; 

8.   Размер экрана должен быть не менее 31 см по диагонали, а высота символов на экране 

- не менее 3,8 мм, при этом расстояние от глаз оператора до экрана должно быть в 

пределах от 40 до 80 см. 

9.  Неиспользуемое рентгеновское излучение, а также излучения в ультрафиолетовом, 

инфракрасном и радиочастотном диапазонах должны соответствовать гигиеническим 

нормам (ГОСТ 12.2.003-74, ГОСТ 12.3.002-75, ГОСТ 12.1.006-84). 

10. Клавиатура дисплея не должна быть жестко связана с монитором. В клавиатуре необ-

ходимо предусмотреть возможность звуковой обратной связи от включения клавиш с 

возможностью регулировки. Диаметр клавиш - в пределах от 10 до 19 мм, сопротив-

ление от 0,25 до 1,5 Н. Поверхность клавиш должна быть вогнутой, расстояние между 

ними - не менее 3 мм. Наклон клавиатуры должен находиться в пределах от 10 до 15 

градусов. 

11. Видеомонитор должен быть оборудован поворотной площадкой, позволяющей пере-

мещать ВДТ в горизонтальной и вертикальной плоскостях в пределах от 130 до 220 

мм и изменять угол наклона экрана на 10 - 15 градусов. 
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12. При работе с текстовой информацией (в режиме ввода данных, редактирования текста 

и чтения с экрана ВДТ) наиболее физиологичным является предъявление черных зна-

ков на светлом (белом) фоне. 

Требования к защите от статического электричества и излучения 

Для предотвращения образования и защиты от статического электричества в помещениях 

необходимо использовать нейтрализаторы и увлажнители, а полы должны иметь антистати-

ческое покрытие. Защита от статического электричества должна проводиться в соответствии 

с санитарно-гигиеническими нормами допускаемой напряженности электрического поля. 

Допускаемые уровни напряженности электростатических полей не должны превышать 20 кВ 

в течение 1 часа (ГОСТ 12.1045-84). Устройства визуального отображения генерируют не-

сколько типов излучения, в том числе рентгеновское, радиочастотное, видимое и ультрафио-

летовое. Однако уровни этих излучений достаточно низки и не превышают действующих 

норм. Из-за того, что мягкое рентгеновское излучение, возникающее при напряжении на 

аноде от 20 до 22 кВ, а также высокое напряжение на токоведущих участках схемы вызыва-

ют ионизацию воздуха с образованием положительных ионов, считающихся неблагоприят-

ными для человека. В следствии этого во всех машинных залах ЭВМ, а так же в помещениях 

с дисплеями необходимо контролировать уровень аэроионизации. Оптимальным уровнем в 

зоне дыхания считается содержание легких аэроионов обоих знаков от 1,5 x 10E2 до 5 x 10E3 

в 1 куб. см воздуха. 

Требования к вентиляции, отоплению и кондиционированию воздуха 

Вся система вентиляции, кондиционирования и отопления должна быть выполнена в соот-

ветствии с главой СПиП 11-33-75 «Отопление, вентиляция и кондиционирование воздуха». 

Нельзя использовать в качестве отопительных приборов для залов ЭВМ электронагреватель-

ные приборы и паровое отопление. В помещениях, в которых наблюдается явный избыток 

тепла необходимо обеспечить регулирование подачи теплоносителя для соблюдения норма-

тивных параметров микроклимата. В холодные периоды года температура воздуха, скорость 

его циркуляции и относительная влажность должны составлять: от 21 до 25 °С; 0,1 м/с; от 60 

до 40 % . Температура воздуха может откланяться на 1 °С от 22 до 25 °С. В теплые периоды 

года температура воздуха, скорость его циркуляции и относительная влажность должны 

быть: от 23 до 25 °С; от 0,1 до 0,2 м/с; от 60 до 40%. Температура воздуха может откланяться 

на 1 °С от 22 до 26 °С.  
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Требования электробезопасности 

Перед использованием средств вычислительной техники и периферийным оборудованием 

каждый работник должен ознакомиться с правилами техники безопасности на рабочем месте 

и осторожно обращаться с электропроводкой, приборами и аппаратами.  Токи статического 

электричества, наведенные в процессе работы компьютера на корпусах монитора, системно-

го блока и клавиатуры, могут приводить к разрядам при прикосновении к этим элементам. 

Такие разряды опасности для человека не представляют, но могут привести к выходу из 

строя компьютера. Для снижения величин токов статического электричества используются 

нейтрализаторы, местное и общее увлажнение воздуха, использование покрытия полов с ан-

тистатической пропиткой. 

Требования к пожарной безопасности 

На рабочем месте запрещается иметь огнеопасные вещества 

В помещениях запрещается: 

а) зажигать огонь; 

б) включать электрооборудование, если в помещении пахнет газом; 

в) курить; 

г) сушить что-либо на отопительных приборах; 

д) закрывать вентиляционные отверстия в электроаппаратуре 

Источниками воспламенения являются: 

а) искра при разряде статического электричества 

б) искры от электроборудования 

в) искры от удара и трения 

г) открытое пламя 

При возникновении пожароопасной ситуации или пожара персонал должен немедленно при-

нять необходимые меры для его ликвидации, одновременно оповестить о пожаре админи-

страцию. Помещения с электроборудованием должны быть оснащены огнетушителями типа 

ОУ-2 или ОУБ-3. 
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