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��/��.���,

 ���7 ��0 ��	
1	��0	 ������ � ����0	������ ��.	 	��/���, ����	�� �� :	�
��
	��.��9 	 :���	����.���� ��0 ���	'	�.�
	 ����������	'	 ��.� 	��/���7 �
0- �-��5���- �	��	���9 �'	 ��0�, �	���:�0 �.���@A�0 	
���	0, &	�90�0
0�.��9��� :.����.��	�-� F���� G� ����.� O �	/��H � :	�����0 �� ��0 0���
�� O7 �	�	�� 
���� ����0�������9� � ��/����� ��/�.� � ��.� 	��/���, &	�9�
0�0 ��� 	�����	�-� :�.	/�� �	 ����.��0� �� �	���1, �	5�	 ���9 :�.	/���
����.�� ����	� �.��-7 �	 �. �����	��� 0- 	'����/�0� ���
	.�� ��'.��
�-0 �.�/��0,  ��/�@A�� 
�� ����1 ����������� �0	5�� ��0	��	��.9�	
����0	����9 � ���'�� �.�/��, �:	0���-� :�.	/�� 	�0���0 ��0�	.�0�

i, j, k. G*,*H

& ��.9���F�0 ���	/�-0� :	.�5���-0� .�������0� 
����0� 
���� 	
	�
���/��9� ����	�-, �	 �������-� ��0� 	
C���- ����	��0� �� �.@�� O
D�	 �0���	 :�.	/�������.��, 4�.	 � �	07 /�	 ��:���.���� D��1 :�.	/�� ��
	:����.��	 � �� 0	5�� 
-�9 	:����.��	 �	 ��1 :	�7 :	�� �� ������	 � ����0	��
����� ��.	 	��/���, ��.� 5� ��.	 	��/��� �0���� G	�.�/�	� 	� �	'	7 �	�	�	�
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 ���&�0( �&���&(

0- ���/�� ���	�0H7 �	 � ��0 	
C���- G*,*H �5� 0	5�	7 1	� � � 	'	�	���0�7
�/����9 ����	��0�, &	����0 ��:��9 :�.	/�� � :.����.��	�-� F���� ���7
/�	
- �'.- 0�5�� ��0� �	����..� π/2, & :�����:� D�	 �� 	
����.9�	7 �	
��� :�	A�, & ����.9����7 0- :	.�/�.� 2�'���

{O, i, j, k}, G*,(H

�	�	�� � '�	0����� ���-����� ������,
�	/�� O � G*,(H ���-����� ���F��	� ��:���, ����	�����0 � �������	0�

��:��� 0�	5����	 �	/��7 	:����.�0-1 �����������	�	0

r = xi+ yj+ zk, −∞ < (x, y, z) < +∞. G*,6H

��:��0��7 � ��:��� G*,(H :���	������� �	/�� A � �		�������0� x7 y7 z,
%�	
- :	.�/��9 	
��� �	/�� A7 ��5�	 �-:	.���9 �.���@A�@ 0-�.����@
	:�����@, ���������0 ��
�7 /�	 :�.	/�������.�� i7 j7 k ����	��- ��:	�	
��
��.���	:�/���	� ������- � ���	0	
�., &-�����0 � D��1 :�.	/�������.	�
��5�	� /��.	 ����9��E xi 
���� �0��9 x ����9��7 yj O y ����9��R zk O z ����
�9��, �� :	.�/��F�1� :�.	/��1�����.��1 0	5�	 :	���	��9 :���..�.�:�:��,
�	'�� �����������	� G*,6H 
���� ���:	.	5�� �� ���'	��.� :���..�.�:�:���7
��1	�A�� �� ���F��- ��:���R �'	 �.��� 
���� ����� �.��� ���'	��.�7 � �'	
�	��� 
���� 	:����.�9 �	/�� A G���, *,*H, ���.	'�/�-0 	
���	0 � ��:���
G*,(H :���	������� ���9 
���	��/�-� ��
	� �	/��7 	���/�@A�1 ����	�0	5�
�-0 ���/���0 �		������ x7 y7 z � �����������	�� G*,6H, ��.� 0- 0-�.���	
:	�����0 �.� :�������0 ��:�� G*,(H7 �	 �0���� � ��0 :	������� �.� :����
������ ��� :���	�������-� � ��0� �	/�� ����0 	
���	07 /�	 �1 :	.	5����
	��	����.9�	 ��:��� 	������� ����0���-0 G���, *,(H,  �-0� �.	��0�7 0-
:	���	�.� ���	��	���@ 0	��.9 �
�	.@��	'	 :�	���������7 �	7 � 	�.�/�� 	�
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:	�.����'	7 ��� �	/�� D�	'	 :�	��������� :	0�/��-, �	D�	0� ���.	 �	�0	5�
�-0 ��
.@���9 ���5���� .@
	'	 ��.� 	��	����.9�	 �������	'	 ��0� ��.�
	��/���,

�����������	 ,���� -.�/0 � ������������� � ���	 ��+����� ����
-.�10 �� ������� ���� �������

���	�0	5�	 �����9 	 ���5���� ��0	'	 ��.� 	��/���, �	 ��
.@���9 ����
5��� ���'�1 ��. 	��	����.9�	 ��.� 	��/��� ���.	 �	�0	5�-0, 4. 	:����
�� �	.�/�������-1 1������������ ���5��� ��	
1	��0 �A� 	��� D.�0���7 �
�0���	 /��-7 :	��	.@A�� 2�����	���9 ���0,

%���0� ���-��@� :��
	� �. ��0����� ���0���7 	��	����-� �� .@
	0
:���	��/���	0 :�	�����,

�����������	 $�� ������� ����+���� ������� �� ������� ������
�� �������

��:�� G*,(H � �		������- x7 y7 z 
���0 ���-���9 	��/���-0�, "�� 	:���
��.@� �����0� 	��/��� � �� :	�.�5�� ����0�.�
	 ��0���0, &�� ��	��0-� �
��.9���F�0 :	��� �� �0�@� �����	'	 �0-�.� ��� �����0- 	��/���, � �	�
5�.���@7 ��� � 0���0���/���	�7 ��� � � 2���/���	� .��������� D�	 	
��	�
��.9���	 /���	 �'�	�������7 � ��0� �����0- 	��/��� 	���@�� �� ����	0, &
����0	������ ��	��� �����0- �		������ � � ��1 	:����.@�� �� �.� ��-�
	
C���-, "����	 ��	��0-� �����0- �		������7 ��� :����.	7 �� � /�0� ��
:����:.��- � ��A�����@� ��� 
- ��0� :	 ��
�,

�	.9 �����0- 	��/��� ��	 	/��/��� �, ������..	0 S*8TE �����0� 	��/��
�� O D�	 P/���-� 1	.��7 �� �	�	�	0 0	5�	 ���	���9 ������- ����	�-, ?�	�
1	.�� �	.5�� 
-�9 �-
��� 1��	5���	0 :��5��7 /�0 	� :��0��� �� ��
	��,
$	.�� ���.��-���� ���	�	�-� 	'����/��� �� ��������	 1��	5����7 �	 ���
�	�0 	
���	0 �� 	:����.�� �� ������-7 �	�	�-� 1��	5��� 
���� ���	���9Q,

��	���	:	.	5�	� �	/�� ����� :�����5���.� �, ?��F���� S*+T, ��:���



���� ���	��� 	���	� � ���	��� �
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0��7 � ��
	�� S*;T 	� :�F��E P��	�� ��	��� ��� �	�� 2���/����1 :���0��	�7
� �0���	E *H 0��F��
- � /��- G�, �, �����0- 	��/���, �, N,H7 (H ��� 	���.9�	�7
��:��0��7 D.����	0�'����	� :	.�7 0������.9��@ �	/�� � �, �, ?�	 � �������
�	0 �0-�.� ��.	'�/�	R �	
������	 '	�	�7 ��	��@ 0��F��
	� � /��	� �.��	���
.	 
- �-�	���9 �� ��F���� 	��	��-1 ���������7 � �� �/����9 �� ��������0	�
	� ��1Q,  �-0� �.	��0�7 �/������ �	�0	5�-0 ���/�.� �����	���9 �������
����	�-7 �, �, ��:����9 	��	��-� ��������7 � �	.9�	 :	�	0 :	�	
���9 �.
������- 1	.��,

�� �������� D�� ��� :	�����7 :�	��	 	�0���07 /�	 � ����	� ���'� :����
�� :���� �	/�� �����7 �������	��� �. �.����/���	� 2����� � 0�1�����,
�	�/�����0 �A� ���7 /�	 �������� �����0� 	��/��� O :	�� �A� �� �	7 � /�0
��
	��@� � 0�1�����, "
 D�	0 ��/9 :	���� � �����.� 6,*7 � ���/�� 0- �	.5�-
	����	���9� �� :	���� �����0- �		������,

�����������	 2������ ������!���#�� ���� ������� ������ �� ��
������ ������� ������� � ����� ������� �������

&�� �	/�� �����0- 	��/��� �5� ������2����	���- �		�������0� x7 y �
z7 �	�	�-� 0- 
���0 ���-���97 ��� �5� 
-.	 ������	7 	��/���-0� �		������
��0�, �	�.����� �'��@� 	�	
����@ �	.97 �
	 	:����.@� ��� ��0� �����0�
	��/���7 ��� � �	/�� �����0- 	��/���7 :�������� �0 	:����.���-� �0���,

����� � 	��/���-0� �		�������0� 0	5�	 ������ � ����0	������ � ����
'�� �		������-7 �, �, :	0�0	 P:	�.���-1 �0��Q �	/��0 0	5�	 :����	��9
P:����	��0-Q y17 y27 y3E

y1 = y1(x, y, z, t); y2 = y2(x, y, z, t), y3 = y3(x, y, z, t); G*,8H

'�� t O ���0,
"�	
��5���� G*,8H ��5�	� �	/�� �����0- 	��/���7 	:����.�0	� �		����

����0� x7 y7 z7 ������ � �		��������� � ����-� 0	0��� ���0��� 	��� � �	.9�	
	��� ��	��� /���. y17 y27 y3, ����0 	
���	07 �		��	F���0� G*,8H � ����	�
�����0� 	��/��� ��	���� �A� 	��� �����0� �		������7 �	�	�� 0����� �	
���0���7 �, �, ���5��� 	��	����.9�	 �����0- 	��/���, ��� D�	0 �	/��7 ��:	�
���5�� � �����0� 	��/���7 
���� �0��9 0��@A��� �	 ���0��� �		������-
y17 y27 y3,  ��	
	�	�7 �	/�� � 2�����	����-0� �		�������0� y17 y27 y3 
��
��� ���'��9� 	��	����.9�	 �����0- 	��/���, ���	
���	���� G*,8H :���:	.��
'�@�� ��:���-��-0� � 	��	���/�	 	
����0-0�,  �-0� �.	��0�7 � ����-�
0	0��� ���0��� ��	��� /���. y17 y27 y3 	���/��� 	��� � �	.9�	 	��� ��	���
/���. x7 y7 zE

x = f(y1, y2, y3, t); y = g(y1, y2, y3, t); z = h(y1, y2, y3, t). G*,+H



�* ����� �� ���	
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� 
����

<�0���07 /�	 ����9 �		������- x7 y7 z �� ������ 	� ���0���7 � �		����
���- y17 y27 y3 �.@�� 2�����0� ���0���, "��@��7 ��:��0��7 �.�����7
/�	

dx

dt
=
∂f

∂y1
dy1

dt
+
∂f

∂y2
dy2

dt
+
∂f

∂y3
dy3

dt
+
∂f

∂t
= 0.

�		��	F��� ���	'	 �	�� :	���	
�� ��0 � ��.9���F�0, &0���	 �		����
��� y17 y27 y3 0	5�	 
-.	 ������ � �������	 ���'�� �		������- y1

′
7 y2

′
7 y3

′
7

�����7 /�	

y1
′
= y1

′
(x, y, z, t); y2

′
= y2

′
(x, y, z, t); y3

′
= y3

′
(x, y, z, t). G*,;H

�	�����. � 2	�0�.� G*,;H �		��	F��� G*,+H7 :	.�/��0

y1
′
= y1

′
(y1, y2, y3, t); y2

′
= y2

′
(y1, y2, y3, t); y3

′
= y3

′
(y1, y2, y3, t). G*,=H

�		��	F���0� G*,=H �������.���@�� ��0��- �����0 �		������ � ����
�	� �����0� 	��/���, �.����� 	
�����9 	�	
	� ���0���� �� �.���@A�� 	
��	�
��.9����, & �		��	F���1 G*,=H 	��/���-� �		������- x7 y7 z 	��������@�7
� ��0 ��0-0 �����0� 	��/��� 	����.��9 �:�����	�, "��@��7 ����0����7 ��
�.�����7 /�	 	 �����0� 	��/��� 0	5�	 :	��
-�9,

��0� :	 ��
� �		������- yk �� �0�@� �����	'	 �0-�.�, ��.� :	��
-�9
	 ��A����	����� �		��	F���� G*,8H �.� G*,;H7 �	 �		������- yk :	����@� �
�	���1�,  � G*,8HMG*,;H �		��	F��� G*,=H �-����@� 	��	���/�	, �	 �� G*,=H
�� �.����� ��A����	����� �		��	F���� G*,8HMG*,;H, �	D�	0� 	 :	�.����1 �� �
�	�0 �.�/�� ��.9� ��
-���9,

 ���7 �����0� �		������ x7 y7 z ��:	���5�� 	��	����.9�	 ��.� 	��/���,
�	5�	 ��:	.9�	���9 :	���5��@ ������	�� �����0� �		������ x ′7 y ′7 z ′7 ���
:��0��7 ����@E

x ′ = x− vt; y ′ = y; z ′ = z. G*,>H

��/�.	 D�	� :	���5�	� �����0- �		������ Gx ′ = 07 y ′ = 07 z ′ = 0H
���5��� 	��	����.9�	 ��.� 	��/��� ��	.9 	�� x �	 ��	�	��9@ v, ��:	���5��
�	/�� ��.� 	��/��� A � :	���5�	� �����0� �		������ 
���� 	:����.�9�
:���0���-0� �	 ���0��� �		�������0� x ′7 y ′7 z ′,

����97 ��:��0��7 �	/�� A �0��� �		������- x = 27 y = 47 z = 5, �	'�� �
:	���5�	� �����0� �� �		������- 	:����.@�� �-��5���0�

x ′ = 2− vt; y ′ = 4; z ′ = 5,

�, �, D�� �		������- ��:	���5�	� �	/�� ��.� 	��/��� 0��@�� �	 ���0���,



���� ���	��� 	���	� � ���	��� �
����	� �������� �	

�	'�� 
-�9 �����0- �		������7 0��@A��� �	 ���0��� 
	.�� �.	5�-0
	
���	0, ��:��0��7 :�.9����@A� �����0� �		������E

x ′ = (1 − e1 cosωt)x; y ′ = (1 − e2 cosωt)y; z ′ = (1 − e3 cosωt)z, G*,3H

'�� ek : 0 < ek < 1 O :	��	��-� /��.�R ω O /���	�� :�.9�����,
��/�.	 �����0- �		������ G*,3H �	�:����� � ��/�.	0 � �����0� �		������

x7 y7 z � ��:	���5�	 � ��.� 	��/���, �	7 ��:��0��7 �	/�� � �		�������0�
x = y = z = 1 �0��� :���0���-� �	 ���0��� �		������-

x ′ = 1− e1 cosωt; y ′ = 1− e2 cosωt; z ′ = 1− e3 cosωt.

��	
	�	�7 2�����	����-0 �		�������0 :	���5�	� �����0- �		������
	���/�@� ���.�/�-� �	/�� ��.� 	��/���,

��:��0��7 �		�������0 x ′ = y ′ = z ′ = 1 	���/��� 0�	5����	 �	/�� ��.�
	��/��� � �		�������0�

x =
1

1− e1 cosωt
; y =

1

1− e2 cosωt
; z =

1

1− e3 cosωt
.

<���9 ����-0 0	0����0 ���0��� 	���/�@� ����-� �	/�� �����0- 	��/���,
��� t = 0 �	/�� � �		�������0� x ′ = y ′ = z ′ = 1 	���/��� �	/�� ��.� 	��/���
� �		�������0�

x = 1/(1− e1); y = 1/(1− e2); z = 1/(1− e3).

�	 :�� ωt = π/2 �	/�� � �		�������0� x ′ = y ′ = z ′ = 1 	���/��� �5�
���'� �	/�� ��.� 	��/��� � �		�������0� x = y = z = 1,

& ����	� �����0� 	��/��� 0	5�	 ������ ��	.9 �'	��	 0�	'	 ���.�/�-1
�����0 �		������7 � ��� 	�� ����	:����-, ��/���@A�� ���/��9 ����	��.9�
�-� ��	��� �	.5�- 	�/��.��	 	�	����9 ���.�/�� 0�5�� :	���0� P�����0�
	��/���Q � P�����0� �		������Q, ���	:����0	��9 �0�F��� D��1 :	���� ��	
:	���-���� �.���@A�� �����5�����,
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D.�0���	� 0�	5�����, �� 0�	5����� ��:���.���-1 	�����	� G����	�	�H ��	�
��� /��-�� 	��	��-1 ���	�� �	0:	����� ����	�	�,

• ����-� ���	� �	0:	�����7 �.� :����.	 �.	5��� ����	�	�,

• &�	�	� ���	� �	0:	�����E �0�	5���� ����	�� �� ���.�,

• ������ ���	� �	0:	�����E ���.��	� :�	��������� ����	�	�,

�����������	��+���� ������������ ��� �� -������0� �� ���
��  ����� ���  ���� ��� �#�� ��������� �� ������� �����������
�������� �����������4�

• %������-� ���	� �	0:	�����E ����	��	� :�	��������� ����	�	�,

����-� ��� ���	�� ����	�	� �0�@� �0-�. ��� � 	�������	����	� �����0�
	��/���7 ��� � � ��	�������	����	�, %������-� ���	� �	0:	�����7 ���-���
�0-� ����	��-0 :�	���������0 ����	�	�7 �0��� �0-�. �	.9�	 � 	�������	�
����	� �����0� 	��/���,

��� � ��@��7 � D�	� '.��� 0- �/����07 /�	 /�����.9 ����	0 �	 ���0� ���
:	.9���0-0� ����9 :	���0�7 ��.@/� ����	��	� :�	��������� ����	�	�,
"����	 	:-� :��:	������ :	���-����7 /�	 ����	��	� :�	��������� ��5���
��� � 
	.�� :	��	
�	0 ��.	5����,

���5�� ���'	 :	�/�����07 /�	 ��:	.9�	����-� ��0� �:	�	
 	���������
�����0- 	��/��� �0��� �0-�. �	.9�	 � ���10���	0 :�	���������7 :	��	.9�
�� �:�������	�- 	��	���/�	 	:����.��- �	.9�	 � ���10���	0 :�	���������,
��	0� �	'	7 ��5�	 :	0���97 /�	 	�������� :�	��������� :�	���	���� �	
�-:	.���� ����1 
- �	 �� 
-.	 	:������ ��� ����	��0� � � ��.9���F�0
������� 	:������ � ����	��0� �� 0��@� �-
����	� 	���������7 ��.� �	.9�	
�� ��	��� �:����.9�	 	'	�	����-� 	:������, ��� :����.	7 ��5�- � ����1

4 ���� �&,�1�� ��,�#������ ��,0�,�%(���1� %�2&�,��1� �,��&,(��&%( 0�-�� �(/&�)
�(�,�0�,) % E�6F
 �����	�� �	
��
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�!�� � ���	
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	:�����1 �� �	�������7 � 	�� �� ��	���, & /����	���7 	�������� :�	������
���� �	1������ :�� �����.9�-1 	���5���1 � ���'�1 :	�	
�-1 	:�����1,
?�	 	
��	��.9���	 ��5�	 ��:	0���9,

":�����@ ����	��	'	 :�	�������� �����0 � ��� D��:�, ���/�.� ���0
��:���.���-0 	������0 G:�0-0 ����	��0H :	�����0 � �		��������� �:���
����	�, ?�	� F�' �� ������� 	� �-
	�� 	��������� � :�	���������, � ����0
�:�������	�� :	�����0 � �		��������� :�0	� ����	� :	 :����.�07 �2	�0��
.��	����-0 � �����.� *,8, ?�	� F�' �5� ��:	����������	 ����� � �-
	�	0
	���������, ����.	�9 
-7 ���	� ���
����� 	:������ ����	��	'	 :�	��������
�� ��� F�'� ��.	5��� ��.	, "����	 � D�	0� .�'�	 :���-����9, &	�����@�
A�� :�� D�	0 :���0�A����� � ��������� �	 ���������-0 	:����.����0 0-
:	��5�0 ��.��,

 ���7 :��0�0 �.���@A�� 	:����.���� ����	��	'	 :�	�������� ����	�	�,
����9 ���� �:	��	/���� :��� ����	�	� G��:���.���-1 	�����	�H a � b7
'�� a �/������ :���-0 G.��-0H �	0�	5���.�07 � ����	� b O ��	�-0 G�.�
:���-0H �	0�	5���.�0, &���	��0 a � b :	�����0 � �		��������� �:�������	�
c∗7 ���	�7 /�	E

�H 	�9 �:�������	�� c∗ 	��	'	��.9�� :.	��	���7 ������	� �� ����	�-
a � bR


H ���'	�� ����.�� :	���-���� ��:���.���� ����/��F�'	 :	�	�	�� 	�
����	�� a G.��	'	 �	0�	5���.H � ����	�� b G:���	0� �	0�	5���.@HR

�H 0	��.9 �:�������	�� c∗7 �, �, �.��� ���'	�	� ����.��E

| c∗| = | a||b| sinθ,

'�� θ O �'	. ����/��F�'	 :	�	�	�� 	� a � b,
4. �������	'	 ����0 	
���	0 �:�������	�� c∗ :��0�0 	
	���/����

c∗ = [ a, b].

�	'.���	 :����	0� 	:����.���@

[a, b] = −[b, a],

��� ��� :�� ��0������ :	���� �	0�	5���.�� ��:���.���� :	�	�	�� 0�����
�� 	
����	�, �.��	����.9�	7 :	��	� �	0�	5���.�� � :�	��������� [ a, b]
	���-����� ��A�������-0,

��:��9 	���.	�9 �	���F��9 :	�.����� F�' � �:�������	�� c∗ :	������9 �
�		��������� :�0	� ����	� c :	 :����.�7 	:�����	0� �����, ?�	� F�' �5�
������� 	� �-
����	� ��0� 	��������� � 2���/���	0 :�	��������� G�����0�
	��/���H,
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��0	� ����	� c7 �		��������@A�� �:�������	�� c∗ = [ a, b]7 ���-�����
����	��-0 :�	���������0 ����	�	� a � b � 	
	���/����

c = a× b.

����� 5� �	������� �	:�	� 	 ��:� ����	�� c = a× b, 4. 	����� �� D�	�
�	:�	� ��	
1	��0	 :��5�� ���'	 ������9 ��: ����	�	� a � b,

<���9 �	�0	5�- ���.�/�-� ��������, ����0	���0 ���/�.� �.�/��7 �	'��
a � b 	
� :	.��-7 �, �, �� ������ 	� �-
	�� 	��������� � 2���/���	0 :�	�
���������, �	'�� 	/�����	7 /�	 � �:�������	� c∗ = [a,b] �� ������� 	� �-
	��
	��������� �����0- 	��/���7 � ����	� c7 	���/�@A�� c∗7 ��:�	���7 �������
	� �-
	�� 	��������� �7 �.��	����.9�	7 �.��� �����.9�-0, �	��5�07 /�	
�0���	 �:�������	� c∗ = [a,b] 	���/��� 2���/���	0�7 ��.� ��� 0	5�	 �-���
���9�7 �0-�.�7 � �	��� �� �����.9�-� ����	�7 �	�	�-� � ���	�	�	0 �0-�.�
�.��� ��F�� �-��0�	�, 4. D�	'	 �	�:	.9���0� 	:������� �����.9�	'	
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c = a× bc = a× b
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	���5��� ����	��	'	 :�	��������, �� ���, *,8 :.	��	��9 �����.� 	��	'	�
��.9�� :.	��	��� /����5� � :���..�.9�� 	�� �:�������	�� c∗, <����.9�	� 	��
��5���� �:�������	�� :	.�	��9@ �	'.������ � :����-0 	:����.����0 �.
�:�������	�� c∗ = [ a, b]7 �, �, c ′

∗ = [ a ′, b ′], & �	 5� ���0 �� ���, *,+ �.�����7
/�	 c ′7 �, �, �����.9�-� 	
��� ����	�� c7 �� ����� ����	��	0� :�	��������@
	���5���-1 ����	�	� a ′ � b ′E c ′ �= a ′×b ′ = c ′′ = −c ′, ?�	 :�	��1	��� :	�	0�7
/�	 �����.	 G2���/���� 	:�����H ��/�'	 P�� �����Q 	 ��F�0 :�	���	.9�-0
�	'.�F���� 	
 	��������� :�	���������, �������� 	�	
���	��9 �����.9�-1
	
C���	� 
���� ��A�������� :�� 	:����.���� �1 '��:: ��00�����,

 ���7 ����	��	� :�	��������� ���1 :	.��-1 ����	�	� ���9 �����.9�-�
����	�, ����9 ��:��9 :���-� �	0�	5���.9 ���9 �����.9�-� ����	� a7 � ��	�	�
�	0�	5���.9 ���9 :	.��-� ����	� b, ����0 
���� ��: ����	�� c = a × b`
%�	
- 	������9 �� D�	� �	:�	�7 ��	
1	��0	 �-����97 ��� ����� ��
 ����	�
c :�� ��0��� 	��������� :�	���������, �� ���, *,; :	�����	7 /�	 ����	��	�
:�	��������� ���1 ����	�	� ���.�/�-1 ��:	� ���9 :	.��-� ����	�7 �, �, 	�
�� ������� 	� �-
	�� 	��������� � :�	���������,

���������	 "
����0 ���0���� �� �	7 /�	 �:�������	� c∗7 �	�	�-� ����
���� � �		��������� �����.9�	0� ����	�� a � :	.��	0� ����	�� b7 ��0
	���-����� �����.9�-07 �, �, 	� �0�	5���� �� −1 :�� ��0��� 	���������
�����0- 	��/��� �� :�	���	:	.	5��@, & D�	0 �.�/�� 	:����� �����.9�	�
'	 	���5��� :	��5�� ������-� ����.9��� �. 	���5���	'	 �:�������	�� c∗,
�	/��� '	�	�7 � �����.� 0- �����0 ������-� 	
��� �����.9�	'	 ����	�� a7 �
������-� 	
��� �:�������	�� c∗ ���9 �.������� ������	'	 �����.9�	'	 	
����
�����.9�	'	 ����	�� a,

#�'�	 �
����9�7 /�	 ����	��	� :�	��������� ���1 �����.9�-1 ����	�	�
���9 �����.9�-� ����	�,
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���& '����� (�����	) *����� +����� *�����

�- �5� ��	��	�����	 �:	0���.�7 /�	 ����0�������0	� ��0� 2���/���	�
:�	��������	 ���10���	7 �	 � ��	0 ���� �� ��:	.9�	��.� D�	'	 :	���,

�����������	 5����� a� b� c �� ������� ������ �� ���������� ���
�� ��������

α a+ βb+ γ c = 0,

��� α� β� γ 
 �������� � �+� � �� � ���� � �� ��	���� ���� α = 0�
β = 0� γ = 0�

& ���10���	0 :�	��������� ����� ��	��� .�����	 ��������0-1 ����	�
�	� ��A�����@�7 �	 .@
-� /��-�� ����	�� �.@�� .�����	 ������0-0�,
& :�	����	0 �.�/�� :�	��������	7 � �	�	�	0 ��A�����@� /������� .�����	
��������0-1 ����	�	�7 
-.	 
-7 ��� 0���0�07 /��-��10���-0,  � 	:����.��
�� .�����	� ��������0	��� ����	�	� ����� 5� �.�����7 /�	 ��.��	� ����	�
�� 0	5�� �1	���9 � �����0� .�����	 ��������0-1 ����	�	�, ��	0����/����
.������ ������0	��9 ���1 ����	�	� 	���/���7 /�	 ��� ��� ����	�� .�5�� �
	��	� :.	��	���, "��@�� 	/������ �	�0	5�	��9 ���9 ���'	� 	:����.���� .��
����	 ��������0	� �����0� ���1 ����	�	�,

�����������	 2������ ���� ������ ������ �� ������� ���� �
���� ����� ����

(a× b) · c �= 0. G*,*)H

�0-�. D�	'	 	:����.��� ����	���� 	/�����-07 ��.� ��:	0���97 /�	 0	�
��.9 �0�F���	'	 :�	�������� ���1 ����	�	� ����� 	
C�0� :���..�.�:�:���7
:	���	���	'	 �� ����	��1 a7 b7 c,

�����������	 6���� ����� ������ �� �������� ������ e1� e2� e3
�� ������� �� ����

�������� 	
C����� ��07 /�	 .@
	� ����	� a 0	5�� 
-�9 :�������.��
� ���� ���.	5��� :	 ����	��0 
�����, & ��0	0 ��.� .@
-� /��-�� ����	��
� ���10���	0 :�	��������� .�����	 ������0-7 �, �, ��������	

α a+ β e1 + γ e2 +ω e3 = 0

�	�0	5�	7 �	'�� �� ��� ���.��-� �	D22������- ����- ��.@, �	���	7 /�	
α �= 0, & :�	����	0 �.�/�� ����	�- e17 e27 e3 
-.� 
- .�����	 ������0-,
�	D�	0� �� :���-��A�'	 ��������� �.�����

a = −
β

α
e1 −

γ

α
e2 −

ω

α
e3,



��"� #����� �������$ %����� &����� %����� ��

�.�

a = a1 e1 + a
2 e2 + a

3 e3; a1 ≡ −
β

α
; a2 = −

γ

α
; a3 = −

ω

α
,

'�� /��.� a17 a27 a3 ���-��@�� �		�������0� ����	�� a 	��	����.9�	 
�����
e17 e27 e3,

��	
�	 ��:	.9�	���9 ��������@ ��:��9E ei G'�� i = 1, 2, 3H 	���/��� ��	���
����	�	� e17 e27 e37 	
	���/���� ai G'�� i = 1, 2, 3H O ��	��� /���. a17 a27 a3,
���0�0 �	'.�F����7 /�	 0�.-� .�������� ������- ���'�� :�	
�'�@� ���/��
�� 17 27 37 � 	���.9�	 	'	�������9 D�	 �� 
���0, ����0 	
���	07 ci 	���/���
��	��� c17 c27 c3, ��:��9 ���.	5���� ����	�� a 0	5�	 :���������9 � ����

a =
3∑
i=1

aiei ≡
3∑
m=1

amem ≡ ai ei ≡ am em. G*,**H

<���9 0- :���.� �	'.�F���� 	 ��00��	����� ?��F�����E ��.� � 	��
�	0 �-��5���� �����/���� :��� 	�����	�-17 �	 ����	�-�	��1 ������	�7 �	
:	 ��0 :	�����0������ ��00��	����� 	� * �	 6,  ����� ��00��	���� ���
�-����� ��0-07 � �'	 0	5�	 ��0����9 .@
-0 ���'�0, ��.9� �	:�����9 �
	��	0 �-��5���� ���1 	�����	�-1 :�� ��0-1 ������	�7 ��� ��� �	�������
����	��97 :	 ����0 �0���	 :���0 ���� ��00��	�����, ��:��0��7 :�� �-�
/��.���� ���.��	'	 :�	�������� a · a ��5�	 :����9 ���E

a · a = amem · anen = amanem · en ≡
3∑

m,n=1

amanem · en.

��� �-/��.��9 �		������- ����	�� a 	��	����.9�	 
����� ei` &	�0	5�-
����-� :	�1	�-, ���������-0 :	�1	�	0 :����	 �/����9 �������� ����0�	'	

����� � 
����� ei, &���0�-� 
���� 	
	���/���� �	� 5� �	����	� 
���	�7 �	
������ ������� ����1�7 �, �, ����0�-� 
���� � 
����� ei 	
	���/���� em,
&���0�-� 
���� ���	��� ���7 /�	
- �-:	.�.��9 �		��	F���

em · ei = δmi =

{
1, m = i;
0, m �= i, G*,*(H

'�� δmi ���-����� ��0�	.	0 ��	������,
& G*,*(H �	���5��� ����9 ��������7 �	�	�-� :	.�/�@��7 ��.� ������

��0 m7 i :�������9 ���.�/�-� ���/��� 	� * �	 6, ��:��0��7 �. ����	��
����0�	'	 
����� e3 :	.�/�0 ��� ���������E

e3 · e1 = 0; e3 · e2 = 0; e3 · e3 = 1. G*,*6H
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 � �������� G*,*6H �.�����7 /�	 e3 	��	'	��.�� :.	��	���7 ������	� ��
����	�- e1 � e27 � ��:���.�� ���7 /�	
- �'	. 0�5�� ����	��0� e3 � e3 
-.
0��9F� π/2, �	�.����� �.����� �� �	'	7 /�	

e3 · e3 = |e3| |e3| cosθ = 1,

'�� θ O �'	. 0�5�� ����	��0� e3 � e37 � �	����� D�	'	 �'.� �	.5�� 
-�9
:	.	5���.9�-0,

�	��	.9�� �'	. θ �� 0	5�� 
-�9 
	.9F� π7 �	 � D�	� 	
.���� �	����� :	�
.	5���.�� :�� �'.�17 0��9F�1 π/2, �	 ���������0 G*,*6H ����	7 /�	 ����0�
�-� ����	�- ���������.9�	 ��A�����@� � ���	�� 	��	���/�	 :	 ����	��0

����� em,

�������	 �	�����9 ���������

e3 =
e1 × e2

(e1 × e2) · e3 ; e1 =
e2 × e3

(e1 × e2) · e3 ; e2 =
e3 × e1

(e1 × e2) · e3 . G*,*8H

4	:����07 /�	 0- :	���	�.� ����0�-� 
���� en, #�'�	 :	��97 /�	 ����
�	�- em .�����	 ��������0-7 ��.� em O 
����7 :	D�	0� ��:	.9�	����� �.
es ���0��� P
����Q �:	.�� 	:�������	, ����0 	
���	07 0- �0��0 ��� 
�����7
������-� �		��	F���0� G*,*(H7 /�	 � 	:����-���� ���0�� P����0�-� G�.�
���.9�-�H 
����Q, &-/��.�0 �		������- ����	�� a 	��	����.9�	 
����� ei,
� D�	� ��.9@ �-/��.�0 ���.��	� :�	���������

a · em = ases · em = asδms ≡
3∑
s=1

asδms = a1δm1 + a2δm2 + a3δm3 = am.

�	�.����� ��������	 � ��:	/�� �����	 �	 ��	����	0 ��0�	.� ��	������E
�� ���1 �.�'��0-1 	�.�/�	 	� ��. �	.9�	 �	7 � �	�	�	0 ��0�	. ��	������
����� �������7 ��:��0��7

a · e2 = ases · e2 = asδ2s = a1δ21 + a2δ22 + a3δ23 = a2.
 ���7 �		������- ����	�� a 	��	����.9�	 
����� ei �-/��.@�� �0�	�

5����0 ����	�� a ���.��	 �� ����	�- ����0�	'	 
����� emE

a = amem; am = a · em.
�	��	.9�� ����	�- ����0�	'	 
����� em ��0� 0	'�� ��:	.9�	���9� �

��/����� 
�����7 �	 ����	� a 0	5�� 
-�9 :�������.�� � ���� ���.	5��� :	
����	��0 eiE

a = ame
m ≡ a1e1 + a2e2 + a3e3,



��"� #����� �������$ %����� &����� %����� ��

'�� /��.� am ���-��@�� �		�������0� ����	�� a 	��	����.9�	 
����� es,
?�� �		������- am � 	
A�0 �.�/�� �� �	�:���@� � �		�������0� as ����

�	�� a 	��	����.9�	 ��1	��	'	 
����� ei7 1	� � 	
	���/�@�� 	��	� � �	� 5�
�	����	� 
���	�7 �	 ������- � ��1 ��1	��� � ����-1 :	����1E � 	���1 O
����1�7 � � ���'�1 O �����, ����0 	
���	07 :	.	5���� ������� G����1� �.�
�����H �0��� ���/����7 �
	 am �= am, �����.	 �. :	����	��� ������� G�����
1� �.� �����H 0- �����	��0 ��.��, 4. 
����� em ����0�-0 	���-�����

���� es7 /�	 ����� 5� ���� ��0 �	�0	5�	��9 �-/��.��9 �		������- ����	��
a 	��	����.9�	 
����� emE

a · em = ase
s · em = asδ

s
m = am. G*,*+H

�	.���	 ��:	0���9 �.���@A�� /���	 ��:	.9���0-� �	5������E

a = (a · em)em = (a · es)es. G*,*;H

 �	'�� ��1	��-� � ����0�-� 
����- �	�:���@�, ?�	 :�	��1	��� �	'�� �
�	.9�	 �	'��7 �	'�� 
���� ei O 	��	�	�0��	���7 �, �, ����	�- ei �.@��
�����/�-0� � :	:���	 	��	'	��.9�-0� 0�5�� �	
	�E

|ei| = 1; ei · em = 0 (i �= m). G*,*=H

& D�	0 �.�/�� 	/�����	7 /�	 em = em � am = am7 �, �, :	.	5���� ������
�� ����	���� 
�����.�/�-0,  0���	 D�	� �.�/�� /�A� ���'	 � ��:	.9�����
� :���	��/�.9�-1 �����1 0�1�����, �/������7 /�	 ��:	.9�	����� 	��	�	��
0��	����-1 
����	� �:�	A��� ��.	5����7 �
	 �� ��5�	 ��	���9 ����0�-�

����, �	 �� ��0	0 ��.� D�� �:�	A��� ��0���- �	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	'��
������	 ��:	.9��@�� P2�'��- �0	./���Q7 �, �, �	�����.9�	 �� �:	0����
@�� �	����	/�	 ��5�-� 	
��	��.9����, ��� 	
��5����� 0�	'�1 �	:�	�	�
��:	.9�	����� ��	��	'	��.9�-1 
����	� 	
.�'/��� :	.	5����, �	D�	0� 0-

���0 ��:	.9�	���9 ����0�-� 
���� em ��5� �	'��7 �	'�� 	� �	�:����� � ���
1	��-0 	��	�	�0��	����-0 
����	0 em,

&�5�-0 �.��� :	���� 2����0����.9�	� 0�����-E

gmn ≡ em · en. G*,*>H

�- ��:	.9���07 �.��� ��������7 ���0�� P0������Q �. �	�	��:�	��� ���
��� /���. gmn, "����	 ����9 �0���� ���	�	�	� ���.�/��, ������� :	����
N×M O D�	 ��
.���7 �	���5�A� N ���	� � M ��	.
�	�, ��� D�	0 ��5�	
�� :����9 �1 0����0�, %�	 ������� 2����0����.9�	� 0�����- G*,*>H7 �	 D�	
:�	��	 �	�	��:�	��9 ����� /���.7 �	�	�-� �	���0 �� 	
����.9�	 :��������
.�9 ��
� � ���� ��
.��- 3× 3, ������� :����.� �� ��	��� 0����� ����9 ��



�+ ����� �� ���	
� � 	���
� �	
� 
����

��5�-, &�� 	:������ ����-��@�� � ��	0 ����, &0���� � ��0 ��	'�� ��	
�	
����0�������9 gmn � ��� 0������, �.���@A�� ��:��� �. ��� 
���� D������
.����-0�E

gmn ≡ (gmn) ≡

⎛⎝ g11 g12 g13g21 g22 g23
g31 g32 g33

⎞⎠ ≡

⎛⎝ e1 · e1 e1 · e2 e1 · e3
e2 · e1 e2 · e2 e2 · e3
e3 · e1 e3 · e2 e2 · e3

⎞⎠. G*,*3H

& ��1 �.�/�17 �	'�� �	�	��:�	��9 ����� /���. gmn :�������.��� � ���
�� ��
.��- G��������	� 0�����- 3×3H7 0- 
���0 �/����97 /�	 :���-� ������
	���/��� �	0�� ���	��7 � ��	�	� ������ O �	0�� ��	.
��, �0-�. 2����0���
��.9�	� 0�����- gmn ��� �� 	:����.��� G*,*>H � �	5������ G*,*;HE

em = (em · en) en = gmn e
n = gm1 e

1 + gm2 e
2 + gm3 e

3. G*,()H

 �-0� �.	��0�7 gmn O D�	 �	D22������- ���.	5��� ����	�	� ��1	��
�	'	 
����� :	 ����	��0 ����0�	'	 
�����, �	/�	 ��� 5� 0	5�	 ������ �
����0	������ ����0��@ 2����0����.9��@ 0������E

gmn ≡ em · en, em = ( em · en) en = gmn en, G*,(*H

D.�0���- �	�	�	� �.@�� �	D22�������0� ���.	5��� ����	�	� ����0�	�
'	 
����� :	 ����	��0 ��1	��	'	 
�����, d��	7 /�	 0�����- gmn � gpq �����	
�����- 0�5�� �	
	�7 :	��	.9�� ����	�- ����0�	'	 
����� ���	�� :	 ����
�	��0 ��1	��	'	 
����� 	��	���/�	, ?�� ���9 ��0��.���	 �-������ �� G*,*(H7
G*,()H � G*,*>H, & ��0	0 ��.�

ep ·eq = (gpmem) ·(gqses) = gpmgqsem ·es = gpmgqsδsm = gpmgqm = δpq. G*,((H

 �-0� �.	��0�7 0�����- gmn � gpq ����0�	 	
����-, "
����0 ���0����
�� �	7 /�	 ����9 �.�'�� ����F��	 0����/�	� :����.	E �0�	5�@�� �� ���	��
�� ��	.
�-7 � ��	.
�- �� ��	.
�-, ?�	 :�	��	F.	 :	�	0�7 /�	 � ����	0
�.�/�� 0- ��� ���.� 0�����- gmn � gmn, �	5�	 
-.	 
- ������ �1 /��9�/��9
���/�7 � 0����/�	� :����.	 
-.	 
- �	
.@���	, ���.�.� 0- D�	 �	�����.9�	7
/�	
- �A� ��� :	�/������97 /�	 0����/�-� :����.� ����9 �� ��5�-E ���
	:������ ������- � G*,((H ��	, "
����0 ���0���� �� �	7 /�	 	
C���- gmn �
gpq ��00����/�- 	��	����.9�	 ������	�E

gmn = gnm; gpq = gqp. G*,(6H

�	D�	0� G*,((H 0	5�	 :���:����9 � D�����.����-1 2	�0�1E

gpqgqm = gpqgmq = g
qpgmq = δ

p
m. G*,(8H



��"� #����� �������$ %����� &����� %����� ��

&����0 	
	���/���E

g ≡ det(gmn) ≡

∣∣∣∣∣∣
g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣ . G*,(+H

�������	 �	�����9 ���������E

g = |(e1 × e2) · e3|2; G*,(;H

1

g
= det(gmn) ≡

∣∣∣∣∣∣
g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣ . G*,(=H

��.� �	�	��:�	��9 ����� /���. gmn ������7 �, �, �����- ����	�- 
�����
em � :	 ��0 ������- gmn7 �	 �	�	��:�	��9 /���. gmn ��1	���� 	/��9 .�'�	
:	 :����.�07 �����0-0 ��	���� 0�����7 � �0���	E

gmn = Cof (gnm)/g, G*,(>H

'�� �	2���	� Cof (gij) O 	:����.���.97 :	.�/���-� �� G*,(+H �-/���������0
i�� ���	�� � j�'	 ��	.
��7 �0�	5���-� �� (−1)i+j7 ��:��0��7

g13 =
1

g
(−1)1+3

∣∣∣∣ g12 g13g22 g23

∣∣∣∣ = g12g23 − g13g22g
.

�.����� 	
�����9 ���0���� �� ������- � G*,(>HE :�� :	���	���� D.�0���
�� grs �	2���	� ��1	���� �. D.�0���� gsr, &:�	/�07 :	��	.9�� 0������
gmn ��00����/��7 �	 D�	 	
��	��.9���	 � ����	0 �.�/�� �� �0��� ���/���,
����0 	
���	07 :	���	���� ����0�	'	 
����� es ��	���� � �-:	.����@ �.��
��@A�1 F�'	�E *H :	 em �-/��.��� gst = es · etR (H :	 G*,(+H ��1	����
g = det(gmn)R 6H :	 G*,(>H �-/��.@�� gstR 8H :	 G*,(*H ���	�� em = gmpep,
4. ��� ��5�� �� ��	.9�	 :�	������ :	���	��� ����0�	'	 
�����7 ��	.9�	
�'	 ��A����	����� � ����������	��9,

�������	 �	�����97 /�	 �		������- a 	��	����.9�	 
����� em 	��	���/�	
�����- � �		�������0� a 	��	����.9�	 ����0�	'	 
����� emE

am = gmpa
p; ap = gpqaq. G*,(3H

4	 ��1 :	� 0- ��:	.9�	��.� ���1��� � ��5��� ������- 
�� ����1�.�
	
	
C������, ?�	 
-.	 �	�0	5�	7 ��� ��� ��.�/��- am � an ����0������.��9
��0� :�	��	 ��� ���.�/�-� ��	��� /���., ��:��9 �����.� :	�� ������ ���	'	�
:����.	 �. 	:����.��� :	.	5��� �������E ����1� �.� �����, & ��.9����
F�0 :	.	5���� ������� 
���� ����� �:	.�� 	:����.���-� �0-�.7 � ������



�* ����� �� ���	
� � 	���
� �	
� 
����

��	7 :	/�0� :����.	 ��00��	���� ?��F����� ���:�	�������� �	.9�	 ��
����	�-�	��� ������-, 4. D�	'	 ��	
1	��0	 �����	���97 ��� � �� /�	 �.��
�� ��0��� 
�����, &��9 �-
	� 
����� �.��� ��F�0 :�	���	.	07 :	D�	0�
��0 ����	� a �� 0	5�� 0���9� :�� ��0��� 
�����, & �	 5� ���0 �		����
���- ����	�� a 	��	����.9�	 
����� em :�� ��0��� :	�.����'	 0��@��7 �	
0��@�� ���7 /�	
- ��00� amem :�� D�	0 �� 0��.��9,

����9 ��� 
���� em, &0���	 D�	'	 
����� 0- 0	5�0 ������ �	�-� 
����
e∗p, �	�-� 
���� ��	
��� 	
	���/��9 �� ��0��	� �	����	� 
���- Ge �� e∗H7
� :	����	��	� F���1� � �������E e∗p ≡ ep ′ Ge1 ′7 e2 ′7 e3 ′H, &���	�- ep ′ �	�	�
'	 
����� 0	'�� 
-�9 :�������.��- � ���� ���.	5��� :	 ����	��0 ����	'	

����� esE

em ′ = hnm ′ en (hnm ′ = em ′ · en). G*,6)H

 7 ��	
	�	�7 ����	�- ����	'	 
����� 0	'�� 
-�9 :�������.��- � ���� ����
.	5��� :	 ����	��0 �	�	'	 
�����E

en = hm
′

n em ′ (hm
′

n = em
′ · en). G*,6*H

�	�	��:�	��� /���. hm
′

n � hnm ′ O ���.�/�-� �	�	��:�	���7 �	 	�� ����	
�����- 0�5�� �	
	�E

hnp ′hp
′
m = (en · ep ′)(ep

′ · em) ≡ en · [ep ′(ep
′ · em)] = en · em = δnm; G*,6(H

hnp ′ht
′
n = (en · ep ′)(et

′ · en) = ep ′ · [en(en · et ′)] = ep ′ · et ′ = δtp. G*,66H

��.� �	�	��:�	��� hm
′

n � hnp ′ �	�:����0��9 ��� 0�����-7 �	 �		��	F���
G*,6(H � G*,66H :	���-��@�7 /�	 D�� 0�����- ����0�	 	
����-, �	�	��:�	��9
/���. hnm ′7 �1	�A�@ � :��	
���	����� G*,6)H7 
���0 ���-���9 0������� :��
0	'	 :��	
���	����7 � �	�	��:�	��9 hn

′
p 7 �1	�A�@ � 	
��A���	� :��	
���	�

����� G*,6*H7 
���0 ���-���9 0������� 	
����	'	 :��	
���	����,  ���7 ���9
0�5�� ����-0 � �	�-0 
�����0� ����� 2	�0�.�0� G*,6(H � G*,66H, &-���07
��� �����- 0�5�� �	
	� ����-� � �	�-� ����0�-� 
����-, �	 	:����.���@
����0�	'	 
�����

em
′ · en ′ = δmn .

�0�	5� D�� �������� �� hn
′
p � ��00��� :	 n7 :	.�/��0

em
′ · en ′hn

′
p = δmn h

n ′
p = hm

′
p ⇒ em

′ · ep = hm ′
p .

�0�	5� :	�.����� ��������	 �� ep � ��:	0��� �	5������ G*,*;H7 :	.��
/��0

em
′
= hm

′
p ep. G*,68H



��"� #����� �������$ %����� &����� %����� �	

����0 	
���	07 ��.� �	�-� � ����-� 	��	��-� 
����- �����- :�0-0
:��	
���	�����07 �	 �	�-� � ����-� ����0�-� 
����- �����- 	
����-0 :���
	
���	�����0, �	�0�.- :��	
���	���� G*,6)H � G*,68H �.@�� �.@/	0 �.
:����.� �������	��� ������	� G����1� �.� �����H,

����0	���0 ����@ ��	��� /���. c(em)7 �����A�@ 	� �-
	�� 
�����, <��
����0	��9 	� 
����� 	
-/�	 ����-����� ������	0E c(em) ≡ c(m),

�����������	 '��� ����� ����� c(m) ���  ����� �� ��� ������ 	����
� ���������� �  ���� -.�1708

c(m ′) =

3∑
n=1

hnm ′c(n),

� �� �� ������� ����������� �9���� ����� ������ -����� �9�
���� ����������� ����� �������8 am 
 �9��� ����� ������: gmn 

�9��� ���� ������0�

 ����� � �	��������	'	 	
C���� ������� �����E c(m) = cm, �0-�. ����
0��� P�	��������-�Q 	���/���7 /�	 	
C��� 0����� :	 �	0� 5� ���	��7 /�	
� 
����,

�����������	 '��� ����� ����� c(m) ���  ����� �� ��� ������ 	����
� ���������� �  ���� -.�1;08

c(m ′) =

3∑
n=1

hm
′

n c(n),

� �� �� ������� ��������������� �9���� ����� �������
 ����� � �	������������	'	 	
C���� ������� ����1�E c(m) = cm, ���0��

P�	������������	��9Q 	���/���7 /�	 	
C��� :�� ��0��� 
����� :��	
�������
� :	 ���	��7 :�	���	:	.	5�	0� G	
����	0�H ���	�� :��	
���	���� 
�����,
��.�7 ���	���7 ��	��� /���. c(m) :�� ��0��� 
����� :��	
������� :	 ���	��7
	�.�/�	0� 	� G*,6)H �.� G*,68H7 �	 ���	� 	
C��� :���	'	 :	���� ���-�����
������	��-0 � ������ � ��'	 ���.@/���� � ��	
��E c(m) �.� c(m), & D�	0
�.�/�� ���:	.	5���� ������� �� ����� �0-�.	�	� ��'�����, ����0	���0 �
D�	� �	/�� ����� �		������- ����	�� a 	��	����.9�	 
����� em7 �, �, /��.�
am, "��	����.9�	 ����	'	 
����� 	�� 	:����.@�� 2	�0�.	� am = a · em,
"��	����.9�	 �	�	'	 
����� 	�� 	:����.@�� ���.	'�/�	� 2	�0�.	�E

a = am
′
em ′ ⇒ am

′
= a · em ′

.

��0 ����	� a 	� �-
	�� 
����� �� �������, � �/��	0 2	�0�.- G*,68H

am
′
= a · em ′

= a · hm ′
p ep = hm

′
p a · ep = hm ′

p a
p.
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� � 	���
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 � D�	� 2	�0�.- ����07 /�	 am �.��� �	������������-0 	
C���	0
:���	'	 :	���� � ���1��� :	.	5���� ������� � ��'	 	:�������	, �	 D�	�
:��/��� �		������- ����	�� a 	��	����.9�	 
����� em ���-��@�� �	�����
��������-0� �		�������0� ����	��,

�		������- ����	�� a 	��	����.9�	 ����0�	'	 
�����7 �, �, /��.�
am = a · em7 :��	
����@�� :�� ��0��� 
����� :	 2	�0�.�0

am ′ = hpm ′ap.

�	D�	0� �		������- ����	�� a 	��	����.9�	 ����0�	'	 
����� ep ���-���
@�� �	��������-0� �		�������0� a, ��:��9 �5� .�'�	 :	��97 ����0 	
���
�	0 ����	� a7 :�������.���-� � ���� ���.	5��� :	 ��.�/���07 0��@A�0�
:�� ��0��� 
�����7 ��0 �� 0���� 	� �-
	�� 
����� �� �������E

a = am
′
em ′ = hm

′
p a

ph
q
m ′ eq = h

m ′
p h

q
m ′a

p eq = δ
q
pa
p eq = a

p ep.

����	�� D�	'	 	
��	��.9���� �	��	�� � �	07 /�	 
���� ep � �		������-
����	�� a 	��	����.9�	 
����� ep 0��@�� :	 ����0�	 	
����-0 ���	��07
��� /�	 ��0������ 	��	'	 �	0:��������� ��0������0 ���'	'	, ���5� :	���
�-0 ����	���� � �	'.�F���� 	 ��00��	�����7 �	�	�	� ���:�	�������� ��
����	�-�	��� ������-E �	.9�	 ����� ��00- ��@� � ����.9���� ��.�/��-7 �	�
�	�-� �� ������ 	� �-
	�� 
����� �7 �.��	����.9�	7 0	'�� :������	���9 ��
2���/����� �0-�., �����0����.9�� 0������ gmn ���9 �	��������-� 	
C�
��� ��	�	'	 :	����7 �.�7 /�	 �	 5� ��0	�7 ���5�- �	��������-� 	
C���E

gm ′n ′ = em ′ · en ′ = hpm ′h
q
n ′ ep · eq = hpm ′h

q
n ′gpq.

"
����0 ���0���� �� �	7 /�	 ��5�-� ������ :��	
������� ��������0	
���' 	� ���'� :	 ���	�� :��	
���	���� 
�����, &���0�� 2����0����.9��
0������ �.��� ���5�- �	������������-0 	
C���	0E

gm
′n ′

= em
′ · en ′

= hm
′

p h
n ′
q ep · eq = hm ′

p h
n ′
q g

pq.

����� � ����0	������ 
-. ������ ��0�	. ��	������ δmn ��� �	�	��:�	��9
����� /���.7 �� �	�	�-1 ��� ����- �������7 � 	���.9�-� F���9 ����- ���
.@, &		
A� '	�	�7 D�� �	�	��:�	��9 ����� /���. ����� �� ������ � �-
	�
�	0 
����� � �'	 ��0���0�, "����	 .�'�	 �
����9�7 /�	 ��0�	. ��	������
0	5�	 ����0�������9 ��� �0�F���-� 	
C��� ��	�	'	 :	����E 	��� ��� �	���
������-� � 	��� ��� �	������������-�, 4��������.9�	7 0	5�	 �����5���9
�.���@A�0 	
���	0, ����0 ����0�������9 δmn ��� �	�	��:�	��97 �����@ �
�-
����	0 
����� em7 � :	���
��07 /�	
- :�� ��0��� 
����� 	�� 0��.��9



��'� �����
��� ()��!�� ���	
�� �
�)���	� �6

� �		��������� � ���	��0�7 :	 �	�	�-0 0��@�� �	��������-� � �	�������
������-� ������-, �	'�� � ���'	0 
����� 0- :	.�/�0 �5� ���	���	 ���'	�
	
C��� amn E

am
′

n ′ = hm
′

p h
q
n ′δ

p
q = h

m ′
p h

p
n ′ = δm

′
n ′ = δmn .

����0 	
���	07 ����� �-�.���� :	����.�7 /�	 � ����.9���� :���1	�� 0-
:	.�/�.� �� P���	���	 ���'	� 	
C��� amn Q7 � ��	�9 :��F.� � ��1	��	0� ��0�
�	.� ��	������7 �, �, �	� 5� �	�	��:�	��� ����� /���.7 �	��	A�� �� ���1
������ � F���� ��.��, ?�	 �� �.�/���	��9, �� ��0	0 ��.� ��� ����0	�����-�
��0� 	
C���- ��	�	'	 :	���� gmn7 gmn7 δmn �.@�� �		�������0� 	��	'	
� �	'	 5� 	
C����7 � �0���	 �����/�	'	 ����	�� ��	�	'	 ���'�, �	D�	0� δmn
�0����	 ������9 �0�F���	� 2����0����.9�	� 0�������7 �	 D�	 �������� �
.��������� �� ��:	.9�����, �	5�	 ������ 	
C���- 
	.�� �-�	��1 :	���	�,
�����.� G*,6)H � G*,68H7 ��:	.9�	����-� �. 	
C���	� :���	'	 :	����7 0	'��
:��0���9� � �. 	
C���	� :�	���	.9�	'	 :	����,

�����������	 <�9��� C
n1n2...np
m1m2...nq

� ����� ����� p ������� ������
�� � q ��+��� �������� � ��������� ����� ��� �� �9���� ������
s = p+ q� �� ������� p �� ��������������� � q �� ������������ ���
�� ���  ����� �� ��� ���������� ����	�"�� ���=����8

C
n ′
1n

′
2...n

′
p

m ′
1m

′
2...m

′
q
= h

n ′
1

t1
h
n ′
2

t2
...h

n ′
p

tp︸ ︷︷ ︸
f 0�	5���.��

hs1
m ′

1
hs2
m ′

2
...h

sq
m ′

q︸ ︷︷ ︸
g 0�	5���.��

C
t1t2...tp
s1s2...sq.

���, �������	� ����%�� 
��������� ���������

��� :	���	���� 2���/����1 ��	��� /���	 :��1	���� ��	���9 � ����0	��
����� ����	��-� 2������ ����	.9��1 ����	��-1 ��'�0���	�, �	D�	0� ��	�

	��	� �.������ ���	'	 �	�� 2�����0� �	����.�� ��5���F�@ /���9 ����
�	��	'	 �-��, & ����	0 �����.� 0- ��/����0 ����	0���	 � ����	��-0�
2�����0� � �1 :�	����F�� ���.������7 � �0���	 0- :	����	0�0� � 	�	
�
��5���0� ���� T1 → T07 �, �, �	 ���.��-0� 2�����0� 	��	'	 ����	��	'	
��'�0����, & ���.@/���.9�	� /���� D�	'	 �����.� 
���� ����0	����- ����
.��-� 2������ ����	.9��1 ����	��-1 ��'�0���	�,

����0	������ ��/��0 � ���/��� ���.��-1 :	.��, ����9 ���� ���.���
2�����

u = f(r, t). G*,6+H

 �-0� �.	��0�7 � ��5�	� �	/�� �����0- 	��/��� G�.� � ���	��.�
	 	
�
.���� �����0- 	��/���H ��0 ������ ���� ��.�/���7 �	�	�� 0	5�� 0���9�
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�	 ���0���, �	/�� �����0- 	��/��� 
���0 ������2����	���9 �		�������0�
yk(t)7 �	�	�-� 0	'�� 0���9� �	 ���0���, �	�0	���07 ��� 0����� 2����
�� u :�� :���1	�� �� �	/�� r � �	/�� r + drE

du = f(r + dr, t) − f(r, t) = f(yk + dyk, t) − f(yk, t) =
3∑
k=1

∂f

∂yk
dyk. G*,6;H

��� :	.�/���� 2	�0�. G*,6;H :	�����0������7 /�	 ���0 2�����	���	7
�, �, ��� ����0	����� �	�� 0'�	����-� 1�������,

"�0���0 �:�����.��	��9 ��������E

dr =

3∑
k=1

∂r

∂yk
dyk = dyk rk ⇒ dyk = rk · dr. G*,6=H

�	�����. G*,6=H � �-��5���� G*,6;H � �/��-�� 	:����.���� 	:����	���

'�������� ∇ = rk
∂

∂yk
7 :	.�/��0

du = ∇f · dr = dr · ∇f. G*,6>H

�	 	:����.���@7 �	D22������ :�� dr ���-����� :�	���	��	� 	� 2����
��� f(r, t) :	 ����	�� rE

df(r)

dr
=

3∑
k=1

∂f

∂yk
rk = ∇f. G*,63H

����0 	
���	07 :�	���	��� 	� ���.��	� 2������ :	 ����	��7 �.�7 /�	
�	 5� ��0	�7 '������� ���.��	� 2������7 �.��� ����	�	0,

����0	���0 ����	.9�	 :�	��-1 :��0��	� �-/��.��� :�	���	��-1 :	
����	��,

6������� !	��#�� ������8

u = f(r) = a · r + b ⇒ du = a · dr ⇒ ∇f = a.

) ������ ��������� !	��#�� ������ G�	/�-� �0-�. D�	'	 ���0���

���� �����	�.�� :	�����7 �	'�� 
���� ������- ��� ��	
1	��0-� :	���H 0	�
5�� 
-�9 �-��5��� ��� 2����� 0	��. ����	��	'	 ��'�0����E

u = f(r2) = f(r · r) ⇒ du =
df

d (r2)
2 r · d r ⇒ ∇f = 2 df

d(r2)
r.
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�������� ���.��	� 2������7 
���/� ����	�	07 1������������� 0	��.�0
� ��:���.����0, %�	 ������� 0	��. '��������7 �	 	� �-/��.��� ���������
�-0 	
���	0E

|∇f |2 = ∇f · ∇f = gmn ∂f
∂ym

∂f

∂yn
,

'�� ��:	.9�	���	 :����.	 ��00��	���� :	 :	��	�@A�0� �������0,
����	.9�	 �.	5��� �������.������ ��:���.���� '�������� ���.��	�

2������, 4. D�	'	 �����0 � ����0	������ :	���� :	���1�	��� ����	'	
��	��, ?�� :	���1�	��9 	:����.��� ���������0

f(r) = H = const. G*,8)H

��� ����9 ���/���� :	��	��	� H7 :	.�/��0 ��0�����	 :	���1�	����
����	'	 ��	�� 2������ f, &-
���0 ����@�.�
	 �	/�� r0, �	'�� �0���	 G*,8)H
:	.�/�0

f(r) = f(r0). G*,8*H

����0	���0 0�.�@ 	������	��9 �	/�� r07 :�����.�5�A�@ :	���1�	���
G*,8*H, �	.	5��� �	/�� D�	� 	������	��� 	:����.@�� �������0 ����	�	�
r0 + dr7 '�� �	�	��:�	��9 ����	�	� dr 	
������ :.	��	��97 ������.9��@ �
:	���1�	��� ��	�� � �	/�� r0, 4. ����0�������0-1 �	/�� �	'.���	 G*,8*H

f(r0 + dr) = f(r0) +∇f · dr = f(r0) ⇒ ∇f · dr = 0. G*,8(H

�	��	.9�� ����	�- dr :�����.�5�� ������.9�	� :.	��	���7 �	 :	�.�����
��������	 � G*,8(H :	���-����7 /�	 '������� ���.��	� 2������ ��:���.��
:	 �	�0�.� � :	���1�	��� ��	��,  ���7 �. ���.��-1 :	.�� :�	���	���
:	 ����	�� :	.	5��� �	�:����� � '�������	0 ���.��	'	 :	., & 	
A�0 �.��
/�� ���.��	� 2������ ����	��	'	 ��'�0���� D�	 �5� �� ���, �������� ���	�
2������7 �		
A� '	�	�7 �� 	:����.��7 �	 :	���� :�	���	��	� :	 ����	��	�
0� ��'�0���� �	1������, 4. ������� :	��� :�	���	��	� :	 ����	��
:���������.9�	 �	��5�0 	��� :�	��	� 2���7 	��	�A��� � .�����-0 ����
.��-0 2�����0 ����	��	'	 ��'�0����,

�����������	 2�������� !	��#��

u = f(v) G*,86H

������� ���	����� v �� ������� �������� ���� ��� ����� �������
α� β � ����� ������ x� y ����������� ���������

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y). G*,88H
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���������	 6���� �������� !	��#�� ������� ���	����� v ��
+�� ���� ������������ � ���� �������� ��� �������

u = f(v) = f · v, G*,8+H

��� �����

f = f(ek) e
k G*,8;H

�� ������� ������ ������� ����+���� � ��  ������ � ����� ���
 ��� ek�

�������������� ��0��.���	 �-������ �� 	:����.��� .�����	� 2����
��� G*,88H, ���������0 ����	� v � ���� ���.	5��� :	 :�	���	.9�	 �-
����
�	0� 
����� ek � �	�:	.9���0� G*,88H, �	'�� :	.�/�0

f(v) = f(vk ek) = v
kf(ek) = f(ek)

(
ek · v) = (f(ek) ek) · v = f · v,

'�� ����	� f 	:����.�� �-��5����0 G*,8;H,
��:��9 �5� �������	 ������ 	:����.���� :�	���	��	� 	� ���.��	� 2����

��� ����	��	'	 ��'�0���� G*,86H, 4�22�������. 2������ G*,86H

du = f(v + dv) − f(v)

�.��� .�����	� 2������� ����	�� dv, �	D�	0� �	'.���	 �	������	0�
�����5����@ 	
��5���0-� ��22�������. 0	5�� 
-�9 :�������.�� � ����

du = df(v) = L · dv ⇒ L =
df(v)

dv
. G*,8=H

&���	� L � �-��5���� G*,8=H :	 	:����.���@ ���-����� :�	���	��	� 	�
���.��	� 2������ :	 ����	��, N�.�@A�� :	.�/��9 
	.�� ���	'	� ��.	5��
��� ��	��� ��22�������	���� �� �
�������-1 0�	5�����1 0	'�� 	
�����9�
� � '.��� U^^^ ���'� S()T,

��	���	���@ 	� ���.��	� 2������ :	 ����	�� 0	5�	 �-/��.�9 � :	
2	�0�.�7 �:	.�� ���.	'�/�	� G*,63H7 ��.� 2�����@ ����	�� ����0�������9
��� 2�����@ �		������ ����	�� 	��	����.9�	 ���	�	�	'	 
����� ekE

f(v) = F(v1, v2, v3), v = vk ek, vk = v · ek.
��:��9 :�	��-� �-�.���� ��@�

df =

3∑
k=1

∂F

∂vk
dvk =

∂F

∂vk
ek · dv ⇒ df

dv
=
∂F

∂vk
ek. G*,8>H
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���� *�

<���9 �.����� 	
�����9 ���0���� �� ��� 	
��	��.9����, ����	� O 
��
��� ek 0	5�� �������9 	� �	/�� �����0- 	��/���7 �, �, � ���	�	�	0 �0-�.�
�.��� :���0���-0, �	 	� �� ������� 	� ����	�� v, �	D�	0� :�� �-/��.��
��� ��22�������.� ����	�� v 
�����-� ����	�- �	.5�- ����0�������9�
��� :	��	��-�E

v = vk ek ⇒ dv = (dvk) ek ⇒ dvk = ek · dv.
&�	�	� 	
��	��.9���	 ���.@/���� � �	07 /�	 :�	���	��� 	� ���.��	�

2������ :	 �	������������	0� 	
C���� �.��� �	��������-0 	
C���	0 �7
��	
	�	�7 :�	���	��� :	 �	��������	0� 	
C���� �.��� �	������������
�-0 	
C���	0, �	D�	0� :�	���	��� 	� ���.�� :	 ����	�� G*,8>H �� �������
	� �-
	�� 
�����,

����0	���0 ���.���@ 2�����@ ���1 ����	��-1 ��'�0���	�

u = f(v1, v2). G*,83H

4�22�������. D�	� 2������ �.��� 
�.�����	� 2������� ����	�	�
dv1 � dv2E

du = L1 · dv1 + L2 · dv2 ⇒ L1 =
∂f

∂v1
, L2 =

∂f

∂v2
. G*,+)H

�	�0�.�0� G*,+)H �������.���@�� /����-� :�	���	��-� 	� ���.��	�
2������ :	 ����	��-0 ��'�0����0,

���- .��*��������! 
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 ������	7 /�	 ���.�- G����	�- ��.��	'	 ���'�H � ����	�- G����	�- :���
�	'	 ���'�H �� ��	�.���	�@� ���1 :	���
�	���� � :	���17 ��	
1	��0-1
:�� :	���	���� 0�1�����, ��0 �� 0���� ���.��	�	 	�������	����	� :�	������
���	 T17 D.�0����0� �	�	�	'	 �.@�� ����	�-7 �'���� 	:����.@A�@ �	.9
� :�� �������� 	
C���	� 
	.�� �.	5�	� :���	�- O ����	�	� �-�F�1 ���'	�,
�	.�� �	'	7 /�.	���7 ��	
	��	 �.���@A�� :	����0 ����	��7 �� 
���� ��:-�
�-���9 �� 0�.��F�1 ����������� :�� ��
	�� � ����	��0� �-�F�1 ���'	�,
�	�.����� �.@�� D.�0����0� 0�	5����7 �	�	�-� ��	��� :	�������	0
�:����.9�-1 �	���������7 ���-���0-1 ����	��-0� :�	��������0� ����	��
�-1 :�	��������, �	 :��5�� /�0 :���1	���9 � :	���	���@ ����	��-1 :�	�
���������7 :	��5�07 /�	 0- ���������.9�	 ��5���0� � ����	��1 �-�F�1
���'	�,



*+ ����� �� ���	
� � 	���
� �	
� 
����

& *;6> ', �-F.� � ���� ���'� �, ��.�.� P�����- 	 ���1 �	�-1 �����1Q S(*T7
�-'���F� 	'�	0��@ �	.9 � �������� ����	��.9�	� 0�1�����, & ���7 :�� 	
�
��5����� :�	
.�0- :�	/�	��� ������ �� ����-�7 �, ��.�.�� ���. :	���� ���
:�5���, "� �����.7 /�	 :�	/�	��9 ������ 	:����.��� ��.�/��	� σ = P/F7
'�� P O ��.�7 �������@A� �� ����� ��	.9 	�� ������R F O :.	A��9 :	:���/�
�	'	 ��/��� ������, �	���� ��:�5��� 	����.	�9 	/��9 :.	�	��	��-07 �	
� 	
A�0 �.�/�� �-���.	�97 /�	 ��:�5���� �.��� 	
C���	0 �	���F���	
�	�	� :���	�-,

�	:-���0� 	
	
A��9 '�.�.�����	� :	���� ��:�5���, ���5�� ���'	
0- ����07 /�	 ��.� �.��� ����	�	0 P, �	D�	0� '�.�.�����	� 	:����.����
�.��	��.	 
- ��0����9 �.���@A�0E

σ = P/F.

& ���	0 �.�/�� ��:�5���� 	����.	�9 
- ����	��	� ��.�/��	�, �	 :��
D�	0 �����	��� �� ��/���@�, 4��������.9�	7 �. ������ :.	A��9 :	:���/�
�	'	 ��/��� F �:	.�� 	:����.���, �	 � 	
A�0 �.�/�� :.	A���� �.���
����	��	� ��.�/��	� F7 � :���-��A� 2	�0�.� �	.5�� 
-�9 :���:����� �
����

σ = P/F.

���F.� � �
�����	0� ����.9����7 �
	 	:����� ��.��� ����	�� �� ����
�	� �� 	:����.��� � �� 0	5�� 
-�9 	:����.���, ��:	0��07 /�	 	:����� ���
.��� 0	5�� 
-�9 	:����.��� �	.9�	 �� ��1 0�	5�����17 � �	�	�-1 �0����
�����/�-� D.�0��� � :���	0 ����������-�, &���	��	� :�	��������	 ���	�
�-0 0�	5����	0 �� �.���7 :	��	.9�� � ��0 �0���� ���/���	� 0�	5����	
���.�/�-1 :	 ��:���.���@ �����/�-1 ����	�	�,

&	����F�� ��:�� �.��� 1��������-0 :������	0 �	'	7 /�	 0- ��5���
�0� � ���F������ �:���� ��1	��-1 :	����7 � ��:�5���� �� �.��� ��
���.�	07 �� ����	�	0, �	:-���0� ��'.���9 �� D�	 :	���� 
	.�� ���0��
��.9�	, ��� D�	0 
���0 �0��9 � ���� �5� �� �����7 � �����	� ��.	 	
A�'	
����,

&-
���0 � �����	0 ��.� :�	���	.9��@ �	/�� A, <�����0 � �	/�� A ����
��/�-� ����	� n7 ��:���.���-� :	 ��F�0� :�	���	.�, ��	����0 /���� A
:.	��	��97 	��	'	��.9��@ n7 � � D�	� :.	��	��� ����0	���0 	
.���9 ΔS7 �	�
���5�A�@ �	/�� A, ����9 �� ΔS ��������� ��.� ΔP7 0	��.���@A� �	��
�������� /���� ��.�7 ��1	�A��� �	 ��	�	�- :	.	5���.9�	� �	�0�.� n7 ��
/���9 ��.�7 ��1	�A�@� �	 ��	�	�- 	�������.9�	� �	�0�.� n, &���	�	0 ���
:�5��� τ(n) � �	/�� A7 �������@A�0 :	 
���	��/�	 0�.	� :.	A���� ΔSn7
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���-����� :����. 	��	F���

τ(n) = lim
ΔS→0

ΔP

ΔS
,

'�� ΔS → 0 	���/���7 /�	 � ��.@ ����0��� ���
	.9F�� ���0��� :.	A���
�� ΔS,  ���7 /�	
- 	:����.��9 ��:�5���� � �	/�� A �����	'	 ��.�7 ��	
�
1	��0	 �����9E �H :.	A���� dS G�	/���7 	�������	�����@ :.	A���� dSn7
	:����.�0�@ ����	�	0 �	�0�.� n HR 
H ����	� ��:�5��� τ(n)7 �������@�
A�� �� D�� :.	A����,

����0 	
���	07 ��:�5���� ���9 �:	��	/���� :��� ����	�	� n � τ(n)7 ��
�	�	�-1 :���-� ����	� ������ :.	A����7 � ��	�	� O �������@A�@ :	 D�	�
:.	A���� ��.�7 	��������@ � ������� :.	A���, ?�� :��� ����	�	� �	�����
.�� ����	� ��.	�, %�	
- :	�/������9 D�	 	
��	��.9���	7 	:������@ :���
����	�	� ��:��-��@� � ���� n⊗τ(n)7 '�� ⊗ O ���� ����	��	'	 :�	��������,
d��	7 /�	

n⊗ τ(n) �= τ(n) ⊗ n,

��� ��� � :	�.����0 �.�/�� � �		��������� � �	'.�F����0 τ(n) M ����	� �	�0��
.�7 � n O ��.�, �	D�	0� :	���� ��:�5��� ���-����� � �:	��	/���	�
:��	� ����	�	� n⊗ τ(n)R �:	��	/���	��9 	���/���7 /�	 :	��	� �.��	����
�	0�	5���.�� �0��� ���/����, ���- a⊗ b � b⊗ a ���.�/�-5,

%�	
- :	.�	��9@ 	:����9 ��:�5���� � �	/�� A7 ��	
1	��0	 �����9 ���
:�5��� �� ���1 :.	A����17 :�	1	�A�1 /���� D�� �	/��, "����	 ����1
:.	A��	� 
���	��/�	 0�	'	, ��.� :��0����9 �:����.9�-� �����5����7 ���
:	.9��@A�� ���	�- 0�1����� G�	.9�	 0���0����� ���	����	/�	aH7 �	 0	5�	
:	�����97 /�	 ��:�5���	� �	��	��� � �	/�� A :	.�	��9@ 	:����.��	7 ��.�
������ ���:	��	/���� �	�	��:�	��9 ���1 �:	��	/���-1 :�� ����	�	�E

τ = n(1) ⊗ τ(n1) + n(2) ⊗ τ(n2) + n(3) ⊗ τ(n3), G*,+*H

'�� n(i) (i = 1, 2, 3) O ��� �����/�-1 ����0�	 	��	'	��.9�-1 ����	��7 ���
��@A�� ��� ����0�	 	��	'	��.9�-� :.	A����R τ(ni) O ����	� ��:�5���7
�������@A�� �� :.	A���� � �	�0�.9@ n(i)R ����� + � G*,+*H �.����� :	���
0��9 ��� ��0�	.- 	
C�������7 �, �, G*,+*H O D�	 �0���	 �	�	��:�	��9 ���1
:�� ����	�	�7 �.@A�� :��0��	0 �	�	'	 	
C���� O ����	�� ��	�	'	 ���'�,

�.����� 	
�����9 	�	
	� ���0���� �� �	� 2���7 /�	 ����	� ��:�5����
G�:���-� �'	 ���. ���0����-� 2���������� 0���0���� "'@���� #�� �	F�
� *>(( ',H �.��� ��0	��	��.9�	� ��A�	��9@7 �0��� ��-� 2���/�����

5 !�2�.����� ���&(%���& ����(/) 2�1#( %�2&�,7 a � b 2������(,�7
 �����	�� �	
��
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�0-�. � 0	5�� ���/��9� ��0 :	 ��
�, B��	�	 ���:�	��������� �	/�� ����
��7 /�	 ����	�- ��	�	'	 ���'� �.@�� ����0� 	:����	��0�7 :����	�A�0�
/�	��	 �	 /�	��	 ���'	�7 1	� � �0��� :���	 �� ��A����	�����7 �	 0�.	 :.	�
�	��	���, &	 ���	0 �.�/�� � ����	� ���'� ����	�- ��	�	'	 ���'� :	�	
�	
����	��0 
���� ����0�������9� �0���	 ��� ��0	��	��.9�-� 	
C���-, h�.9
D�	� '.��- O ������ 2	�0�.9�-� 	
C���-7 ���-���0-� ����	��0� ��	�	'	
���'�7 � 	:����.��9 	��	��-� ���	�- �	0:	����� D��1 	
C���	�, ?.�0�����
0� 5��	'	 �-�� 	�� ������ ��0�	'	 :	����� O :�� ���/���� �	
������	
0�1�����,

���/  ����� $����
������ 
������	� $���������


 �	'�� :��1	���� �0��9 ��.	 � :���0� ����	�	�7 ����0�������0-0� ���
����	� ��.	� � ���-���0-0� �����0�, �	�.����� �.@�� D.�0����0� 0�	�
5�����7 �.@A�'	� :�0-0 :�	���������0 ���1 ����	��-1 :�	��������6,
������:�0 � 2	�0�.9�	0� �������@ ����,

����9 ���- ��� D���0:.�� T (1)
1 � T (2)

1 ����	��	'	 :�	��������� T17 D.��
0����0� �	�	�	'	 �.@�� ����	�- �.����/���	� 2�����, ����0	���0 0�	�
5����	

N = T (1)
1 × T (2)

1 ,

D.�0����0� �	�	�	'	 �.@�� �:	��	/���-� :��- ����	�	�

N =
{
a⊗ b : a ∈ T (1)

1 , b ∈ T (2)
1

}
.

�	��	.9�� T (1)
1 � T (2)

1 �����.�/�0- 0�5�� �	
	�7 �	 ���1��� ������-7
	���/�@A�� �	0�� D���0:.�� ����	��	'	 :�	���������7 � ��.9���F�0 
���0
	:�����9, �:	��	/����@ :��� ����	�	� a⊗b 
���0 ���-���9 ����	�, ���0��
�:	��	/���	��9 	���/���7 /�	 :	��	� �.��	���� ����	�	� � ����� ��5��

a⊗ b �= b⊗ a.

 ���7 0- ���.� ���	� 0�	5����	 N ����, "����	 �� ����� 0�	5�����
:�������.@� ������� �. ����	��.9�-1 ����,  �������- �	.9�	 ����� 0�	�
5�����7 �� �	�	�-1 0	5�	 ������ ���	�- �	0:	����� D.�0���	�7 :	��	.@�
A�� :��������9 D�� 0�	5����� � ������0���- �. ���.��	����, ��:��0��7

6 �,�0��) ��� #�2(,&�%�) �,��"%�#���� #%�' 0��-��&% � C&� 0��-��&%�) C��0��&($
0� 2�&�,�1� �%��.&�� %��%�"0�-�7� ���,�#�����7� �(,7 C��0��&�% ��'�#�7' 0��-��&%

����&�� �,�0�1� �,��"%�#���� �����;"��&�� �� &��;2� % &��,�� 0��-��&%) �� � % #,�1�'
���(�&�' 0(&�0(&�2�) % �(�&���&� % (�1��,� � &�����1��
 �����	�� �	
��
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0�	5����	 ��:���.���-1 	�����	� G����	�	�H �� :�������..	 
- �����	'	
��������7 ��.� 
- �� ��0 �� 
-.� ������- 	:������ �.	5���7 �0�	5��� ��
/��.	7 ���.��	'	 :�	�������� � �, �, &�5�	 :�� D�	07 /�	
- ��	��0-� 	:��
����� �� �-�	��.� ��� �� :����.- ����0�������0	'	 0�	5�����, ��:��0��7
��00� ����	�	� ��	�� �.��� ����	�	07 �, �, D.�0���	0 ��1	��	'	 0�	5��
����,

�	5�	 .� ���.��9 /�	��	 ���.	'�/�	� �� 0�	5����� ����`  �-0� �.	���
0�7 0	5�	 .� :��������9 :�0	� :�	��������� ���1 ����	��-1 :�	��������
� ��/�	 �	���5���.9�	�7 ��:��0�� � .�����	� :�	��������	` 4. D�	'	 ��
0�	5����� N �	����	/�	 ������ ��� ���	�� �	0:	����� D.�0���	�E �0�	5��
��� ����- �� /��.	 � �.	5���� ����, &����0 �� 0�	5����� N 	:�����@
�0�	5��� �� ��A�������	� /��.	E

α (a⊗ b) = (α a)⊗ b = a⊗ (αb) = α a⊗ b. G*,+(H

�	�.����� ��������	 � 2	�0�.� G*,+(H :	���.����� D�����.����	��9 :��E
(α a) ⊗ b � a ⊗ (αb), �0�	5��9 ����	� �� /��.	 0- �0��0, �	'�� G*,+(H
	:����.�� �	��@ 	:�����@ M �0�	5���� ����- �� /��.	, ���0�0 ����	0�E

(α + β)a⊗ b = α a⊗ b+ β a⊗ b. G*,+6H

?�	� ����	0	� ������	 :����.	 �.	5��� ���1 	�����	�-1 ����,  �
G*,+(H :�� α = 0 :	.�/�0

0 a⊗ b = 0⊗ b = a⊗ 0,

'�� 0 O ��.��	� ����	�,
 � G*,+6H :�� α = 1 � β = 0 :	.�/�0

a⊗ b = (1 + 0)a⊗ b = 1 a⊗ b+ 0 a⊗ b = a⊗ b.

�	D�	0� ����� 0(a ⊗ b) = 0 ⊗ b = a ⊗ 0 ���-���0 ��.��	� ����	�E ��
:��
��.���� � :�	���	.9�	� ����� a⊗b �� 0���� ����- a⊗b, ���0�0 �A�
��� :����.� �.	5��� ����E

a⊗ (b + c) = a⊗ b + a⊗ c;

(a+ b)⊗ c = a⊗ c + b⊗ c.
G*,+8H

?�� :����.� :	��	.@� ��0 ��.��-���9 ����-7 ��.� � ��1 .�
	 .��-�7
.�
	 :���-� �	0�	5���.� 	�����	�-, ��� D�	0 ��00� ���� ��	�9 �.���
����	�7 �, �, D.�0���	0 0�	5����� N = T1 × T1, "����	 � 	
A�0 �.�/��
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.@
	� ����0�	� 	:����.���� ��00- ���� �5� �� 
���� ����	�, ��:��0��7
��:	���	7 /�	 	���/��� P��00�QE

a⊗ b+ c⊗ d = ?

"���-�����7 /�	 P��00�Q a×b+c⊗d7 ��.� �� �����	 	:����.��97 �5� ��
:�����.�5�� 0�	5����� N = T1 ⊗ T1, �	D�	0� 0�	5����	 ���� ��.9� :���
������9 � .�����	� :�	��������	, ����0 	
���	07 :�0	� :�	��������� ���1
����	��-1 :�	�������� 	����.	�9 �.�F�	0 
���-0 �. �	'	7 /�	
- :������
���9 �'	 1	� 
- � .�����	� :�	��������	,

����0 ��������� $����
������ 
������	� $���������


%�	
- ��������9 �	����F�� �����������7 ���F���0 0�	5����	 N 7 �
�0���	 ����0	���0 0�	5����	

T2 = T1 ⊗ T1 = {a(1) ⊗ b(1) + a(2) ⊗ b(2) + a(3) ⊗ b(3) : a(i),b(i) ∈ T1}. G*,++H

?.�0����0� D�	'	 0�	5����� �.@�� ���:	��	/���-� �	�	��:�	���
���1 �:	��	/���-1 :�� ����	�	�, 4���-7 	/�����	7 ���5� �.@�� D.��
0����0� T27 ��.� :����97 /�	

a⊗ b = a⊗ b+ 0+ 0,

'�� 0 O ��.��� �����,
4. ���� 0- �	1����0 �		��	F��� D�����.����	��� G*,+(HMG*,+8H, ����

0�0 �.���@A�� �		��	F��� D�����.����	��� �� 0�	5����� T2E

a(1) ⊗ b(1) + a(2) ⊗ b(2) + a(3) ⊗ b(3) = a(2) ⊗ b(2) + a(1) ⊗ b(1)+

+a(3) ⊗ b(3) = a(2) ⊗ b(2) + a(3) ⊗ b(3) + a(1) ⊗ b(1).
G*,+;H

& D�	0 � �	��	�� �0-�. ���0��� P���:	��	/���� �	�	��:�	��9 ���1 :��
����	�	�QE :	��	� �.��	���� �.�'��0-1 � D�	� �	�	��:�	��� 
�����.�/��,
<��� P+Q � G*,++H � G*,+;H ���9 ��0�	. 	
C������� D.�0���	� � :	��0����
��� 5�7 ��� ���� P+Q � ��:��� �	0:.����	'	 /��.� x+ iy,

�0�	5���� �� /��.	 	:����.�0 ��������	0

α
[
a(1) ⊗ b(1) + a(2) ⊗ b(2) + a(3) ⊗ b(3)

]
=

= α a(1) ⊗ b(1) + α a(2) ⊗ b(2) + α a(3) ⊗ b(3).
G*,+=H
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��	0� �	'	7

(α + β)
[
a(1) ⊗ b(1) + a(2) ⊗ b(2) + a(3) ⊗ b(3)

]
= α [a(1) ⊗ b(1)+

+a(2) ⊗ b(2) + a(3) ⊗ b(3)] + β
[
a(1) ⊗ b(1) + a(2) ⊗ b(2) + a(3) ⊗ b(3)

]
.

��� D�	0 �/����07 /�	 �. ���� 	���@�� ����-0� ����	0- G*,+(HMG*,+8H,
�.��	����.9�	7 	������ � :	���� ��.��	� ����-, �	D�	0� 0�	5����	 T2
�	���5�� � ��
� 0�	5����	 N 7 �
	 ��/�	 �� 0�F��� � �	�	��:�	���

a(1) ⊗ b(1) + a(2) ⊗ b(2) + a(3) ⊗ b(3)

�/����9 ����- a(2) ⊗ b(2) � a(3) ⊗ b(3) ��.��-0�,
&������	� 0�	5����	 T2 	
.����� ��������	� .�����	'	 :�	���������,

& ��0	0 ��.� �� ��0 ������� 	:����� �0�	5��� �� /��.	 � 	:����.��	
:	���� ��00- D.�0���	�, "
� D�� 	:������ �� �-�	��7 �	��/�	7 �� :����.-
��1	��	'	 0�	5����� T2, ����97 ��:��0��7 A � B :�����.�5�� T2E

A = a(1) ⊗ b(1) + a(2) ⊗ b(2) + a(3) ⊗ b(3); B = a(4) ⊗ b(4).

�	��5�07 /�	 D.�0���C = A+B 	:����.�� � :�����.�5�� T2, �	��	.9��
����	�- a(i) (i = 1, 2, 3, 4) :�����.�5�� T17 �	 	�� 0	'�� 
-�9 :�������.��-
� ���� ���.	5��� :	 
����� T1, &	�90�0 � ��/����� 
����� ei ∈ T1, �	'��

a(m) = a
s
(m) es (m = 1, 2, 3, 4).

�	 ������� s :	�����0������7 ��� ���'��7 ��00��	����� 	� * �	 6, ��:��9
0	5�0 ��:����9

C =

4∑
s=1

am(s) em ⊗ b(s) = em ⊗
4∑
s=1

am(s) b(s) = em ⊗ dm,

'�� dm =
∑4
s=1 a

m
(s) b(s) O ����	�-,

�	5�� :	�����9�7 /�	 �������	� 	:����.���� ��00- ������� 	� �-
	��

�����7 �	 D�	 �� ���,

 ���7 �������	� 0�	5����	 T2 �.��� .�����-0 :�	��������	0, "�	 ���
�-����� ����	��-0 :�	���������0 ���1 ���10���-1 .�����-1 :�	��������
T1 � 	
	���/���� 
���	� T27 ��� /�	 T2 = T1 ⊗ T1, �	5�	 ������97 /�	 :�	�
��������	 T2 :	�	5���	 :�	��������	0 T1, ?.�0���- 0�	5����� T2 ���-�
��@�� ����	��0� ��	�	'	 ���'� � 	
	���/�@�� :	.�5���-0� :�	:���-0�

����0�E

A, B, C, . . . .
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� �	5�.���@7 ��.��	 �� ���'�� ������ :�����5����9� :����.�E ����	�-
	
	���/��9 :	.�5���-0� ���	/�-0� 
����0�7 � ����	�- O :	.�5���-0�
:�	:���-0� 
����0�, ����F��� D�	'	 :����.� �����/�@�� 	/��9 /���	7 �
:	�	0� 	�.�/��9 ����	�- 	� ����	�	� ��5�	 :	 �0-�.�7 � �� :	 	
	���/���0,

 ���7 ����	�- ��	�	'	 ���'� O D�	 �	�	��:�	��� �	��/�	'	 /��.� �:	��
�	/���-1 :�� ����	�	� G����HE

A = a⊗ b+ c⊗ d+ . . .+m⊗ n.

�- ����.�7 /�	 .@
	� ����	� ��	�	'	 ���'� 0	5�	 ������ � �	�	��:�	���
�� 
	.�� /�0 ���1 ����, "����	 ����0��9� � D�	0� �� �	.9�	 �� ���	7 �	7
��� :����.	7 ����.��		
����	, "�0���07 /�	 ���� ����� �.��� ����	�	0
��	�	'	 ���'�7 �	 ��.��	 �� ����� ����	� ��	�	'	 ���'� 0	5�� 
-�9 ������
� 	��	� �����,

����� ����	�- ��	�	'	 ���'� 
-.� ������- �	���F���	 2	�0�.9�	7 � �	�
:�	� 	
 �1 :	.���	��� G�.� 
��:	.���	���H �A� :�����	�� �-����9,

����� #$���%�� � ��������� 
������ �����

����� �5� ������- 	:������ �0�	5��� ����	�� ��	�	'	 ���'� �� /��.	
� �.	5��� ����	�	�, �	5�	 ������ �A� ��.-� �� 	:������,

�	 ���������� �������� �������� ������� ����� ���9 	�	
���
5���� T2 × T2 → T2, ����9 A,B ∈ T2, �	�����0 �0 � �		��������� D.�0���
C ∈ T2 :	 :����.�E

C = A ·B =
(
a(1) ⊗ b(1) + a(2) ⊗ b(2) + a(3) ⊗ b(3)

) · (c(1) ⊗ d(1)+

+c(2) ⊗ d(2) + c(3) ⊗ d(3)

)
= (b(1) ·c(1))a(1) ⊗ d(1)+

+(b(2) ·c(1))a(2) ⊗ d(1) + (b(3) ·c(1))a(3) ⊗ d(1)+

+(b(1) ·c(2))a(1) ⊗ d(2) + (b(2) ·c(2))a(2) ⊗ d(2) + (b(3) ·c(2))a(3) ⊗ d(2)+

+(b(1) ·c(3))a(1) ⊗ d(3) + (b(2) ·c(3))a(2) ⊗ d(3) + (b(3) ·c(3))a(3) ⊗ d(3).

G*,+>H

��	A� ���'	 D�	 :����.	 ��:	0������ :�� ���������0 �0�	5���� ����E

A = a⊗ b; B = c⊗ d; C = A ·B = (b · c)a⊗ d.

&��������� �0�	5���� ����	�	� � 	
A�0 �.�/�� ���	00�������	7 �, �,

A ·B �= B ·A.
& D�	0 .�'�	 �
����9� �� :��0��� ���� A = a⊗ b7 B = c⊗ dE

A ·B = (b · c)a⊗ d; B ·A = (a · d)c⊗ b.
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�	 ������� ���������� �������� �������� ���9 	�	
��5����
T2 × T2 → T0, #@
-0 ���0 ����	��0 �� T2 0	5�	 :	������9 � �		���������
/��.	 :	 :����.�E

α = A · ·B =
3∑
s=1

a(s)⊗b(s) · ·
3∑
s=1

c(s)⊗d(s) =
3∑

s,k=1

(b(s) ·c(k))(a(s) ·d(k)). G*,+3H

4. ����

A · ·B = (a⊗ b) · ·(c⊗ d) = (b · c)(a · d).
4�	��	� ���������� �0�	5���� �	00�������	E

A · ·B = B · ·A. G*,;)H

& D�	0 .�'�	 �
����9� :�0-0 �-/��.����07 �/��-��7 /�	 a ·b = b · a
�. .@
-1 ����	�	�, ":������ ���������'	 � ��	��	'	 ���������'	 �0�	�
5��� 
�����-7 �, �, � ��1 �/�����@� ��� D.�0���� �� T2, &�5�	� ���/����
�0��� ������ 	:�����77 ���-���0� �����:	���	�����0 ����	��,

�	 ���������������� �������	 ?�� 	:����� :�������.�� �	
	� 	�	
�
��5���� T2 → T2, ����9 ����� ����	� A, �����:	���	����-0 ����	�	0 AT

���-����� ����	�7 :	���	���-� :	 :����.�E

AT =

(
3∑
s=1

a(s) ⊗ b(s)

)T
=

3∑
s=1

b(s) ⊗ a(s). G*,;*H

4. ����- A = a⊗ b :	.�/�0 AT = b⊗ a,
 	 !���"���� ������������ ��������	 �����:	���	����-� ����	�

�����/����7 ��:��0��7 � 	:������ ���.��	'	 �0�	5��� ����	�	� ��	�	'	
���'�, ���.��-0 :�	���������0 ����	�	� A � B ���-����� 	�	
��5����
T2 × T2 → T07 �, �, ���0 ����	��0 ������� � �		��������� /��.	 :	 :����.�E

α(A,B) = A · ·BT . G*,;(H

���.��	� �0�	5���� 	�.�/���� 	� ��	��	'	 ���������'	 �0�	5���
��5�-0 ��	����	0, � �0���	 � :���	0 �.�/��

A · ·AT = 0 ⇒ A = 0.

7 ��(,��/ �("7%(�&�� ���,(=��) 2�&�,(� 2(-#�0� C��0��&� �" #(���1� 0��-��&%(
�&(%�& % ���&%�&�&%�� ��2�&�,7/ C��0��& �" &�1� -� 0��-��&%(
 �����	�� �	
��



	� ����� �� ���	
� � 	���
� �	
� 
����

& �	 5� ���07 ��.� A · ·A = 07 �	 	��@�� �� �.�����7 /�	 A = 0, ��	A�
���'	 �
����9� � D�	0 �� :��0��� ����- a⊗ bE

A · ·A = (a⊗ b) · ·(a⊗ b) = (a · b)2;
A · ·AT = (a⊗ b) · ·(a⊗ b)T = (a⊗ b) · ·(b⊗ a) = (a · a)(b · b).

�	D�	0� A · ·A = 07 ��.� ����	�- a � b 	��	'	��.9�-7 �, �, ��.� a ·b = 0,
��.� 5� A · ·AT = 07 �	 :	 ������� 0��� 	��� ����	� �� ����- ����� 07 �
:	�	0� � �� ����� ��.���,

&����0 �A� 	:������ �0�	5��� ����	�	� ��	�	'	 ���'� �� ����	�-, ���
��1 	:������ 0	5�	 ������ /��-��,

#	 !���"���� �������� ������� ������� ����� �� ������

������	 ����9 A ∈ T2 � a ∈ T1, ����0	���0 	�	
��5���� T2 × T1 → T17
�, �, :��� ����	� � ����	� �����0 � �		��������� ����	� :	 :����.�E

A · a =
3∑
s=1

(
a(s) ⊗ b(s)

) · a =
3∑
s=1

(
a · b(s)

)
a(s). G*,;6H

$	 !���"���� �������� ������� ������� ����� �� ������ ���%

��&

a ·A = a ·
3∑
s=1

a(s) ⊗ b(s) =
3∑
s=1

(
a · a(s)

)
b(s). G*,;8H

�������� G*,;6H � G*,;8H7 ����07 /�	 � 	
A�0 �.�/��

a ·A �= A · a.
":����.�0 ��:��9 ����	��	� �0�	5���� ����	�� �� ����	�, ?�	 	�	
���

5���� T2 × T1 → T2, �	5�	 ������ .��	� � :���	� ����	��-� �0�	5���,
'	 ��������� �������� ������� �� ������ ������&

A× a =

(
3∑
s=1

a(s) ⊗ b(s)

)
× a =

3∑
s=1

a(s) ⊗
(
b(s) × a

)
. G*,;+H

(	 ��������� �������� ������� �� ������ �����&

a×A = a×
(

3∑
s=1

a(s) ⊗ b(s)

)
=

3∑
s=1

(
a× a(s)

)
⊗ b(s). G*,;;H

����.9���	0 ����	��	'	 �0�	5��� ����	�� ��	�	'	 ���'� �� ����	� ��
.��� ����	� ��	�	'	 ���'�,
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&�5�	� � /���	 �����/�@A��� 	:������� �. ����	�	� ��	�	'	 ���'�
�.��� 	:����� �-/��.��� �.��� G[Z\eYH ����	�� ��	�	'	 ���'� A,

)	 !��� ������� ������� �����	 ��� �-/��.���� �.��� ����	�� .@
	�
0� ����	�� A 	��	���/�	 ������� � �		��������� /��.	7 	
	���/��0	� trA,
����9 ����	� A ���9 �	�	��:�	��9 ����E

A = a⊗ b+ . . .+ c⊗ d.

�	'�� �.�� ����	�� A �-/��.��� :	 :����.�E

trA = tr(a⊗ b + . . .+ c⊗ d) ≡ a · b+ . . .+ c · d. G*,;=H

"�0���07 /�	 �:�����.��� �.���@A� ��	��0�,
�������	 ,� ������� ����������� T2 = T1 ⊗ T1 ����� 9 = 3 × 3� ���

1 
 �� ������� ����������� T1�
��������������	 ����9 ei O 
���� � T1, 4	��5�07 /�	 D.�0���- T27 ��

.@A��� �����0� ei⊗ ej7 .�����	 ��������0-, ?�	 	���/���7 /�	 ��������	

hij ei ⊗ ej = 0

�	�0	5�	 �	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	'�� hij = 0, 4��������.9�	7 :���9
H = hij ei ⊗ ej ����� ��.@, &	�90�0 ��	��� ����	�	� em, �0�	5�0 :	�.�����
��������	 ���.��	 �� ����	�- em, �	'�� :	.�/�0

(hij ei ⊗ ej) · em = him ei = 0.

�	�.����� ��������	 �	�0	5�	 �	.9�	 �	'��7 �	'�� ��� hij ����- ��.@7
/�	 � �	���-���� .������@ ��������0	��9 ���� ei ⊗ ej. "�� :�����.�5��
0�	5����� T2, ����0 	
���	07 �0��0 ����9 .�����	 ��������0-1 ����, �	�
D�	0� ���0���	��9 T2 �� 0	5�� 
-�9 0��9F� �����, �	 	�� �� 0	5�� 
-�9 �
�-F� �����7 �
	 .@
	� D.�0��� �� T27 �, �, .@
	� ����	� ��	�	'	 ���'�7 0	�
5�� 
-�9 :�������.�� ����������-0 	
���	0 ��� .������ �	0
����� D��1
����, 4��������.9�	7

A =
3∑
s=1

a(s) ⊗ b(s) =
3∑
s=1

am(s) em ⊗ bp(s) ep = A
mp em ⊗ ep, G*,;>H

'��

Amp =

3∑
s=1

am(s)b
p

(s).

����������	��9 :�������.��� G*,;>H 	
��.	�.��� ����������	��9@ ����
.	5��� ����	�	� � T1, ����0 	
���	07 ���0���	��9 T2 � �	/�	��� ����� ���
���,



	+ ����� �� ���	
� � 	���
� �	
� 
����

����� ���������	� � �������������	� ������	

����	� ��	�	'	 ���'� ���-����� ��00����/�-07 ��.� 	� ��	�.���	���
���������

A = AT . G*,;3H

&	�0	5�	 � ���'	�7 D�����.����	�7 	:����.���� ��00����/�	'	 ����	��,
����	� ��	�	'	 ���'� ��00����/��7 ��.� �. ���1 ����	�	� x ∈ T1 �:������
.��	 ��������	

A · x = x ·A. G*,=)H

 �	'�� :	�.����� 	:����.���� ��	
���,
*�����+ ��00����/�-1 ����	�	� ��	�	'	 ���'�E

a⊗ a; a⊗ b+ b⊗ a.

&�5�-0 :��0��	0 ��00����/�	'	 ����	�� �.��� �����/�-� ����	�
E, �	5�	 ���.�/�-0 �:	�	
	0 ��	���9 	:����.���� �����/�	'	 ����	��, &��
D�� �:	�	
-7 �	��/�	7 D�����.����- � �	0 �0-�.�7 /�	 :���	�� � 	��	0� �
�	0� 5� D.�0���� �� T2 ,

�����������	 $�� � ���� ����� E �� ������� ���������� ���� ���
���� ������ x ���������� ��������

x = E · x = x · E.
4. ������� �����/�	'	 ����	�� ��1	��0 �� �	5������E x = x, ���.	�

5�0 ����	� x :	 
����� emE x = xm em, �		������- ����	�� x ��1	�� :	
2	�0�.�0 xm = x · em, ��:��9

x = xm em = (x · em) em = x · em ⊗ em = x · E∗ ⇒ E∗ = em ⊗ em,

�.�7 ���/�7

x = xmem = em(e
m · x) = em ⊗ em · x = E∗ · x ⇒ E∗ = em ⊗ em.

&���07 /�	 .��� ������� E∗ = em ⊗ em � :���� ������� E∗ = em ⊗ em
�����- ��������	0 E∗ = ET∗ , �
���0�7 /�	 �� ��0	0 ��.� 	�� �	�:���@�,
4��������.9�	7 � �/��	0 2	�0�. em = gmnen � en = gnm em :	.�/��0

E∗ = em ⊗ em = em ⊗ gmn en = gmn em ⊗ en = gnm em ⊗ en = en ⊗ en = E∗,

�, �, .��� � :���� ������- �	�:���@� � �����/�-� ����	�

E = E∗ = E∗



����� �����	
����� � ��	������	
����� 	���
� 	�

��00����/��, 4. E 0	5�	 ��:	.9�	���9 D�����.����-� :�������.���E

E = em ⊗ em = gmn em ⊗ en = gmn e
m ⊗ en = em ⊗ em. G*,=*H

<���9 ������	 �-��5���� E /���� 
����-7 �	 ��0 E 	� �-
	�� 
����� ��
�������, & /����	���7 :	.���	 :	0���9 �.���@A�� :�������.���� �. �����/�
�	'	 ����	��E

E = m⊗m+ n⊗ n+ p⊗ p,

'�� m7 n7 p O :�	���	.9�� 	��	�	�0��	����� ��	��� ����	�	�,
#�'�	 �
����9�7 /�	 E ·E = E,
�� �-�-���� ���������� �	������.9���	 �	5������

E ·A = A · E = A, G*,=(H

�:�����.��	'	 �. .@
	'	 ����	�� A,
�������	 �
����9�7 /�	 ��A������� �	.9�	 	��� �����/�-� ����	� � T2,

& ��0	0 ��.� �	:����07 /�	 ��A������� ��� �����/�-1 ����	�� E1 � E2. "
�
	�� 	
.���@� ��	����	0 G*,=(H, �	'��

E1 ·E2 = E1 = E2 = E.

����-� ���� ��������� �.����� �� �	'	7 /�	 E2 ���9 �����/�-� ����	�7
� ��	�	� ��������	 �.����� �� �	'	7 /�	 E1 ���9 �����/�-� ����	�, �	��/�	7
�. �����/�	'	 ����	�� �:�����.��	 ��������	 G*,=(H,

������ ,���%-����+	 �� 	��	�� �����/�	'	 ����	�� E ��	���� ��5�
�-� �. :��.	5���� ����	� #����%����- E7 �	 �. D�	'	 0- �-��5���-
�-��� �� :����.- T2, &����0 � ����0	������ ����	�

E = −E× E. G*,=6H

���	'	 '	�	�7 D�� 	:����� � ��� �� 	:����.��� � �� 0	'.� 
-�9 	:���
��.��� � T2, �	 
���0 :	���:��9 �	���F���	 2	�0�.9�	 � :	:�	
��0 ��� 5�
�-/��.��9 ����	� EE

E = −E×E = −(em ⊗ em)× (en ⊗ en) = −em ⊗ (εmnp e
p)⊗ en.

& D�	0 �-��5���� ��	
�� 0	5�	 
-.	 �� �������.�97 �7 ��	0� �	'	7 0-
�	�:	.9�	��.��9 2	�0�.	� �. ����	��	'	 :�	�������� 
�����-1 ����	�	�
/���� ��0�	.- #����%����-8, & ����.9���� 0- :	.�/�.� ����� 	
C���

E = εmnp e
m ⊗ en ⊗ ep, G*,=8H

8 ��0%��7 M�%�$Q�%�&7 �%��.&�� �0�<(��70� �,��"%�#����0� �("���7' %�2&�,�% 
εmnp = (em × en) · ep
 �����	�� �	
��



	* ����� �� ���	
� � 	���
� �	
� 
����

'��7 ��� ���'��7 :	�����0������ ��00��	����� :	 ����	�-�	��0 :	��	�@�
A�0� �������09,

����	� #����%����- E 	����.� �	�	��:�	��9@ �5� �� ����7 � ����� ����
�	�	� ���� a ⊗ b ⊗ c7 �, �, D�	 �� ����	� ��	�	'	 ���'�, �� ��0	0 ��.� ����
�	� #����%����- �.��� ����	�	0 ����9�'	 ���'�7 �, �, D.�0���	0 �	�	'	
0�	5�����7 ���-���0	'	 ����	��-0 :�	���������0 T3 ���1 ����	��-1 :�	�
��������E

T3 = T1 ⊗ T1 ⊗ T1.
�� D�	0 :��0��� /�����.9 0	5�� .�'�	 :	��9 �:	�	
 ������� ����	�	�

�-�F�1 ���'	�,
&�5�-0� :��0���0� ��00����/�-1 ����	�	� ��	�	'	 ���'� �.@��

:�	���	�-,
�����������	 $�� � A �� ������� �������� ���� ����������

����	�"�� ��� 	�����8

1) A = AT ; 2) A ·A = A. G*,=+H

��:��0��7 :�	���	��0� �.@�� ����	�-

m⊗m; m⊗m+ n⊗ n; m⊗m+ n⊗ n + p⊗ p = E,

'�� m7 n7 p ���9 �����/�-� 	��	'	��.9�-� 0�5�� �	
	� ����	�-,
����-� �� D��1 :�	���	�	� :�� �������� �� ����	� a :�	������� �'	 ��

:�0�@7 �������@ �� ����	� m, &�	�	� :�	���	� :�� �������� �� ����	� a
:�	������� �'	 �� :.	��	��97 �������@ �� ����	�- m � nE

(m⊗m) · a = (a ·m)m, (m⊗m+ n⊗ n) · a = (m · a)m + (n · a)n.
������� � ������������ ��������� ������������� �������	

>�� ��+�� ��� �� ���� ����� T : T = TT �	"����	�� � �������
���� ��� ���������� ������� ���������� ��+�	 ���� 2���������
������ ��������	�"�� ���� �������� ��"��������� '��� ����������
������ T ������� � �������� �� ��� � T1� � ���������� �������������8

T = λ(1)m(1) ⊗m(1) + λ(2)m(2) ⊗m(2) + λ(3)m(3) ⊗m(3), G*,=;H

��� λ(k) 
 ���������� ����� ��� �� T: m(k) : m(k) ·m(s) = δks�
��������.���� G*,=;H ���-����� �:�����.9�-0 ���.	5����0 ��00����/�

�	'	 ����	�� ��	�	'	 ���'�,

9 G��"�, M�%�$Q�%�&7 0�-�� &(2-� �,�#�&(%�&; % %�#� E = εmnp em ⊗ en ⊗ ep) 1#�
�����;"�%(�7 ��0%��7 M�%�$Q�%�&7 εmnp = (em × en) · ep
 �����	�� �	
��



����� �����	
����� � ��	������	
����� 	���
� 		

��.� ����� �	
������-1 /���. λ(k) ���9 ����-� ���' ���'�7 �	 �	
������-�
����	�- �5� ��	
����.9�	 	��	'	��.9�-, ��	0� �	'	7 �	
������-1 ����	�	�
����	���� 
���	��/�	 0�	'	, ����9 �	�:���@� ��� �	
������-1 /��.�, �	�
'�� ��� :�	��������	 T1 ���.�'���� �� :�0�@ ��00� ���1 :	�:�	��������E
:.	��	��9 � 	��	'	��.9��@ �� :�0�@, ��.� λ(1) = λ(2) �= λ(3)7 �	 �:	0���	�
:�0	� �		���������� ����	� m(3), ��������.���� G*,=;H �. ��00����/�	'	
����	�� :����0��� ���E

T = λ(3)m(3) ⊗m(3) + λ(1)(E −m(3) ⊗m(3)). G*,==H

 � 2	�0�.- G*,==H ����	7 /�	 .@
	� ����	�7 	��	'	��.9�-� m(3)7 �.�
��� �	
������-0 �. T7 � �0� �		���������� �	
������	� /��.	 λ(1)E

T · a = λ(1)a; a ·m(3) = 0.

��	5����	 D��1 ����	�	� 	
������ :.	��	��97 	��	'	��.9��@ m(3), ��.�
�	�:���@� ��� ��� �	
������-1 /��.�7 �	 T O F��	�	� ����	�E T = λE,
#@
	� ����	� �.��� �	
������-0 �. F��	�	'	 ����	��,

�����������	 $�� � A �� ������� ���������������� -������
���������0� ���� ���������� ��������

A = −AT , G*,=>H

��� �����8 ��� � A �� ������� ����������������� ���� ��� ���� ����
��� x ���������� �+�����

A · x = −x ·A. G*,=3H

���0��	0 ������00����/�	'	 ����	�� �.��� ����	� a⊗ b− b⊗ a,
��	���	.9�	0� ����	�� ��	�	'	 ���'� A 0	5�	 	��	���/�	 :	������9 �

�		��������� ��00����/�-� ����	�7 �	�	�-� ���-����� ��00����/�	� /��
��9@ A � 	
	���/���� AsE

As =
1

2

(
A+AT

)
. G*,>)H

?�� 	:����� ���-����� ��������������� ����	��, ���.	'�/�	 .@
	�
0� ����	��A 0	5�	 	��	���/�	 :	������9 � �		��������� ������00����/�-�
����	� AaE

Aa =
1

2

(
A−AT

)
. G*,>*H

?�� 	:����� ���-����� ��������������� ����	��, "/�����	7 /�	 .@�

	� ����	� 	��	���/�	 ���.�'���� �� ��00����/��@ � ������00����/��@
/����E

A = As +Aa. G*,>(H



	� ����� �� ���	
� � 	���
� �	
� 
����

��00����/�-� ����	� αE7 '�� α M ��A�������	� /��.	7 ���-����� F��
�	�-0, #@
	0� ��00����/�	0� ����	�� A 0	5�	 	��	���/�	 :	������9 �
�		��������� F��	�	� ����	� :	 :����.�E

A∗ ≡
1

3
(trA)E. G*,>6H

��00����/�-� ����	� ���-����� ������	�	07 ��.� �'	 �.�� ����� ��.@10,
��	���	.9�-� ��00����/�-� ����	� 0	5�	 :���������9 � ���� ���.	5���
�� F��	�	� ����	� � ������	�E

A =
1

3
(trA)E+Ad ⇒ trAd = 0 (A = AT).

�������+� ����������� ����	�� ��	�	'	 ���'� ���-����� ����	�
A×7 :	.�/��0-� :	 :����.�E

A× ≡
(

3∑
s=1

a(s) ⊗ b(s)

)
×

≡
3∑
s=1

a(s) × b(s). G*,>8H

4. ����- (a⊗ b)× = a× b,
�������	 6��� ���������������� ��� � ��������?�� � ����

S =ω× E = E×ω, ω ∈ T1, S = −ST , G*,>+H

��� ����� ω �� ������� ��	����	�"�� ������ ��� �� S�
��������������	 &-
���0 � T1 
���� em, ����	� S :�����_���0 � ����

���.	5��� :	 �-
����	0� 
����� S = Smnem⊗ en, ��.	��� S = −ST �.�/��
�� �	
	� ��������	 Smn = −Snm7 �, �, ����� ����� /���. Smn �	.9�	 ��� ��
.@�� ��������0-0�,  ��/� '	�	�7 /��.� Smn 0	'�� 
-�9 �-��5��- /����
��� /��.�, ��:��0��7 D�	 0	5�	 ���.��9 � :	0	A9@ 2	�0�.-

Smn = −εmnpωp, G*,>;H

'�� εmnp O ��0�	. #����%����-R ωp O ���	0-� ��� /��.�11,
�������	 �
����9�7 /�	 �		��������� G*,>;H ����0�	 	��	���/�	�, �	��

����. G*,>;H � ���.	5���� �. S7 :	.�/��0

S = Smn em ⊗ en = −εmnpωp em ⊗ en = −ωp e
n × ep ⊗ en =

= ωpe
p × en ⊗ en =ω× E; ω = ωp e

p.

10 @ ��&�,(&�,� %�&,��(�&�� � #,�1�� ��,�#������ #�%�(&�,() ( �0���� #�%�(&�,�0
�("7%(.& �.��/ &��"�,) ���# 2�&�,�1� ,(%�� ���.
 �����	�� �	
��

11 ��1�(��� ��,�#�����.) ��0%��7 M�%�$Q�%�&7 ���(#(.& �%�/�&%�0 εmnp = −εnmp

!0���� C&� �%�/�&%� ��0%���% M�%�$Q�%�&7 ��"%����& �����;"�%(&; �,�#�&(%����� ��
�*�
#�� Smn
 �����	�� �	
��
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����� � ��	������	
����� 	���
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&-/��. ����	��-� ���������- 	� 	
��1 /����� D�	'	 ���������7 :	.��
/��0

S× = (ω×E)× = (ω× en)× en = −2ω. G*,>=H

��	
1	��0	 ��:	0���9 D�	 ��5�	� �	5�����	7 �� �	�	�	'	 ��1	��0

ω = −
1

2
S×. G*,>>H

�	�0�.	� G*,>>H �������.������ ���9 0�5�� ����	��-0 ���������	0
����	�� S � �'	 �	:������@A�0 ����	�	0,

�	5�	 ���9 ���'	� � ���90� :	�/���.9�	� �	������.9���	 :�������.��
�� G*,>+H, &	�90�0 :�	���	.9�-� ����	� a � �-/��.�0 :�	���������

S · a = b.

#�'�	 �	�����97 /�	 �. .@
	'	 ������00����/�	'	 ����	�� S � .@
	'	
����	�� a �:�����.��	 ��������	

a · S · a = 0.

�	��	.9�� a · S · a = 0, �	 a · b = 0, "��@�� �.�����7 /�	 b =ω× a7 '��
����	� ω :�	���	.��,  ���7 :	.�/�.� ��������	

S · a =ω× a.

�	��	.9�� .��� /���9 D�	'	 ��������� .�����	 ������� 	� ����	�� a7
�	 � :���� �'	 /���9 .�����	 ������� 	� a7 �, �, ����	� ω �� ������� 	�
����	�� a, �	�.����� ��������	 �:�����.��	 �. .@
-1 ����	�	� a, �	D�	0�
0	5�	 ��:����9 D�	 ��������	 �. ��	��� 
�����-1 ����	�	� enE

S · en =ω× en ⇒ S · en ⊗ en =ω× en ⊗ en ⇒ S =ω×E. G*,>3H

<���9 
-.� �/���- :�������.��� G*,=*H �. �����/�	'	 ����	��,
%���	 
-���� :	.���	 :�������.�9 ����	��	� :�	��������� ����	�	� �

:	0	A9@ ���.��	'	 :�	�������� ������00����/�	'	 ����	�� �� ����	�E

a× b = (a×E) · b = S · b, S = a× E.

4	��5�0 � :	0	A9@ D��1 :�������.����7 ��:��0��7 2	�0�.� ��	��	'	
����	��	'	 :�	��������E

a× (b× c) = b (a · c) − c (a · b).
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����

<�0���07 /�	
b× c = (b×E) · c = (E× b) · c.

��:��9 0	5�0 ��:����9E

a× (b× c) = a× (E× b) · c = (a×E× b) · c =

= [b⊗ a− (a · b)E] · c = b(a · c) − c (a · b).

����� 1��������	 ������� 
������ �����

����	�- ��	�	'	 ���'� 0	'�� 
-�9 :�������.��- � ���.�/�-17 �	
�	���F���	 D�����.����-1 2	�0�1, �5� :	���-��.	�97 /�	 0�	5����	
T2 = T1 ⊗ T17 D.�0����0� �	�	�	'	 �.@�� ����	�0	5�-� �	�	��:�	���
���1 :�� ����	�	�7 O �����0���	� :�	��������	, "�	 	
.����� 
����	07 �
�.��	����.9�	7 	
.����� ���/���-0 0�	5����	0 
����	�, ����	� ��	�	'	 ����
'� 0	5�� 
-�9 :�������.�� � .@
	0 �� D��1 
����	�,

���
	.�� �:	���
���.9�-0� �.@�� �.���@A�� 
����- � T2, & :�	�
��������� ����	�	� T1 ��	��� ��� 
�����E 	��	��	� ei � ����0�-� emE
em · ei = δmi , ?��0 ���0 
�����0 � T2 �		���������� /��-�� 
�����E

ei ⊗ ej, ei ⊗ em, em ⊗ ei, em ⊗ en.

����	� ��	�	'	 ���'� 0	5�� 
-�9 ��:���� � .@
	0 �� :���/��.���-1 
��
���	�

A = Amn em ⊗ en = Amn e
m ⊗ en = Am∗

∗n em ⊗ en = A∗n
m∗e

m ⊗ en. G*,3)H

%��.� Amn ���-��@�� �		�������0� ����	�� A 	��	����.9�	 
�����
em ⊗ enR �1 ���5� ���-��@� �	������������-0� �		�������0� A, %��.�
Amn O �		������- A 	��	����.9�	 
����� em ⊗ en �.� �	��������-� �		��
�����- A, %��.� Am∗

∗n � A
∗n
m∗ O �		������- 	��	����.9�	 
����	� em ⊗ en

� em ⊗ en �		����������	R �1 ���-��@� �0�F���-0� �		�������0�, 4. �-�
/��.��� �		������ ����	�� ��:	.9��@�� 2	�0�.-

Amn = em ·A · en, Amn = em ·A · en,
Am∗

∗n = em ·A · en, A∗n
m∗ = em ·A · en. G*,3*H

�	��	� �.��	���� ������	� � �		������ ��5��R :���-� ������ � �		��
�����- ���'�� 	��	���� � :���	0� 
����� � ����� 
�����-1 ����	�	�7 � ��	�
�	� O �	 ��	�	0�, �	D�	0� :�� ��:��� ����	�� � �0�F���	0 
����� em⊗en �



���0� 1
����	� 	���
� �	
� 
���� ��

�		�������-1 ������	� ������ �����	/��7 /�	
- 
-.	 ��	7 ���	� ������
�.��� :���-07 � ���	� O ��	�-0,

 �:	.9�	����� 
����� � T2 :	��	.�� �����	���9 :	/�� ����0�	 	��	���/�
�	� �		��������� 0�5�� ����	��0� ��	�	'	 ���'� � 0������0� 3× 3, "����	
����9 ��5�	 �	
.@���9 ���	�	��@ 	��	�	5�	��9, 4	:����07 ��0 ���	 ����
�	��	� �		��	F����

C = A ·B. G*,3(H

&-
���0 ���	��.�
	 ����	��-� 
����7 ��:��0�� gm ⊗ gn, �	'�� �		��	�
F���@ G*,3(H 	��	���/�	 ������� � �		��������� �		�������	� ��������	

Cm∗
∗n = Am∗

∗p B
p∗
∗n ≡ Am∗

∗p δ
p
q B

q∗
∗n. G*,36H

"����	 D�	 �		�������	� ��������	 �� �.��� :	.�-0 ���.	'	0 ������
���� G*,3(H7 :	��	.9�� ��5�	 �A� :	0���9 	 �-
����	0 ����	��	0 
�����,
��.� 	
 D�	0 ��
-�97 �	 �		��	F���@ G*,36H 0	5�	 :	������9 � �		���������

���	��/�	 0�	'	 ����-1 ����������-1 ��������, 4��������.9�	7 �����0 �
����0	������ :�	���	.9�	 �-
����-� ����	��-� 
����- em7 ds7 fn � :���:��
F�0 �		��	F���� G*,36H � D�����.����	� 2	�0�E

Cm∗
∗n em ⊗ fn = Am∗

∗p em ⊗ dp · Bq∗∗ndq ⊗ fn, δ
p
q ≡ dp · dq ⇒

⇒ C∗ = A∗ ·B∗, C∗ ≡ Cm∗
∗n em ⊗ fn �= C,

A∗ ≡ Am∗
∗p em ⊗ dp �= A, B∗ ≡ Bq∗∗ndq ⊗ fn �= B.

G*,38H

�� :���-� ��'.� ��5���7 /�	 ��:	0������ 
�����7 � �	�	�	0 ��:����	
��������	 G*,36H7 �� �.��� �.�F�	0 	
��0�����.9�-0, "����	 D�	 �� ���,
& ��������� G*,3(H 0- ��	
	��- � �-
	�� :�������.�9 ��5�-� �� �1	�A�1
� ��'	 ����	�	� � ��	�0 �	
������	0 :�	���	.9�	 �-
����0	0 
�����, %���	
:	�	
�-� �-
	� 	���-����� /����-/���	 :	.���-0, ��.� 5� 0- ��
	���0 �
�		�������	� ��:��9@ G*,36H7 �	 	���-���0� ������-0� ��.�F��0� 	'�����
/���0� � ����0 0�	'	 :	.���-1 �	�0	5�	����, ��	0� �	'	7 	:����.���.9
����	�� �� ���'�� ����� 	:����.���.@ 0�����- �'	 �		������12,

12 >��� &��"�, A �,�#�&(%��� % ���,&���,0�,�%(���0 �("���

A = Amn em ⊗ en = Amn e
m ⊗ en = Am∗

∗n em ⊗ en = A∗n
m∗e

m ⊗ en,

&� �1� ��,�#���&��; �� ,(%�� ��,�#���&��. 0(&,�=7 2��,#��(& �&����&��;�� ����%��1�
��� %"(�0��1� �("��(
 B�,�#���&��; &��"�,( ,(%�� ��,�#���&��. 0(&,�=7 �1� 2��,#��(&
�&����&��;�� �0�<(���1� �("��() &
 �
 2��,#��(& Am∗

∗n ��� A∗n
m∗
 �����	�� �	
��
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����� 2���)�	� ����%�� 
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� ������	 
������ �����

& D�	0 �����.� 
���� :	�����	 	��	 �� :��.	5���� ����	�	� ��	�	�
'	 ���'�, "���0� �� ��5���F�1 � 0�1����� �.@�� .�����-� ����	��
2������ ����	��	'	 ��'�0����, ��:��0��7 �	.�/����	 ���5��� � �������
/����� 0	0��� :�	���	.9�	� 0�1���/���	� �����0- �.@�� .�����-0�
����	��2�����0� ��	�	����,

����0	���0 ����	���@ 2�����@ ����	��	'	 ��'�0����7 �, �, 	�	
��5����
T1 → T1E

y = f(x), x,y ∈ T1. G*,3+H

"�	
��5���� G*,3+H ���-����� .�����-07 ��.�

f(αx+ βy) = α f(x) + β f(y) G*,3;H

�. ���1 α � β ∈ T0 � ���1 x,y ∈ T1,
�������� 6��� ������� ����+���� T1 → T1 ���������� � ����

y = A · x, G*,3=H

��� A @ ��� � ���� ������ �� ������� ��� �� ������� ����+��
����

��������������	 &-
���0 � T1 
���� em, ���������0 x � ���� ���.	�
5���

x = xmem.

�	'�� :	 G*,3+H � G*,3;H

y = f(xmem) = x
mf(em). G*,3>H

"
C��� f(em) �.��� �	��������-07 �, �, 	� :�� :���1	�� � �	�	0� 
��
���� :��	
������� :	 �	0� 5� ���	��7 /�	 � ����	�- 
����� em, & ��0	0
��.�

f(em ′) = f(hpm ′ep) = h
p
m ′f(ep).

��� �5� 	�0�/�.	�97 � ����1 	
C���	� ������ ������� �����,  ���7
f(ep) ≡ fp. ��:��9 G*,3>H ��:��-����� � 2	�0�

y = xmfm = fmx
m = fm(e

m · x) = (fm ⊗ em) · x = A · x,
'��

A ≡ fm ⊗ em = f(em)⊗ em. G*,33H



����� 2���$��� ()��!�� ���	
� � 	���
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� 
���� ��

#�'�	 �
����9�7 /�	 A �� ������� 	� �-
	�� �	������	'	 
����� em,
�	��	.9�� A ���9 �	�	��:�	��9 ���1 :�� ����	�	�7 �	 D�	 ����	� ��	�	'	
���'�E

A = f(e1)⊗ e1 + f(e2)⊗ e2 + f(e3)⊗ e3. G*,*))H

����0 	
���	07 ��	��0� �	������,
?�� ��	��0� :	���-���� 	��� �� �	�0	5�-1 � ��5�-1 	
.����� :��.	�

5��� ����	�	� ��	�	'	 ���'�7 �
	 .�����-� ����	��-� 2������ ����	��	'	
��'�0���� 	/��9 /���	 �����/�@�� � 2�����, ����� .�����-1 	�	
��5����
��5�	� 0���	 ����0�@� 	��	���/�	 	
����0-� 	�	
��5���, &-���07 � /�0
�	��	� ��	
1	��0-� � �	����	/�-� ��.	�� 	
����0	���, "
.���9 	:����.��
�� 	�	
��5��� G*,3=H ���9 ��� 0�	5����	 T1, "
.���9@ ���/���� 	�	
���
5��� G*,3=H �.��� ���	�	�	� :	�0�	5����	 S(A) 0�	5����� T1, 4. 	��
�	���/�	� 	
����0	��� G*,3=H ��	
1	��0	 � �	����	/�	7 /�	
- ���0���	���
0�	5���� T1 � S(A) �	�:���.�, ���0���	��9 T1 ����� ���0, ��.� ���0���	��9
S(A) ���5� ����� ���07 �	 0�5�� ��0�7 ��� �������	137 ��A������� ��	0	��
2��014,  � G*,*))H ����07 /�	 ����	� .�����	'	 	�	
��5��� A :	.�	��9@
	:����.��7 ��.� �����- �'	 ���/��� �� ���1 .�����	 ��������0-1 ����	��17
��:��0��7 �� ����	��1 
����� T1, 4��������.9�	7 :���9 �������- ����	�-

am = A · em. G*,*)*H

�0�	5� 	
� /���� ��������� G*,*)*H ����	��	 �� em � ��00��� :	 m7
:	.�/��0

am ⊗ em = A · (em ⊗ em) = A · E = A.

"/�����	7 /�	 ��.� ����	�- am .�����	 ��������0-7 �	 ���0���	��9 S(A)

����� ���0, ��.� 5� am .�����	 ������0-7 �	 ���0���	��9 S(A) 0��9F�
���1, & ��0	0 ��.� .������ ������0	��9 am 	���/���7 /�	 	�� .�5�� � 	��	�
:.	��	���, �
���0�7 /�	 	
���15 .@
	'	 ����	�� x ∈ T1 ���5� .�5�� � D�	�
:.	��	���, ����9 ����	� m 	��	'	��.�� :.	��	���7 � �	�	�	� .�5�� ����	�-
am, �	'��7 �0�	5� 	
� /���� G*,*)*H �� m ���.��	7 :	.�/��0

0 = m · am = m ·A · em ⇒ m ·A = 0. G*,*)(H

13 �0
) �(�,�0�,) E�6F
 �����	�� �	
��
14 !"�0�,8�"0 � ���&%�&�&%�� ��&��<����� 0�-#� ��N�2&(0� ��� ���&�0(0� ��N$

�2&�%) %7,(-(.:�� % ��2�&�,�0 �07��� &�-#��&%� �' �&,�����
 !"�0�,8�"0 ����/�7'
�,��&,(��&% � C&� %"(�0�� �#��"�(���� ���&%�&�&%��) ��',(��.:�� ����/�7� ���,(=��

�����	�� �	
��

15 B�,(" � C&� ,�"��;&(& �&��,(-����
 @ #(���0 ����(� ��,("�0 %�2&�,( x �%���&��
%�2&�, y = A · x
 �����	�� �	
��
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����

����9 ��:��9 y = A · x, ∀x ∈ T1, �0�	5� D�	 ��������	 ���.��	 �� m
� �/��-�� G*,*)(H7 :	.�/��07 /�	 y ·m = 07 �, �, ��� ���/��� 	�	
��5���
A · x .�5�� � 	��	� :.	��	���, �	D�	0� ���0���	��9 S(A) �� 
	.9F� ���1,

��:��9 0- 0	5�0 �2	�0�.��	���9 ��.	��� 	��	���/�	� 	
����0	��� .��
����	'	 	�	
��5���E 	�	
��5���� G*,3=H 	
����0	 �	'�� � �	.9�	 �	'��7
�	'�� 	
���- ���1 .�����	 ��������0-1 ����	�	� �.@�� .�����	 �����
����0-0�, &-
���0 ��� ����	�� a,b, c ∈ T1, #������ ��������0	��9 D��1
����	�	� D�����.����� ��.	��@

(a× b) · c �= 0.

�	��.9 �0�F���	'	 :�	�������� ���1 ����	�	� ����� 	
C�0� :���..��
.�:�:���7 :	���	���	'	 �� D��1 ����	��1, "
���- ����	�	� 
���0 	
	���/��9
F���1�0�E

a ′ = A · a, b ′ = A · b, c ′ = A · c.
#������ ��������0	��9 	
���	� a ′7 b ′7 c ′ ��:��-����� � ����

(a ′ × b ′) · c ′ �= 0.

&�5�	� ���/���� �0��� 1������������� ����	�� A7 ���-���0� 	:����.��
��.�0 ����	�� S((T

detA =
(a ′ × b) ′ · c ′

(a× b) · c =
[(A · a)× (A · b)] ·A · c

(a× b) · c . G*,*)6H

<��/���� 	:����.���. ����	�� A �� ��0	0 ��.� �� ������� 	� �-
	��
����	�	� a7 b7 c, %�	
- �
����9� � D�	07 :�	����0 :�0	� �-/��.����16

(a ′ × b ′) · c ′E

(a ′ × b ′) · c ′ = (Amnanem ×Apqbqep) ·Arscser =
= AmnApqArsanbqcsempr

√
g =

= (detAmn)
g
√
g
enqsanbqcs = g det(A

mn)(a× b) · c.

16 �,� %7�������� �����;"�.&�� ��0%��7 9���� empr � enqs) 2�&�,7� �%�"(�7 � ��0$
%��(0� M�%�$Q�%�&7 ���&��<����0�

εmpr = ε
√
g empr , εnqs =

ε
√
g
enqs,

1#� ε = +1) ���� &,�/2( %�2&�,�% e1) e2) e3 �,(%(�) � ε = −1) ���� &,�/2( %�2&�,�% e1) e2) e3
��%(�
 �����	�� �	
��
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":����.���.9 E �����7 	/�����	7 �������,  ���7 �. 	
����0	��� .��
����	'	 	�	
��5��� ��	
1	��0	 � �	����	/�	7 /�	
- 	:����.���.9 ����	��
D�	'	 	�	
��5��� 
-. 	�.�/�� 	� ��., &����0 :	���� :���	'	 	
����	'	
����	�� A−17 ��� ��F��� ��������

A ·A−1 = E ⇒ detA det(A−1) = 1 ⇒ detA−1 =
1

detA
.

#��-0 	
����-0 ����	�	0 A−1
∗ ���-����� ��F���� ��������

A−1
∗ ·A = E. G*,*)8H

�	��5�07 /�	 .��-� � :���-� 	
����-� ����	�- �	�:���@�, 4��������.9�
�	7 �0�	5� G*,*)8H �� A−1 �:����7 :	.�/��0

A−1
∗ ·A ·A−1 = A−1 ⇒ A−1

∗ = A−1.

�	D�	0� � ��.9���F�0 
���0 '	�	���9 :�	��	 	
 	
����	0 ����	��, "
�
����-� ����	� ��A������� �	.9�	 �. ����	�	�7 	:����.���.9 �	�	�-1 	�.��
/�� 	� ��., ����� ����	�- ���-��@�� ���-�	5����-0�, &-�	5����-0�
���-��@� ����	�- � ��.��-0 	:����.���.�0,

�������0 :	.���	� �	5�����	7 �:�����.��	� �. .@
	'	 ���-�	5����	'	
����	�� A � �. .@
	� :��- ����	�	� a7 bE

(A · a)× (A · b) = (detA)A−T · (a× b). G*,*)+H

4	������.9���	 D�	'	 �	5������ 	����.�0 /�����.@, "�:����	� �	/�	�
:�� �	������.9���� �.@�� 2	�0�.� G*,*)6H � :�	���	.9�	��9 �1	�A�1 �
��� .�����	 ��������0-1 ����	�	�,

����" #��������!�	� ������	

%����-/���	 ��5�-0 �.���	0 ����	�	� ��	�	'	 ���'� �.@�� ��� ���
�-���0-� 	��	'	��.9�-� ����	�-, � 0�	5����� 	��	'	��.9�-1 ����	�	� :���
���.�5�� ��� ���-���0-� ����	�- :	�	�	��7 :	�������	0 �	�	�-1 	:��-���
@�� �:��	��-� ���5���7 �'��@A�� ��5��@ �	.9 � 0�1�����,

����0	���0 �:����.9�-� �.��� .�����-1 	�	
��5���� T1 → T17 �� 0���
@A�1 �.�� ����	�	�E

y = Q · x. G*,*);H

�	 ��.	��@
|y| = |x|,
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	�����
y · y = x ·QT ·Q · x = x · x. G*,*)=H

�������	 �	�����97 /�	 �� G*,*)=H �.����� ��	
1	��0	��9 �-:	.���� ���
�������

QT ·Q = E. G*,*)>H

��������	 G*,*)>H 0	5�	 :����9 �� 	:����.���� 	��	'	��.9�	'	 ����	��
��� ����	��7 �����:	���	����-� � �	�	�	0� �	�:����� � 	
����-0 � ��0�7
�, �, Q−1 = QT , �	��	.9�� �����:	���	����-� ����	� ��A������� ���'��7 �	
.@
	� 	��	'	��.9�-� ����	� ���-�	5��� �7 �.��	����.9�	7 	
����0, ��	�
5����	 	��	'	��.9�-1 ����	�	� �� :���	 G�
	 �����/�-� ����	� �.���7
	/�����	7 	��	'	��.9�-0H � 	
������ '��::� O 	��	 �� ������.9�-1 :	��
��� � 0���0����� � 2�����, �	D�	0� ��:	0��0 	:����.���� '��::-, �	�	��7
/�	 0�	5����	 Γ D.�0���	� x, y, z, . . . ���-����� '��::	�7 ��.� � ��0 ������
���	�������-� ���	� �	0:	����� D.�0���	�7 	
	���/��0-� ��.�� ��0�	.	0
� � �� �-�	�A�� �� :����.- D�	'	 0�	5�����, ��	0� �	'	7 ����� D.�0���	�
D�	'	 0�	5����� �	���5��� �����/�-� D.�0���7 � ��5�-� D.�0��� �0���
	
����-�,

�����������	 ��+���� �������� Γ = {x, y, z, . . . } �  ���� ����
 �#�� � �������� �� ������� ��	���� ����8

�0 x ∈ Γ � y ∈ Γ ⇒ x� y = z ∈ Γ ;
�0 x� (y� z) = (x� y)� z ;
�0 � Γ �	"����	�� ��������� ������� e : e� x = x� e = x , ∀ x ∈ Γ ;
�0 ��� ���� �������� ∀ x ∈ Γ �	"����	�� ������� ������� x−1�

����� �� x−1 � x = x� x−1 = e.
& ����0�������0	0 ��0� �.�/�� 0�	5����	 Γ ���9 0�	5����	 ����	�	�7

��	�.���	�@A�1 ��.	��@
QT = Q−1. G*,*)3H

& ��/����� ���	�� �	0:	����� D.�0���	� :����0���� ���������� �0�	�
5���� ����	�	� ��	�	'	 ���'�, ?�	� ���	� ���	��������E

(A ·B) ·C = A · (B ·C).

�	��5�07 /�	 D�	� ���	� �	0:	����� �� �-�	��� �� :����.- ��1	��	'	
0�	5�����7 �, �, ��.� Q1 � Q2 O 	��	'	��.9�-� ����	�-7 �	 Q3 = Q2 · Q1
���5� �.��� 	��	'	��.9�-0, 4. D�	'	 ���	 :	�����97 /�	

Q3 ·QT3 = E.



����� �
	�������� 	���
� �	

4��������.9�	7

Q3 ·QT3 = (Q2 ·Q1) · (Q2 ·Q1)T = Q2 ·Q1 ·QT1 ·QT2 =
= Q2 · E ·QT2 = Q2 ·QT2 = E.

�	.9 ������- �� 0�	5����� 	��	'	��.9�-1 ����	�	� �-:	.��� �����/�
�-� ����	� E. ��A����	����� 	
����	'	 D.�0���� 	
��:�/��	 ��0�0 	:�����
.����0 	��	'	��.9�	'	 ����	��,

��	5����	 	��	'	��.9�-1 ����	�	� ���-����� :	.�	� 	��	'	��.9�	�
'��::	� � 	
	���/���� 
���	� O, 4. 	��	'	��.9�	'	 ����	�� �:�����.��
�- ���������E

detE = det(Q ·QT) = (detQ)2 = 1 ⇒ detQ = ±1.

&�� 0�	5����	 	��	'	��.9�-1 ����	�	� 0	5�	 ���
��9 �� ��� :	��
0�	5����� � ������0	��� 	� ����� detQ, ��	5����	 ����	�	�7 � �	�	�-1
detQ = +17 ��0	 	
������ '��::�7 �
	 ��.� detQ1 = +1 � detQ2 = +17 �	
� detQ3 = det(Q1 ·Q2) = +1, ?�� '��::� ���-����� �	
������	 	��	'	��.9�
�	� '��::	� � 	
	���/���� 
���	� O+7 � �� D.�0���- ���-��@�� ��������
� ����������� ��� ���� �.� ����	��0� :	�	�	��, ��	���	.9�-� 	��
�	'	��.9�-� ����	� �.��� .�
	 ����	�	0 :	�	�	��7 .�
	 :�	���������0
����	�� :	�	�	�� �� 	��	'	��.9�-� ����	� Q = −E7 �	�	�-� ���-�����
��� �� �������� Gdet(−E) = −1H, �	D�	0� :�� ���/���� 	��	'	��.9�-1
����	�	� �	����	/�	 	'����/��9� ���/����0 ����	�	� :	�	�	��,

����0	���0 �������� 	��	'	��.9�	'	 ����	�� �� ����	� aE

a ′ = Q · a = a ·QT . G*,**)H

&-/��. �.��� ����	�� a ′7 :	.�/��0

|a ′|2 = a ′ · a ′ = a ·QT ·Q · a = a · E · a = a · a = |a|2. G*,***H

 ���7 �.��� ����	�� a ′ ����� �.��� ����	�� a7 �, �, ����	� a ′ 	�.�/����
	� a �	.9�	 ��:���.����0, �	D�	0� ����	� a ′ = Q · a 0	5�	 ����0�������9
��� :	������-� ����	� a. "��@��7 ����.	�9 
-7 �.�����7 /�	 .@
	� 	��	'	�
��.9�-� ����	� 0	5�	 
-.	 
- ������9 ����	�	0 :	�	�	��7 � �� �	.9�	 ���	�
����	� Q7 � �	�	�	'	 detQ = +1, "����	 D�	 �� ���7 � ��.�� 0- D�	 �����0,
&�5�-0 ��	����	0 	��	'	��.9�	'	 ����	�� �.��� �	7 /�	 	� �� 0����
���.��	'	 :�	�������� ����	�	�, ����9

a ′ = Q · a; b ′ = Q · b.
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�	'��
a ′ · b ′ = a ·QT ·Q · b = a · E · b = a · b. G*,**(H

 �-0� �.	��0�7 � ����.9���� ������� 	��	'	��.9�	'	 ����	�� Q �� ����
�	�- �� 0��@�� �� �	.9�	 �.��- ����	�	�7 �	 � �'.- 0�5�� ��0�, &-���0
��:��9 �	/�-� �0-�. ���0��� P����	� :	�	�	��Q7 �, �, ����0	���0 �.����
����� 	:����.���. 	��	'	��.9�	'	 ����	�� Q, 4. D�	'	 ��	
1	��0	 ����
�0	����9 �������� ����	�� �� ��	��� .�����	��������0-1 ����	�	� e17 e27 e3E

(e1 × e2) · e3 �= 0. G*,**6H

���5�� ���'	7 ��	
1	��0	 :�����9 �	/�-� �0-�. :	���0 P:���� � .��
�� ��	��� ����	�	�Q, ?�� :	��� ������ 	� �-
	�� 	��������� � :�	������
����, 4�.�� 0- 
���0 �/����97 /�	 ��� ����0	����� :�	�	��� � :���		���
�����	����	0 :�	���������, & .��		�������	����	0 :�	��������� �������
P:���� � .��� ��	���Q .�/F� 
- :	0���9 0����0�7 �	 0	5�	 D�	'	 � ��
��.��9, �	���	�0 �� ����	��1 ek ���1'������ G���, *,=H, �	�����0 �	��-
����	�	� e1, e2, e3 � :	.�/�0 ����'	.9��� ABC, 4�.��7 �� �	/�� O O ���F��
�- ���1'������� O :�	����0 ����	� m7 �	�	�-� 	��	'	��.�� :.	��	��� ����
�'	.9���� ABC, & :.	��	��� ����'	.9���� ABC :�	�	��0 ���'	��@ ����.��7
:	���-��@A�@ ��:���.���� 	
1	�� ���F�� ����'	.9����E :���� ���F��� O
�	��� ����	�� e17 ��	�� O �	��� e27 ����9 O �	��� e3, ��.� :�� ��'.�� �
�	��� ����	��m 	
1	� ���F�� 	��A����.��� :�	��� 1	�� /��	�	� ����.��7
�	 ��	��� ����	�	� e1, e2, e3 ���-����� :���	�, & :�	����	0 �.�/��7 �, �, ���
.� 	
1	� �	���F���� :	 1	�� /��	�	� ����.��7 ��	��� ����	�	� ���-�����
.��	�,
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�� ���, *,= :	������ :���� ��	��� ����	�	�, ��.� 
- 0- ��.� ��	���
e ′
1 = e2, e ′

2 = e1, e
′
3 = e37 �	 D�� ��	��� e ′

k 
-.� 
- .��	�, ��� �������	7 �.
:���	� ��	��� ����	�	� ek �0�F���	� :�	��������� (e1 × e2) · e3 ����	 	
C�
�0� :���..�.�:�:���7 :	���	���	'	 �� D��1 ����	��1, 4. .��	� ��	��� ek
�0�F���	� :�	��������� (e ′

1×e ′
2)·e ′

3 ����	 	
C�0� :���..�.�:�:���7 ���	0�
�	 ����	0 P0����Q G	
C�07 ����0����7 O ��.�/��� ��	�������.9��H,

 ��/�0 ��:��9 �������� Q �� .�����	 ��������0�@ ��	��� ����	�	�E

e ′
m = Q · em. G*,**8H

":����.���.9 ����	�� �-/��.��� :	 2	�0�.�

detQ =
(e ′
1 × e ′

2) · e ′
3

(e1 × e2) · e3 . G*,**+H

 � G*,**+H ����07 /�	 ��.� detQ = +17 �	 ����	� Q :����	��� :����@
��	��� em7 � :����@ ��	��� ����	�	� e ′

m7 � .���@ ��	��� em :����	��� �
.���@ ��	��� e ′

m, ��� 0- ����.�7Q �� 0���� �.�� ����	�	�7 �, �, |e ′
m| = |em|,

��	0� �	'	7 Q �� 0���� � �'.	� 0�5�� ����	��0�7 �, �,

e ′
m · e ′

n = em · en ⇒ cos(ê ′
m, e

′
n) = cos(êm, en).

"��@�� ����07 /�	 ��������Q �� ��	��� ����	�	� em ��	���� � :	�	�	��
����0�������0	� ��	��� ��� 5����	'	 ��.	'	 :�� ��.	���7 /�	 detQ = +1,
����0 	
���	07 ��	��� em � e ′

m 0	'�� 
-�9 �	�0�A��- ���' � ���'	0 :	�����
���	0 :	�	�	�� � :�	���������,  0���	 :	D�	0� 	��	'	��.9�-� ����	� QE
detQ = +1 ���-����� ����	�	0 :	�	�	��,

��.� 5� detQ = −17 �	 �� G*,**+H ����07 /�	 Q :����	��� :����@ ��	��
�� � .���@ � ��	
	�	�, & D�	0 �.�/�� ������0� :	�	�	��0� ��	��� ek �
e ′
k = Q · ek �	�0�����9 ���	�0	5�	, ��5�� �A� 	��� 	:�����7 ���-���0�
���������, �	'�� 	��	'	��.9�-� ����	� QE detQ = −1 0	5�	 :���������9 �
���� :�	��������E

Q = (−E) ·P; detQ = −1; detP = +1,

'�� P �5� �.��� ����	�	0 :	�	�	��,
"
����0� � 	:�����@ ���.�/�-1 2	�0 :�������.���� ����	�	� :	�	�	�

��, "���0 �� ���
	.�� :�	��-1 :�������.���� �.��� �.���@A��, &-
���0
:�	���	.9��@ .�����	 ��������0�@ ��	��� ����	�	� dm7 ��	�.���	�@A�@
��.	��@ G*,**6H, ��� �������� ����	�� Q ��	��� ����	�	� dm :���1	��� �
��	��� Dm G����9 ����	� 	
	���/�� :�	:���	� 
���	�HE

Dm = Q · dm ⇒ Dm ⊗ dm = Q · dm ⊗ dm = Q · E = Q ⇒
⇒ Q = Dm ⊗ dm,

G*,**;H



6� ����� �� ���	
� � 	���
� �	
� 
����

'�� dm ����0�� � dn ��	��� ����	�	�E dm · ds = δms , ��.� :	������	���9
����	�	0 Q �� ����	�- ����0�	'	 
����� dm7 �	 :	.�/�0

Dm = Q · dm ⇒ Dm ⊗ dm = Q · dm ⊗ dm = Q. G*,**=H

#�'�	 �
����9�7 /�	 ����	�-E Dm � Dn 	
����@� ����0�-� G
�	��	'	�
��.9�-�H ��	��� ����	�	�E

Dn ·Dm = dn ·QT ·Q · dm = dn · dm = δmn .

 ���7 .@
	� 	��	'	��.9�-� ����	� 0	5�� 
-�9 :�������.�� � 2	�0�1

Q = Dm ⊗ dm = Dm ⊗ dm,

Dm ·Dn = dm · dn = δnm; Dm ·Dn = dm · dn.
G*,**>H

��0� �	�0	5�	��9 :�������.��� 	��	'	��.9�	'	 ����	�� � 2	�0� G*,**>H
	���-����� /���	 	/��9 :	.���	�,

4. .@
	'	 ����	�� a � �. .@
	'	 	��	'	��.9�	'	 ����	�� Q �:������
.��- �	5������E

Q · (a×QT ) = Q · (a×E) ·QT = (detQ)
[
(Q · a)×E

]
,

(Q× a) ·QT = Q · (E× a) ·QT = (detQ)
[
(Q · a)×E

]
.

G*,**3H

��� �-�	�� �		��	F���� G*,**3H 
���0 ��1	���9 �� :�������.��� G*,*)6HE

detA =
(a ′ × b) ′ · c ′

(a× b) · c =
[(A · a)× (A · b)] ·A · c

(a× b) · c .

?�	 �-��5���� �:�����.��	 �. :�	���	.9�	'	 ����	�� ��	�	'	 ���'� �
:�	���	.9�	� ��	��� .�����	 ��������0-1 ����	�	�, "/�����	7 /�	 0- 0	�
5�0 � ��/����� ����	�� c :	�.��	����.9�	 �-
���9 ��� .�����	 ��������0-1
����	�� ek, ����-��A�@ 2	�0�.� :���:�F�0 � ���� ���1 �-��5����E

(detA) (a× b) · ek =
[
(A · a)× (A · b)] ·A · ek, k = 1, 2, 3. G*,*()H

�0�	5� 	
� /���� �������� G*,*()H ����	��	 �� ek � ��00��� :	 k7
:	.�/��0

(detA) (a× b) =
[
(A · a)× (A · b)] ·A.

����:	.�'� ����	� A ���-�	5����-0 � �0�	5� D�	 ��������	 ���.��
�	 �� A−1 �:����7 :	.�/��0 �	5�����	 G*,*)+HE

(detA)A−T · (a× b) = (A · a)× (A · b),



���"� /���
�  �
	�� /�
��� 3$��
� 6�

�	�	�	� ����� :���	��.	�9 
�� �	������.9����, �	�.����� ��������	 ����	
�. .@
	� :��- ����	�	� a7 b, ����:�F�0 �'	 � D�����.����	0 ����E

(detA)A−T · (a×E) · bk =
[
(A · a)×E

] ·A · bk,
'�� bk O .�����	 ��������0� ��	��� ����	�	�, "��@�� �.����� ��������	

(detA)A−T · (a× E) =
[
(A · a)×E

] ·A. G*,*(*H

�0�	5� ��������	 G*,*(*H ���.��	 �� A−1 �:����7 :	.�/��0 ���	0	�
�	5�����	E

(detA)A−T · (a×E) ·A−1 = (A · a)×E. G*,*((H

�����0� ����9 A = Q, '�� Q O 	��	'	��.9�-� ����	�7 �, �, Q−1 = QT 7
Q−T = Q7 :��1	��0 � �	5������ G*,**3H,

����& ������	 $�
������ ������� 3)����

�������0 �	������.9���	 	��	� /����-/���	 ��5�	� � ����0����� �����
�	'	 ��.� ��	��0-, "
-/�	 �	������.9���	 D�	� ��	��0- 	:������ �� ��	���
0� 	 �:�����.9�	0 ���.	5���� ����00����/�	'	 ����	��, "����	 :	�.���
��	��0�7 
���/� '�	0	���	�7 � ��	����/���	� 0�1����� �� ��1	��� :��.	5��
���, �	D�	0� 0- :���:	/����0 ���'	� � ���/���.9�	 
	.�� :�	��	� �	�����
��.9���	,

������� .�����	 ��� ������ ��� � ����� P� ������� � E�
��	����� ����������� �������������8

P = m⊗m+ cosθ(E −m⊗m) + sin θm×E, −π < θ < π, G*,*(6H

��� ��������� ����� m �������� ������+��� ������ ��� �� P �
��������� ����	� � ������������ �� �����	� ��� �����: θ �� ��
������ 	��� ����� � ��������� ��+��������� ���� ���� ���
� ����� � ��#� ������ m �������� ����� ��� ����� ��������

��������������	 �����/�-� ����	� m7 �� 0��@A��� :�� ��������
�� ��'	 ����	�� P7 ���-����� ��:	���5�-0 ����	�	0 ����	�� P, �� �. ���
�	'	 ����	�� ��	�	'	 ���'� ��:	���5�-� ����	� ��A�������, �	 �. ����	��
:	�	�	�� G�	
������	 	��	'	��.9�	'	 ����	��H 	� �� �	.9�	 ��A�������7 �	 �
	:����.�� �����������@ :�0�@7 �	�	�� ���-����� 	�9@ :	�	�	��, ��0
5� ����	� m 	:����.��� � �	/�	��9@ �	 0�	5���. ±1, �	 	:����.���@7
��:	���5�-� ����	� �.��� ��F����0 ��������

P ·m = m; |m| = 1. G*,*(8H
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&���	� m7 �.@A��� ��F����0 �������� G*,*(8H7 ���-����� :���-0
��:	���5�-0 ����	�	0 ����	�� P, �	 .�'�	 �
����9�7 /�	 	��	���0���	 	�
�.��� � .��-0 ��:	���5�-0 ����	�	0m ·P = m, & ��0	0 ��.�7 �0�	5�
G*,*(8H ���.��	 �� PT �.���7 :	.�/��0

PT ·P ·m = PT ·m ⇒ m = m ·P.
��������� G*,*(8H 0	5�	 :���:����9 � D�����.����	� 2	�0�E

(P − E) ·m = 0, |m| = 1, G*,*(+H

�, �, ����	� m �.��� ��F����0 	��	�	��	'	 .�����	'	 ��������,
 � ����� .�����	� �.'�
�- �������	7 /�	 	��	�	��� �����0� .�����-1

�.'�
���/����1 ��������� �0��� ����.��	� G��������.9�	�H ��F���� �	'�� �
�	.9�	 �	'��7 �	'�� �� 	:����.���.9 ����� ��.@E

det(P − E) ≡ det(Ps∗∗t − δ
s
t) = 0. G*,*(;H

�	��5�07 /�	 ��������	 G*,*(;H ���������.9�	 �-:	.����, 4. D�	'	
�-:�F�0 ��:	/�� �	5��������-1 :��	
���	�����E

det(P − E) = det
[
P · (E−PT)

]
= detP det(E −PT) =

= det(E−PT) = det(E−P)T = det(E −P) = det [(−E) · (P − E)] =

= det(−E) det(P − E) = − det(P − E).

�	.�/�.�7 /�	 det(P − E) = − det(P − E)7 � D�	 �	�0	5�	7 ��.� ����	
��������	 G*,*(;H,  ���7 ����.��	� ��F���� G*,*(+H ��A�������, �	���	7 /�	
��.� m ���9 ��F���� G*,*(+H7 �	 � 0���� m ���9 ��F���� D�	'	 ��������,
"����	 	
� D�� ����	�� 	:����.@� 	��� � �� 5� :�0�@7 �������@ ��
����	� m, �	��5�0 ��:��97 /�	 ����	� :	�	�	�� P7 	�.�/�-� 	� E, �0���
�� 
	.�� 	��	� ��:	���5�	� :�0	�, 4	:����0 	
����	�7 �, �, :���9 G*,*(+H
�0��� ��� ��F��� m1 � m27 ����17 /�	 m1 ×m2 �= 0, ��.� m1 ×m2 = 07 �	
����� ��F��� ����0������@�� ��� �	�:���@A��7 ��� ��� 	�� 	:����.@�
	��	 � �	 5� ��0�����	 :�0-1, ��.� P �0��� ��� ���.�/�-1 ��:	���5�-1
����	�� m1 � m2E m1 ×m2 �= 07 �	 	� �0��� � ������ ��:	���5�-� ����	�
m3 = m1 × m2. 4	������.9���	 D�	'	 �����5���� ��0��.���	 �-������ ��
�	5������ G*,*)+H7 ��.� � ��0 :����9 A = P, A−T = P, a = m1, b = m2,

detP = 1 :
(P ·m1)× (P ·m2) = P · (m1 ×m2).

�	 :	 ��.	��@ P ·m1 = m1, P ·m2 = m2, �	D�	0�

P · (m1 ×m2) = m1 ×m2.
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d3

d2

D3

D2

θ

θ

m

9��
 �
�
 � &��,�0� K/��,(

�.��	����.9�	7 ����	� m1 ×m2 ���5� �.��� ��:	���5�-0 ����	�	0
����	��P,  ���7 ��.�P �0��� ��� ��:	���5�-1 ����	��m1 �m27 �	 	� �0���
� ������ ��:	���5�-� ����	� m3 = m1 ×m2, ���/�0 ��	��� ����	�	� mk7
	/�����	7 �.��� .�����	 ��������0	� � �	:������ :	���	���� ����0�	'	

����� mk. �	'��

P ·mk = mk ⇒ P ·mk ⊗mk = mk ⊗mk ⇒ P = E.

����0 	
���	07 P 0	5�� �0��9 
	.�� 	��	'	 ��:	���5�	'	 ����	�� �	.9�
�	 � �	0 �.�/��7 �	'�� 	� �	�:����� � �����/�-0 ����	�	07 � D�	 ���.@/��	
��.	���0 ��	��0-, &-
���0 ��:��9 :����@ 	��	�	�0��	�����@ ��	��� ����
�	�	� d1 = m7 d27 d3, �	'.���	 G*,**>H 0	5�0 ��:����9

P = D1 ⊗m+D2 ⊗ d2 +D3 ⊗ d3,

'�� ��	��� ����	�	�Di ���5� �.��� :���	� 	��	�	�0��	����	�, �0�	5�
D�	 ��������	 ���.��	 �� m �:���� � �/��-�� G*,*(8H7 :	.�/��0

P ·m = D1 = m.

����-��A�� ��������	 :����0��� ���

P = m⊗m+D2 ⊗ d2 +D3 ⊗ d3. G*,*(=H

<���9 ��� /��-�� ����	�� d27 d37 D27 D3 .�5�� � 	��	� :.	��	���7 ��� ���
��� 	�� 	��	'	��.9�- 	��	0� � �	0� 5� ����	�� m, �	D�	0� ����	�- D2 �
D3 0	5�	 ���.	5��9 :	 ����	��0 d2 � d3 G���, *,>HE

D2 = cosθd2 + sinθd3, D3 = − sin θd2 + cosθd3, −π < θ < π.



6+ ����� �� ���	
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����

�	�����. D�� ���.	5��� � G*,*(=H � :�	�	� D.�0������-� :��	
���	�
����7 :	.�/��0

P = m⊗m+ (cosθd2 + sin θd3)⊗ d2 + (− sin θd2 + cosθd3)⊗ d3 =

= m⊗m+ cosθ(d2 ⊗ d2 + d3 ⊗ d3) + sinθ (d3 ⊗ d2 − d2 ⊗ d3) =

= m⊗m+ cosθ(E −m⊗m) + sin θm×E,

'�� ��:	.9�	���- �	5������

E−m⊗m = d1 ⊗ d1 + d2 ⊗ d2 + d3 ⊗ d3 −m⊗m = d2 ⊗ d2 + d3 ⊗ d3;

m× E = m× (d1 ⊗ d1 + d2 ⊗ d2 + d3 ⊗ d3) = d3 ⊗ d2 − d2 ⊗ d3;

�	�	�-� �:�����.��- �. .@
	� :���	� 	��	�	�0��	����	� ��	��� ����	�	�
d1 = m7 d27 d3, �����	�.���-0 ��������	0 � �����/������ �	������.9���	
��	��0- ?�.��� G*,*(6H,

"
����0 ���0����7 /�	 ��0��� � G*,*(6H ����	�� m �� ����	� −m �.�/��
�� �	
	� ��0��� θ �� −θ, ��� D�	0 ��0 ����	� P �� 0�����, ��	��0� ?�.��
�� :	��	.�� ���9 	/��9 ��	� :�������.���� 	 ����.9���� ������� ����	��
:	�	�	�� P �� ����	� a, ��.� ����	� a :���..�.�� 	�� :	�	�	�� G.�5�� ��
	�� :	�	�	��H7 �, �, a = am7 �	 P ·a = a � ����	� a �� 0����� :�� ��������
�� ��'	 ����	�� P, ����9 a 	��	'	��.�� 	�� :	�	�	��E a ·m = 0, �	'��

a ′ ≡ P · a = cosθ a+ sin θm× a.

 �	
����0 D�	� ����.9��� �� ���, *,3, �� ���, *,37 � :	�����	7 /�	 ��������
����	�� :	�	�	�� �� ����	� a7 	��	'	��.9�-� 	�� :	�	�	��7 ��	���� � :	�	�
�	�� D�	'	 ����	�� �� �'	. θ �	���' m, ��.� θ > 07 �	 :	�	�	� :�	���	����
:�	��� ���5��� /��	�	� ����.�� :�� ��'.�� � �	��� m, �	�	�	� :�	���
�	.9�	'	 ����	�� a :	����� �� ���, *,37 �7 :�� D�	0 :�	���� ����	�� a �� m
�	1������7 � /���9 ����	�� a7 	��	'	��.9�� m7 :	�	��/������ �� �'	. θ
�	���' m, �.����� 	
�����9 ���0���� �� �	7 /�	 �'	. θ ����� �'.� 0�5��
:�	����0� ����	�	� a′ � a �� :.	��	��97 	��	'	��.9��@ 	�� :	�	�	��7 �	 ��
0�5�� ��0�0� ����	��0�,

��	��0� ?�.��� ��.��� ��-0 �A� 	��� ��5�-� 2���7 � �0���	 ����	�
:	�	�	�� :	.�	��9@ 	:����.��� �������0 �� 
	.�� /�0 ���1 ��������0-1
:���0���	�, & :�������.���� G*,*(6H �0� �.@��E �'	. θ � ��� �'.�7 2���
����@A�� :	.	5���� m G�.� −mH 	��	����.9�	 ���	'	�.�
	 
�����, &-
	�
�0���	 D��1 ���1 ��������0-1 :���0���	� ��	
����.��E ��A������� 
���	�
��/�	 0�	'	 ���.�/�-1 ��	�� ��������0-1 :���0���	�7 :	.�	��9@ 	:����.�
@A�1 ����	� :	�	�	��, "��@�� �.�����7 /�	 0�	5����	 	��	'	��.9�-1 ����
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m× a

sin θm× a

a ′ ≡ P · a
a ′ ≡ P · a

cosθ a a

θ

θ

m

m

a
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 ��%�,�& %�2&�,() �,&�1��(�;��1� ��� ��%�,�&( ��� � ��%�,�& %�2&�,(
��:�1� �(�,(%����� ���

�	�	� 	
������ ���10���	� :�	��������	, $	� :	�.����� � �� �.��� .��
����-0 :�	��������	07 �	 	�	 :	��	.�� �����	���9 ����0�	 	��	���/�	� �	�
	��������� 0�5�� �	�	��00����/�-0� ����	��0� ��	�	'	 ���'�7 0�	5����	
�	�	�-1 	
������ .�����	� :�	��������	7 � ����	��0� :	�	�	��, � 	��@��7
� ��	@ 	/����97 �.�����7 /�	 :	�	�	�- 0	5�	 	:��-���9 ����	��0�7 ��� ���
��A������� 	��	���/�� ���9 0�5�� �	�	��00����/�-0� ����	��0� ��	�	�
'	 ���'� � ����	��0�, �	��	
�	 D�	� 2��� 
���� 	
��5���9� � ����0�����
�
�	.@��	 �����	'	 ��.�,

���	���7 ��	��0� ?�.��� ���� :�	��	� �:	�	
 �-/��.��� �'.� :	�	�	��
θ � ��:	���5�	'	 ����	�� m,  � G*,*(6H �.�����7 /�	

1+ 2 cosθ = trP; −2 sin θm = P×. G*,*(>H

����	� :	�	�	�� P � :���-1 /���1 G*,*(>H 0	5�� 
-�9 ����� � :�	���
�	.9�	� 2	�0�, ��:��0��7 ��.� P ����� � ���� ���.	5���

P = Pmnem ⊗ en = Pm∗
∗n em ⊗ en,

�	
1+ 2 cosθ = Pmnem · en = gmnP

mn = Pm∗
∗m;

−2 sin θm = Pmnem × en = εmntP
mnet.

��.� ����	� P ����� � ���� G*,**>H7 �	

1+ 2 cosθ = Dm · dm; −2 sin θm = Dm × dm.
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&����0 � ����0	������ :	���� �.	5�	'	 :	�	�	��, ����9 ����� ����
�	� a � ����	�- P1 � P2, �	�����0 ����	� a ����	�	0 P1 � �����0 ����
�	� a ′ = P1 · a, 4�.�� ����	� a ′ :	�����0 ����	�	0 P2 � �����0 ����	�
a ′′ = P2 · a ′, & ����.9���� ����	� a ′′ �-/��.��� ��� �.	5�-� :	�	�	� ����
�	�� aE

a ′′ = P2 · a ′ = P2 ·P1 · a = P · a ⇒ P = P2 ·P1. G*,*(3H

 � G*,*(3H ����07 /�	 :�� :	�.��	����.9�	0 :�	������� ���1 :	�	�	�	�
����.9����@A�� :	�	�	� �-��5���� /���� :�	��������� �	����.@A�1 :	�
�	�	�	�, ?�	� 2��� �-��5�@� �.	��0�E �	0:	���� :	�	�	�	� 0�.9��:.����
�����, �- ����07 /�	 � 	
A�0 �.�/�� :�	��������� ����	�	� ���	00�������	7
�, �, ��.� P1 � P2 O ����	�- :	�	�	��7 �	

P2 ·P1 �= P1 ·P2. G*,*6)H

& �:�����.��	��� :	�.����'	 �����5���� .�'�	 �
����9� ��:	�����
������	, ����9 P1 O :	�	�	� �	���' e1 �� �'	. −π/2, ����9 P2 O :	�	�	�
�	���' e3 �� �'	. −π/2, �	0:	���� :	�	�	�	� P2 � P1 :�������.��� ��
���, *,*),

��	����0 ��:��9 :	�	�	�- � 	
����	� :	�.��	����.9�	���E P = P1 · P2
G���, *,**H, �������� ���.@/���.9�-� :	����� �� ���, *,*) � ���, *,**7 ���
'.��	 �
�5���0� � �:�����.��	��� G*,*6)H, �� �.�����7 	����	7 �
�	.@���
���	���9 ��.	��� G*,*6)H, 4�.	 � �	07 /�	 ��A������� �:	.�� 	:����.���	�
:����.	 ������	00�������	��� G�, �, ��� 
- :�������	�	/�	���H :	�	�	�	�7
�'��@A�� ��5��@ �	.9 � ����0��� � ����0����� �����	'	 ��.�, ���/�� 0-
�-����0 D�	 :����.	, �	 ���/�.� ����0	���0 ���	� �:����.9�	� :��	
���	���
��� ����	�� :	�	�	�� P, ����9 S O ����	� :	�	�	��, �	'�� ST ���9 	
����-�
:	�	�	�, ����0	���0 �	0:	����@ :	�	�	�	� S · P · ST O ���	� :��	
���	���
��� P ���-����� :��	
���	�����0 :	�	
�, %�	 0- :	.�/�.� � ����.9����
���	� 0���:�.���` &����0 	
	���/����E

Q(ϕm) = m⊗m+ cosϕ (E−m⊗m) + sinϕm× E, G*,*6*H

�, �, Q(ϕm) 0- 	
	���/�.� :	�	�	� �	���' m �� �'	. ϕ,
����0	���0 ����	� :	�	�	��E

S ·Q(ϕm) · ST =
= (1− cosϕ)(S ·m)⊗ (S ·m) + cosϕE+ sinϕS · (m× ST).

G*,*6(H
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9��
 �
��
 ��0��"�=�� ��%�,�&�% P = P1 · P2

<���9 0- �/.� �	5�����	 S · E · ST = E � �	.5�- ��:	0���9 �	5���
���	 G*,**3HE

(Q× a) ·QT = Q · (E× a) ·QT = detQ
[
(Q · a)× E

]
,

�:�����.��	� �. .@
	'	 ����	�� a � .@
	'	 	��	'	��.9�	'	 ����	�� Q,
�	'�� ��������	 G*,*6(H :����0��� ���

S ·Q(ϕm) · ST =
= (1 − cosϕ)m ′ ⊗m ′ + cosϕE+ sinϕm ′ × E = Q(ϕm′),

G*,*66H

'�� m ′ = S ·m,
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 ���7 � ����.9���� :��	
���	���� :	�	
� G*,*66H 0- :��1	��0 � ����
�	�� :	�	�	�� Q(ϕm′)7 �	�	�-� :	�	��/����� �� �	� 5� �'	. ϕ7 �	 �	���'
:	������	� 	�� m ′,

��:��9 .�'�	 �����	���9 :����.	 ������	00�������	��� :	�	�	�	�Q(ϕm)

� Q(θn)E

Q(ϕm) ·Q(θn) = Q(ϕm) ·Q(θn) · QT (ϕm) ·Q(ϕm) =

= Q(θn ′) ·Q(ϕm),
G*,*68H

'�� n ′ = Q(ϕm) · n, & G*,*68H :	�/������-� ����	� ���9 �����/�-� ����	�,
& .��	� /���� G*,*68H 0- ���/�.� :	�	��/����0 �� �'	. θ �	���' n7 �

����0 :	�	��/����0 �� �'	. ϕ �	���' m, & :���	� /���� G*,*68H 0- ���/�.�
:	�	��/����0 �� �'	. ϕ �	���'m7 � ����0 O �� �	� 5� �'	. θ7 �	 �5� �	���'
:	������	� 	�� n ′. � 2���/���	� �	/�� ����� :����.	 ������	00�������
�	��� �'���� �� 5� �	.97 /�	 � ����	A� �	00�������	��9 G:�������	�	/�
�	��9H, ?�	 :����.	 /����-/���	 ��5�	 � ����0����� �
�	.@��	 �����	'	
��.�,  � G*,*68H ����� ����07 �	'�� ������	00�������	��9 ����	���� ������
�	� �	00�������	��9@, 4. D�	'	 ��	
1	��0	 � �	����	/�	7 /�	
- ����	� n ′

�	�:�. � nE

n ′ = n ⇒ n = Q(ϕm) · n ⇒ n = ±m,

�, �, n �	.5�� 
-�9 ��:	���5�-0 ����	�	0 ����	��Q(ϕm).  �-0� �.	��0�7
	�� :	�	�	�	� ����	�	� Q(ϕm) � Q(θn) �	.5�- �	�:����9, ��� D�	0 .�'�	
�
����9� � �:�����.��	��� ��������� Q(ϕm) ·Q(θm) = Q((ϕ + θ)m).

& 0�1����� ��	��0� ?�.��� 	�	
���	 D22������� � ��1 ����/�17 � �	�	�-1
	�9 :	�	�	�� ������� �������� � 2�����	���� �	 ���0���, ����1 ����/ 0�	'	,
��	0� �	'	7 	
A� ������� 0	5�� 
-�9 ������� � ���0 :	�.��	����.9�-0
:	�	�	��0 �	���' ������� � :�	���	.9�	 �-
����-1 2�����	����-1 	���,
?�	 0	5�	 ���.��9 0�	'�0� �:	�	
�0�, �	��	
��� D�	� �	:�	� 
���� 	
��5�
��� :�� ��.	5���� ����0����� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�,

���������	 ����0������ :	�	�	�-7 0- �0�.� � ���� �0���	 :	�.��	�
����.9�	��9 :	�	�	�	� � �0-�.� :	���� :�	�������� D��1 :	�	�	�	�, ��
�.����� :����9 D�� :	�.��	����.9�	��9 � ���0���_	� :	�.��	����.9�	��9@,
�	�	�	� O D�	 0'�	����	� ��������, & ���	� 
- :	�.��	����.9�	��� 0- ��
:�	���	��.� :	�	�	�-7 ��� 	�� :�	��1	�� � 	��� � �	� 5� 0	0��� ���0��
��,  �0������ :	�	�	�	� �	 ���0��� 	:����.��� ��0������0 ��'�0���� t �
�-��5���1 ��:� Q(ϕ(t)m(t)),
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4��5���� 0������.9�	� �	/�� �:	.�� 	:����.��	7 ��.� �������- �� :	�
.	5����7 ��	�	��9 � ���	�����, & ��.9���F�0 D�	 	:������ 
���� �	:	.���
�	 ��������0 �:��	��-1 ���5���� ��.��	/��, "����	 �. D�	'	 ��	
1	��0	
���/��9 ��0	 :	���� �:��	��	'	 ���5���7 �	�	�	� ���/���.9�	 �.	5��� :	
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.���������7 �	 	�	 ���90� :	.���	 �. :����.9�	'	 ���������	'	 �	�:����
���5��� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�, &-
���0 � ��.� ��� :�	���	.9�-� �	/��
A � B � �	�����0 �1 ����.�	�, & ����.9���� :	.�/�0 ��:���.���-� 	����	�
−→
AB7 �	��	A�� �� �	/�� ��.� � ��� 
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0���0���/����0 	
���	0 ��	��	'	 0������.9�	'	 ����	��,

���� #���
��� ������� ����������

�*���5��� �
������ ����

4��5���� ���	'	�.�
	 ��.� 	:����.��� �������0 ���5���� ���1 /�����
G�	/��H7 �	����.@A�1 ��.	, & 	
A�0 �.�/�� ��.	 �	��	�� �� 
���	��/�	'	
��
	�� �	/��, �	D�	0� 	:������ �'	 ���5��� 
���	��/�	0���	7 �, �, ���
���
������ 
���	��/�	'	 ��
	�� ����	�	�7 �����A�1 	� ���0���7 	:����.@A�1
:	.	5���� ���1 �	/�� ��.�, 4. �
�	.@��	 �����	'	 ��.� ������� �:�	A��
���, "���-�����7 /�	 ���5���� .@
	� �	/�� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� :	.�
�	��9@ 	:����.��	7 ��.� �������	 ���5���� ���	��.�
	 	��	� :�	���	.9�	



��+ ����� �� 1�����	��� � ��
��, �������$

�-
����0	� �	/�� Q ��.�7 ���-���0	� :	.@�	07 �7 ��	0� �	'	7 	:����.��
����� ����	� ��	�	'	 ���'� P(t)7 ���-���0-� ����	�	0 :	�	�	��,

����0	���0 �
�	.@��	 �����	� ��.	7 ���5�A��� 	��	����.9�	 �-
����
�	� �����0- 	��/���, 4��5���� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� ��	���� � ������
.��0 � :	�	�	��0 	��	����.9�	 �����0- 	��/���, &-
���0 � ��.� ����@�
��
��9 �	/�� Q7 �	�	��@ 
���0 ���-���9 :	.@�	0, &-
���0 �A� ��� �	/�� �
��.�E A17 A27 A3, &-
	� D��1 �	/�� ���5� :�	���	.��7 �	 ��	�.���	��� 	'���
��/���@E /��-�� �	/�� Q7 A17 A27 A3 �� �	.5�- .�5��9 � 	��	� :.	��	���,
&-
����-0 �	/��0 	���/�@� ��� 0������.9�-1 ����	��E

−−→
QA17

−−→
QA2 �

−−→
QA37

�	�	�-�7 	/�����	7 �� .�5�� � 	��	� :.	��	���, &-
���0 ��:��9 ���	��.�
	
:	.	5���� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� � �����0� 	��/���, & D�	0 :	.	5����
:	.@� Q ��.� 	:����.��� �������0 �����������	�� rQ, "�������� ��.�
� �-
����	0 :	.	5���� 	:����.��� �������0 ��	��� ����	�	� em ���	�7
/�	

−−→
QA1 ∼ e1;

−−→
QA2 ∼ e2;

−−→
QA3 ∼ e3. G(,+H

�����������	 ��+���� ����� !�����	���  ������� �������� ����
���

rQ; e1; e2; e3, G(,;H

�� ������� ���������
�	.	5���� .@
	� �	/�� S ��.� � 	��/���	0 :	.	5���� 	:����.��� ���

�����0 �����������	��E

rS = rQ + xmS em ≡ rQ +

3∑
m=1

xmS em, G(,=H

'�� /��.� x1, x2, x3 ���-��@�� 0������.9�-0� �		�������0�,
�	/�� A1 	���/�@� �		������- x1 = 1, x2 = x3 = 0. �	/�� A2 �		�����

����@� �		������- x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0. �	/�� A3 �		��������@� �		����
���- x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1. �		������- xm :	��	.@� ������2����	���9
��� �	/�� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�, "��/���	� :	.	5���� �
�	.@��	 �����	�
'	 ��.� 0	5�� �-
����9� �	���F���	 :�	���	.9�	7 :��/�0 �-
	� ��������
�		
��5���0� ��	
���� � ������� 	� ����0�������0	� ����/�, <�0���07 /�	
� ���.9�	0 ���5���� :	.	5���� ����0�������0	'	 ��.� 0	5�� ���	'�� ��
�	�:����9 � 	��/���-0 :	.	5����0,

�����������	 ��+���� ���� � ������ ����� ������� �� �������
���	�������

%�	
- �����9 �����.9�	� :	.	5���� ��.�7 0- �	.5�- �����9 �������
����	� RQ(t)7 	:����.@A�� :	.	5���� :	.@�� Q � ����-� 0	0��� ����



��0� ������� 	�
��� ������	��� �%��5	� 	��
�� 	��� ���

0��� t7 � ���5� ��	��� ����	�	� Em ����@7 /�	
−−→
QA ∼ E1(t);

−→
QB ∼ E2(t);

−−→
QC ∼ E3(t).

����0 	
���	07 �����.9�	� :	.	5���� 	:����.��� �������0 /�������
����	�	�E

RQ(t); E1(t); E2(t); E3(t). G(,>H

�����.9�	� :	.	5���� :�	���	.9�	� �	/�� S ��1	�� :	 2	�0�.�

RS(t) = RQ(t) + X
m
S Em(t), G(,3H

'�� XmS O �		������- �	/�� S ��.� 	��	����.9�	 
����� Em(t),
�������	 (��	����� ��+���� ��� ����� ���� S �������

������ ���� ������� �����������  ������� ����	�������� RQ(t) �
�������� ��������� ��� �� P(t) � ����������� � ��"�� 	����
�����

RS(t) = RQ(t) + P(t) · ( rS − rQ), G(,*)H

��� ��� � /�� ����� P(t) 	���������� 	������

P(t) · PT(t) = PT(t) ·P(t) = E, det P = +1 G(,**H

� ��  ������ � ����� �� ����� Q� �� ���� S� �� ����� �� � �� ���
��	��� ���� ������� ������ �����

���������	 &:���-� ���/�@A�� :���0�� �:	.�� 0	5�� :�	��	 ��:	0�
���9 ��������� G(,*)H, "�	 �	��� �������� 	��	��	'	 �������� ����0�����
�
�	.@��	 �����	'	 ��.�, ��� ��	
1	��0	��� 0	5�	 :	��	
�	 ���/��9 :���
�	��0	� ��.�� �	������.9���	7 �	 .�/F� �-:	.���9 �'	 ��0	��	��.9�	, ���
D�	0 ��5�	 	
�����9 ���0���� �� ��� 	
��	��.9����, ����	�, &1	�A�� �
��������� G(,*)H �����������	� RQ(t) � ����	� P(t) �.@�� 1������������
��0� ���5��� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� � ����� �� �����- � ����0� 
- �	
�� 
-.	 	�	
���	��0� ���	��� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�, ��� D�	0 ����	�
RQ(t) 1������������ �����.��	��	� ���5���� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�7 �
����	� P(t) 	:��-���� �:��	��	� G���A���.9�	�H ���5���� �
�	.@��	 �����
�	'	 ��.�, & ��.9���F�0 ����	� P(t) 
���0 ���-���9 ����	�	0 :	�	�	��,
&�	�	� 	
��	��.9���	 �����	 �	 �:	�	
	0 ������� ����	�� :	�	�	��, �.��
���� 	
�����9 ���0���� �� �	7 /�	 ����	� :	�	�	�� ��	���� �� �. ��	
����
	:����� G0	5�	 ��	���97 � 0	5�	 �� ��	���9H7 � :	 ��	
1	��0	���,  �-0�
�.	��0�7 :	�	�	�- ��.� 	:��-��@�� ����	�	0 ��	�	'	 ���'�7 � � D��0 ��/�'	
��.9� :	��.��9, �	D�	0� �����	 �	'.����9� � ���:�	��������-0 0�����0
	 �	07 /�	 ��	����/����@ 0�1����� �. �������	� 0.��F�1 ����	� �.�����



��* ����� �� 1�����	��� � ��
��, �������$

��.�'��9 
�� :��0����� ����	��	'	 �-��, �	5�	7 �	��/�	7 ��0�����	���9
����	� :	�	�	�� ����	'	 �	�� 0������0�7 �	 ��/�'	7 ��	0� ����	��� � �����
�	���17 D�	 �� :�������,

��������������	 "
����0� ��:	����������	 � �-�	�� ��������
G(,*)H, 4. D�	'	 :	 ��A����� ��0 ��5�	 �	�����9 ���'	 ��� 2����E

1) xmS = XmS , ∀S; 2) Em(t) = P(t) · em. G(,*(H

"
� D�� 2���� �	���F���	 	/�����-7 �, �, ����- 	/�0, �	D�	0� ��/9
���� 	 ��'�
	 2	�0�.9�	0 �	������.9����7 	:���@A�0� ���.@/���.9�	 ��
	:����.���� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� G(,(H, &���	�-

em = rAm
− rQ G(,*6H

.�����	 ��������0- � :	�	0� 0	'�� 
-�9 ��:	.9�	���- � ��/����� 
�����,
&����0 � ����0	������ 2����0����.9��@ 0������ gmn � 	
�����@ 0���

���� gmnE
em · en = gmn; gmng

np = δpm. G(,*8H

<�� 0������ gnp7 0	5�	 ������ � ����0	������ ����	�- ����0�	'	 
��
���� emE

em = gmn en ⇒ en = gmn e
m. G(,*+H

 � ��������� G(,=H �.�����

xmS = ( rS − rQ) · em. G(,*;H

&�� ��.	5���	� 	��	��.	�9 � 	��/���	0� :	.	5���@ ��.�, "
����0� �
����0	�����@ �����.9�	'	 :	.	5��� ��.�, �	�/�����07 /�	 � �����.9�	�7 �
	��/���	� :	.	5���� ��.� ����0��������� � 	��	� � �	� 5� �����0� 	��/���,
&���	�-

Em(t) = RAm
(t) −RQ(t) G(,*=H

��	�.���	�@� ��.	��0

Em · En = (RAm
−RQ) · (RAn

−RQ) =

= (rAm
− rQ) · (rAn

− rQ) = (em · en) = gmn,
G(,*>H

�	�	�-� ��0��.���	 �.���@� �� G(,6H, �	D�	0� ����	�- ����0�	'	 
����� Em

�����- � ����	��0� 	��	��	'	 
����� �		��	F���0�

Em(t) = gmnEn(t) ⇒ En(t) = gnmE
m(t). G(,*3H



��0� ������� 	�
��� ������	��� �%��5	� 	��
�� 	��� ��	

 � ��������� G(,3H �.�����

XmS = (RS − RQ) · Em = gmn(RS − RQ) · En =

= gmn(RS − RQ) · (RAn
− RQ) = g

mn( rS − rQ) · (rAn
− rQ) =

= gmn( rS − rQ) · en = (rS − rQ) · em = xmS .

G(,()H

<���9 ���5� ��:	.9�	���	 ��������	 G(,6H, ��:��9 ��������	 G(,3H 0	5��

-�9 :���:����	 � ����

RS(t) = RQ(t) + x
m
S Em(t) = RQ(t) + Em(t)[e

m · (rS − rQ)] =

= RQ(t) + (Em(t)⊗ em) · ( rS − rQ) .

����:�F�0 D�	 ��������	 � ����

RS(t) = RQ(t) + P(t) · (rS − rQ), G(,(*H

'��
P(t) = Em(t)⊗ em = gmn(RAm

− RQ)⊗ (rAn
− rQ). G(,((H

 ���7 0- ���.� � ����0	������ ����� 	
C��� P(t)7 �.@A��� �	�	��:�
�	��9@ ����, �	�	
�-� 	
C���- ���-��@�� ����	��0� ��	�	'	 ���'�7 �, �,
P(t) O ����	� ��	�	'	 ���'�, ��������	 G(,(*H ���F�� �	�:����� � 	��	��-0
���������0 ����0����� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� G(,*)H, "����	 � ��	��0�
�����5����� ��/�	 
	.9F��7 ��5�.� � G(,(*H, &	�:���-17 ����	� P(t) �	.�
5�� ��	�.���	��9 ��.	��0 G(,**H, &	���	�-17 ����	� P(t) �� �	.5�� �����
���9 	� �-
	�� �	/�� Q7 A17 A27 A3 � �
�	.@��	 �����	0 ��.�, �� :���	�7
�� ��	�	� 0- �A� �� �	����.�, 4	��5�0 ���/�.�7 /�	 P(t)7 	:����.���-�
��������	0 G(,((H7 O 	��	'	��.9�-� ����	�, <�0���07 /�	

P = Em ⊗ em = gmnEm ⊗ en = En ⊗ en = Em ⊗ em. G(,(6H

<���9 0- ��:	.9�	��.� ��������� G(,*+H � G(,*3H,  ���7

P = Em ⊗ em = Em ⊗ em ⇒ PT = em ⊗ Em = em ⊗ Em. G(,(8H

":����� �����:	���	���� ����	�� � ���'�� :�	����F�� 	:������ � ����
�	��0� ��	�	'	 ���'� 	:����- � :���	� '.���, ��:	0��0 ���5�7 /�	 �. .@�

	� ��	��� .�����	 ��������0-1 ����	�	� am �:�����.��	 �	5�����	

E = am ⊗ am = am ⊗ am,

'�� E O �����/�-� ����	� (�'	 ���'�,



��� ����� �� 1�����	��� � ��
��, �������$

�.��	����.9�	7 �. ��	�� em � Em

E = Em ⊗ Em = Em ⊗ Em = em ⊗ em = em ⊗ em.

��:��9 ��1	��0

P · PT = (Em ⊗ em) · (en ⊗ En) = δmn Em ⊗ En = Em ⊗ Em = E,

PT ·P = (em ⊗ Em) · (En ⊗ en) = δ
n
m em ⊗ en = em ⊗ em = E.

����0 	
���	07 ����	� P(t) ��	�.���	��� ��.	��0

P ·PT = PT ·P = E. G(,(+H

����	�-7 ��	�.���	�@A�� D�	0� ��.	��@7 ���-��@�� �����������
G�0, �����. *,*+H, ��	0� �	'	7 �� G(,(+H �.�����

det(P ·PT) = detP detPT = (detP)2 = detE = 1. G(,(;H

�	���� 	:����.���. ����	�� ��	�	'	 ���'� ������	 � �����.� *,*8,  �
��������� G(,(;H �.�����7 /�	

det P(t) = ±1. G(,(=H

4�22�������� ��������	 G(,(;H :	 ���0���7 :	.�/��0

2 detP (detP)· = 0 ⇒ (detP)· = 0 ⇒ detP = const. G(,(>H

<�0���07 /�	 �� G(,(=H D�	 ��������	 �� �.�����7 :	��	.9�� � :�����:�
����� � G(,(=H 0	'�� 0���9� � ��/����0 ���0���, "����	 G(,(>H :	���-����7
/�	 D�	 ���	�0	5�	, ��.� � ���	���	 0	0��� ���0��� detP = +17 �	 	� 
����
����� D�	0� ���/���@ �	 ��� ���'�� 0	0���- ���0���, ����	� P(t) �	'.���	
G(,(8H ������� 	� 	��/���	'	 � �����.9�	'	 :	.	5���� ��.�, ����0	���0 �'	
� 0	0��� ���0��� t = τ7 �	'�� �����.9�	� � 	��/���	� :	.	5��� �	�:���.�,
�	'��

Em(τ) = em; Em(τ) = em ⇒ P(τ) = E ⇒ det P(τ) = 1.

�.��	����.9�	7 :�� ���1 t

P(t) ·PT(t) = E; det P(t) = +1. G(,(3H

"��	'	��.9�-� ����	�-7 	:����.���.9 �	�	�-1 ����� +17 ���-��@��
�	
������	 	��	'	��.9�-0� ����	��0� �.� ����	��0� :	�	�	�� G�0, ����
��. *,*+H,  ���7 ����	� P(t)7 �1	�A�� � G(,(*H7 �.��� ����	�	0 :	�	�	��7



��0� ������� 	�
��� ������	��� �%��5	� 	��
�� 	��� ��6

/�	 � �����5����� � ��.	��� ��	��0-, "���.	�9 �	�����97 /�	 D�	� ����	�
�� ������� 	� �-
	�� �	/�� Q7 A17 A27 A3 � �
�	.@��	 �����	0 ��.�, &		
A�
'	�	�7 �� 	:����.��� ����	�� :	�	�	�� G(,((H D�	 	
��	��.9���	 2	�0�.9�
�	 ��	/�����	7 :	��	.9�� �	/�� Q � Am � ��0 :���������@� � ��	0 ����,
�	��5�0 ��:��97 /�	 P(t) �� ������� 	� �-
	�� �	/�� Ak � ��.�, � D�	� ���
.9@ �-
���0 ������.�
	 ���'�� ��� �	/�� Ak ′7 �����7 /�	 �	/�� Q7 Ak ′ ��
.�5�� � 	��	� :.	��	���, & �	/�	��� :	��	� ��� �����5����7 ����A�� �
:�������.���@ G(,(6H7 ��	��0 � ����0	������ ����	�

P ′(t) = Em ′ ⊗ em
′
= Em

′ ⊗ em ′, G(,6)H

'��
−−−→
QAm ′ ∼ em ′ = rAm ′ − rQ

� 	��/���	0 :	.	5���� �
−−−→
QAm ′ ∼ Em ′ = RAm ′ − RQ

� �����.9�	0 :	.	5����,
&���	�- em ′ 0	5�	 ���.	5��9 :	 ����	��0 emE

em ′ = hnm ′ en ⇒ em
′
= hm

′
n en; hnm ′ = em ′ · en; hm

′
n = em

′ · en, G(,6*H
'�� 0�����- hnm ′ � hm

′
n ����0�	 	
����-E

hnm ′hm
′

p = δnp ; hnm ′hp
′
n = δpm.

�:�����.��- 2	�0�.-E

Em
′ · En = em

′ · en = hm
′
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′
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′
n En;

Em ′ · En = em ′ · en = hnm ′ ⇒ Em ′ = hnm ′En.
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′
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′
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RA(t) = RQ(t) + P(t,Q) · (rA − rQ);

RB(t) = RQ(t) + P(t,Q) · (rB − rQ),
G(,66H



��� ����� �� 1�����	��� � ��
��, �������$

'�� ����	� P 0	5�� � :�����:� �������9 	� �-
	�� :	.@�� Q7 /�	 � ������	
� G(,66H ��	,

&-/��� � G(,66H �� :���	'	 ��������� ��	�	�7 :	.�/��0

RA(t) − RB(t) = P(t,Q) · (rA − rB).

#��� /���9 D�	'	 ��������� �� ������� 	� �	/�� Q7 �.��	����.9�	7 � :���
�� /���9 �� ������� 	� �	/�� Q, � D�	 	���/���7 /�	 ����	� P(t) �� �������
	� �-
	�� �	/�� Q, "��	��� ��	��0� ����0����� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�
:	.�	��9@ �	������, 4	������.9���	 1	� � �.���	�7 �	 �:	.�� D.�0������	�,
�	�.� �	'	 ��� /�����.9 �
���.�7 /�	 ��	��0� � � ��0	0 ��.� :����.9��7 	�
0	5�� ��
-�9 	 �	������.9���� � ���.�5���9� 	��	��-0 ���������0 �����
0����� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� G(,*)H7 ���.��� �� ��'	 0���� :	.�����F�1
����.9���	�,

"
����0 ���	�	�-� ��	����� ���5��� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�7 �-�����
@A�� �� 	��	��	� ��	��0- ����0����� G(,*)H, ����	� :	�	�	�� P(t) 	:��-���
�� :	�	�	� ��.� �� 	��/���	� 	��������� � �����.9��@, ��.� �����.9�� 	���
������ ��.� �	�:����� � 	��/���	� G��������0	 	� :	.	5��� ��.� � �����0�
	��/���H7 �	 ����	� :	�	�	�� P(t) ����� �����/�	0� ����	��E P = E, ��.�
:�� ���5���� ��.� �'	 	�������� � :�	��������� �� 0�����7 �	 P(t) = E

:�� ���1 t, ��� ���	0 ���5���� �� G(,*)H �.�����7 /�	 ��� �	/�� ��.� ��:-�
�-��@� 	�����	�-� �0�A���7 	:����.�0-� ����	�	0 :���0�A��� u(t)E

u(t) = RS(t) − rS = RQ(t) − rQ. G(,68H

��:	0��07 /�	 S O D�	 .@
� ��������@A� ��� �	/�� ��.�, 4��5����
G(,68H ���-��@� :.	��	:���..�.9�-0, & D�	0 ���5���� ��� �	/�� ��.� ����
5��� :	 ��	.9 �'	��	 �.	5�-0 ������	��07 �	 ��� D�� ������	��� 	�����	�
�- � 0	'�� 
-�9 �	�0�A��- ���' � ���'	0 5�����0 :����	�	0, ��� D�	0 ���
0������.9�-� 	������ � ��.� :���0�A�@��7 	������9 :���..�.9�-0� ��	�
�0 :	.	5���0 �	 ��� 0	0���- ���0���,  �-0� �.	��0�7 	�������� ��.�
:�� :.	��	:���..�.9�	0 ���5���� �� 0�����, �.	��	:���..�.9�	� ���5��
��� O ��:�/�-� :��0�� �����.��	��	'	 ���5��� � /���	0 ����7 �	'�� ���
�	/�� �����	'	 ��.� 0��@� ��	� :	.	5��� � :�	���������, �	.�	� ���5��
��� ��.�7 ��� :	���-���� G(,*)H7 ���9 �	0:	���� �����.��	��	'	 � �:��	��
�	'	 ���5����, ��� :	�.����0 :	.@� Q ��.� �� 0���� ��	�'	 :	.	5��� �
:�	���������7 �	 ��0	 ��.	 :	�	��/������ �	���' :	.@��7 0�� ��	@ 	���
������@ � :�	���������, &�� ��.	5���	� �.��� �	���F���	 	/�����-0,
��0 �� 0���� 	��	��� ��	��0� ����0����� �� �.��� �� ��0		/�����	�7
�� ������.9�	�, �	���0 ��	/�����	7 /�	 D�	� �:	�	
 	:����� �� ������� 	�



���� /���
  �
	� � ���	
  �
	� ���

�-
	�� :	.@�� � ��.�, �	'.	 
- �.�/��9� � ���7 /�	 :�� ��0������ �-
	��
:	.@�� � ��� 0��.� 
- � :	�	�	� G�, �, 0��.� 
- ����	� :	�	�	��H ��.�
�	���' D�	'	 �	�	'	 :	.@��, "����	 ��	��0� �����5����7 /�	 D�	 �� ���7 �
����	� :	�	�	�� �� ������� 	� �-
	�� :	.@��,

���� ������ $�
����� � 
����� $�
�����

����	� :	�	�	�� �.��� 1������������	� �:��	��	'	 G���A���.9�	'	H
���5��� ��.� � 0	5�� ���/��9� ��� �:	.�� ��0	��	��.9�-� 	
C���7 ��
������-� � �
�	.@��	 �����-0 ��.	0, ���/�� /�����.@ :	.���	 ������9�
� ��0 �����.�0 :���	� '.��-7 �	�	�-� :	��A��- 	��	'	��.9�-0 ����	��0
� ����	��0 :	�	�	��, 4�.�� 
���� �		
A��- ���	�	�-� �	:	.����.9�-� ����
����, & �����.� *,*; �	������ ��	��0� ?�.���7 �����5��@A�7 /�	 .@
	�
:	�	�	� 0	5�� 
-�9 ���.��	��� ��� :	�	�	� �	���' 	��7 ������	� �� ���	�
�	�-� �����/�-� ����	� m7 �� ���	�	�-� �'	. θ, & 0���0���/���	� 2	�0�
��	��0� ?�.��� �-��5���� 2	�0�.	� G*,*(6HE

Q(θm) = (1 − cosθ)m⊗m+ cosθE+ sin θm× E; −π < θ < π. G(,6+H

���������	� �. ����	� ���'� 	
	���/���� Q(θm) 	���/��� :	�	�	� ��
�'	. θ �	���' 	�� m, "
����0 ���0���� �� �	7 /�	 	�9 :	�	�	�� �� :������
�� � ����0�.�
	 �	/��0 ��.� �.� �	/��0 �����0- 	��/���, �����/���� 	�9@
:	�	�	�� �.��� .@
� :�0� �� ��0������ :���..�.9�-1 :�0-17 ����
���-1 �� ����	�m, �� :���-� ��'.� D�	 	
��	��.9���	 ��5��� ������-0,
& ��0	0 ��.�7 ��.�7 ��:��0��7 ��.���� ���A���� �	���' �	
������	� 	��7
�	 �0���	 	�9 ��.����� � 1	��.	�9 
- �/����9 	�9@ :	�	�	��7 � �	��� ��
:�	���	.9��@ :�0�@7 :���..�.9��@ 	�� ��.�����, ��0 �� 0���� 	:����.��
��� 	�� :	�	�	�� ��� ��0������ :���..�.9�-1 :�0-1 �� �	.9�	 	:�������	7
�	 � ��	
1	��0	, ���������0 ��
�7 /�	 0- ����0�������0 ���A���� ��.���
��� � ���1 �������.9�-1 �����0�1 	��/���7 ���5�A�1� 	��	����.9�	 ���'
���'�, & 	��	� �����0� 	��/��� 	�9 ��.����� :	�	���7 � �� ����������	 ���
����9 	�9@ :	�	�	��, & ���'	� 5� �����0� 	��/��� 	�9 ��.����� ���5��� �
� ����-� 0	0���- ���0��� �	�:����� � ����-0� :�0-0� � �����0� 	��/��
��, �	�	�	� ��.����� �
�	.@��� � 	�����	� �	 ���1 �������.9�-1 �����0�1
	��/���7 :	D�	0� � 1������������� :	�	�	�� �� �	.5�- �������9 	� �-
	��
�������.9�	� �����0-, ��.� /�����.9 �A���.9�	 	
��0��� ��� ��.	5���	�7
�	 	� :	�0��7 /�	 �	.9�	 ����	� 	:����.���� 	�� :	�	�	�� �.��� �	:�����
0-0 � �	�0����0-0 � :�����:	0 ��������0	��� 	� �-
	�� �����0- 	��/���,



��� ����� �� 1�����	��� � ��
��, �������$

����0�A����	0 :�������.��� G(,6+H �.��� �	7 /�	 	�	 �	���5�� ���
��	
1	��0-� ��.�/��- � ��	0 ����,

����	� :	�	�	��7 ��:�����-� � 2	�0� G(,6+H7 �� �0��� ����1�.�
	 	'�����
/���� � 0	5�� :��0���9� ���'��7 �, �, 	:������ :	�	�	�	� � :	0	A9@ ����	�
�� ��	�	'	 ���'� �.��� ���
	.�� 	
A�0, ��0 �� 0���� ���������-0 	
���
�	0 :	�	�	�� �.��� �� ����	� ��	�	'	 ���'�7 � ����� �:�������	�, & ��0	0
��.�7 /�	
- �����9 :	�	�	� � �'	7 ��� ������97 /���	0 ����7 0- �	.5�- ���
���9 	�9 � :�	��������� G�����0� 	��/���H7 ��:���.���� � ��.�/��� :	�	�	��7
�, �, �����9 ��� ���-���0-� �:�������	� S((T, �:�������	�� :	 ���������-0
:����.�0 0	5�	 :	������9 � �		��������� �����.9�-� ����	�7 ���-���0-�
����	�	0 :	�	�	��,  ���7 ����	�	0 :	�	�	�� �0����	 ������9 ����	�

θ = θm; |m| = 1, G(,6;H

'�� �����/�-� ����	� m 	:����.�� 	�9 :	�	�	��7 � ��.�/��� θ ������ �'	.
:	�	�	�� � �������1,

��.� :	�	�	� :�	��1	��� :�	��� /��	�	� ����.�� :�� ��'.�� � �	��� m7
�	 � :���		�������	����	� �����0� 	��/��� θ > 07 �	 � .��		�������	����	�
�����0� 	��/��� D�	� 5� :	�	�	� �/������ 	�������.9�-0E θ < 0, �	��	.9��
:	�	�	� �-��5��� ���.9�	� �.����7 �	 ��.�/�� ���1 �:	�	
	� �'	 	:�����
�	�0	5�	 �	.9�	 :�� ��.	���7 /�	 D�� ��� �:	�	
� �����- ����0�	 	��	���/�
�-0 	
���	0,  �-0� �.	��0�7 ����	� :	�	�	�� 0	5�� 
-�9 �-��5�� /����
����	� :	�	�	��7 � ��	
	�	�7 ����	� :	�	�	�� 0	5�� 
-�9 �-/��.�� :	 ����
�	�� :	�	�	��, ��	A� ���'	 ��F���� :���� ����/�, �����0� �	 ���0����
	:����.���� ����	�� :	�	�	�� G(,6;H7 �-��5���� G(,6+H :���:��-���0 � �.��
��@A�0 D�����.����	0 ����E

Q(θ) =
1 − cosθ

θ2
θ⊗ θ+

sin θ

θ
θ× E+ cosθE. G(,6=H

$	� �-��5���� G(,6=H D�����.����	 G(,6+H7 ��0 �� 0���� 	�	 �-�.�� 	��
�	 ��5�	� ��	����	7 � �0���	 � G(,6+H ��.�/��� θ ���9 �'	. :	�	�	�� � 0	5��
�0��9 .@
	� ����, ���.	'�/�	 0	5�� �	�:����0��9� ��.�/��� θ � G(,6=H,
"����	 ����9 	�� 0	5�� �	�:����0��9� � ���/�, <�0���07 /�	 �:�����.��-
�	5������
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√
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√
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√
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∞∑
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∞∑
k=1

(−θ2)k−1

(2k)!
R2.

�/��0 ��:��9 �������-� ���.	5��� � ���:���-� ��-E

sin θ

θ
=

∞∑
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=

∞∑
k=1

(−θ2)k−1

(2k)!
. G(,+)H

�	�����. ��- G(,+)H � :���-��A�� ��������	7 :	.�/��0

expR = E+
sin θ

θ
R+

1− cosθ

θ2
R2. G(,+*H

�������� G(,+*H � G(,8*H7 :��1	��0 � �����5����@ G(,8;H, 4	������.9�
���	 �����F��	,



��* ����� �� 1�����	��� � ��
��, �������$

����0 	
���	07 :	�	�	� 0	5�� 
-�9 	:���� ��� ����	�	0 ��	�	'	 ���'�7
��� � ����	�	0 :	�	�	��, ��.� 0- �0��0 ����	� a7 �	 :	������-� ����	� a ′

0	5�	 :���������9 � D�����.����-1 2	�0�1E

a ′ = Q(θ) · a = a+
sin θ

θ
θ× a+

1 − cosθ

θ2
θ× (θ× a). G(,+(H

&	 0�	'�1 �.�/�1 ��	
��� :	.9�	���9� ����	�	0 :	�	�	��7 �	 � ��.9����
F�0 0- �
���0�7 /�	 
-��@� �.�/��7 �	'�� ��:	.9�	����� ����	�� :	�	�	��
	���-����� ��	
1	��0-0,

"�0���07 /�	 � .��������� S(6T ��	'�� ��:	.9����� ��� ���-���0-� ����
�	� �	��/�	'	 :	�	�	�� �	���'�

ψ = 2

(
tg
θ

2

)
m. G(,+6H

<���9 �0-�. θ � m �	� 5�7 /�	 � � G(,6;H,  0�@� 0���	 :�������.���(
1 +

ψ2

4

)
P =

1

2
ψ⊗ψ+

(
1−

ψ2

4

)
E+ψ×E; ψ2 = 4 tg2

θ

2
. G(,+8H

���" (����� ������ $�
�����

& :��.	5���1 /���	 0	5�	 �/����97 /�	 0	��.9 ����	�� :	�	�	�� 0�.E

|θ| = |θ|  1. G(,++H

& D��1 �.�/�1 '	�	�� 	 0�.-1 :	�	�	��1, ��� D�	0 �	�0� .	'���20��
/���	'	 ����	�� :	�	�	�� ���5� 0�.�E

‖R‖2 = tr
(
R ·RT) = −tr (θ×E× θ) = 2θ2  1. G(,+;H

& ���.	5���� G(,8=H 0	5�	 	�
�	���9 ��� ���:��� R �-F� :���	�, �	'��
:	.�/�0

Q � E+R = E+ θ×E. G(,+=H

����	� G(,+=H ���-����� ����	�	0 0�.	'	 :	�	�	��, �	������-� ����
�	� a ′ � ���	0 �.�/�� �-/��.��� :	 :�	��	� 2	�0�.�E

a ′ = Q · a � a+ θ× a. G(,+>H

& ���	�	�-1 �.�/�1 ��	
�	 ��������/�	� :��
.�5����E

Q(θ) = E+R+
1

2
R2 +O(θ3). G(,+3H



��"� +���������	� �)�����$  ���	
�  �
	� ��	

�	������-� ����	� ��1	�� :	 2	�0�.�

a ′ = a+ θ× a+
1

2
θ× (θ× a). G(,;)H

�	�0�.� G(,;)H 0	5�� � ��:�1	0 :��0���9� �. 0�.-17 �	 �� 
���	��/�
�	 0�.-1 :	�	�	�	�2, 4. 0�.-1 :	�	�	�	� ����	� �	��/�	'	 :	�	�	�� G(,+6H
	�.�/���� 	� ����	�� :	�	�	�� G(,6;H �	.9�	 /.���0� ����9�'	 :	���� 0��
.	���E

ψ = θ+O(θ3).

���& .������������! �������) � 
������ $�
�����

� ����	�� :	�	�	�� �������.9�� � ������� ���9
�, & .��������� 0�	'��
'	�- �	��A�����@� :�	���	:	.	5�-� �	/�� ����� �� D�	 :	����, ��:���
0��7 � ���'� �,  , #��9� S(6T ��	���� ����	� :	�	�	�� �	���'� � � ��0
��
	��@� ��� � 	
-/�-0 ����	�	0, ��A����	����� ����	�� :	�	�	�� �����
���.������ ��	��0	� ?�.���7 �	�	�� �	���-����� �	 ���1 �/�
����1 :	
0�1�����, ��0 �� 0���� ��A������� � ���'� �	/�� �����7 �	'.���	 �	�	�
�	� ����	� :	�	�	��7 
���/� ��:���.���-0 	�����	07 �� �.��� ����	A�0
����	�	0, ?�	 0����� �	�:�	���	���� �	 0�	'�1 ��
	��17 ��:��0�� � 	��	�
����.9�	 �������� ����9� S(8T, ?�� �	/�� ����� 0- ��.	5�0 � �����	���
:	:�.��	'	 �/�
���� 2����� S(+7 �, 637 8=M8>TE

P&���	�	0 ���-����� �	.�/�������� 1�������������7 �0�@A� �� �	.9�
�	 /��.	�	� ���/����7 �	 � ��:���.���� G�, 63,H ,,, �� ��� ��.�/��-7 �	�	�-�
�0�@� /��.	�	� ���/���� � ��:���.����7 	
����.9�	 �.@�� ����	��0�,
��:��0��7 :	�	�	�� �����	'	 ��.� �	���' 	:����.���	� 	��7 ��:	���5�	� �
:�	���������7 0	5�	 :��:����9 ��� /��.	�	� ���/���� G��.�/��� �'.� :	�	�
�	��H7 ��� � ��:���.���� G��:���.���� 	��H, "����	 ��� ����1 :	�	�	�� ��

2 �,� ,�<���� ��-���,�7' "(#(� %(-��/ �%���&�� �� (��0�&�&����2(�) ( ,�(�;�(�
&�����&;
 ?���'�#�0��&; ���&( ��(1(�07' ��,�#������1� ��,�#2( 0(���&� ��,�#����&��
&�0) 0�1�& �� ��� 2(���&%���� ��%���&; �( '(,(2&�, ,�<����
 �����&�0) %0��&� 8�,0�$
�7 ��
*�� �����;"��&�� ����/��� �,����-���� a ′ = a + θ× a
 @�#��) �&� % C&�0 ����(�
%�2&�, a ′ ��-�& % ����2��&� %�2&�,�% a � θ× a
 @�2&�, a ′) %7�������7/ � �����;"�%($
���0 &����1� %7,(-���� #�� &��"�,( ��%�,�&( ��
+��) &(2�0 �%�/�&%�0 �� ���(#(�&
 ?�
���(#(�& &(2�0 �%�/�&%�0 � %�2&�, a ′) %7�������7/ �� �,����-����/ 8�,0��� ��
*��)
���&7%(.:�/ 2%(#,(&���7� ��(1(�07�
 ���& ��(1(�07' ����� %7��2�1� ��,�#2( 0(���&�
�,�%����& 0(�7� ���,(%2� % �,��2=�� %�2&�,( a ′ �( &,� %"(�0�� �,&�1��(�;�7' %�2&�,(
a) θ× a � a× (θ× a)) �� 2(���&%���� C&� �-� �� �( �&� �� %����&
 ��C&�0� 0�-�� �2($
"(&;) �&� �,� 0(�7' θ 2%(#,(&����1� �,����-���� %����� #��&(&����) &�1#( 2(2 ����/���
�,����-���� ��&(%���& ��,�#������� ��0�����
 �����	�� �	
��



��� ����� �� 1�����	��� � ��
��, �������$

iii

jjj

π/2

π/2(� �� %�

9��
 �
�
 ��,%(� �����#�%(&��;���&; ��%�,�&�%

ii i

jjj

π/2

π/2

(� �� %�

9��
 �
�
 @&�,(� �����#�%(&��;���&; ��%�,�&�%

��.��-��@�� �	'.���	 ���	�� �.	5��� ����	�	�7 ��.� �	.9�	 �'.- :	�	�	��
�� �.@�� 
���	��/�	 0�.-0�, ?�	 .�'�	 �����97 �	'�� ��� 	�� :��:�������
.��- ���' � ���'�7 � 	
� �'.� :	�	�	�� ����- :	 π/2 ��5�-�, ���������0
��
� ���	��.�
	 :���0��7 ��:��0�� ���'� G���, (,*7\H, �	�	�	� G*H :����	���
�� � :	.	5����7 :	������	� �� ���,(,*7i7 � :	�.���@A�� :	�	�	� G(H �	���'
���'	� 	�� O � :	.	5���� �� ���, (,*7e, "����	 ��.� ������9 :���0�� � :���
�	��/�.9�	� :	.	5���� � ���/�.� :�	������� :	�	�	� G(H7 � ����0 :	�	�	�
G*H7 �	 � �	��� �	��	� D�	� :���0�� 	��5��� � :	.	5����7 :	������	0 ��
���, (,(7e, "�������� :���0��� �� ���, (,(7e 	�.�/���� 	� �'	 	��������� ��
���, (,*7e, "/�����	7 /�	 �. D��1 :	�	�	�	� �� �-:	.���� ���	� �	00����
����	��� �.	5���, �	�	�	�- �� �	��/�-� �'	. ��.9� �-�����9 ����	��0�7
1	� �1 0	5�	 	1���������	���9 /��.	�-0 ���/����0 � ��:���.����0Q,

 �������	7 /�	 5� �������� ���-����� ����	�	0`  � :��������	� ���
���- ���	� D�	'	 ��� � �� :	�., ���������	� �	������.9���	7 ����0����7
�.��� 	F�
	/�-07 � /�����.@ 
���� :	.���	 �-���9 �	�������@ 	F�
�
�� G�		
A���	 �1 ����	.9�	H � ����	0 �����5�����, & ��/����� ���	�A�'	
�		
��5��� ����0	���0 �1	��	�7 �	 
	.�� :�	��	� �����5�����, ����9 ����
�	�- u1 � u2 O ����	�- �0�A��� 0������.9�	� �	/��, �	'�� ��00���	�



��'� /�
���   
���	������� 	���
�  �
	� ��6

�0�A���� �	/�� O ����	� u = u1 + u2, <���9 ��� �	�0�.9�	E ��00� ���1
�0�A���� ���9 ����.9����@A�� �0�A����, &�:	0��0 ��:��9 :	���� ��:����
.@A�'	 	��� ����	�� a : â = a/| a|, &���	7 /�	 û �= û1 + û2, "��@��7
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-. ������ �A� ?�.��	0 � ���.@/�.� � :�������.���� :	.�	'	 :	�	�	�� �
���� �	0:	����� ���1 :	�	�	�	� �	���' ������-1 	���, �	����� :	��.��9
� ���'�� :�������.���7 �	 :�������.���� :	�	�	�� /���� �������-� ?�.��
�	0 �'.- �.��� ���
	.�� :	:�.��-0 � �/������7 1	� � 
�� �	.5�-1
	��	�����7 ���
	.�� ��	
�-0 �. :��.	5����, ���/�� 0- �	��5�0 ��	��0�7
�	�	�� �� �	.9�	 ��.@/��� � ��
 ��� �������-� :�������.��� � �	
��.��
� ��0 �	�-�7 �	 � ���� �	��@ �����:������@ �5� �������-1 :�������.����,

�������	 6��� ���� Q(θ) �+�� ���� �	"������� � ���� ���
� �#�� ����� ���	� ��� ���� ���������� � !����������� � ����
���� ��� m � n8

Q(θ) = Q(ψ(t)m) ·Q(ϑ(t) e) ·Q(ϕ(t)n); e = m× n/|m× n|, G(,;*H

��� 	��� ψ(t)� ϑ(t) � ϕ(t) �� ������� 	����� ���#������ �	��#�� � ���
������� ���"����� ������������

'��� m = n� � 	��� ψ� ϑ � ϕ �� ������� 	����� A������ � ����� e

���������� ��� ����� � ��+�� ���� �������� n�
��������������	 &-��.�0 � ��.� ��	��	� 0������.9�-� ����	�

(
−→
AB,

−→
BC) G�����. (,(H, ����9 m � n O ��� :�	���	.9�	 �-
����-1 ����

��/�-1 ����	��, �����0 �� ��1 :.	��	��9 G���, (,6H7 �	�	��@ �	�0����0 �
:.	��	��9@ �������,

����9 � 	��/���	0 :	.	5���� 
���
−→
AB ��	��	'	 0������.9�	'	 ����	��

(
−→
AB,

−→
BC) �	�:����� � ����	�	0 n, ?�	 �� ��.�'��� ������1 	'����/���� ��

�-
	� n7 :	��	.9�� �-
	� ��	��	'	 0������.9�	'	 ����	�� � ��.� ���5�
:�	���	.��, �	'�� � 	��/���	0 :	.	5����

−→
AB ∼ n;

−→
BC ∼ d. G(,;(H

����9 � �����.9�	0 :	.	5����7 �, �, � :	.	5���� � ����-� 0	0��� ����
0��� t

−→
AB ∼ N;

−→
BC ∼ D.
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e = m× n/|m× n|

ϑ

ψ

ϕ

d

n

D

N

m

E F

S

9��
 �
�
 �,�#�&(%����� &��"�,( ��%�,�&(

��:	0��07 /�	 ��	��-� ����	�- (n, d) � (N, D)7 ������-�7 ����0����7
� �����0� 	��/���7 	
����@� 5������ �	��������� � 0	'�� 
-�9 �	�0�A��-
���' � ���'	0 :	�	�	�	0,

 ���7 �-:	.��0 �.���@A�� F�'�, ����-�, ��	���	.9�	 �-
����0 ����
�	�- m � n G�0, ���, (,6H, &�	�	� F�' 0	5�	 �-:	.���9 ���0 �:	�	
�0�,
&	�:���-17 0	5�	 �-
���9 :	 5�.���@ 	��/���	� :	.	5���� ��.�7 � ����0
�-
���9 � ��.� ��	��	� 0������.9�-� ����	� (

−→
AB,

−→
BC) ���7 /�	
- �'	 
��

��
−→
AB �	�:���.� 
- � ����	�	0 n, &	���	�-17 0	5�	 ���/�.� :�	���	.9�	

�-
���9 � ��.� ��	��	� 0������.9�-� ����	�7 � ����0 �-
���9 	��/���	� :	�
.	5���� ��.� ���7 /�	
- 
��� ��	��	'	 ����	�� �	�:�.� 
- � ����	�	0 n,
�- :�����5����0� :���	'	 �:	�	
� �-:	.���� ��	�	'	 F�'�, ������ F�',
& �����.9�	0 :	.	5���� ��.� 	�0�/��0 ��	��	� ����	� (N, D)7 � �	�	�-0
�	�:����� ��	��	� 0������.9�-� ����	� (

−→
AB,

−→
BC) � 0	0��� ���0��� t, ��F�

����/� �	��	�� � �	07 /�	
- :	�	�	��0� �	���' ����	�	� m7 n7 e :��������
��.	 �� :	.	5���7 '�� ��	��	� 0������.9�-� ����	� (

−→
AB,

−→
BC) �	�:�����

� ��	��-0 ����	�	0 (n, d)7 � :	.	5����7 '�� ��	��	� 0������.9�-� ����	�
(
−→
AB,

−→
BC) �	�:����� � ��	��-0 ����	�	0 (N, D), 4. D�	'	 :���������.9�	

0-�.���	 	
�����0 �	��/����@ :	���1�	��9 S7 :	.�/����@ ���A����0 ����
�	�� N �	���' ����	�� m G�0, ���, (,6H,  ��	0-� :	�	�	� ��.� 	��A����.�0
� ���� :	�.��	����.9�	��� ���1 :	�	�	�	�, ����-� :	�	�	� :�	���	��0 ��



��� ����� �� 1�����	��� � ��
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�'	. ϑ �	���' ����	�� e ���7 /�	
- 
���
−→
AB 	����.��9 �� �	��/���	� :	���1�

�	��� S, �	'.���	 G(,6+H D�	� :	�	�	� ������� ����	�	0

Q(ϑ e) = (1− cos ϑ) e⊗ e+ cosϑE+ sin ϑ e×E. G(,;6H

& ����.9����
−→
AB �	�:���� � ����	�	0

n ′ = Q(ϑ e) · n. G(,;8H

&�	�	� :	�	�	� :�	���	��0 �	���' ����	�� m, & ����.9���� ����	�
−→
AB

��	.9��� :	 �	��/���	� :	���1�	��� S, �	�.� :	�	�	�� �� �'	. ψ ����	�
−→
AB

�	�:����� � ����	�	0 N, ?�	� :	�	�	� 	:����.��� ����	�	0

Q(ψm) = (1− cosψ)m⊗m+ cosψE+ sinψm× E. G(,;+H

��� D�	0
N = Q(ψm) · n ′ = Q(ψm) ·Q(ϑ e) · n. G(,;;H

�	�.� :	�	�	�� G(,;+H 
���
−→
AB ��	��	'	 0������.9�	'	 ����	�� (

−→
AB,

−→
BC)

�	�:����� � ����	�	0N, "����	 ��	�������	�
−→
BC :�� D�	0 �� 
���� �	�:����9

� ��	�������	�	0 D, �	D�	0� ��	
1	��0 �A� 	��� :	�	�	� �	���' :�0	�7
������	� �� N, ?�	� :	�	�	� ������� ����	�	0

Q(ϕN) = (1− cosϕ)N⊗N+ cosϕE+ sinϕN×E. G(,;=H

����0 	
���	07 � ����.9���� ���1 :	�	�	�	� G(,;6H7 G(,;+H � G(,;=H ��	��	�
0������.9�-� ����	� (

−→
AB,

−→
BC) �� 	��/���	'	 :	.	5��� (n, d) :���F�. �

�����.9�	� :	.	5���� (N, D), ��0 ��0-0 � ��0	 ��.	 :���F.	 �� 	��/���	'	
:	.	5��� � �����.9�	�, �	.�-� ����	� :	�	�	�� O �	0:	���� 	:�����-1
���1 :	�	�	�	�E

Q(θ) = Q(ϕN) ·Q(ψm) ·Q(ϑ e). G(,;>H

�	 ��A����� ��	��0� �	������7 �	 :�������.���� G(,;>H :	�� �� �	�:�����
� �����5�����0 ��	��0- G(,;*H, "���.	�9 ��:	0���9 �	5�����	 S((TE

Q(S · θ) = S ·Q(θ) · ST ; ∀S : S · ST = E. G(,;3H

�	'.���	 G(,;;H

N = S · n; S = Q(ψm) ·Q(ϑ e). G(,=)H

 �:	.9�� �	5�����	 G(,;3H � ��������	 G(,=)H7 :	.�/��0

Q(ϕN) = Q(S ·ϕn) = S ·Q(ϕn) · ST =
= Q(ψm) ·Q(ϑ e) ·Q(ϕn) ·QT(ϑ e) ·QT(ψm).
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�	�����. D�	 �-��5���� � G(,;>H7 :��1	��0 � �����5����@ ��	��0-
G(,;*H, 4	������.9���	 �����F��	,

& .��������� �������	 0�	'	 /����-1 �.�/��� :�������.��� G(,;*H, ���
:��0��7 :�� m = n � ����	�� e ���	07 /�	 e · m = 07 :	.�/��0 �������
�	� :�������.����7 �������	� �A� ?�.��	0 � ���'�17 ����0����7 ���0���1 �
:�������.���1, ����	� :	�	�	��7 :�������.���-� /���� �'.- ?�.���7 �0���
���

Q(θ) = Q(ψm) ·Q(ϑ e) ·Q(ϕm). G(,=*H

<���9 ���/�.� :�	���	���� :	�	�	� �	���' m �� �'	. �	
������	'	 ����
A��� ϕ7 ����0 O �	���' e �� �'	. ������� ϑ7 ���	��� O :	�	�	� �	���'
�	'	 5� ����	�� m �� �'	. :�������� ψ, "
����0 ���0���� �� �	7 /�	 ���
D�� :	�	�	�- :�	���	��� �	���' ����0���-1 �	 ���0��� ����	�	�, & �.���
��/���	0 :�������.���� :	�	�	�� /���� �'.- ?�.��� :	�	�	�- :�	���	���
� 	
����	0 :	����, ��� D�	0 :	�	�	�- :�	���	��� �5� �	���' :���0���
�-1 �	 ���0��� 	���, 4. �	'	 /�	
- :	.�/��9 D�	 :�������.����7 �	����	/�	
�0�	5��9 G(,=*H �:���� �� �����/�-� ����	�7 ��:�����-� � �.���@A�0 ����E

E = QT (ϑ e) ·QT(ψm) ·Q(ψm) ·Q(ϑ e) ·QT(ψm) ·Q(ψm).

�0�	5� G(,=*H �� D�	� ����	� �:���� � :���'��::��	�-�� �	0�	5���.�7
:	.�/��0

Q(θ) = Q(ϕm ′′) ·Q(ϑ e ′) ·Q(ψm), G(,=(H

'�� ��:	.9�	���	 �	5�����	 G(,;3H �

m ′′ = Q(ψm) ·Q(ϑ e) ·m, e ′ = Q(ψm) · e. G(,=6H

&-��5���� G(,=(H ���� ��0 �.����/���	� :�������.���� ����	�� /���� �'�
.- ?�.���, �.�����7 �:�	/�07 ������97 /�	 �'.�0� ?�.��� � .��������� /���	
���-��@� ����-� ��.�/��-, �	D�	0� ��	
1	��0	 
-�9 ���0���.9�-07 /�	
-
��
�5��9 ���	����0����, &	�0	5�-� ���	����0��� �����-7 � /����	���7 �
��07 /�	 :�������.��� ��:� G(,=(H � .��������� �� ��:	.9��@��7 � ��0��
�@�� �1 0����/�-0� ���.	'�0�7 � �	�	�-1 ����	�- m � e � ��	0 ����
�� 2�'�����@�, ��� D�	0 �-
	� D��1 ����	�	� 	��A����.��� � ���.�/�-1
���'�1 :	 ����	0�7 /�	 � :���	��� � ��0�����@ �0-�.� �'.	� ?�.���, ����0
	
���	07 � �.����/���	0 :�������.���� :	�	�	�- :�	���	��� � 	
����	0
:	���� � �	���' ���A�@A�1� ����	�	� e ′ � m ′′, & ��.9���F�0 0- �
��
��0�7 /�	 :�������.���� G(,=*H ���/���.9�	 ��	
���7 ��5�.� G(,=(H,

"�0���07 /�	 �. �	0:	����� :	�	�	�	�

Q(θ) = Q(ϕ) ·Q(ψ) G(,=8H
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����	� ��00���	'	 :	�	�	�� θ ����� � ����	��0� �	����.@A�1 :	�	�	�	�
ϕ � ψ �.���@A�0� 0�.	:���.�����.9�-0� 2	�0�.�0�E

1 + 2 cosθ = cosϕ+ cosψ+ cosϕ cosψ−

− 2
sinϕ

ϕ

sinψ

ψ
ϕ ·ψ+

(1 − cosϕ)

ϕ2
· (1 − cosψ)

ψ2
(ϕ ·ψ)2; G(,=+H

2
sinθ

θ
θ =

(
sinϕ

ϕ
(1 + cosψ) −

(1 − cosϕ)

ϕ2
sinψ

ψ
ϕ ·ψ

)
ϕ+

+

(
sinψ

ψ
(1+ cosϕ) −

(1 − cosψ)

ψ2
sinϕ

ϕ
ϕ ·ψ

)
ψ+

+

(
sinϕ

ϕ

sinψ

ψ
−

(1− cosϕ)

ϕ2
(1− cosψ)

ψ2
ϕ ·ψ

)
ϕ×ψ,

G(,=;H

'�� θ = |θ|R ϕ = |ϕ|R ψ = |ψ|.

��:	0��07 /�	

θ = |θ| < π; ϕ = |ϕ| < π; ψ = |ψ| < π. G(,==H

& :�����:� 	� 	'����/��� G(,==H 0	5�	 	������9�7 ��.� :	�	�	�- :�	�
��1	�� �	���' �	�:���@A�1 � 2�����	����-1 �	 ���0��� 	���,

���- 6���
�� �������!

��� 	:������ �����.��	��-1 ���5���� :	���� ��	�	��� �� �-�-����
������1 �����������, "�	 ��5��� �	���F���	 ����������-0 � ���������	�
�	/�� �����7 � �'	 2	�0�.9�	� 	:����.���� :�������.��� ����������	 �	��
0	5�-0, <�:�F�0 D�	 	:����.���� � ��	
�	� �. ��� 2	�0�, � D�	� ��.9@
�����0 � ����0	������ ����	� :���0�A��� u(t) 0������.9�	� �	/��, ����9
���	���	 :	.	5���� �	/��7 	:����.�0	� ����	�	0 r7 �-
���	 � ��/����� 	��
�/���	'	, �	'�� ����	� :���0�A��� u ��	���� �.���@A�0 	
���	0E

R(t) = r+ u(t).

&���	� ��	�	��� 	:����.��� ��� :�	���	���

V(t) = Ṙ(t) = u̇(t). G(,=>H

&���0	7 0	5�	 :����0��9 �������	 ���'�� 	:����.��� ��	�	��� ������
.��	��	'	 ���5���7 �	 �����	� ��5�- � D�	0 �� �	�������,



��*� 6����� ��
�	� ���

� �	5�.���@7 ���.	'�/�� ��	��9 � 	:����.���	��9 �. ��	�	��� �:��
�	��	'	 ���5��� G�'.	�	� ��	�	���H ��� .� �	���5�0�, �� :���-� ��'.�
D�	 ��5��� ������-0, & ��0	0 ��.�7 	��	����.9�	 :	.�-0 ���.	'	0 ����	��
:���0�A���� :�� �����.��	��-1 ���5���1 �.��� ����	� :	�	�	�� :��
�:��	��-1 ���5���1, �	D�	0� ����������-0 ��5��� �.���@A�� 	:����.��
��� ����	�� �'.	�	� ��	�	���E

ω∗ =
dθ(t)

dt
= θ̇(t). G(,=3H

?�	 	:����.���� 2	�0�.9�	 ���.	'�/�	 	:����.���@ G(,=>H, ":����.����
G(,=3H �:	.�� 0	5�� 
-�9 �-
���	 � ��/����� 	��	��	'	 �. �'.	�	� ��	�	���,
��0 �� 0���� � .��������� 	�	 :�����/���� �� ��:	.9����� �7 ��	0� �	'	7 ��
	/��9 ��	
�	, 4�.�� 
���� :	�����	7 /�	 �� 0���� ����������-0� �.@��
�.���@A�� ��� 	:����.��� �'.	�	� ��	�	���E

Ṗ(t) =ω(t)×P(t); G(,>)H

Ṗ(t) = P(t)×Ω(t). G(,>*H

&�5�	 :	�/������97 /�	 ��� ��� ����	�� �'.	�	� ��	�	��� ω∗, ω � Ω7

���/� ���.�/�-0�7 �:	.�� �	:����0- � ��/����� ��1	��-1 	:����.���� �'�
.	�	� ��	�	���7 �
	 0�5�� D��0� ����	��0� ��A������� ����0�	 	��	���/�	�
�		���������, & 	
A�0 �.�/��7 ��� 
���� :	�����	 ��.��7 D�	 �		��������� �-�
��5���� 	��	����.9�	 �.	5�-0� 2	�0�.�0�, "����	 � :�	����F�0 �.�/��7
�	'�� :	�	�	�- :�	��1	�� �	���' 2�����	����	� �	 ���0��� 	��7 ��� ���
����	�� �'.	�	� ��	�	��� �	5��������	 �	�:���@�, &:�	/�07 � � 	
A�0 �.��
/�� ��A������� �:	�	
 	:����� :	�	�	�	�7 �	'�� ��� ��� ����	�� �'.	�	�
��	�	��� �	�:���@�7 �	 �	�:���@� �	.9�	 � ����-� 0	0��� ���0���7 	����
���9 ���.�/�-0� � .@
	� ���'	� 0	0��� ���0���, ��� ���	0 	:������ �
��/����� 	��/���	'	 :	.	5��� �-
������ �����.9�	� :	.	5���� ��.�7 �, �,
����	� :	�	�	�� ���	��� � �.���@A�0 ����E

P(τ − t); −∞ < τ <∞; P(0) = E. G(,>(H

":����.���� �'.	�	� ��	�	��� G(,=3H ��0����� �.���@A�0E

ω̃ =

[
dθ(τ− t)

dτ

]
τ=t

, θ(0) = 0, G(,>6H

'�� t O ����-� 0	0��� ���0���7 �	�	�-� �/������ 2�����	����-0R τ O
����A�� ���0,
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�	�	�	� � 2	�0� G(,>(H � 	:����.���� �'.	�	� ��	�	��� G(,>6H ��:	.9�	���9�
�� 
����7 � :	�	0� �1 ��.9���F�� 	
��5����� 	:�������, <�0���0 �	.9�	7
/�	 :	.�/��0-� ��.�� ����.9���- 
���� 	�.�/��9� 	� :���	��0-1 � �/�
�
����17 �	 �1 0	5�	 �	'.��	�-���9 :	�������	0 :���1	�� � 	:�����@ G(,>(H7
G(,>6H,

�	�.� D��1 :���������.9�-1 ��0�/����7 :	���-��@A�17 /�	 :���	�� :	�
��� �'.	�	� ��	�	��� �.��� �� ��	.9 :�	��	�7 	
����0� � :	�.��	�
����.9�	0� 	:�����@ �'.	�	� ��	�	��� � ���'�1 1������������ �:��	��	'	
���5���,
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"��	��	� ��	��0	� ����0����� ������ � ����0	������ ����	� :	�	�	��
P(t)7 :	�������	0 �	�	�	'	 �-��5�.� :	�	�	� �����	'	 ��.�, &0���� � ��0
����	� P(t) �� :������ �� � ����0 �	/��0 �����	'	 ��.� � 5���� �:	.�� ���
0	��	��.9�	� 5���9@7 :	D�	0� � ���/��9 �'	 0	5�	 �	���F���	 ��������0	
	� �����	'	 ��.�, �	 	:����.���@ ����	� :	�	�	�� ��	�.���	��� ��.	��@

PT(t) ·P(t) = P(t) ·PT(t) = E, P(τ) = E. G(,>8H

��	��22���������0 �	5�����	 G(,>8H :	 ���0��� � �/��07 /�	 Ė = 07
��� ��� E O :	��	��-� ����	�E

Ṗ(t) ·PT(t) +P(t) · ṖT(t) = 0. G(,>+H

&����0 � ����0	������ ����	� SE

S(t) = Ṗ ·PT(t), G(,>;H

���	��0 �'	 ����� ��� �� ����� �.� :�	��	 ����	�	0 �:���, �	�����.
G(,>;H � G(,>+H7 :	.�/��0

S(t) + ST(t) = 0 ⇒ ST(t) = −S(t). G(,>=H

 ���7 ����	� �:��� S(t) ������00����/��, �	'.���	 ��	��0� 	 :��������
.���� ������00����/�	'	 ����	�� G*,>+H .@
	� ������00����/�-� ����	�7 �
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�	0 /��.� � ����	� �:��� S(t)7 0	5�� 
-�9 :�������.�� /���� �	:������@A��
����	� ω(t)E

S(t) =ω(t)×E = E×ω(t). G(,>>H

�����������	 5���� ω(t)� ��	����	�"�� ����	 ��� �	 �����
S(t)� �� ������� ������ ���� 	���� ������� ������"�� ��� �	
����� P(t)�

& ��.9���F�0 D:���� P.��-�Q � �'.	�	� ��	�	��� 
���� 	:�����9�7 �, �,
���0��- ����� ���� 	���� ������ � ����� 	���� ������ 
����
����0�������9� ��� ����	���/�-�, ��	0� �	'	7 �0���	 �.���	'	 ���0���
����� 	���� ������� ������"�� ��� �	 ����� P(t)7 
���0 ���
:	.9�	���9 
	.�� �	�	���� ���0�� O 	����� ������ ����� P(t),

����� � ����	�	0 S(t) 0	5�	 ������ �A� 	��� ������00����/�-� ����
�	�E

Sr = PT(t) · Ṗ(t). G(,>3H

�����������	 $�� � Sr(t) �� ������� ������ ��� �� ������ B����
������ C������% ��+�� ������ ����	���������

�������	 :	�����97 /�	 .��-� � :���-� ����	�- �:��� �����- �		��	�
F����0

S(t) = P(t) · Sr(t) ·PT(t). G(,3)H

�����������	 5���� Ω(t)� ��	����	�"�� �����	 ��� �	 ������
�� ������� ������ ����� 	���� ������� ������"�� ��� �	 ���
��� P(t)8

Sr(t) =Ω(t)×E = E×Ω(t). G(,3*H

��5�� .��-0 � :���-0 ����	��0� �'.	�	� ��	�	��� ��A������� :�	���
���97 �	�	�� ��0��.���	 �������.������ � :	0	A9@ ���90� :	.���	'	 �	5�
������3E

P · (a×E) ·PT = (P · a)× E, G(,3(H

����	'	 �. .@
	'	 ����	�� a � .@
	'	 ����	�� :	�	�	�� P, �	�����. G(,>>H
� G(,3*H � G(,3)H7 :	.�/��0

ω×E = P · (Ω× E) ·PT = (P ·Ω)×E ⇒ ω(t) = P(t) ·Ω(t). G(,36H

��.� � 	��/���-� 0	0��� ���0��� t = τ ����	� :	�	�	�� P(τ) 	
��A����
� �����/�-�7 �	 �� G(,36H :	.�/��0 �	�:������ ω(τ) � Ω(τ)E

ω(τ) = PT(τ) ·Ω(τ) =Ω(τ). G(,38H
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�'.	�	� ��	�	���, ��������� G(,>>H ��	
��� � ��'.���� ��:����9 � ���'	�
2	�0�E

S(t) = Ṗ ·PT(t) =ω(t)×E ⇒ Ṗ(t) =ω(t)×P(t). G(,3+H

��������� G(,3+H �	��� �������� .��	'	 �������� �����	�� �.� �������
�� �����	�� G� .���������H, ���.	'�/�	 0	5�� 
-�9 :���:����	 � ���������
G(,3*HE

Sr(t) = PT(t) · ṖT (t) = E×Ω(t) ⇒ Ṗ(t) = P(t)×Ω(t). G(,3;H

��������� G(,3;H 
���0 ���-���9 :���-0 ���������0 �����	��,
 � .��	'	 �������� �����	�� 	��	���/�	 �.����� :���	� ��������� �����

�	��7 �, �, G(,3+H � G(,3;H O ����-� ��:��� 	��	'	 � �	'	 5� ��������,
�����������	 ������� �����	��� �� ����� ���� 	���� ������

ω(t)� �� ������� ���� ��� ���"����� � ������� �����	��� �� �����
����� 	���� ������� �� ������� ����� ��� ���"�����
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ω(t) = −
1

2

(
Ṗ(t) ·PT(t)

)
×
; Ω(t) = −

1

2

(
PT(t) · Ṗ(t)

)
×
, G(,3=H

'�� (a⊗ b)× ≡ a× b,
����0 	
���	07 ������- :	��� .��	� � :���	� �'.	�-1 ��	�	����, �	��

0�.9�	 0-7 �	��/�	7 �0�.� :���	 D�	 ���.��9, �	 :	�� /�	 ����	7 ����	.9�	
D�� :	��� ��	
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���	0 �	������9 � :��.	5���1, ��0 �� 0���� 	��� �	:�	� 0-
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�������9 	� �-
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��	�	��9 ���������.9�	 �� ������� 	� �-
	�� 	��/���	'	 :	.	5���7 � :����
�'.	�� ��	�	��9 1	� � ������� 	� �-
	�� 	��/���	'	 :	.	5���7 �	 �������
���90� :�	��-0 � :	���-0 	
���	0, ����0	���0 �������@7 ��	
��5����@
�� ���, (,8,

����9 ����	� :	�	�	�� P :	�	��/����� ��.	 �� 	��/���	'	 :	.	5��� 1
� �����.9�	� :	.	5����7 � ����	� Q :	�	��/����� ��.	 �� 	��/���	'	 :	�
.	5��� 2 � �	 5� ��0	� �����.9�	� :	.	5����, "/�����	7 /�	 :	�	�	� P

0	5�� 
-�9 	��A����.�� � ���� �	0:	����� :	�	�	�� P07 :����	�A�'	 ��.	
�� :	.	5��� 1 � :	.	5���� 27 � :	�.���@A�'	 :	�	�	�� Q,  �-0� �.	��0�7
:	.�/�0 :�������.����

P(t) = Q(t) ·P0. G(,3>H

 �:	.9�� 	:����.���� .��	� �'.	�	� ��	�	��� G(,3=H7 :	.�/��0

ωP(t) = −
1

2

(
Ṗ(t) ·PT(t)

)
×
= −

1

2

(
Q̇(t) ·P0 ·PT0 ·QT (t)

)
×
=

= −
1

2

(
Q̇(t) ·QT(t)

)
×
=ωQ(t),

G(,33H

�, �, .��� �'.	�� ��	�	��9 �� ������� 	� �-
	�� 	��/���	'	 :	.	5���,
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4. :���	� �'.	�	� ��	�	��� �	'.���	 G(,38H � G(,33H :	.�/�0

ΩP = PT ·ωP = PT0 ·QT ·ωQ = PT0 ·ΩQ, G(,*))H

�, �, :���� �'.	�� ��	�	��9 ������� 	� �-
	�� 	��/���	'	 :	.	5���,
&���	� �'.	�	� ��	�	��� ω(t) 0	5�	 :���������9 � ����

ω(t) = ω(t)n(t); |n(t)| = 1, G(,*)*H

'�� ω(t) ���-����� ��.�/��	� �'.	�	� ��	�	���,
��.� ω(t) > 07 �	 ���A���� :�	��1	��� :�	��� ���5��� /��	�	� ����.�
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���@�
��:���.@A�� ����	� ω(t)E

n(t) =ω(t)/|ω(t)|. G(,*)(H

& D�	0 �.�/�� ω(t) � G(,*)*H O 0	��.9 ����	�� ω(t), ��������.����
G(,*)(H ����	
�	7 ��� ��� � D�	0 �.�/�� ��:���.@A�� ����	� n(t) �� ��
.��� � 	
A�0 �.�/�� ��:���-��	� 2������� ���0���E ��.� 0	��.9 |ω(t)|
� ���	���	 0	0��� ���0��� 	
��A���� � ��.97 � ��0 ����	� ω(t) :�� D�	0
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/���7 �
	 |n(t)| = 1 :�� ���1 t, & :�������.���� G(,*)*H ���� 
���� 0���9
��.�/��� ω(t)7 � ����	� n(t) 
���� 0���9� ��:���-��	,

 ���7 :	 ������	0� ����	�� :	�	�	�� P(t) ����	�- �'.	�-1 ��	�	����
�-/��.@�� 	��	���/�	 :	 2	�0�.�0 G(,3=H, �.	5��� 	
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����0 #$��������� $�
����� $� ����
�) ���������

+���� ���*�

4	:����07 /�	 ��0 �������� .��-� G:���-�H ����	� �'.	�	� ��	�	���,
��	0� �	'	7 �������	7 /�	 � 0	0��� �������� t = τ ����	� :	�	�	�� �����
�����/�	0� ����	��E

P(t)|t=τ = E. G(,*)6H
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���� ����� ����	� :	�	�	��7 	���/�@A�� ����	�� �'.	�	� ��	�	���
ω(t), <�:�F�0 ��������� �����	��E

Ṗ(t) =ω(t)×P(t), t > τ, G(,*)8H

'�� ω(t) �/������ ������-0,
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1	��0	
�	�����9 �	.9�	 :	�.����� �����5����� ��	��0-7 �, �, �	�����97 /�	 ����	�
P(t)7 �.@A��� ��F����0 �������� G(,*)8H � ��	�.���	�@A�� ��.	��@
G(,*)6H7 O D�	 ����	� :	�	�	��, ����9 P(t) ��	�.���	��� ��������@ G(,*)8H
� ��/�.9�	0� ��.	��@ G(,*)6H, �	�����0 ����	� B(t)E

B(t) = P(t) ·PT(t); B(τ) = E, t ≥ τ. G(,*)+H

<���9 0- �/.�7 /�	 P(τ) = E � ��.� G(,*)6H, ��	��22���������0 G(,*)+H
:	 ���0��� � �	�:	.9���0� ���������0 G(,*)8H �. �	'	7 /�	
- ���.@/��9
:�	���	��-� 	� P(t) :	 ���0���, �	.�/�0

Ḃ(t) = Ṗ(t) ·PT(t) +P(t) · ṖT(t) =ω×P ·PT +P · (ω×P)T =

=ω×B−P ·PT ×ω =ω×B−B×ω.

����0 	
���	07 ��.� ����	� P(t) ��	�.���	��� ��������@ G(,*)8H7 �	
����	� B(t) �	.5�� ��	�.���	��9 ��������@

Ḃ(t) =ω(t)×B(t) −B(t)×ω(t), t > τ. G(,*);H
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9��
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�
 @7��, �&���&��1� ����-����

��	0� �	'	7 B(t) :�� t = τ �	.5�� ��	�.���	��9 ��.	��@ G(,*)+HE
B(τ) = E,  �-0� �.	��0�7 �. ����	�� B(t) 0- ���5� :	.�/�.� ����/� �	�
F�7 ��F���� �	�	�	� ��A������� � ����������	, �� :���-� ��'.� ��F����
����/� G(,*);H � G(,*)+H ��/��9 �� :�	A�7 /�0 ��F���� ����/� 4��
� G(,*)8H
� G(,*)6H, �	 ��� ��.	 � �	07 /�	 ��F���� ����/� G(,*);H � G(,*)+H .�'�	 �'��
���9,  0���	 �'����97 � �� :	���	��9 �� 	��	�� ����1�.�
	 	
A�1 0��	�	�,
4��������.9�	7 ����	� B(t) = E ��	�.���	��� ��� ��������@ G(,*);H7 ���
� ��/�.9�	0� ��.	��@ G(,*)+H, �	��	.9�� ��F���� ����/� �	F� G(,*);H �
G(,*)+H ����������	7 �	 ����	� B(t) = E �.��� ����������-0 ��F����0
����/�, ����0 	
���	07 ����	� P(t) :�� ���1 t ��	�.���	��� ��.	��@

B(t) = P(t) ·PT(t) = E,

�� �	�	�	'	 �.�����7 /�	 ����	� P(t) 	��	'	��.��, ��� �.������� :	.�/��0
	��@�� ��.	��E[

detP(t)
]2

= 1 ⇒ 2 detP(t)
[
detP(t)

]·
= 0 ⇒ detP(t) = const.

�	��	.9�� :�� t = τ �0�@� 0���	 ��������� detP(τ) = detE = 17 �	
detP(t) = 1 :�� ���1 t,  ���7 ��F���� ����/� 4��
� �.��� ����	�	0
:	�	�	��,

& ��/����� 0	0���� �������� τ ���'�� 0	5�	 �-
���9 ���/���� τ = 07
�, �, τ :����9 �� ��/�.	 	��/��� ���0���, �	 D�	 �� ���'�� ��	
�	, ����0	��
��0 :��0�� G���, (,+H,

����9 ����5��9 OA :	���F�� � :	0	A9@ F������ � �	/�� O � 0	5�� �	�
���F��9 ���5��� �	���'O � :.	��	��� /����5�, ����9 �� ����5��9 ��������
�� :	.� ��.- �5���� g, �	'�� ��.� ����5��9 �.�'�� 	��.	���9 	� �������.�
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� ����0 	:�����97 �	 	� ��/��� �	���F��9 0�.-� �	.�
��� 	�	.	 �������.�,
��/�.9�	� :	.	5���� ����5� :�� t = 0 	��.	���	 	� �������.�, & ��/�����
	��/���	'	 :	.	5��� ��	
�	 :����9 �� D�	 ��/�.9�	� :	.	5����7 � ����
����.9�	� :	.	5���� ����5�, �	D�	0� :����0��07 /�	 :�� ���	0��	 τ < 0
����5��9 ����0�. �������.9�	� :	.	5���� � ����	� :	�	�	�� P(τ) = E, ���
t = 0 ����	� :	�	�	�� �0��� ���

P(0) = (1 − cosθ0)m⊗m+ cosθ0E+ sinθ0m×E ≡ P0,

'�� m 	��	'	��.�� :.	��	��� /����5� � ��:���.�� P	� ���Q,
<���/� 4��
� � D�	0 �.�/�� :����0��� ���

Ṗ(t) =ω(t)×P(t); t > 0; P(0) = P0. G(,*)=H

"�0���0 	��	 ��	����	 ����/� 4��
�, �� :���-� ��'.� 0	5�� :	�����9�
�7 /�	 ����/� G(,*)=H .������, �.��	����.9�	7 �� 	
A�� ��F���� �	.5�	 
-�9
��00	� ���1 /����-1 ��F���� �������� G(,*)=H,  0���	 ��� '.���� �������
�� ��	��0� �� ��	��� .�����-1 ��22�������.9�-1 ��������� ����9�'	 :	�
����, <���9 �0���� 	��� �	��	��97 �	�	�� ����	 0���� �������@, 4�.	7
�	��/�	7 � ��/�.9�	0 ��.	���, ����	� P0 � G(,*)=H �	.5�� 
-�9 ����	�	0
:	�	�	��, �	�	�	�-7 ��� 0- �5� ����07 0�.9��:.�������-7 � �	��� �� �����
����-, �	D�	0� ��00� /����-1 ��F���� ��� :	:�	��� �� ����������, ��� 5�
���	��9 � ���	0 �.�/�� 	
A�� ��F���� ����/� 4��
� G(,*)=H` "���-�����7
/�	 �	����	/�	 ����� 	��	 /����	� ��F���� �������� G(,*)=H7 �	 ���	�7 /�	�

- 	�	 �..	�9 ����	�	0 :	�	�	��, �	�.����� 	
��	��.9���	 ��A�������	
��������� :	���	���� ��F��� ����/� 4��
�, & /����	���7 	�	 ��.��� :�	�

.�0���/�-0 /��.���	� :	���	���� ��F���7 �
	 ���	��9 /��.���	 0�����-7
���	'	 ��	�.���	�@A�� ��.	��0 	��	'	��.9�	���7 ���90� ����������.9�	7
��.� �		
A� �	�0	5�	, �	����� 0- :	��5�07 ��� ��������9 	:�����	� ���
���������, ���/�� 0- 	'����/�0� ��0	��������� �	'	7 /�	 	��	'	 /����	'	
��F��� �������� G(,*)=H7 
�� �/��� ��/�.9�	'	 ��.	��7 �	����	/�	7 /�	
-
����� 	
A�� ��F���� ����/� G(,*)=H,

����9 ����	� :	�	�	�� Q(t) �.��� ����0�.�
	 ��F����0 ��������
G(,*)=H 
�� �/��� ��/�.9�	'	 ��.	��E

Q̇(t) =ω(t)×Q(t).

�	'�� ����	� :	�	�	��

P(t) = Q(t) ·QT (0) ·P0 G(,*)>H

�.��� ��F����0 ����/� G(,*)=H,
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����� (��7���� 
����� �������
����) ���

�	�	�	�- � ���A��� �����	'	 ��.� �	���' 2�����	����	� 	�� /���	
�����/�@�� � :��.	5���17 ��:��0��7 :�� :.	���1 ���5���1 ��.�, ?�	�
�.�/�� ���
	.�� :�	�� �. ���������	'	 �	�:���� �:��	��	'	 ���5���,
�� �.�/���	 :	D�	0� � D.�0������-1 �/�
����1 :	 2����� �'.	�� ��	�	��9
��	���� �0���	 �� :��0��� ���A��� ��.� �	���' 2�����	����	� 	��, ����
�0	���0 ����7 �	�	�-� :	�	��/������ G���A����H �	���' �	
������	� 	��7
:��/�0 :.	��	��9 ����� �	1����� ����0���	� :	.	5����, <� ���0 Δt ����
:	�	��/������ �� �'	. Δθ(t), "�9 ����� �	�:����� � :�0	�7 ������	� ��
�����/�-� ����	� m = const, �'.	�	� ��	�	��9@ ���-��@� ����	���@ ���
.�/���E

ω(t) =

[
lim
Δt→0

Δθ(t)

Δt

]
m = θ̇(t)m, m = const. G(,*)3H

& ���	�	�-1 ���'�1 	:����.���� G(,*)3H ���:�	�������� �� 	
A�� �.��
/��7 �	'�� m 0����� �	 ���0���,  ��������	 �� �:	.�� ��	7 ���'�� .�
:���0.�0	 	:����.���� �'.	�	� ��	�	��� � ���� G(,*)3H, "����	 �	���F���
�	 ��	7 /�	 .@
	� :���0.�0	� 	:����.���� �'.	�	� ��	�	��� 	
����.9�	
�	.5�	 �	�:����9 � G(,*)3H � 	:�����	� ��������7 �, �, �	'�� ���A���� :�	���
1	��� �	���' 2�����	����	� �	 ���0��� 	��, ��	����0 D�	� 2��� �. .��	�
� :���	� �'.	�-1 ��	�	����7 	:����.���-1 :	�������	0 G(,>>H � G(,3*H,

����	� :	�	�	�� �	���' 	�� m 	:����.��� ��	��0	� ?�.��� G(,6+H7 :���
/�0

Q(θm) ·m = m. G(,**)H

��������	 G(,**)H7 ����0����7 �:�����.��	 ���'��7 � �� �	.9�	 :��
m = const, <�:�F�0 ��:��9 ��������� �����	��E

Q̇(θm) =ω(t)×Q(θm). G(,***H

�0�	5�� ��������	 G(,***H ���.��	 �� ����	� m �:���� � :���� �	
���0����7 /�	 ṁ = 07 :	.�/�0

[Q̇(θm)] ·m =
[
Q(θm) ·m]· = 0.

�	'�� �� G(,***H �.����� ��������	

ω(t)×m = 0 ⇒ ω(t) = λ(t)m. G(,**(H

 �-0� �.	��0�7 ��.� :	�	�	�- :�	��1	�� �	���' 2�����	����	� 	��7 �	
� ���A��� :�	��1	�� �	���' D�	� 5� 2�����	����	� 	��, "�� :	�	�	�� �
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�7���� ��
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���A��� �	�:���@�, �	�����. G(,**(H � G(,***H7 :	.�/��0

Q̇(θm) = λ(t)m×Q(θm). G(,**6H

&-/��.�0 ��:��9 �.�� 	� 	
��1 /����� �������� G(,**6H � �/��0 ������
����

tr Q̇ (θm) =
[
trQ(θm)

]·
= (1+ 2 cosθ)· = −2 sin θ θ̇;

tr
[
m×Q(θm)

]
= tr

[
sinθm× E×m

]
= −2 sin θ.

& ����.9���� �0���	 G(,**6H :	.�/�0

−2 sin θ θ̇ = −2λ(t) sin θ ⇒ λ(t) = θ̇(t). G(,**8H

�	�����. �		��	F���� G(,**8H � G(,**(H7 :	.�/��0 	:����.���� G(,*)3H,
 ���7 .��� �'.	�� ��	�	��9 :�� :	�	�	��1 �	���' 2�����	����	� 	�� �	��
:����� � 	:����.����0 G(,*)3H, ����� �'.	�� ��	�	��9

Ω(t) = QT(θm) ·ω = θ̇Q(θm) ·m = θ̇m,

�, �, :���� � .��� �'.	�-� ��	�	��� � D�	0 �.�/�� �	�:���@�, ����� ������
����0� G(,=3H7G(,>)H � G(,>*H 
-.� ������- ��� ���.�/�-1 	:����.��� �'.	�
�	� ��	�	���, ��� :	�	�	��1 �	���' 2�����	����	� 	�� ��� ��� 	:����.���
:���	�� � 	��	0� � �	0� 5� ����	��

ω(t) =Ω(t) = θ̇(t). G(,**+H

�	5�	 �	.9�	 :	5�.��97 /�	 �:�����.��	��9 �		��	F���� G(,**+H ��/���
:-����� :	�	�	��0� �	���' 2�����	����	� 	��, &��90� 
.����0 � ����0	��
����	0� �.�/�@ :	�	�	�� �	���' 2�����	����	� 	�� �.��� ���A���� �	�
���' 2�����	����	� 	��E

ω(t) = ω(t)n; n = const; |n| = 1. G(,**;H

4. �	'	 /�	
- ����� 	�9 :	�	�	��7 ��	
1	��0	 :	 ω(t) :	���	��9 ����
�	� :	�	�	�� � ����� �'	 ��:	���5�-� ����	�,  �-0� �.	��0�7 ��	
1	��0	
��F��9 ����/� 4��
�E

Ṗ(t) = ω(t)n×P(t); P(0) = P0. G(,**=H

&����0 �.���@A�� :	�����	���E

P(t) = Q(t) ·P0; n× E ≡ K = const. G(,**>H



��* ����� �� 1�����	��� � ��
��, �������$

�	�����. �		��	F��� G(,**>H � G(,**=H :	.�/��0 ����/� �. �	�	'	
����	�� :	�	�	�� Q(t)E

Q̇(t) = ω(t)K ·Q(t); Q(0) = E. G(,**3H

4	��5�0 �����5�����E :�	���	��� 	� ����	��	� D��:	����- exp[ϕ(t)A]7
'�� A = const7 �����

d

dt
exp[ϕ(t)A] = ϕ̇A · exp(ϕA) = ϕ̇ exp(ϕA) ·A. G(,*()H

4. �	������.9���� G(,*()H ����0	���0 ����	��-� ��7 �.@A��� 	:���
��.����0 ����	��	� D��:	����-E

exp(ϕA) =

∞∑
m=0

1

m!
ϕmAm.

4�22�������� D�	� �� :	 ���0��� � �/��-��7 /�	 A O :	��	��-�
����	�7 :	.�/��0

d

dt
exp(ϕA) =

∞∑
m=1

ϕ̇ϕm−1

(m− 1)!
A ·Am−1 =

= ϕ̇A ·
∞∑
k=0

1

k!
ϕkAk = ϕ̇A · exp(ϕA) = ϕ̇ exp(ϕA) ·A.

<���9 0- :���F.� � ���'	0� ������� ��00��	����E k = m − 1, "
���
��0 ���0���� �� �	7 /�	 ��.	��� A = const �.��� ���90� ��A�������-0,
& :�	����	0 �.�/�� :�� ��22�������	����� ����	��	'	 ��� :��F.	�9 
-
��22�������	���9 ����	� A7 � ��/�'	 :	1	5�'	 �� G(,*()H �� :	.�/�.	�9 
-,
��	
.�0� � �	07 /�	 ����	�- A � Ȧ �� �	00�����@�E

A(t) · Ȧ(t) �= Ȧ(t) ·A(t).

"
����0� � ��F���@ ����/� G(,**3H, ����	� :	�	�	�� Q(t) �A�0 � ���
�� G(,8;HE

Q(t) = exp(θ(t)× E) = exp[θ(t)K], G(,*(*H

'��
θ(t) = θ(t)n; K ≡ n× E = const. G(,*((H

4�22�������� G(,*(*H :	 ���0��� � �/��-�� G(,*()H7 :	.�/��0

Q̇(t) = θ̇(t)K ·Q(t).
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�	�����. D�	 �-��5���� � G(,**3H7 :��1	��0 � ���.��	0� ��������@E

θ̇(t) = ω(t) ⇒ θ(t) =

∫ t
0

ω(τ)dτ. G(,*(6H

<���9 0- �/.� ��/�.9�	� ��.	���E Q(0) = E, �� �	�	�	'	 �.�����7 /�	
θ(0) = 0,  ���7 ����/� 4��
� G(,**3H ��F���7 � ����	� :	�	�	�� Q ������,
"�9 D�	'	 :	�	�	�� �	�:����� � 	�9@ ���A��� n,  �1	��-� ����	� :	�	�	�
�� P(t) �	'.���	 G(,**>H �0��� ���

P(t) = exp(θ× E) ·P0 = exp(θ×E) · exp(ϕ0 ×E), G(,*(8H

'�� ϕ0 O ����	� ��/�.9�	'	 :	�	�	��,
&���	� :	�	�	��7 	���/�@A�� ����	�� P(t)7 0	5�	 ����� :	 2	�0�.�

�.	5��� ����	�	� :	�	�	�� G(,=;H, & ����.9���� :	.�/�07 /�	 ��:	���5�-�
����	� ����	�� P(t) �	�:����� � 	�9@ ���A��� n �	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	'��
����	� ��/�.9�	'	 :	�	�	�� ϕ0 .�5�� �� 	�� ���A��� n, ��.�

θ×ϕ0 �= 0,

�	 ����	� :	�	�	��7 	���/�@A�� ����	�� :	�	�	�� P(t)7 
���� �0��9 :����
0���	� �	 ���0��� ��:���.����,

����� �
��! ����
�) �������� � 
������� $�
�����

��� 	�0�/�.	�9 �����47 � ����	�	0 :	�	�	�� � .��������� �.	5�.��9
��	
-/�� �������, � 	��	� ��	�	�-7 1	�	F	 �������� ��	��0� ?�.��� �	�
���-����7 /�	 .@
	� :	�	�	� �����	'	 ��.� 0	5�	 	��A������9 ��� :	�	�	�
�� �'	. θ �	���' �����/�	'	 ����	��m, �.��	����.9�	7 :	�	�	� 	:��-�����
����	�	0 θ = θm7 � D�	� 2��� 0	5�	 ����� �	 0�	'�1 ��
	��1 :	 0�1�����,
� ���'	� ��	�	�-7 � ��1 5� ��0-1 ��
	��1 S(8T �����5�����7 /�	 ����	� θm
�� �.��� ����	A�0 ����	�	0,

&	�0	5�	7 ��	��	���/�	��9 ��5����� 	 ����	�� :	�	�	�� O D�	 �� :��/��
��7 :	 �	�	�	� 	� �� ��F�. F��	�	'	 :��0����� � �������	��	� ����0���
�����	'	 ��.�, ��0 �� 0���� �0���	 ����	� :	�	�	�� �'���� ��5��@ �	.9 �
����0��� �����	'	 ��.� �� �:��'	0 	��	�����,

& �.����/���	� 0�1����� .������ ��22�������.9�� 2	�0� vdt �.�
��� :	.�-0 ��22�������.	0 ����	�� :	.	5���7 �, �, vdt = dR, ?�	 ������
�	 �. ���A����, ��.� ����	�ω O D�	 ����	� �'.	�	� ��	�	���7 �	 .������

4 �0
 ,("#�� �
*
 �����	�� �	
��



��� ����� �� 1�����	��� � ��
��, �������$

��22�������.9�� 2	�0�ωdt �� �.��� :	.�-0 ��22�������.	0 ����	�
�� :	�	�	��, "����	 0	5�	 �	�����9 G� D�	 
���� ���.��	 ��.��H7 /�	 ���
A������� ����	������'���	� Z7 �	�	�-� :��	
������ .������@ ��22�������
�.9��@ 2	�0� ωdt � :	.�-� ��22�������. ����	�� :	�	�	�� dθ, <�0���07
/�	 ����	������'���	� Z �'���� ��F�@A�@ �	.9 :�� �������� :	������.9�	�
'	 0	0����7 1����������@A�'	 �������� �:��'	'	 	��	���� �� �����	� ��.	,
����0 	
���	07 ����	������'���	� �.��� ��5�-0 D.�0���	0 	
A�� 0	���
.� �����	��.9�	'	 	���..�	��,

�'.	�� ��	�	��9 ��	���� � ����0	������ � :	0	A9@ �������� �����	�
��E

Ṗ =ω×P; P|t=0 = P0. G(,*(+H

��.� ����	� :	�	�	�� �����7 �	 �'.	�� ��	�	��9 	:����.��� ������
���	0 G(,3=HE

ω = −
1

2
(Ṗ ·PT)×. G(,*(;H

4. ����	�� :	�	�	�� ��A������� ����	.9�	 :�������.����, "��	 �� ��1
�-��5�.	�9 2	�0�.	� G(,6+HE

P = (1 − cosθ)m ⊗m+ cosθE+ sin θm×E; −π < θ < π, G(,*(=H

'�� �'	. :	�	�	�� θ(t) � ��:	���5�-� ����	� m(t) ������ 	� ���0���,
��	��22�������	��� G(,*(=H :	 ���0��� � :	������� ����.9��� � G(,*(;H7

0	5�	 �	�����97 /�	

ω(t) = θ̇m+ sin θṁ+ (1 − cosθ)m × ṁ. G(,*(>H

��������	 G(,*(>H 
-.	 ���	'	 :	.�/��	 � S(=T, "����	 � ����	.9�	 ����
'	� �����	��� D�	 ��������	 
-.	 �������	 �A� ?�.��� S(>T, ��.� ���A����
:�	��1	��� �	���' 2�����	����	� 	��E ṁ = 07 �	 �� G(,*(>H :	.�/��0 G(,**+H,

��.� � ��/����� 	��/���	'	 :	.	5��� �-
���9 :	.	5���� � ����-� 0	�
0��� ���0���7 �	 :	.�/�0 	:����.���� �'.	�	� ��	�	���7 :����	� � ���	�	�
�-1 ���'�1E

ω(t) =

[
dθ(τ− t)

dτ

]
τ=t

= θ̇(t)m(t); θ(0) = 0. G(,*(3H

&-��5���� G(,*(3H �:�����.��	 �	.9�	 � 	��� 0	0��� ���0���, �	D�	0�
�'	 ��.9� ��22�������	���9 :	 ���0���, ���	���7 �. 0�.-1 :	�	�	�	�7
�	'��

sinθ = θ; 1 − cosθ = O(θ2),



����� ����� )���$ ��
�	� � ���	
�  �
	� ��6

:	.�/��0
ω(t) = θ̇(t)m(t) + θ(t)ṁ(t) =

[
θ(t)m(t)

]·
, G(,*6)H

'�� θ(t)m(t) O ����	� 0�.	'	 :	�	�	��,
&-��5���� G(,*6)H 0	5�	7 ����0����7 :	.�/��9 ��:	����������	 �� :����

����.���� G(,+=H � G(,*(;H, & ��0	0 ��.�7 ��22�������� G(,+=H7 :	.�/��0

Ṗ = θ̇× E.

�	'��
Ṗ ·PT = (θ̇×E) · (E − E× θ) = θ̇×E+O(θ2).

�	�����. D�	 �-��5���� � G(,*(;H � �/��-�� �	5�����	

(a×E)× = −2a,

:	.�/��0 G(,*6)H, &-��5���� G(,*(>H 
���� ��	
�	 �	 0�	'�1 �.�/�17 �	 ��
���'��, �.���-� ���	����	� G(,*(>H �	��	�� � �	07 /�	 � ��'	 �1	�� :�	���	��
�-� 	� �'.� :	�	�	�� � ��:	���5�	'	 ����	�� :	 	���.9�	���, %���	 
-����
��	
1	��0	 �-�����9 �'.	��@ ��	�	��9 ��:	����������	 /���� :�	���	���@
	� ����	�� :	�	�	�� θ = θm , &-�	� D�	'	 :�������.��� S(;T :������0 �	�
����	/�	 :	��	
�	, &-/��. �.�� 	� 	
��1 /����� �������� �����	��7 :	�
.�/��0

(trP)· = tr(ω×P) = −2
sin θ

θ
θ ·ω.

�����0� �	 ���0����7 /�	

trP = 1+ 2 cosθ; trṖ = −2sin θθ̇,

�� :���-��A�'	 ��������� :	.�/��0

θθ̇ = θ · θ̇ = θ ·ω. G(,*6*H

�0�	5� ��:��9 	
� /���� �������� �����	�� G(,*(+H ���.��	 �� ����	�
:	�	�	�� θ � �/��-��7 /�	

P · θ = θ; ω×P · θ = −R ·ω; R = θ× E, G(,*6(H

:	.�/��0
Ṗ · θ = (P · θ)· −P · θ̇ = −(P − E) · θ̇.

 �:	.9�� :�������.���� G(,8*H7 :	.�/��0

Ṗ · θ = −R ·
(
sin θ

θ
E+

1− cosθ

θ2
R

)
· θ̇.



�+� ����� �� 1�����	��� � ��
��, �������$

& ����.9���� �� G(,*(+H �.����� ��������	E

R ·
[(

sin θ

θ
E+

1− cosθ

θ2
R

)
· θ̇−ω

]
= 0. G(,*66H

<�0���07 /�	
R · a = θ× a = 0 ⇒ a = λθ.

�.��	����.9�	7 �� G(,*66H :	.�/��0

ω = λθ+

(
sin θ

θ
E+

1− cosθ

θ2
R

)
· θ̇. G(,*68H

"���.	�9 	:����.��9 ���.� λ, 4. D�	'	 �0�	5�0 G(,*68H ���.��	 �� θ
� �/��0 ��������	 G(,*6*HE

θ ·ω = θ · θ̇ = λθ2 +
sin θ

θ
θ · θ̇ ⇒ λ =

θ− sin θ

θ3
θ · θ̇. G(,*6+H

��:��9 G(,*68H :����0��� ���

ω =

[
E+

1 − cosθ

θ2
R+

θ− sin θ

θ3
R2
]
· θ̇ = Z−1 · θ̇, G(,*6;H

'��

Z−1 = E+
1− cosθ

θ2
R+

θ− sinθ

θ3
R2. G(,*6=H

����0 	
���	07 ���9 G(,*6;H �'.	�	� ��	�	��� � :�	���	��	� 	� ����	��
:	�	�	�� �.��� �	�	.9�	 �.	5�	�, "
��A� G(,*6;H7 :	.�/��0

θ̇ = Z(θ) ·ω; θ|t=0 = θ0, G(,*6>H

'��

Z(θ) = E−
1

2
R+

1 − g

θ2
R2; g =

θ sin θ

2(1− cosθ)
. G(,*63H

"
����0 ���0���� �� �	7 /�	 θ � 2	�0�.�1 G(,*6+HMG(,*63H � ��.�� 0	5�
�	 �����	���9 ��� 0	��.9 ����	�� :	�	�	�� θ, ����	� Z(θ)7 	:����.���-�
��������	0 G(,*63H7 � ��.9���F�0 
���0 ���-���9 ��� �������������,
�������� 	
C����� ��07 /�	 Z(θ) �-:	.��� �	.9 ����'����@A�'	 0�	�
5���.7 :����	�A�'	 .������@ ��22�������.9��@ 2	�0� ωdt � :	.�-�
��22�������. dθ ����	�� :	�	�	�� θ, ����	� Z(θ) �.��� ���-�	5����
�-07 �
	 �'	 	:����.���.9 �� ����� ��.@E

det Z(θ) =
θ2

2(1− cosθ)
�= 0, θ < π. G(,*8)H
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	� �+�

����	������'���	� 	
.����� ��	0 :	.���-1 ��	����7 	
.�'/�@A�1 �'	
:��0������, "�0���0 ���	�	�-� �� ��1, ����	� Z(θ) ���9 ��	��	:�� 2����
�� ����	�� :	�	�	��

Z(S · θ) = S · Z(θ) · ST ∀S : S · ST = E. G(,*8*H

��.� S = P(θ)7 �	 �� G(,*8*H �.�����

Z(θ) ·P(θ) = P(θ) · Z(θ). G(,*8(H

��	0� �	'	7 .�'�	 :�	�����9 �	5�����	E

ZT(θ) = P(θ) · Z(θ). G(,*86H

 �:	.9�� �	5�����	 G(,*86H7 ��������	 G(,*6>H 0	5�	 :���:����9 �.
:���	� �'.	�	� ��	�	���E

θ̇(t) = ZT(θ) ·Ω(t). G(,*88H

& ���0���1 ����	�� :	�	�	�� .���@ � :����@ ����/� 4��
� 0	5�	 :����
:����9 � �.���@A�1 2	�0�1E

θ̇ = Z ·ω =ω−
1

2
θ×ω+

1 − g

θ2
θ× (θ×ω), θ|t=0 = θ0; G(,*8+H

θ̇ = ZT ·Ω =Ω +
1

2
θ×Ω+

1 − g

θ2
θ× (θ×Ω), θ|t=0 = θ0. G(,*8;H

�.����� 	
�����9 ���0���� �� ���.�/��7 ��:��0��7 � 2	�0�.��	���1 .��
�	� ����/� 4��
� G(,*(+H � G(,*8+H, & :�����:� D�� 2	�0�.��	��� D������
.����-, ��F�� 	��� �� D��1 ����/7 0- 	��	���0���	 ��F�0 � ���'�@ ����/�,
�� :���-� ��'.� ��5���7 /�	 2	�0�.��	��� G(,*(+H ���/���.9�	 :�	A�7
/�0 G(,*8+H, & ��0	0 ��.�7 ��������� G(,*(+H .�����	 � 	��	�	��	, �������
��� G(,*8+H ��A�������	 ��.�����	 � ��	��	�	��	, ��0 �� 0���� :	 �������
0��� /��.���	� ��F���� ����/� G(,*8+H ��������0	 :�	A�7 ��5�.� ��F����
����/� G(,*(+H, & /����	���7 	
����0 ���0���� /�����. �� �.���@A�@ �	��
0	5�	��9, <���/� 4��
� G(,*(+H 0	5�	 :�	��	� ��0��	�

P(θ) = Q(ϕ) ·P0 G(,*8=H

������ � �.���@A��E

Q̇(ϕ) =ω(t)×Q(ϕ), Q|t=0 = E. G(,*8>H



�+� ����� �� 1�����	��� � ��
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?�	 �	�0	5�	7 :	��	.9�� .��-� �'.	�-� ��	�	��� �. :	�	�	�	� P(θ) �
Q(ϕ) �	�:���@�E

ω = −
1

2

[
Ṗ ·PT

]
×
= −

1

2

[
Q̇ ·QT

]
×
.

�	'�� �0���	 ����/� G(,*8+H :	.�/��0 �.���@A�@ ����/� �. ����	�� :	�
�	�	�� ϕE

ϕ̇ =ω−
1

2
ϕ×ω+

1− g

ϕ2
ϕ× (ϕ×ω); ϕ(0) = 0. G(,*83H

����0�A����	 :	�.����� ����/� :	 ��������@ � G(,*8+H � �	07 /�	7 �	�
:���-17 ����9 :�	����F�� ��/�.9�	� ��.	���R �	���	�-17 	/��9 /���	 ����	�
ϕ 0	5�	 �/����9 0�.-0,  �1	��-� ����	� :	�	�	�� θ 0	5�	 ����� :	 ����
�	�� ϕ � θ0 � :	0	A9@ 2	�0�. G(,=;H, ��������.��� G(,*8+H � G(,*8;H 0	5�	
��:����9 � ���'	� 2	�0�E

θ̇ = gω−
1

2
θ×ω+

1 − g

θ
θ̇θ, θ(0) = θ0; G(,*+)H

θ̇ = gΩ+
1

2
θ×Ω+

1− g

θ
θ̇θ, θ(0) = θ0, G(,*+*H

�	�	�� ��	'�� 
-���� :	.���	�,
���������-� � D�	0 �����.� 2	�0�.- :	���	
�� ��0 � ��.9���F�0 :��

	:����.���� :	������.9�-1 0	0���	�,

����� 6���
�� �������! ���$���%�� $�
�����


& :��.	5���1 
-���� ��	
�	 :�������.�9 	
A�� :	�	�	� P(t) � ����
�	0:	����� :	�	�	�	�E

P(θ(t)) = Q2(ϕ(t)) ·Q1(ψ(t)), G(,*+(H

'�� Q1 O :���-� :	�	�	�R Q2 O ��	�	� :	�	�	�,
��:	0��07 /�	 �	0:	����@ :	�	�	�	� ��.9� :	��0��9 ���7 /�	 ���/�.�7

� ��/���� ���	'	��	 �������.� ���0���7 :�	���	���� :	�	�	� Q17 � ����07
:	 ����/���� :���	'	 �������.� ���0���7 ��/����� :�	���	���9� ��	�	� :	�
�	�	� Q2, ����	� :	�	�	�� P(t) O D�	 0'�	����	� ��������7 :�	��1	�A�� �
0	0��� ���0��� t � �	��	A�� � �	07 /�	 � 0	0��� ���0��� t ����	� :	�	�	��
P(t) :	�	��/����� ��.	 �� 	��/���	'	 :	.	5��� � �����.9�	�, & �.���@A��
0	0��� ���0��� t+Δt ����	� :	�	�	�� P(t+Δt) :����	��� ��.	 �� 	��/���	'	



���0� 6����� ��
�	� �� ��!��  �
	� �+�

:	.	5��� � :	.	5����7 ����0��0	� ��.	0 � 0	0��� ���0��� t+Δt,  �����	�
��0������ 	��������� ��.� � :�	��������� 	:��-����� �� ����	�	0 :	�	�	�
��7 � �'	 ��0������0 G��22�������.	0H, ?�	 	
��	��.9���	 ��5�	 	�	����9,
�	.���	 :	D�	0� :�	����� ���.	'�@ � ����	�	0 :���0�A��� u(t)E

R(t) = r+ u(t).

&���	� u(t) 0'�	����	 :����	��� ��.	 �� 	��/���	'	 :	.	5��� r � �����
�.9�	� :	.	5���� R(t), ��� D�	0 u(t) ��0 :	 ��
� �� :	���-���� ������	'	
���5��� ��.�7 �	�	�	�7 ��0 �� 0����7 0	5�� 
-�9 �	�����	�.��	 :	 ����	�
�� uE

dR(t) = du(t) ⇒ R(t) = r+

∫ t
0

du(t).

��� D�	0 du = vdt7 �, �, .������ ��22�������.9�� 2	�0� vdt O D�	
:	.�-� ��22�������. ����	�� :���0�A���, 4. :	�	�	�	� ������� �.	5�
���,  �0������ :	�	�	�� �	'.���	 ��������@ �����	�� 	:����.��� /����
.������@ ��22�������.9��@ 2	�0�E ωdt

dP =ωdt×P,

�	 ωdt �� �.��� :	.�-0 ��22�������.	0 ����	�� :	�	�	��E

ωdt �= dθ.

�	 ��A����� �0���	 � D��0 	
��	��.9���	0 �����- ��� �.	5�	���7 �	��
����@A�� :�� 	:������ :	�	�	�	�,

&����0�7 	����	7 � �	0:	����� :	�	�	�	� G(,*+(H, &�� 2	�0�.-7 :�����
����-� �. :	.�	'	 :	�	�	�� P7 0	5�	 ��:	.9�	���9 � �. �	����.@A�1
:	�	�	�	� Q1 � Q2, 4	:����07 ��0 �������- �'.	�-� ��	�	��� ω1 � ω2 :	�
�	�	�	� Q1 � Q27 �		����������	E

Q̇1 =ω1 ×Q1; Q̇2 =ω2 ×Q2. G(,*+6H

��� :	 ��0 �-/��.��9 �'.	��@ ��	�	��9 ω :	.�	'	 :	�	�	�� P` "����
���� �.���@A� :�	��� ��	��0�,

�������	 D����� ������ω ���� ����� P� ���������� � ����
��� �#�� -/�.E/0� ����������� � 	����� ������� ω1 � ω2 ������
���"�� ����� Q1 � Q2 ��������� ���������

ω(t) =ω2(t) +Q2(t) ·ω1(t). G(,*+8H
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�������������� G(,*+8H �:	.�� D.�0������	 � :	.�/���� :	�.� ��2�
2�������	���� G(,*+(H :	 ���0���E

Ṗ(t) = Q̇2(t) ·Q1(t) +Q2(t) · Q̇1(t).
<�0�� ����9 :�	���	��-� 	� ����	�	� :	�	�	�� � :	0	A9@ ��������

�����	�� G(,*+6H7 :	.�/��0

ω×P =ω2 ×Q2 ·Q1 +Q2 · (ω1 ×Q1). G(,*++H

���	
�����0 ��	�	� �.�'��0	� � :���	� /����E

Q2 · (ω1 ×Q1) = Q2 · (ω1 × E) ·Q1 =
= Q2 · (ω1 × E) ·QT2 ·Q2 ·Q1 =

[
(Q2 ·ω1)× E

] ·Q2 ·Q1.
�/��-�� D�	 �	5�����	 � ��������	 G(,*+(H7 �0���	 G(,*++H :	.�/��0

ω×P = (ω2 +Q2 ·ω1)×P.

�0�	5� D�	 ��������	 ���.��	 �� PT �:���� � �-/��. ����	��-�
���������- 	� 	
��1 /����� :	.�/��F�'	� ���������7 :��1	��0 � 2	�0�.�
G(,*+8H, 4	������.9���	 �����F��	,

& .��������� ��������	 G(,*+8H G�	/��� O �'	 ���.	'H ���-��@� ������
��+���� 	����� �������, ��� �5� ��	��	�����	 	�0�/�.	�97 � .��������
�� ��:	.9����� 	:����.���� �'.	�	� ��	�	���7 �	'�� � ��/����� 	��/���	'	
:	.	5��� ��:	.9����� :	.	5���� � ����-� 0	0��� ���0���, ��� ���	0
	:������

Q2(τ− t)|τ=t = E

� ��������	 G(,*+8H :���1	��� � �������	���@ 2	�0� �.	5��� �'.	�-1 ��	�
�	����E

ω(t) =ω2(t) +ω1(t). G(,*+;H

$	� � D�	0 �-��5���� � ��	�� ��'�0��� t7 ��0 �� 0���� �'	 ��.9� ��2�
2�������	���9 :	 ���0���7 :	��	.9�� ����9 t O 	��� 2�����	����-� 0	0���
���0���, ���	� ���	0������ �� ��:	.9�	���9 2	�0�.- ��:� G(,*+;H � ���.	�
'�/�-� �� �-��5���7 �::�.���@A�� � 0'�	����	0� �	��	��@ ���5���,
����/� 2	�0�.9�	 :����.9�-0�7 	�� �.�5�� ���	/���	0 0�	'�1 ���	�����
0���� � :�����/���� 
��:	.���-, ��	0� �	'	7 	�� ��1	��� � �����	 ������
��0	0 :�	���	��/�� � ���������-0� :�������.���0�, ��:��0��7 0- ����07
/�	 :	�	�	�- �� �	00�����@�, �	D�	0� �1 �'.	�-� ��	�	��� �	.5�- �1	���9
� 2	�0�.� �.	5��� ������	:����	, ?�	 ���������.9�	 �0��� 0���	 � G(,*+8H7
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	� �+�

�	 � G(,*+;H D�	� 2��� ��.9�	 ��0�����	���, & ����	� ���'� ��	��0� 	 �.	�
5���� �'.	�-1 ��	�	���� ��:	.9����� ���.@/���.9�	 � 2	�0� G(,*+8H,  �
:	�.����� �-������ :�������.���� �. �.	5��� :���-1 �'.	�-1 ��	�	����E

Ω = PT ·ω =Ω1 +QT1 ·Ω2, G(,*+=H

'��
Ω1 = QT1 ·ω1; Ω2 = QT2 ·ω2.

 � :�������.���� G(,*+8H �.���@� 2	�0�.- �. �	0:	����� ���1 � 
	.9�
F�'	 /��.� :	�	�	�	�E

P = Q3 ·Q2 ·Q1. G(,*+>H

�	'��
ω =ω3 +Q3 ·ω2 +Q3 ·Q2 ·ω1. G(,*+3H

����� 0- ����.�7 /�	 �'.	�� ��	�	��9 � 	
A�0 �.�/�� �-/��.��� :	
�	�	.9�	 �.	5�-0 2	�0�.�07 :�������.���-0 � :���-��A�0 �����.�, &��
	�� ����	 �:�	A�@��7 ��.� :	�	�	� :�	��1	��� �	���' 2�����	����	� 	��,
�	'�� �'.	�� ��	�	��9 �-/��.��� :	 :�	����F�� 2	�0�.�E

ω = θ̇m = θ̇; ω× θ = θ× θ̇ = 0; m = const. G(,*;)H

�	D�	0� /���	 
-���� :	.���-0 	
A�� :	�	�	� :���������9 � ���� �	0�
:	����� :	�	�	�	� �	���' 2�����	����-1 	���, ����0	���07 ��:��0��7 �	0�
:	����@ :	�	�	�	�

P(θ) = Q2(ϕm) ·Q1(ψn), G(,*;*H

'�� m � n O :	��	��-� �����/�-� ����	�-,
�'.	�-� ��	�	��� :	�	�	�	� Q2(ϕm) � Q1(ψn) �-/��.@�� :	 2	�0��

.�0
ω2 = ϕ̇(t)m; ω1 = ψ̇(t)n. G(,*;(H

�	'.���	 ��	��0� �.	5��� �'.	�-1 ��	�	���� G(,*+8H

ω(t) = ϕ̇(t)m+ ψ̇(t)Q2(ϕm) · n. G(,*;6H

&-��5���� G(,*;6H 0	5�	 :���:����9 � D�����.����	� 2	�0�E

ω(t) = Q2(ϕm) ·
[
ϕ̇(t)m+ ψ̇(t)n

]
, G(,*;8H

�	�	�� /���	 
���� ��:	.9�	���9� � ��.9���F�0, "
-/�	 ���	'	 �	�� :���
	
���	����0� �		
A� ������ ��
�5��9 	��	����.9�	 '�	0	���	� 	:������
�0�	5��� ����	�� :	�	�	�� �� ����	�, �	�0	���0 ��:��97 ��� ��.	5�@��
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�-/��.���7 ��.� 1	� 
- 	��� �� :	�	�	�	� :�	�	���9 �	���' 0��@A���
�	 ���0��� 	��, & �		��������� � :����.	0 ������	00�������	��� :	�	�	�	�
:	�	�	� G(,*;*H 0	5�	 :���:����9 � ����

P(θ) = Q2(ϕm) ·Q1(ψn) = Q1(ψn ′) ·Q2(ϕm), G(,*;+H

'��
n ′(t) = Q2(ϕm) · n. G(,*;;H

�'.	�� ��	�	��9ω∗ :	�	�	�� Q1(ψn ′) ��:��9 �5� �	.5�� �-/��.�9�
:	 :	.�	� 2	�0�.� G(,*(>HE

ω∗ = ψ̇n ′ + sinψ ṅ ′ + (1 − cosψ)n ′ × ṅ ′. G(,*;=H

�'.	�� ��	�	��9 :	�	�	�� G(,*;+H �	'.���	 G(,*+8H �0��� ���

ω(t) =ω∗(t) + ϕ̇Q1(ψn ′) ·m. G(,*;>H

�	��	.9�� :	�	�	�- G(,*;*H � G(,*;+H �	�:���@�7 �	 � �'.	�-� ��	�	���
G(,*;6H � G(,*;>H �	.5�- �	5��������	 �	�:����97 /�	 ����� ��	/�����	,

�	5�	 �	�����97 /�	 �-��5��� G(,*;6H � G(,*;>H :���	�� � 	��	0� �
�	0� 5� ����	�� ω(t),

��� �-/��.���� :�	���	��	� 	� ���A�@A�'	� ����	�� �.����� ������	
:	.9�	���9� ���������0 �����	��, ��:��0��7 �. ����	�� G(,*;;H

ṅ ′ =
[
Q2(ϕm) · n]· = Q̇2(ϕm) · n = ϕ̇m×Q2(ϕm) · n.

<���9 ��:	.9�	���	 ��������� �����	��, &�:	0��� G(,*;;H7 	�	�/���.9�	
:	.�/��0

ṅ ′(t) = ϕ̇(t)m× n ′(t). G(,*;3H

��.� ����	� a = const :	�	��/������ ����	�	0 :	�	�	�� 	
A�'	 ����7
�	 �0���	 G(,*;3H :	.�/�0

a ′ = P(t) · a ⇒ ȧ ′(t) =ω(t)× a ′(t). G(,*=)H

��.� ����	� a 0����� �	 ���0��� �7 ��	0� �	'	7 :	�	��/������ ����
�	�	0 :	�	�	��7 �	7 ����0����7 �0���	 G(,*=)H �.����� ��:	.9�	���9 
	.��
:	.�	� �-��5����E

a ′(t) = P(t) · a(t) ⇒ ȧ ′(t) = P(t) · ȧ(t) +ω(t)× a ′(t). G(,*=*H

%���	 �-��5���� G(,*=*H ��	
�	 :�������.�9 � ���'	� 2	�0�, ��� D�	0
�.����� ��:	0���9 �	5�����	E

P · (a× b) = (P · a)× (P · b), G(,*=(H
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�	�	�	� �-:	.���� �. .@
-1 ����	�	� � .@
-1 ����	�	� :	�	�	��,
&�	� � ����0	������ :����@ �'.	��@ ��	�	��9

ω(t) = P(t) ·Ω(t),

��������	 G(,*=*H :���:��-���0 � ����

ȧ ′(t) = P(t) · [ȧ(t) +Ω(t)× a(t)
]
. G(,*=6H

& .��������� 2	�0�.- ��:� G(,*=6H /���	 ������@� � ���0���1 ���.�/�	�
'	 �	�� ��
.@����.��, %�����.97 �5� �	
��F��� 
	.�� �.� 0���� ���	�/��	�
�����.������ ����	��-1 � ����	��-1 	
C���	�7 .�'�	 �0	5�� ��0	��	��.9�
�	 �����:�����	���9 �0-�. 2	�0�. ��:� G(,*=6H, ��0 �� 0���� � �����.�7
:	��A���	0 	:�����@ 	��	����.9�-1 ���5����7 0- 	
����0 � D�� �����	��
��, <���9 5� ���5�0 �	.9�	7 /�	 ��� ��.�/��-7 �1	�A�� � G(,*=6H � ���'��
2	�0�.-7 �����- � 	��	� � �	.9�	 	��	� G:�	���	.9�	 �-
����	�H �����0�
	��/��� �7 �		
A� '	�	�7 �� ��5��@�� � ����1��	 �	:	.����.9�-1 �����	��
��1, <�0��- �����0- 	��/��� 
���� 	
��5���- � �	��� D�	� '.��-,

&����0� � �-/��.���@ �'.	�	� ��	�	��� �. �	0:	����� :	�	�	�	�, ���
��� 
-.� �	������ ��	��0� G(,;*H 	 :�������.���� :�	���	.9�	'	 ����	��
:	�	�	�� � ���� �	0:	����� ���1 :	�	�	�	� �	���' 2�����	����-1 � :�	�
���	.9�	 �-
����0-1 	���, ��	��0� G(,*+8H :	��	.�� 
�� ����� �-/��.��9
�'.	��@ ��	�	��9 �	0:	����� :	�	�	�	� G(,;*HE

P(t) = Q3(ψm) ·Q2(ϑ e) ·Q1(ϕn), e =
m× n

|m× n|
. G(,*=8H

<���9 �����/�-� ����	�- m � n �-
���@�� :�	���	.9�	7 �	 	�� ��
������ 	� ���0���, �������� �����	�� �. :	�	�	�	�7 �1	�A�1 � G(,*=8H7
��@�

Ṗ =ω×P; Q̇1 = ϕ̇n×Q1; Q̇2 = ϑ̇ e×Q2; Q̇3 = ψ̇m×Q3.

�'.	�-� ��	�	��� �. �	����.@A�1 :	�	�	�	� �-/��.@�� :	 :�	�����
F�0 2	�0�.�0, �	.�� �'.	�� ��	�	��9 � �		��������� � G(,*+3H 	:����.�
��� �-��5����0

ω(t) = ψ̇m+ ϑ̇ e ′ + ϕ̇n ′′; G(,*=+H

e ′ = Q3(ψm) · e; n ′′ = Q3(ψm) ·Q2(ϑ e) · n. G(,*=;H

��������� G(,*=+H �	��� �������� ����0���/���	'	 �������� ?�.���,
"�	 
-.	 :	.�/��	 ?�.��	0 �. m = n � �����/�	'	 ����	�� e7 	��	'	�
��.9�	'	 m, &�.�/��- ψ̇7 ϑ̇ � ϕ̇ �	�� ������� �'.	�-1 ��	�	���� :��������7
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������� � �	
������	'	 ���A���7 �		����������	, <�0���07 /�	 D�� �������
� 	
A�0 �.�/�� ���90� ��.	��-7 � ��0� D�� ��.�/��- 	
����@� 	
C������-�
�0-�. �	.9�	 :�� �/��� �:���2��� ��� ����0�������0	� ����/�7 ��� � �����
�	'	 ��.�7 :	�	�	�- �	�	�	'	 	:��-��@�� ����	�	0 G(,*=8H,

����� �������� � ��������� ���� �
������ ����

&� ��2	�0��� 	 ����0���/����1 1�������������1 ���5��� �	/�� �
�
�	.@��	 �����	'	 ��.� �	���5��� � 	��	��	0 ��������� ����0����� G(,*)HE

RA(t) = RQ(t) +P(t) · (rA − rQ), G(,*==H

'�� ����	�- rQ � RQ 	:����.@� :	.	5���� :	.@�� Q � 	��/���	0 � �����
�.9�	0 :	.	5���17 �		����������	R ����	�- rA � RA 	:����.@� :	.	5��
��� :�	���	.9�	 �-
����	� �	/�� A � 	��/���	0 � �����.9�	0 :	.	5���17
�		����������	R ����	� P(t) 	:����.�� :	�	�	� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�,

%�	
- ����� ���:����.���� ��	�	���� � �
�	.@��	 �����	0 ��.�7 �	����
�	/�	 :�	��22�������	���9 G(,*==H :	 ���0���, �	'�� :	.�/�0

VA(t) = VQ(t) + Ṗ(t) · (rA − rQ). G(,*=>H

 ��.@/� 	��@�� :�	���	���@ 	� ����	�� :	�	�	�� � :	0	A9@ ��������
�����	��

Ṗ(t) =ω(t)× P(t), G(,*=3H

:	.�/��0
VA(t) = VQ(t) +ω(t)×P(t) · (rA − rQ).

� �/��	0 �������� G(,*==H D�	0� �		��	F���@ 0	5�	 :�����9 ���

VA(t) = VQ(t) +ω(t)× (RA(t) −RQ(t)). G(,*>)H

��������	 G(,*>)H �	��� �������� �������� ?�.���, "�	 :	��	.�� �����
��	�	��� ���1 �	/�� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� � �	:������ ��	� '�	0����/��
��	� ���	.�	����� �. ��	�	��� �	/�� A 	��	����.9�	 :	.@�� Q G���, (,;H,

?�� �����:������ �:�	A����7 ��.� :	.@� Q ��:	���5��, �	'�� � ��5�
�-� 0	0��� ���0��� �	/�� A ��� 
- ���5��� :	 	���5�	��� �	���' 	��7
������	� �� ����	� ω, �.�����7 �:�	/�07 :���	�����/9 	� �.�F�	0 
���
��.9�	'	 �.��	���� D�	� �����:�������7 :	��	.9�� �	/�� A ���5��� :	
�������	� 	���5�	��� �	.9�	 �	'��7 �	'��7 �	�:���-17 :	.@� Q ��:	���5��
�7 �	���	�-17 ����	� �'.	�	� ��	�	��� ω :	��	���, ��� ����F���� .@
	'	
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RA −RQ
VA −VQ

Q

A

ω

9��
 �
*
 !�&�,�,�&(=�� �,(%����� K/��,(

�� D��1 ���1 ��.	��� 2����/���	� ���5���� �	/�� A :�	��1	��� :	 ���'	�
������	���7 �	�	�� 0	5�� ���90� ��.9�	 	�.�/��9� 	� �:	0���	� 	���5�
�	���,

��	'�� ���'� :	 0�1����� ��:	.9��@� 2	�0�.� G(,*>)H � ��/����� 	:���
��.��� �'.	�	� ��	�	���, ���	� :	�1	�7 ����0����7 �	�0	5��7 �	 :�� D�	0
:���	�� �'.	�	� ��	�	��� � �� ���9 � :	�	�	��0� ��.� 	���-��@�� ���-�
�-0�,

%�	
- :	.�/��9 ���:����.���� ���	����� � �
�	.@��	 �����	0 ��.�7 �	�
����	/�	 :�	��22�������	���9 G(,*>)H :	 ���0���, �	'�� :	.�/�0

WA = WQ + ω̇× (RA −RQ) +ω× (VA −VQ).

 ��.@/� 	��@�� ��	�	��� � :	0	A9@ ��������� G(,*>)H7 :	.�/��0

WA = WQ + ω̇× (RA −RQ) +ω× [ω× (RA −RQ)]. G(,*>*H

&-��5���� G(,*>*H 0	5�	 :���:����9 � ���'	�7 �	 D�����.����	� 2	�0�E

WA = WQ + [ω̇× E+ω× E×ω] · (RA −RQ). G(,*>(H

&���	� ω̇ ���-����� ����	�	0 �'.	�-1 ���	�����, ����	� ��	�	'	 ���'�

W = ω̇× E+ω× E×ω G(,*>6H


���0 ���-���9 ��� �� 	����� 	�������, �	�.����� 0	5�	 �-�����9
/���� .��-� ����	� �:��� SlE

W = Ṡl + S2l ; Sl =ω× E. G(,*>8H
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&����0 �A� ��� /���	 ��:	.9���0-1 � .��������� :	���, ����0	���0
��.	7 �0�@A�� ��:	���5��@ �	/�� Q7 �	�	��@ �-
���0 � ��/����� :	.@��7
:��/�0 VQ = 0,

�����������	 ������

RA(t) = RQ +
λ

ω(t)
ω(t), ṘQ = 0, G(,*>+H

�����"�� ���� ������+��� ���� Q � �����	��� �� ����� 	����
������� �� ������� �������� ��� ���"�����

���.��-� :���0��� λ7 �1	�A�� � G(,*>+H7 �'���� �	.9 �����	��7 ��
�	�	�	� �	/�� A 	���	�� 	� :	.@�� Q,  � �-��5��� G(,*>)H ����	7 /�	 ��	�
�	��� ���1 �	/��7 .�5�A�1 �� 0'�	����	� 	�� ���A���7 � ����-� 0	0���
���0��� ����- ��.@,  �-0� �.	��0�7 ��.� ��.	 �0��� ��:	���5��@ �	/��Q7
�	 ��A������� ���� :�0� G(,*>+H7 /�	 � ����-� 0	0��� ���0��� ��.	 ��� 
-
���A���� �	���' D�	� ��:	���5�	� :�0	�, ��.� ��.	 �0��� ��:	���5��@
�	/��7 �	 0'�	����� 	�9 ���A��� ���'�� ��A�������, �	5�	 ���:�	�������9
:	���� 0'�	����	� 	�� ���A��� � �� ���'�� �.�/�� ���5���7 :�� �	�	�
�-1 ��.	 �� �0��� ��:	���5�	� �	/��, "����	 ���	� ���F������ �	�0	5�	
�� �. .@
-1 ���5����,

�����������	 �������� ��� ���"���� �� ������� ������� �����	�
��� �� ����� 	���� ������ � ������ �� ������ ���� ����� ��+��
"�� � ������ ����� ������� �� ��� ������ ���"����� � �	���

&-���0 :�� ����1 ��.	��17 ��.�'��0-1 �� ���5���� ��.�7 0'�	�����
	�9 ���A��� ��A�������, �	 	:����.���@ 0'�	����� 	�9 ���A��� �	��	��
�� �	/��7 ��	�	��� �	�	�-1 � ����-� 0	0��� ���0��� ����- ��.@, �	'��7
�	'.���	 G(,*>)H �. ����1 �	/��

VQ(t) +ω(t)× (RA(t) −RQ(t)) = 0. G(,*>;H

��������	 G(,*>;H �	.5�	 
-�9 �:�����.��-0 �. .@
	'	 �-
	�� :	.@�
�� Q7 �, �, �. ���1 �	/�� ��.�, ���.��	 �0�	5� G(,*>;H �� ����	� ω(t)7
:	.�/��0

VQ(t) ·ω(t) = 0. G(,*>=H

�	��	.9�� �-
	� Q :�	���	.��7 �	 	��@�� �.�����7 /�	 ��	�	��� ���1 �	�
/�� ��.� �	.5�- 
-�9 	��	'	��.9�- ����	�� �'.	�	� ��	�	���, ?�	� �.�/��
���.������7 ��:��0��7 �. ��� ���-���0-1 :.	���1 ���5���� �����	'	 ��.�,

�����������	 >��+���� ������� ������ ���� �� ������� ����
���� ���� ������ ���� ���� ��� ���� ��+�� � ��������� ����
������� �������	 ��������	 �����	 e�
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�	5�	 �	�����97 /�	 :�� :.	��	0 ���5���� �'.	�� ��	�	��9 ��.� 	��	�
'	��.9�� :.	��	��07 � �	�	�-1 .�5�� ����	�- ��	�	���E ω = ω(t) e,

 ���7 
���0 �/����97 /�	 ��.	��� G(,*>=H �-:	.���	, �	'�� G(,*>;H ����
��������� �. ��1	5���� 0'�	����	� 	�� ���A���, ��F� D�	 ���������7
:	.�/��0

RA(t) = RQ(t) +
1

ω2
ω×VQ +

λ

ω
ω(t). G(,*>>H

&-��5���� G(,*>>H 	:����.�� :�0�@7 :�	1	�A�@ /���� �	/��

RQ(t) +
1

ω2
ω×VQ G(,*>3H

� �������@ �� ����	� ω, �'�	����� 	�9 ���A��� :�� D�	0 ���5��� �
:�	���������7 1	� ��	�	��� �	/�� ��.�7 .�5�A�1 � ����-� 0	0��� ���0���
�� D�	� 	��7 ����- ��.@, ��� :.	���1 ���5���1 �	/�� G(,*>3H ���-�����
��������� #����� �������, ?�	 :	���� F��	�	 ��:	.9����� � ��	���
0�F�� � 0�1����0	�7 �	 ����9 0- �'	 	
��5���9 �� 
���0,

����" 8����� 9���

����0	���0 ����/�7 � �	�	�	� ����	� :	�	�	�� � �		
A� 1������� :	�	�
�	�	� ������� :���������9 �	�	.9�	 �����	7 ��.� �		
A� �	�0	5�	, & ����1
�.�/�1 ��	
1	��0	 ���/�.� �����	���97 ����� ��	
1	��0-� 	'����/��� ���
.�'�@�� �� ����	� :	�	�	��, �	.9�	 :	�.� D�	'	 �.����� :����0��9 ��F����
	 �-
	�� :�������.��� ����	�� :	�	�	��, B����� ���� �.��� :	�1	��
A�0 :��0��	0,

B����� ���� ��:	.9����� �. :�����/� ���A��� 	� 	��	'	 ��.� � ����
'	0�, ���/�0 	
� ��.� ���:	.	5��- � 	��	� :.	��	���7 �	 �	����.@� �'	. θ
0�5�� �	
	�, �1�0���/���	� ��	
��5���� F������ ���� :�������.��	 ��
���, (,=7 �� �	�	�	0 ����	�- i7 j7 k 	
����@� :����@ 	��	�	�0��	�����@
��	���, & 	��/���	0 :	.	5���� �1	��	� ��. CO ���:	.	5�� ��	.9 ����	�� j,
&�.�� BCB1 �1	��	'	 ��.� ���:	.	5��� � :.	��	���7 ������	� �� ����	�- j

� k, &-1	��	� ��. OD ���:	.	5�� ��	.9 ����	�� nE |n| = 17 �	�	�-� ���5�
���:	.	5�� � �������.9�	� :.	��	���7 ������	� �� j7 k, &1	��	� � �-1	��	�
��.- :�������@�� � �	/�� O7 �	�	�� 	������ ��:	���5�	� :�� ���A����
��.	�, 4��0��� OA ��.�� ADA1 �-1	��	'	 ��.� � 	��/���	0 :	.	5���� ����
:	.	5�� ��	.9 ����	�� i, "�9 �-1	��	'	 ��.�7 �, �, ����	� n7 	��	'	��.9��
���0���� OA ��.�� ADA1, &1	��	� ��. ���A���� � �'.	�	� ��	�	��9@ ω17
/�	 ������.�� ���A��9� �-1	��	� ��. � �'.	�	� ��	�	��9@ ω3E

ω1 = ω1j; ω3 = ω3n; j · n = cosθ = const. G(,*3)H
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 W(,��, X�2(

�	�������� �1	��	'	 � �-1	��	'	 ��.	� 	��A����.��� � :	0	A9@ ����
��	���- AOB7 �	�	�� �/������ �
�	.@��	 �����-0 ��.	0, &1	��	� ��.
���A��� ���0��� BB1 �����	���-, & ����.9���� ��/����� ���A��9� ���0���
AA1 �����	���-7 /�	 :���	��� � ���A���@ �-1	��	'	 ��.�, ����0 	
���	07
F����� ���� :�������.�� �	
	� �	/.������ ���1 �
�	.@��	 �����-1 ��.E
�1	��	'	 ��.� � ��.�	� BCB1 G��.	 *H7 �����	���- ABA1B1 G��.	 (H � �-�
1	��	'	 ��.� � ��.�	� ADA1 G��.	 6H, &�� ��� ��.� �0�@� 	��� � �� 5�
��:	���5��@ �	/�� O, ������- �����	��� 	�����	�-E |OA| = |OB| = l, �	�
���	7 /�	 ���5���� �����	���- � �-1	��	'	 ��.� :	.�	��9@ 	:����.���
'�	0����/����0� 2���	��0� G� /����	���7 �'.	0 θH � :	�	�	��0� �1	��	'	
��.�, ���
���� 	:����.��9 �'.	��@ ��	�	��9 �-1	��	'	 ��.�7 � ���5� ����	�
:	�	�	�� �����	���- P2 � �'.	��@ ��	�	��9 �����	���-,

&����0 	
	���/���E P17 P27 P3 O ����	�- :	�	�	�� �1	��	'	 ��.�7 ����
��	���- � �-1	��	'	 ��.�7 �		����������	, "�� :	�	�	�� �1	��	'	 � �-1	��
�	'	 ��.	� �����- � 2�����	���-E

P1 = Q(ϕ j); P3 = Q(ψn), G(,*3*H

:��/�0 �'	. :	�	�	�� �1	��	'	 ��.� ��������E

ω1 = ω1 j = ϕ̇ j ⇒ ϕ(t) =

∫ t
0

ω1(τ)dτ. G(,*3(H
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�'	. :	�	�	�� �-1	��	'	 ��.� ψ � �'	 �'.	�� ��	�	��9 :	�.�5�� 	:���
��.���@, ����0 �/����97 /�	 ��/�.	 � �����0� 	��/��� �-
���	 � �	/�� O,
�	'�� � 	��/���	0 :	.	5���� 0������.9�-� ����	�-

−−→
OA �

−→
OB �	�:���@� �

����	��0�
−−→
OA ∼ rA = l i;

−→
OB ∼ rB = lk. G(,*36H

& �����.9�	0 :	.	5����

−−→
OA ∼ RA;

−→
OB ∼ RB. G(,*38H

4. ����	�� RB � �		��������� � 	��	��-0 ���������0 ����0�����

RB = P1 · rB = P2 · rB. G(,*3+H

��������	 G(,*3+H �:�����.��	 � ��.� �	'	7 /�	 0������.9�-� ����	�
−→
OB

	��	���0���	 :�����.�5�� ��� �1	��	0� ��.�7 ��� � �����	����, � �/��	0
G(,*3*H � G(,*36H ��������	 G(,*3+H 0	5�	 :���:����9 � ����

Q(ϕ j) · k = P2 · k ⇒ j ·P2 · k = 0. G(,*3;H

�	.�/�.� :���	� 	'����/����7 �	�	�	0� �	.5�� ��	�.���	��9 ����	�
:	�	�	�� P2, ���.	'�/�-� ����0	����� :��0�����.9�	 � 0������.9�	0�
����	��

−−→
OA ��@�

RA = P3 · rA = P2 · rA ⇒ Q(ψn) · i = P2 · i. G(,*3=H

�0�	5� ���.��	 ��������	 G(,*3=H �� n � �/��-��7 /�	 n · i = 07
:	.�/��0 ��	�	� 	'����/���� �� ����	� P2E

n ·P2 · i = 0. G(,*3>H

����0 	
���	07 ����	� :	�	�	�� P2 ��	�.���	��� ���0 	'����/���0E
G(,*3;H � G(,*3>H7 �	�	�-� �	.5�- �-:	.��9� :�� ���1 �	�0	5�-1 :	�	�	�
��1 �����	���-, &���� ����	� :	�	�	�� ������� 	� ���1 :���0���	�, �� D��
��� :���0����7 ����� 
- 	�� �� 
-.�7 ��.	5��- ��� 	'����/���, �.��	���
��.9�	7 �	.9�	 	��� �� �:	0���-1 :���0���	� 	������ ��������0-07 � ���
���'�1 0	'�� 
-�9 �-��5��- /���� ��'	, "'����/���� G(,*3;H :	���-����7
/�	 ����	� P2 �.��� ���1:���0����/����0, ����0 �����9 D�	� ���1:����
0����/����� ����	� � �.���@A�0 ����E

P2 = Q(αj) ·Q(βk). G(,*33H
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#�'�	 �
����9�7 /�	 :�� .@
-1 ���/���1 :���0���	� α � β 	'����/����
G(,*3;H �	5��������	 �-:	.���	, �	���
��07 /�	
- ����	� G(,*33H ��	�.���	�
�. ��.	��@ G(,*3>HE

n ·Q(αj) ·Q(βk) · i = 0. G(,())H

&�:	0���7 /�	

Q(βk) = (1 − cosβ)k⊗ k+ cosβE+ sinβk× E,

:	.�/��0
Q(βk) · i = cosβ i+ sinβk× i = cosβ i+ sinβ j.

�	�����. D�	 �		��	F���� � G(,())H � :�	�	� ���.	'�/�-� �-/��.���7
:	.�/��0 ��������	E

n ·Q(αj) · (cosβ i+ sinβ j) = cosβ sinα sinθ+ sinβ cosθ = 0,

�.�7 � ���'	� 2	�0�7
tgβ = − tg θ sinα. G(,()*H

 ���7 ����	� P2 �0��� ��� G(,*33H7 '�� :���0���- α � β �����- �		��	�
F����0 G(,()*H,

��:��9 0- �	.5�- ������9� � ��������� G(,*3+H � :���	0� �� ��������
G(,*3=H, 4�22�������� G(,*3+H :	 ���0��� � ���.@/� :�	���	��-� 	� ����
�	�	� :	�	�	�� :	�������	0 �		��������@A�1 ��������� �����	��7 :	.�/��0

ϕ̇ j×RB =ω2 ×RB.

�0�	5� D�	 ��������	 ����	��	 �� RB7 :	.�/��0

ω2 = ϕ̇ j+RB(ω2 ·RB)/l2, G(,()(H

'��
l2 = RB ·RB; RB · j = 0.

4�22�������� G(,*3=H :	 ���0���7 :	.�/��0 ���.	'�/�	� ��������	 �.
����	�� RAE

ψ̇n =ω2 −RA(ω2 ·RA)/l2. G(,()6H

��������	 G(,()(H :	��	.�� �-/��.��9 �'.	��@ ��	�	��9ω27 � ��������	
G(,()6H :	��	.�� ����� �'.	��@ ��	�	��9 �-1	��	'	 ��.�E

ψ̇ =ω2 · n. G(,()8H
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�'.	�� ��	�	��9ω27 	���/�@A� :	�	�	�� G(,*33H7 �-/��.��� :	 2	��
0�.�

ω2 = α̇ j+ β̇Q(αj) · k. G(,()+H

�������� G(,()(H � G(,()+H7 :	.�/��0

α̇ j+ β̇Q(αj) · k = ϕ̇ j+RB(ω2 ·RB)/l2.

��	����� D�	 ��������	 �� ����	� j7 :	.�/��0

α̇ = ϕ̇ ⇒ α(t) = ϕ(t). G(,();H

<���9 � ��.�� 0- :����0��0 ��/�.9�-� ��.	�� � ����

α(0) = β(0) = ϕ(0) = ψ(0) = 0. G(,()=H

 ���7 �'	. :	�	�	�� α(t) 	����.� ����-0 �'.� :	�	�	�� ϕ(t) �1	��	'	
��.�, %�	
- ����� β̇7 �	����	/�	 :�	��22�������	���9 G(,()*H :	 ���0���,
�	'�� :	.�/�0

β̇(1 + tg2 β) = −ϕ̇ tg θ cosϕ. G(,()>H

<���9 �/���	 ��������	 G(,();H,  ��.@/� �� G(,()>H �'	. β � :	0	A9@
G(,()*H7 :	.�/��0

β̇ = −
tg θ cosϕ

1 + tg2 θ sin2 ϕ
ϕ̇ = −

cosθ sin θ cosϕ

1 − sin2 θ cos2 ϕ
ϕ̇. G(,()3H

�'.	�� ��	�	��9 �����	���- :	.�	��9@ 	:����.���E

ω2 = ϕ̇

[
j−

cosθ sin θ cosϕ

1 − sin2 θ cos2 ϕ
(sinϕ i+ cosϕk)

]
. G(,(*)H

����0 	
���	07 �'.	�� ��	�	��9 �����	���- 	:����.��� 	��	����.9�
�	 �.	5�-0 �-��5����0, "���.	�9 �-/��.��9 �'.	��@ ��	�	��9 �-1	��	'	
��.�7 �	�	�� 	:����.��� 2	�0�.	� G(,()8H,  � :	�.����� :	.�/��0

ψ̇ =
cosθ

1− sin2 θ cos2 ϕ
ϕ̇. G(,(**H

"��@�� �.�����7 /�	 �'.	�� ��	�	��9 �-1	��	'	 ��.� :���0���� �	 ���0��
�� :�� θ �= 07 ��5� ��.� �'.	�� ��	�	��9 �1	��	'	 ��.� :	��	���, "
����0
���0���� �� �.	5�-� 1������� ������0	��� �'.	�	� ��	�	��� �-1	��	'	 ��.�
	� �'.	� θ � ϕ, ����97 ��:��0��7 ��	�	��9 �1	��	'	 ��.� :	��	���E ϕ̇ = ω1,



��* ����� �� 1�����	��� � ��
��, �������$

�	'�� ϕ = ω1t, ����0	���0 ��:��9 0	0���- ���0���7 �����7 /�	 ω1t = πk,
& D�� 0	0���- ���0��� �	'.���	 G(,(**H

ψ̇ =
ϕ̇

cosθ
. G(,(*(H

��� θ = π/2 �'.	�� ��	�	��9 �-1	��	'	 ��.� ����	���� 
���	��/�	

	.9F	�,  � 	
A�1 �		
��5���� D�	� ����.9��� ��5��� �	0����.9�-0, �	�
0���� ���.�/���@�� �A� 
	.9F� :�� ����0	������ 2	�0�.- G(,(**H, �	�
.�'� � ��� θ = π/27 :	.�/��07 /�	 ψ̇ = 0, <���9 0- �����/��0� � .@
	:-��
�-0� 	�	
���	��0�, � /���	 0���0���/���	� �	/�� ����� D�	 1	� � �� �	�
���0 ����������7 �	 1	�	F	 �������� �������7 �	'�� :����. 2������ ���1
:���0���-1 ������� 	� ��:���.���7 :	 �	�	�	0� �-/��.��� D�	� :����.,
 �-0� �.	��0�7 � 0���0���/���	� �	/�� ����� ��/�'	 	�	
���	 �������.9�
�	'	 � :	.�/���	0 ����.9���� ���, "����	 :	�	
�-� 2	���- � 2���/���	�
�	/�� ����� �-�-��@� :�	���� � ��F�� ��������, "
-/�	 	�� ����-���
@� �� �� �:	.�� ��	�.���	����.9��@ :	����	��� ����/�, &	 ���	0 �.�/��
� ����	� ����/� D�	 �0���	 ���, & ��0	0 ��.�7 0- �	:����.�7 /�	 �1	��	�
��. 0	5�� ���A��9� � ������	� �'.	�	� ��	�	��9@ ��������0	 	� �'.	�	�
��	�	��� �-1	��	'	 ��.�, ?�	 �	:�A���� :	�����0�����7 /�	 �1	��	� ��. ����
A���� ���'���.�0 ��	'����/���	� 0	A�	���57 ���	�-1 � ���������.9�	���
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���7 ����0	���0 �������@7 �	'�� �'	. θ 
.��	� � π/2E θ = π/2 − ε7 '��
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:���:��-���0 � �.���@A�� 2	�0�E

ψ̇ =
2εϕ̇

2 sin2 ϕ+ ε2 cos2 ϕ
=

2εω1

2 sin2 ω1t + ε2 cos2 ω1t
. G(,(*6H

%�����.@ ���	0������� :	���	��9 '��2�� 2������ ψ̇/ω1 �� �������.�
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	 � ��� � �	.9�	 � ��� ��	��� ����� :	���7 ��� �	��������
G��.-7 0	0���- � �,�,H � 2	�0�.���@�� 2����0����.9�-� ���	�-,

 ������.9�-� �����0- 	��/��� 
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��0������ � �		��������@A�� ����.9���-7 �0�@A�� �0-�. � 	��	��	� ������
0� 	��/���,

����0	���0 �		
��5��0�@ ����/� 	 :	.��� 0�1� G0������.9�	� �	/��H �
��.	�� ��0	.���7 �	���F�@A�'	 :	.��, #�
	���	���@ �����0� 	��/��� �����
������	 �����9 � ��0	.��	07 �	�	�-�7 � ��	@ 	/����97 
���0 ����0�������9
��� �
�	.@��	 �����	� ��.	, &-
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�	���� 	��	����.9�	 ��0	.���, &-
���0 ��	��� 0������.9�-1 ����	�	�

−−→
QA7

−→
QB7

−−→
QC7 ����17 /�	 :�� t = 0 G��:��0��7 :�� :	����� � ��0	.�� � �D�	:	���H

	�� �	�:�.� 
- � ����	��0�

dm : dm · dn = δmn, G(,(*8H

������-0� � 	��	��	� �����0� 	��/���, ��� D�	0
−−→
QA ∼ d1;

−→
QB ∼ d2;

−−→
QC ∼ d3. G(,(*+H
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&����0 0������.9�-� �		������- x1, x2, x37 5����	 ������-� � ��0	�
.��	0, �	'�� :	.	5���� �	/�� ��0	.��� � �		�������0� xm 	:����.���
�����������	�	0

r = x1 d1 + x
2 d2 + x

3 d3 ≡ xm dm. G(,(*;H

�	�� ��0	.�� ��	�� �� 0����7 .�
	���	��� �����0� 	��/��� �	�:�����
� 	��	��	� �����0	� 	��/���7 ������	� � <�0.��, 4	:����07 /�	 :	 ��.	��
.����� 0�1�, �����5��7 ���A�� � ��.	��7 
���� 	�0�/��9 �� ���5���� ����
�	�	0

rf(t) = x
m
f (t)dm, G(,(*=H

'�� xmf (t) O �		������- 0�1� � 0	0��� ���0��� t,
& ��.9���F�0 ������ f 
���0 	:�����9 � �0���	 G(,(*=H :����9

r(t) = xm(t)dm. G(,(*>H

�����0�7 /�	 /�����.9 �� �:����� ����	�- G(,(*;H � G(,(*>H, "����	 ���
/���@A�0 .�/F� �������� ��:	.9�	���9 
	.�� '�	0	���	�7 �	 
	.�� �	/�	�
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�� ��0�����7 :	��	.9�� � 0������.9�-� ����	�-

−−→
QA7

−→
QB7

−−→
QC G� �.��	���

��.9�	7 � ����	�- dmH7 � 0������.9�-� �		������- xm �. ��'	 	�������
� ����0���-0�, 4��5���� 0�1� :����5�� 
���� :	�:��5��0� 2�����	���9
G��0���9H � :	0	A9@ ����	�� G(,(*=H �.�7 /�	 �	 5� ��0	�7 G(,(*>H, "����	
�. ��
.@����.7 ��:	���5�	'	 	��	����.9�	 	��	��	� �����0- 	��/���7 ���
����� ������.9�	 ��0�����, #�
	���	��� �����0� 	��/��� �. D�	'	 ���

.@����.7 � 	�.�/�� 	� :����5��� ��0	.���7 �5� ���5���, & /����	���7
���5��� �	/�� Q � 0������.9�-� ����	�-

−−→
QA7

−→
QB7

−−→
QC , & �	 5� ���0

0������.9�-� �		������- xm 	���@�� ����0���-0� ��� �. :����5���7 ���
� �. ��:	���5�	'	 ��
.@����.,

����9 0������.9�-� ����	�-
−−→
QA7

−→
QB7

−−→
QC � 0	0��� ���0��� t � 	��	��	�

GP��:	���5�	�QH �����0� 	��/��� ����0�@� :	.	5��� ����	�	�

−−→
QA ∼ D1(t);

−→
QB ∼ D2(t);

−−→
QC ∼ D3(t). G(,(*3H

�	D�	0� � �	/�� ����� ��:	���5�	'	 ��
.@����. :	.	5���� 0�1� �
	��	��	� �����0� 	��/��� ������� ����	�	0

R(t) = RQ(t) + x
m(t)Dm(t). G(,(()H
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&����0 � ����0	������ ����	� :	�	�	��6

P(t) = Dm(t)⊗ dm, G(,((*H

'�� :	 ������� m :	�����0������ ��00��	����� 	� * �	 6,
 � G(,((*H �.�����7 /�	

Dm(t) = P(t) · dm. G(,(((H

�	�����. G(,(((H � G(,(()H7 :	.�/��0

R(t) = RQ(t) + x
m(t)P(t) · dm = RQ(t) +P(t) · xm(t)dm.

&�:	0��� G(,(*>H7 	�	�/���.9�	 :	.�/��0

R(t) = RQ +P(t) · r(t). G(,((6H

�������� �-��5���� G(,((6H � 	��	��-0 ���������0 ����0����� �
�	�
.@��	 �����	'	 ��.�7 ����0 �1 
	.9F	� �1	����	7 /�	7 �:�	/�07 �.��	��.	
	5����9, �	.9 �
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�����0� 	��/���, �	.9 :	.@�� �-:	.��� ��/�.	 Q � .�
	���	��	� �����0�
	��/���, ����������	� ���.�/�� �	��	�� � �	07 /�	 ����	� r = rA − rQ7 �	�
�	�-� � 	��	��	0 ��������� ����0����� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� 	:����..
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���� ����� �A� .�/F�7 ��.� ��������� G(,((6H :���:����9 � ����

RA(t) = RQ +P(t) · (rA(t) − rQ), G(,((8H

'�� 0���� A �		���������� 0�1�,
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Q = Dm ⊗ dm; Dm = Q · dm,
1#�

Dm ·Dn = dm · dn = δnm; Dm ·Dn = dm · dn.
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����0� 
���0 	
	����
/��9 ��.�/��-7 ��
.@���0-� :����5��	0 � .�
	���	��	� �����0� 	��/���,
��	:���-0� 
����0� 
���0 	
	���/��9 ��.�/��-7 �	�:����0��0-� ��
.@�
����.�0 � 	��	��	� �����0� 	��/���,
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V(t) = VQ +ω(t)×P(t) · r(t) +P(t) · v,
'��

Ṗ =ω×P, v = ṙ. G(,((+H

 ��.@/� �� ��������� G(,((+H ����	� P · r � :	0	A9@ G(,((6H7 :	.�/��0
V(t) = VQ +ω× (R−RQ) +P · v. G(,((;H

& �/�
����1 :	 ��	����/���	� 0�1����� 2	�0�.� G(,((;H 	
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V(t) = Ve +Vr, G(,((=H

'��
Ve = VQ +ω× (R−RQ), Vr = P · v. G(,((>H

&���	� Ve ���-����� �������� ��	�	��9@7 	� 1������������ ��	�	��9
�	� �	/�� .�
	���	��	� �����0- 	��/���7 � �	�	�	� � ����-� 0	0��� ���0���
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W = WQ + ω̇× (R−RQ) +ω× (V −VQ) +ω×P · v +P · v̇.
 ��.@/� 	��@�� ����	� V− VQ � :	0	A9@ ��������� G(,((;H � :�	�	�

:���'��::��	��� �.�'��0-17 :	.�/��0

W = WQ +W · (R −RQ) + 2ω×P · v +P ·w, G(,((3H

'��
W = ω̇×E+ω×E×ω, w = v̇. G(,(6)H
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W = We +Wc +Wr, G(,(6*H
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We = WQ +W · (R −RQ); Wc = 2ω×P · v; Wr = P ·w. G(,(6(H
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	���	���@ �����0� 	��/��� G#�"H 5����	 ��5�0 � ��.	�	0 ��0	.���,
&-
���0 �	/�� Q7 2�����	�����@ 	��	����.9�	 ��0	.��� � ��	��� 0������
�.9�-1 ����	�	�

−−→
QA7

−→
QB7

−−→
QC, �	�	�-� � 	��/���	0 :	.	5���� �		���������

@� ����	��0

−−→
QA ∼ d1;

−→
QB ∼ d2;

−−→
QC ∼ d3; dm · ds = δms. G(,(66H

&���	�- dm 	:����.��- � 	��	��	� �����0� 	��/���, ����0 	
���	07 .��

	���	��� �����0� 	��/��� :	�	5����� ��:��	0

{Q, d1, d2, d3}
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	���	��	� �����0-
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x = xmdm. G(,(68H

�	.	5���� D�	� 5� �	/�� .�
	���	��	� �����0- 	��/��� � 	��	��	� ���
���0� 	��/��� � 	��/���-� 0	0��� ���0��� 	:����.��� ����	�	0

r = rQ + x = rQ + xmdm. G(,(6+H
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	���	��	� �����0�
	��/���, �	D�	0�

XA(t) = XS(t) +P(t) · (xA − xS), G(,(6;H

'�� �	/�� S ���9 :�	���	.9�	 �-
����0� �	/�� F.:- G:	.@�HR �	/�� A ���9
����0�������0� �	/�� F.:-R xA � xS ���9 ����	�- :	.	5��� �	/�� A � S
� 	��/���	0 :	.	5���� � .�
	���	��	� �����0� 	��/���R ����	�- XA � XS
���9 ����	�- :	.	5��� �	/�� A � S � �����.9�	0 :	.	5���� � .�
	���	��	�
�����0� 	��/���R P(t) ���9 ����	� :	�	�	�� F.:- � .�
	���	��	� �����0�
	��/���,

&-��5���� G(,(6;H 	:����.�� ���5���� �	/�� A F.:-7 ��
.@����
0	� :����5��	0 ��0	.���, & 	��	��	� �����0� 	��/��� ������� �-'.���
����	.9�	 ���/�, �	.	5���� �	/�� A � 	��	��	� �����0� 	��/��� 	:����.�
��� �������0 ����	��

RA(t) = RQ(t) +Q(t) ·XA(t), G(,(6=H

'�� Q(t) ���9 ����	� :	�	�	�� .�
	���	��	� �����0- 	��/��� � 	��	��	� ���
���0� 	��/���,

���.	'�/�	� ��������	 0	5�	 ��:����9 �. ����	�� :	.	5��� :	.@�� SE

RS(t) = RQ(t) +Q(t) ·XS(t). G(,(6>H

 � G(,(6=H � G(,(6>H �.����� ��������	

RA(t) = RS(t) +Q(t) · [XA(t) −XS(t)] , G(,(63H

�	�	�	�7 �:�	/�07 0	5�	 
-.	 ��:����9 ����� �� 	��	�� 	/�����	'	 ���������

|RA(t) −RS(t)| = |XA(t) −XS(t)|.

�	�����. G(,(6;H � G(,(63H7 :	.�/��0

RA(t) = RS(t) +Q(t) ·P(t) · (xA − xS). G(,(8)H
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 �:	.9�� G(,(6+H � G(,(6>H7 	�	�/���.9�	 :	.�/��0

RA(t) = RQ(t) +Q(t) ·XS(t) +Q(t) ·P(t) · (rA − rS). G(,(8*H

<���9 ��.�/��- XS(t)7 rA− rS � P(t) 2������@�� G��0��@��H :�����
5��	0 ��0	.���, &�.�/��- RQ � Q(t) 2������@�� �	.9�	 ��
.@����.�07
��:	���5�-0 � 	��	��	� �����0� 	��/���, �	 �-��5���@ G(,(8*H �������	
����� ��	�	��� � ���	���� �	/�� A 	��	����.9�	 	��	��	� �����0- 	��/���,
& G(,(8*H :	.�-� :	�	�	� F.:- �-��5���� ��� �	0:	���� ���1 :	�	�	�	�E
:	�	�	�� F.:- 	��	����.9�	 .�
	���	��	� �����0- 	��/��� � �	:	.����.9�
�	'	 :	�	�	�� �0���� � .�
	���	��	� �����0	� 	��/���,
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��� ��F���� ���	�	�-1 :���.���-1 ����/ ��	
1	��0	 ��:	.9�	���9 :	�
���� :	�	�	�� 	��	'	 ���A�@A�'	� ��.� 	��	����.9�	 ���'	'	 ���A�@A��
'	� ��.�, ���0	�� �� ��5�A�@� :�	��	�� D�	'	 �	:�	��7 ����9 ��	
1	��0	
�	
.@���9 ��������	��9 � 2	�0�.��	���1, ��/��0 � :�	��	'	 �	:�	��E /�0�
����� ��	�	��9 	
����	'	 :	�	�	��`  �	'�� �����/���� �.���@A�� ������
5�����E P����9ω(t) ���9 �'.	�� ��	�	��9 ��.�, �	'�� 	/�����	7 /�	 �'.	��
��	�	��9 	
����	'	 :	�	�	�� ����� −ω(t) Q, 4�.�� �-����-��@�� ���.�/�-�
�		
��5��� � :	����5�� D�	'	 �����5����, ��	
1	��0	 :	�/������97 /�	 �
:	�	
�-1 �	:�	��1 ����	'	 �	�� �����5���� � ��'�0���- ���0����-, � ���
���9 	:����.���� �'.	�	� ��	�	���,  	���� �� :	����.���-� �	:�	� �	.5��

-�9 :	.�/�� �� D�	'	 	:����.��� � ����� ���/�,

 ���7 :���9 P(t) ���9 ����	� :	�	�	��, �	'�� ����	� PT(t) ���9 ����	�
	
����	'	 :	�	�	��, �'.	�� ��	�	��9 	
����	'	 :	�	�	�� �	.5�� 	:�����
.�9� � �		��������� � ���������0 �����	��E

ṖT =ω∗ ×PT , G(,(8(H

'�� ω∗ ���9 ���	0� �'.	�� ��	�	��9 	
����	'	 :	�	�	��,
�����:	���� 	
� /���� �������� G(,(8(H7 :	.�/��0

Ṗ = P× (−ω∗) ⇒ ω∗ = −Ω, G(,(86H

'�� Ω ���9 :���� �'.	�� ��	�	��9 ��1	��	'	 :	�	�	��7 �	�	�� 	:����.�
��� � �		��������� � ���������0 �����	��E Ṗ = P×Ω,

����0 	
���	07 �'.	�� ��	�	��9 	
����	'	 :	�	�	�� ����� :���	� �'.	�
�	� ��	�	��� ��1	��	'	 :	�	�	��7 ���	� � 	
����-0 ����	0, � �/��	0 �		��
�	F��� 0�5�� .��	� � :���	� �'.	�-0� ��	�	��0� ω = P ·Ω7 :	.�/��0

ω∗ = −PT ·ω. G(,(88H
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�����5����� 	 �	0 /�	7 ω∗ = −ω, �:�����.��	 �	'�� � �	.9�	 �	'��7
�	'�� ���A���� :�	��1	��� �	���' 2�����	����	� 	��,

"
����0� � �������@ 	��	����.9�-1 :	�	�	�	�, ����9 ���- ��� �
�
�	.@��	 �����-1 ��.�, &-��.�0 � 	��	0 �� ��1 0������.9�-� ����	�-
−−→
QA,

−→
QB,

−−→
QC ����0 	
���	07 /�	
- � 	��/���	0 :	.	5���� �-:	.�.��9 �	�

	��	F���
−−→
QA ∼ d1;

−→
QB ∼ d2;

−−→
QC ∼ d3; dk · dn = δkn. G(,(8+H

& �����.9�	0 :	.	5���� �0��0 ���.	'�/�-� �		��	F���E
−−→
QA ∼ D1(t);

−→
QB ∼ D2(t);

−−→
QC ∼ D3(t); Dk(t) ·Dn(t) = δkn. G(,(8;H

4. ��	�	'	 ��.� :�	�	��0 ���.	'�/�-� :	���	���7 �	 ��� ��	��0-� ���
.�/��- ���
5��0 �����	/��0�, ����	�- :	�	�	�� ����0�������0-1 ��. 	:���
��.�0 ���������0�

P(t) = Dk(t)⊗ dk; P∗(t) = D∗
k(t)⊗ d∗

k. G(,(8=H

& D��1 ���������17 ��� ���'��7 :	�����0������ ��00��	����� 	� * �	 6,
�����������	 ����� ���� . ��������� ���� / �� ������� ��

����  ��������� ��� �� �����

Q(t) = Dk(t)⊗D∗
k(t) ⇒ Dk(t) = Q(t) ·D∗

k(t). G(,(8>H

����	� �� D��1 �������� 0	5�	 :���:����9 � �.���@A�� 2	�0�E

Q(t) = (P(t) · dk)⊗ (P∗(t) · d∗
k) = P(t) ·Q0 ·PT∗(t), G(,(83H

'�� ����	� Q0 ���9 ����	� ��/�.9�	'	 :	�	�	��7 :����	�A�� 	��/���	� :	�
.	5���� ��.� ( � 	��/���	� :	.	5���� ��.� *E

Q0 = dk ⊗ d∗
k. G(,(+)H
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��/�.9�	'	 :	�	�	�� 
���� ����� �����/�	0� ����	��, �	5�	 ���5�7 ��.�
D�	 5�.���.9�	7 ���9 ���	��.�
	 ���'	� 	:����.���� 	��	����.9�	'	 :	�	�
�	��, &�5�	 �	.9�	7 /�	
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�����������	 <���������� 	���� ������� �� ������� 	�����
������ ���������� ����� -/�/;F0,
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ωQ(t) =ω(t) +P(t) ·Q0 · (−PT (t) ·ω∗(t)) =ω(t) −Q(t) ·ω∗(t). G(,(+*H
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r = xk dk = x
1d1 + x

2d2 + x
3d3, −∞ < xk <∞. G(,(+6H
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��
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��/��@ 0������8E

gmn = dm · dn = |dm| |dn| cosαmn, 0 ≤ αmn < π, G(,(+8H

'�� αmn O �'.- 0�5�� ����	��0� dm � dn,
4��'	��.9�-� �	0:	����- 0�����- gmn ����@� �.��- ����	�	� dmE

|d1| =
√
g11, |d2| =

√
g22, |d3| =

√
g33, α11 = α22 = α33 = 0.

������� gmn � ���/���.9�	� 0��� ������� :�	���	.9�	 � 	:����.��
0��F��
- � S������0�, & :����.9�	 :	���	���	� 2���/���	� ��	��� �������
2���/����� ���	�- �� �	.5�- �������9 	� �-
	�� D��1 0��F��
	�, &�	��
�����0� 	��/��� S∗ ��	���� �	���F���	 ���.	'�/�	, &�.�/��-7 	��	�A���
� S∗������0�7 
���0 :	0�/��9 �����	/�	�, ����0 	
���	07 S∗������0� 	:�����
.��� �������0 ��:���

{O∗, d∗
1, d∗

2, d∗
3} G(,(++H

� :���	�������-0 � ��0� 0�	5����	0 �	/��

r∗ = x
k
∗ d

∗
k = x

1
∗ d

∗
1 + x

2
∗ d

∗
2 + x

3
∗ d

∗
3, −∞ < xk∗ <∞ G(,(+;H

� 2����0����.9�	� 0�������

g∗mn = d∗
m · d∗

n = |d∗
m| |d

∗
n| cosα

∗
mn, 0 ≤ α∗

mn < π. G(,(+=H

����0 �/����97 /�	 	
� �����0- 	��/��� ���
5��- 	�����	�-0� /���0�,
 �-0� �.	��0�7 :��	
���	����� ���0��� :	�� ����0�������9 �� 
���0, ���
�5� 	�0�/�.	�97 0- �� � �	��	��� ��
.@���9 P������	�Q ���5���� �������
�-1 �����0 	��/���, "����	 ���5���� S∗������0- 	��	����.9�	 S������0-
0- ��
.@���9 0	5�0, &	�0	5�	7 �	��/�	7 � 	
����	�E 2������ ���5���
S������0- 	��	����.9�	 S∗������0-,

����0	���0 ���5�A�@� 0������.9��@ �	/�� A, �	'�� �� ���5���� �
����0�������0-1 �����0�1 	��/��� 	:����.��� �������0 ����	�	� :	.	5��
��

R(t) = xk(t)dk, R∗(t) = x
k
∗(t)d

∗
k. G(,(+>H

<���9 �		������- xk(t) � xk∗(t) �.@�� �		�������0� �	/�� A � �		��
�������@A�1 �����0�1 	��/���, <���/� ���.@/���� � �	07 /�	
- �-����97
��� �����- 0�5�� �	
	� ���5��� G(,(+>H �	/�� A, ��	A� ���'	 	:�����
.��9 ���5���� ��/�.� S∗������0-7 �, �, �	/�� O∗7 	��	����.9�	 S������0-7

8 K&( 0(&,�=( �("7%(�&�� 8��#(0��&(�;��/ 0(&,�=�/
 ����&�� 8��#(0��&(�;��/
0(&,�=7 %%�#��� % ,(��0�&,���� % ,("#��� �
* ��0
 8�,0��� ��
����
 @ C&�0 -� ,("#���
0�-�� �(/&� ����(��� ����%�7' �%�/�&% 8��#(0��&(�;��/ 0(&,�=7
 �����	�� �	
��
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:	��	.9�� �'	 0- 0	5�0 ��
.@���9 ��:	����������	, ����9 D�	 ���5����
	:����.��� �������0 ����	��

RO∗(t) ≡ a(t), G(,(+3H

:��/�0 	
� D�� ����	�� 	:����.��- � S������0�, ���0�07 /�	 � ���	���	 0	�
0��� ���0���7 :����0��0-� �� ��/�.9�-� t = 07 ����	�- d∗

k �	�:���@� �
����	��0� d̃k � S������0�E

t = 0 : d∗
k ∼ d̃k. G(,(;)H

& �����.9�-� 0	0��� ���0��� t :	.�/�0 ���.	'�/�	� �		��	F����E

t = t : d∗
k ∼ D̃k(t), G(,(;*H

'�� ����	�- D̃k(t) ���5� 	:����.��- � S������0�,
�	��	.9�� ��.	 	��/��� �.��� �
�	.@��	 �����-0 ��.	07 �	 ��A������

�� ���	� ����	� :	�	�	�� Q(t)7 /�	 �:�����.��	 ��������	

D̃k(t) = Q(t) · d̃k (Q ·QT = E, detQ = 1). G(,(;(H

��:��9 ���5���� �	/�� A 	��	����.9�	 S������0- 0	5�	 ��:����9 � �.��
��@A�0 ����E

R(t) = a(t) + xk∗(t) D̃k(t). G(,(;6H

� �/��	0 G(,(;(H ��������	 G(,(;6H 0	5�	 :���:����9 � ����

R(t) = a(t) +Q(t) · (xk∗(t) d̃k), G(,(;8H

'�� ����	� a(t) � ����	� :	�	�	�� Q(t) 	:����.@� ���5���� S∗������0-
	��	����.9�	 S������0-,

&���	� xk∗(t) d̃k7 �1	�A�� � G(,(;8H7 	:��-���� � S������0� ���5���� 0��
�����.9�	� �	/�� � �	/�	 ���	0 ����7 ��� 	�	 :�	��1	��� � S∗������0�, &�	�
� ����0	������ ����	�

R̃(t) = xk∗(t) d̃k, G(,(;+H

��������	 G(,(;8H :���:��-���0 � ����

R(t) = a(t) +Q(t) · R̃(t). G(,(;;H

��.� 0- ����0�������0 ���5���� ���1 0������.9�-1 �	/�� A � B7 �	
�. ��5�	� �� ��1 :	.�/�0 ���������7 ���.	'�/�-� G(,(;;HE

RA(t) = a(t) +Q(t) · R̃A(t), RB(t) = a(t) +Q(t) · R̃B(t). G(,(;=H
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 � D��1 �������� �.�����7 /�	

RA(t) −RB(t) = Q(t) · (R̃A − R̃B). G(,(;>H

�		��	F��� G(,(;;H � G(,(;>H7 �������.��� ��0��- �����0- 	��/���7 �'�
��@� ��5��@ �	.9 � 0�1�����, "�� ���.��-��@� ��A�������-� 	'����/���
�� ��� ��:	.9���0-1 � ��	��� 2���/����1 1������������, ��� D�	 :�	�.�
��� �	������	7 
���� :	�����	 ��.��,

���/�� ��	
1	��0	 	
�����9 	��� 	�	
���	��9 ��0��- �����0- 	��/���,
& 0�1����� ��A��������@ �	.9 �'��@� ��� ���-���0-� :�����: 0������.9�
�	� 	
C������	��� G�.� :�����: ��������0	��� 0������.9�-1 1���������
���� 	� �-
	�� �����0- 	��/���H � :�����: ����������	��� 0������.9�-1
1������������ :�� ��.	5���� 5�����1 ���5����, ��5��� ��-07 /�	 ���
0��� �����0- 	��/��� � ��.	5���� 5�����1 ���5���� G���5���� �����0-
��� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�H �	.5�- :���	���9 � �	���F���	 ������/�-0
����.9����0,  0���	 D�	 � �.����� �� �������� 2	�0�. G(,((6H � G(,(;;H7
:	��	.9�� :	 ��A����� 0�5�� ��0� ��� �����	'	 ���.�/�, ��0 �� 0���� �
.��������� S*8T 0�5�� ���0 �������-0� :�����:�0� �0���� ��A�������	�
���.�/��, � �0���	7 � �	 ���0 ��� � ��������� G(,((6H 2�'������� ����	�
:	�	�	��7 � ��������� G(,(;;H �0���	 ����	�� :	�	�	�� Q(t) 2�'������� :�	�
��	 	��	'	��.9�-� ����	�7 	:����.���.9 �	�	�	'	 0	5�� �����9� ��� +17
��� � −1, "
C��.	�9 D�	 ��07 /�	 ����0�������0-� �����0- 	��/��� 0	'��
�0��9 ����-� 	���������, "����	 ����� 
-.	 ����.9�	 :	�����	7 /�	 :�� ���
0��� �����0- 	��/��� �� 	�������� �		
A� �� �/������� � ����0	������7 � �
�-��5���� G(,(;;H �1	��� �0���	 ����	� :	�	�	��, <�0����9 ����	� :	�	�	��
	��	'	��.9�-0 ����	�	0 	
A�'	 ���� ����'	��/���� ��.9�, �	D�	0� ������
��	���@ 2	�0�.��	��� ��0��- �����0- 	��/��� S*87 �, 8;T �.����� :������9
	F�
	/�	�,

&-��5���� G(,(;;H :	���-����7 ��� :��	
����@�� �����.��	��-� ����
5��� :�� ��0��� �����0- 	��/���, ��:��9 0- �	.5�- �����	���97 ��� 0��
�@�� �:��	��-� ���5��� :�� ��0��� �����0- 	��/���, ����9 ���	 ���5��
A��� �
�	.@��	 �����	� ��.	, ����0 ����0�������9 ���5���� D�	'	 ��.� �
���1 �����0�1 	��/���, & 	
��1 �����0�1 	��/��� �:�����.��� 	��	��� ��	�
��0� ����0����� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�, �	D�	0�

R∗
A(t) = R∗

Q(t) +P∗(t) · (r∗A − r∗Q) G(,(;3H

� S∗������0� �
RA(t) = RQ(t) +P(t) · (rA − rQ) G(,(=)H
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� S������0�, & �-��5���1 G(,(;3H7 G(,(=)H :	.@� � ��.� 	
	���/�� 
���	� Q,
��.	��0�7 /�	 	��/���-� :	.	5��� ��.� � 	
��1 �����0�1 �	'.��	���- 0�5�
�� �	
	� ���7 /�	 :�� t = 0

rA − rQ = r̃A − r̃Q ∼ r∗A − r∗Q. G(,(=*H

�	���	7 /�	 � ���'�� 0	0���- ���0��� 	��	F���� G(,(=*H �5� ���:������
.��	, & /����	���7 ��
�'� ��0�	'	 �:����7 � 0	0��� ���0��� t > 0 :	.�/�0

Q(t) · (r̃A − r̃Q) ∼ r∗A − r∗Q, G(,(=(H

'�� Q(t) O ����	� :	�	�	�� S∗������0- 	��	����.9�	 S������0-,
 �-0� �.	��0�7 :�� t > 0 ����	� r̃A − r̃Q �5� �� �.��� P	�:�/���	0Q

� S������0� ����	�� r∗A − r∗Q7 ������	'	 � S∗������0�,
&		
����0 ��:��97 /�	 S∗������0� ��:	���5�� 	��	����.9�	 S������0-,

�	'�� P	�:�/��	�Q �-��5��� G(,(;3H � S������0�7 	/�����	7 �0��� ���9

R̃A(t) = R̃Q(t) + P̃(t) · (r̃A − r̃Q), G(,(=6H

'�� ��� ��.�/��- � ��.9��0� 	:����.��- �5� � S������0�,
d��	7 /�	7 ��:��0��7 ����	� R̃A(t) :	���-���� :	.	5���� �	/�� A ��

	��	����.9�	 ��/�.� � S������0�7 � 	��	����.9�	 :	.	5��� �	/�� O∗ � S�
�����0�, ����	� P̃(t) :	���-���� :	�	�	� ��.� �	/�	 ����07 ����0 �'	 �����
��
.@����.97 ��:	���5�-� 	��	����.9�	 S∗������0-, �	��	.9�� S∗������0�
�� ��0	0 ��.� ���5��� 	��	����.9�	 S������0-7 �	 �� ���5���� ���.��-���
��� �� ���5���� G(,(=6H, ����0 	
���	07

RA(t) = RO∗(t) +Q(t) · R̃A(t), G(,(=8H

'�� RO∗(t) ������ ���5���� ��/�.� S∗������0- 	��	����.9�	 S������0-7 �
����	� :	�	�	�� Q(t) ������ :	�	�	� S∗������0- 	��	����.9�	 S������0-,

�	�����. G(,(=6H � G(,(=8H � �/��-�� G(,(=*H7 :	.�/��0

RA(t) = RO∗(t) +Q(t) · R̃Q(t) +Q(t) · P̃(t) · (r̃A − r̃Q). G(,(=+H

�������� �-��5���� G(,(=+H � G(,(=)H7 ����07 /�	

RQ(t) = RO∗(t) +Q(t) · R̃Q(t), P(t) = Q(t) · P̃(t). G(,(=;H

���	
���	����0� G(,(=+HMG(,(=;H 	:����.��� ��0��� �����0- 	��/���,
&�.�/��- � ��.9��0� � D��1 �-��5���1 :	���-��@� � S������0� �	/�-�
�.�:	� �	'	7 /�	 ����� ��
.@����.97 ��:	���5�-� 	��	����.9�	 S∗������0-,

9 ��,�'�# �& ��
�*6� 2 ��
�	�� �("7%(�&�� ���,(=��/ ��,����(
 �����	�� �	
��



���*� &����� ���	�� 	���	� �	�

5�+� ������� � ����� ��  ����� ������� ������ ����#����
���� �� ������� � ���� �������������� ������ ������� � ��������
� ���� ��!����� 	��	� ����#�� ������� �9����� ����+���	�� ������
���� ����������� -/�/G.0�

 ���7 ����� 
-.� :	.�/��- �-��5��� G(,(;;H � G(,(=;H7 ���-��@A��
���5��� � ����-1 �����0�1 	��/���, �	 ��0 :�	��-0 ��22�������	�����0
0	5�	 �����	���9 2	�0�.-7 ���-��@A�� ��	�	��� � ���	���� 	��	'	 � �	�
'	 5� 	
C���� � ����-1 �����0�1 	��/���, 4�22�������� G(,(;;H :	 ���0���7
:	.�/��0

V(t) = VO(t) +ωO(t)× (R(t) − a(t)) +Q(t) · Ṽ(t), G(,(==H

'�� VO(t) � ωO(t) O �����.��	��� � �'.	�� ��	�	��9 S∗������0- 	��	���
��.9�	 S������0-R V(t) O ��	�	��9 0������.9�	� �	/�� � S∗������0�7 :����
������� � S������0�,

4�22�������� G(,(==H :	 ���0���7 ��1	��0 ����	� ���	����

W = WO +WO · (R − a) + 2ωO ×Q · ṽ +Q · W̃, G(,(=>H

'��

W = ω̇O × E+ωO × E×ωO.

&�� D�� �-��5��� �5� 1	�	F	 �������- � �� ���
�@� �	:	.����.9�-1
�	00��������, ���.	'�/�-� ����0	����� 0	5�	 :�	����� � �. ���5����
�����	'	 ��.� G(,(;3H � G(,(=)H, 4. :	�.����'	 ��	
1	��0	 �0��9 � ���� 2	��
0�.- G(,(=;H, 4�22�������� G(,(;3H :	 ���0���7 :	.�/��0 ��������� ?�.��
�� �. S∗������0-, ?�	 ��������� 0	5�	 ��:����9 � ���1 :	/�� D�����.����
�-1 2	�0�1, "��� �� ��1 :�������.��� � :	0	A9@ ����	�� �:���E

V∗
A(t) = V∗

Q(t) + S∗(t) · (R∗
A −R∗

Q), S∗ = Ṗ∗ ·PT∗ . G(,(=3H

4��'� :�������.��� � :	0	A9@ ����	�� �'.	�	� ��	�	���E

V∗
A(t) = V∗

Q(t) +ω∗(t)× (R∗
A(t) −R∗

Q(t)). G(,(>)H

��A�������	� ���.�/�� 0�5�� G(,(=3H � G(,(>)H ���.@/���� � �	07 /�	
:�� :	.�/���� G(,(=3H 	�������� S∗������0- �� �0��� ���/���7 � :�� :��
��1	�� 	� ����	�� �:��� � ����	�� �'.	�	� ��	�	���7 �, �, :�� :���1	�� �
�-��5���@ G(,(>)H7 	�������� S∗������0- :	 ��	
1	��0	��� :����0����
�	 ���0����, ���/�.� 0- �	�:	.9���0� �-��5����0 G(,(=3H7 �� ���
�@A�0
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:	��� 	��������� �����0- 	��/���, ��� :����	�� G(,(=3H � S������0� ��	
�
1	��0	 0-�.���	 �/����97 /�	 	
� �����0- 	��/��� ��:	���5�- ���' 	��	�
����.9�	 ���'�, �	'�� � S������0� :	.�/�0

ṼA(t) = ṼQ(t) + S̃(t) · (R̃A(t) − R̃Q(t)), S̃ = ˙̃P · P̃T . G(,(>*H

'�� P̃(t) �0��� �	� 5� �0-�.7 /�	 � � :�������.���� G(,(=6H,
&-��5���� G(,(>*H ��	
��5��� � S������0� �	/�	 ����@ 5� �������@7

����@ ����� ��
.@����.97 ��:	���5�-� � S∗������0�,
"
����0� � ����0	�����@ ���5��� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� � S������0�,

4�22�������� G(,(=)H :	 ���0���7 :	.�/��0

VA(t) = VQ(t) + S(t) · (RA(t) −RQ(t)), S = Ṗ ·PT . G(,(>(H

�/��0 ��:��9 �		��	F��� G(,(=;H, �	'�� :	.�/�0

VQ = VO + SO · (RQ −RO∗) +Q · ṼQ, SQ = Q̇ ·QT . G(,(>6H

4�22�������� ��	�	� �� �		��	F���� G(,(=;H � :���1	� � ����	��0
�:���7 :	.�/��0
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Q · (ω̃× E) ·QT = (Q · ω̃)×E,
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ω(t) =ωO(t) +Q(t) · ω̃(t). G(,(>;H



���-� �
��!� ��	�
�����$ %9��	����	� �	�

��� :����	0 �:	�	
� ��.	5��� 	�������� �����0- 	��/��� ��0 :	���
�	
�.��9 �	.9�	 � S������0�7 :��/�0 	�������� S∗������0- �� �0��� ���/��
��, ��.� 
- 0- :����	��.� ��������	 G(,(>)H �� S∗������0- � S������0�7 �	
��0 :��F.	�9 
- �/��-���9 	��������@ 	
��1 �����0, & ����.9����7 �	��/�	7
��	�9 :	.�/�.� 
- G(,(>;H,

<�0���07 /�	 �	 ��1 :	� 0- �� 	'����/���.� �.���� �	:����0-1 �����0
	��/���, 4. �������.9�-1 �����0 	��/��� 
���� �:�����.��- 	'����/���E

VO(t) = const, Q(t) = const ⇒ ωO = 0. G(,(>=H

��� D�	07 ��:��0��7 �-��5���� G(,(==H :����0��� ���
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�������� D�	 �-��5���� � G(,(3)H7 ����07 /�	 ����	� VA(t) ��	
C�����
���, "��@�� �.�����7 /�	 ��0 :	 ��
� ����	� ��	�	��� �� 0	5�� �1	���9 �� �
	��� 2���/����� ���	�7 ��:	.9���0-� � ����	��.9�	� 0�1�����,  � G(,(3*H
����07 /�	 � ����	� 	��	����.9�	� ��	�	��� ��	
C�������7 :	��	.9��

VA(t) −VB(t) =ω0(t)× (RA(t) −RB(t)) +Q(t) · (ṼA(t) − ṼB(t)
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)
, G(,(36H

�, �, � D�	0 �.�/�� ����	� 	��	����.9�	� ��	�	��� �5� 	
C������� � :	�	0�
0	5�� �1	���9 � 2	�0�.��	��� 2���/����1 ���	�	�,

3��	�����	 ����#��� ����������� �9���������� ��� ���� �
��������� ��	������� ����� ������� ������� �	��� �� ����� ���=��
������ ����#��� ����������� �9���������� '��� � ��������� ��	��
������ ���� ����#������� ������� ������� � �	��� ������  ����
�� ����#��� ����������� �9����������

�	���	7 /�	 ��.� �����.�
	 ��.�/��� G�.� 2���/����� ���	�H ��	�.��
��	��� ���F�����	0� :�����:� 	
C������	���7 �	 	�� �����	0	 ��	�.���	�
��� � ���	'	0� :�����:� 	
C������	���, "
����	� � 	
A�0 �.�/�� �� �0���
0����,

4. �..@������� :	��5�0 ����	.9�	 :��0��	� :��0����� :�����:� 0��
�����.9�	� 	
C������	���7 �	�	�-� 
���0 ��:	.9�	���9 � 	
��1 2	�0�.��	��
��1, & ��/����� :���	'	 :��0��� ����0	���0 :	���� 0���-, 4	:����07 /�	



�	* ����� �� 1�����	��� � ��
��, �������$

0���� 0������.9�	� �	/�� ������� 	� �� :	.	5��� � �����0� 	��/��� � ��	�
�	���7 �, �,
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#��� /���9 ��������� G(,6)*H ������� 	� :���0���� ��0������ τ7 � :����
/���9 O �� �������, ��� D�	0 	� τ ������� �	.9�	 :���-� ����	��-� ��'�0���
	�	
��5��� f, 4�22�������� G(,6)*H :	 τ7 :	.�/��011

df

dτ
=
∂f

∂x
· dx
dτ

= 0, x = a(τ) +V0t+Q · R̃(t). G(,6)(H

<���9 � :���	� /���� ��	�� ��.97 ��� ��� :���� /���9 G(,6)*H �� �������
	� τ, ���0�0 ��:��9 �. a(τ) :�������.����

a(τ) = a0 + τb ⇒ dx

dτ
= b, G(,6)6H

'�� a0 � b O :�	���	.9�-� :	��	��-� ����	�-,
�	.�'� � G(,6)(H τ = 07 :	.�/��0

∂f(x0,y)

∂x0
· b = 0, x0 ≡ a0 +V0t+Q · R̃. G(,6)8H

<�0���0 ��:��97 /�	 ��������	 G(,6)8H �	.5�	 �-:	.��9� �. .@
	'	
����	�� b7 :��/�0 ∂f/∂x0 	� ����	�� b �� �������, �	D�	0� G(,6)8H �-:	.��
��� �	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	'��

∂f(x0,V0 +Q · Ṽ)

∂x0
= 0 ⇒ f(x0, V0 +Q · Ṽ) = ψ(V0 +Q · Ṽ).

11 B #�88�,��=�,�%(��� �2(��,��/ 8��2=�� �� %�2&�,��0� (,1�0��&� � �0
 ,("$
#�� �
	
 �����	�� �	
��
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 ���7 0���� �� 0	5�� �������9 	� ����	�� :	.	5���7 �	 ������0	��9 	�
����	�� ��	�	��� ��� �A� �� ���.@/���, � �/��	0 �5� �	������	'	 2�����	�
��.9�	� ��������� G(,6)*H :����0��� ���

ψ(V0 +Q · Ṽ(t)) = ψ(Ṽ(t)). G(,6)+H

��������	 G(,6)+H �	.5�	 �-:	.��9� �. .@
	'	 :	��	��	'	 ����	��
V0 � .@
	'	 :	��	��	'	 ����	�� :	�	�	�� Q, &�	�9 ��	� � ����0	������
��0�����	 �����0 	��/��� � :�	�	� �-�.����7 ���.	'�/�-� ����0	�����-0
�����7 :	.�/��07 /�	 G(,6)+H �:�����.��	 �	.9�	 �	'��7 �	'�� 2����� ψ ��
������� 	� ����	��	'	 ��'�0����,

����0 	
���	07 ��:	.9�	����� ���	'	'	 :�����:� 	
C������	��� :����.	
� ���.@/���@7 /�	 0���� ��.� �� ������� 	� �'	 ���5���, & D�	0 �.�/�� ����
F�����-� :�����: 	
C������	��� �-:	.���� ���	0���/����, ��� 
-����
��.��	 �� ���'��,

����0	���0 �A� 	��� :��0�� 	
C������	'	 ���.��7 � �0���	 ����0	��
��0 ��������@@ D���'�@ �����0- ���1 0������.9�-1 �	/��, �	��	.9�� :	�
���� ���������� D���'�� ��0� �A� �� ��	��.	�97 D�	� :��0�� 0- :���	��0 �
��.9@ :	�����9 ��1�	.	'�@ ��:	.9�	���� :�����:� 	
C������	��� �� 2	��
0�.9�	0 ��	���, &������� D���'� �����0- ���1 0������.9�-1 �	/�� O
D�	 ���.��� 2�����7 ���/���0� �	�	�	� �.@�� 	
C������-� ���.�
�-, &������� D���'� 0	5�� �������9 	� :	.	5���� 0������.9�-1 �	/��
� �1 ��	�	����, <�:�F�0 ��������@@ D���'�@ � ���1 �����0�1 	��/���E

U = f(RA, RB, VA, VB), U∗ = f∗(R
∗
A, R

∗
B, V

∗
A, V

∗
B). G(,6);H

��	�	� �� 5� �����5����7 /�	 � :�� :���1	�� 	� �		��	F���� G(,(38H
� G(,(3;H7 :	.�/��0

U = f(RA, RB, VA, VB), Ũ = f(R̃A, R̃B, ṼA, ṼB). G(,6)=H

���
�7 /�	
- �������� D���'� 
-.� 	
C������-0 ���.�	07 :��1	�
��0 � 2�����	��.9�	0� ��������@E

f(RA, RB, VA, VB) = f(R̃A, R̃B, ṼA, ṼB). G(,6)>H

�	���
��07 /�	
- �������� D���'� ��	�.���	�.� ���	'	0� :�����:�
	
C������	���, ?�	 	���/���7 /�	 ����	�- RA7 RB7 VA7 VB �����- � ���.	�
'�/�-0� ��.�/���0� � ��.9��0� �.���@A�0� �		��	F���0�E

RA(t) = a+V0t+Q · R̃A, VA(t) = V0 +Q · ṼA(t);
RB(t) = a+V0t+Q · R̃B, VB(t) = V0 +Q · ṼB(t).

G(,6)3H
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<���9 ����	�- a7 V0 � ����	� :	�	�	�� Q �� ������ 	� ���0���, �	������
. G(,6)3H � G(,6)>H7 :	.�/��0 �.���@A�� 2�����	��.9�	� ���������E

f(a+V0t+Q·R̃A, a+V0t+Q·R̃B, V0+Q·ṼA, V0+Q·ṼB) =
= f(R̃A, R̃B, ṼA, ṼB).

G(,6*)H

����0	���0 ��0�����	 �����0 	��/���7 ���.�/�@A�1� �	.9�	 ����	���
0� a7 �, �, :	.	5���0� �1 ��/�. 	��/��� � S������0�, ���0�07 /�	 D�	 ���
0�����	 1������������� :���0���	0 τ ���7 /�	

a(τ) = a0 + τb, G(,6**H

'�� a0 � b O :�	���	.9�-� ����	�-7 �� �����A�� 	� τ,
�	�����. G(,6**H � G(,6*)H � ��22�������� 	
� /���� :	.�/��F�'	�

��������� :	 τ7 :	.�/��0

df

dτ
=
∂f

∂RA
· dRA
dτ

+
∂f

∂RB
· dRB
dτ

= 0. G(,6*(H

�/��07 /�	 � �-��5���1 G(,6)3H �. RA � RB 	� :���0���� τ �������
�	.9�	 ����	� a G�0, 2	�0�.� G(,6**HH7 � �.��	����.9�	7

dRA
dτ

= b,
dRB
dτ

= b,

� :���:�F�0 ��������	 G(,6*(H � ����

df

dτ
=

(
∂f

∂RA
+
∂f

∂RB

)
· b = 0.

�	.�'� ����9 τ = 07 :	.�/��0[
∂f(R0A,R

0
B,VA,VB)

∂R0A
+
∂f(R0

A,R
0
B,VA,VB)

∂R0B

]
· b = 0, G(,6*6H

'��
R0A = a0 +V0t+Q · R̃A, R0B = a0 +V0t +Q · R̃B.

��������	 G(,6*6H �	.5�	 �-:	.��9� �. .@
-1 ����	�	� b7 :��/�0
�-��5����7 ��	A�� � ��������-1 ��	
��17 	� b �� �������, ?�	 �	�0	5�	
�	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	'��

∂f

∂RA
+
∂f

∂RB
= 0, G(,6*8H

'�� ��.� � ����	��-1 ��'�0���	� 	:�A��-,
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�	.�/�.�7 /�	 2����� f �	.5�� ��	�.���	��9 ��������@ � /����-1
:�	���	��-1 :���	'	 :	����, ��	�� ����1 ��������� 1	�	F	 �����
	����
G�0, S(3TH, "
A�� ��F���� �������� G(,6*8H �0��� ���

f(RA,RB,VA,VB) = ψ1(RA −RB, VA,VB), G(,6*+H

�, �, �0���	 2������ /��-��1 ����	��-1 ��'�0���	� :	.�/�.� 2�����@ ���1
����	��-1 ��'�0���	�,

�	�����. G(,6*+H � G(,6*)H7 :	.�/��0 ��������� �. 2������ ψ1E

ψ1

(
Q · (R̃A − R̃B), V0 +Q · ṼA, V0 +Q · ṼB

)
=

= ψ1(R̃A − R̃B, ṼA, ṼB).
G(,6*;H

��������	 G(,6*;H �	.5�	 �-:	.��9� �. .@
-1 ����	�	�V0, �	��	�
�� 5� :�	������7 /�	 � �. ����	�� a7 :	.�/��07 /�	 G(,6*;H �-:	.����
�	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	'��

ψ1(RA −RB, VA,VB) = ψ2(RA −RB, VA −VB), G(,6*=H

:��/�0 2����� ���1 ����	��-1 ��'�0���	� ψ2 �	.5�� ��	�.���	��9 �����
����@

ψ2(Q · (R̃A − R̃B), Q · (ṼA − ṼB)) = ψ2(R̃A − R̃B, ṼA − ṼB). G(,6*>H

&����0 	
	���/���E

x = R̃A − R̃B, y = ṼA − ṼB, x∗ = Q · x, y∗ = Q · y. G(,6*3H

& D��1 	
	���/���1 2�����	��.9�	� ��������� G(,6*>H :����0��� ���

ψ2 (x∗,y∗) = ψ2 (x,y). G(,6()H

����0	���0 ��:���-��	� ��0�����	 �����0 	��/���7 ����17 /�	 	�� ���.��
/�@�� ����	��0� :	�	�	��Q(τ)7 '�� τ O :���0��� ��0������, �	'�� :���0���
�-� x∗ � y∗ ������ 	� τ7 � :���0���-� x7 y �� ������, &-
���0 �:	0���	�
��0�����	 �����0 	��/��� ���7 /�	
- �-:	.�.��9 ��.	��E

dQ(τ)

dτ
=ω(τ)×Q(τ), Q(0) = E. G(,6(*H

�	'�� :�� τ = 0 :���0���-� x∗ � y∗ �	�:���@� � :���0���-0� x � y7
�		����������	, 4�22�������� G(,6()H :	 τ � �/��-��7 /�	 :���� /���9
G(,6()H 	� τ �� �������7 :	.�/��0

∂ψ2

∂x∗
· dx∗
dτ

+
∂ψ2

∂y∗
· dy∗
dτ

= 0. G(,6((H
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 ��.@/�0 	��@�� :�	���	��-� 	� x∗ � y∗ :	 τ � :	0	A9@ ��������

dx∗
dτ

=ω(τ)× x∗,
dy∗
dτ

=ω(τ)× y∗

� :������0 � :����.� :�� τ→ 0, & ����.9���� �0���	 G(,6((H :	.�/�0 �.����
@A�� ���������E

∂ψ2

∂x
· (ω0 × x) +

∂ψ2

∂y
· (ω0 × y) = 0, G(,6(6H

�.� � ���'	� 2	�0� (
∂ψ2

∂x
× x+

∂ψ2

∂y
× y

)
·ω0 = 0. G(,6(8H

&���	� ω0 :�	���	.��, �	D�	0� �-��5����7 ��	A�� � ��	
��1 � G(,6(8H7
�	.5�	 �����9� ��.@E

∂ψ2

∂x
× x+

∂ψ2

∂y
× y = 0. G(,6(+H

����0 	
���	07 2����� ψ2 ���1 ����	��-1 ��'�0���	� �.� F���� ����
.��-1 ��'�0���	� ��	�.���	��� ���0 ���.��-0 ��������0 � /����-1
:�	���	��-1, ?�	 	���/���7 /�	 �� ��0	0 ��.� 2����� ψ2 ���9 2����� ��

	.�� /�0 ���1 ���.��-1 ��'�0���	�, �	��5�0 ��1���� ��1	5���� D��1
��'�0���	�, 4. D�	'	 
���0 ����0�������9 ��������� G(,6(6H, �	�����0 1��
����������/����@ �����0� S(376)T �. �������� G(,6(6HE

dx

dτ
=ω0 × x,

dy

dτ
=ω0 × y. G(,6(;H

������ ϕ(x,y) ���-����� ����'��.	0 �����0- G(,6(;H7 ��.� 	�� �	1���
��� :	��	��	� ���/���� �� ��F���1 D�	� �����0-E

ϕ(x,y) = const.

4�22�������� D�	 �		��	F���� � �/��-��7 /�	 ����	�- x7 y ��	�.��
��	�@� G(,6(;H7 :	.�/��0

dϕ

dτ
=
∂ϕ

∂x
· dx
dτ

+
∂ϕ

∂y
· dy
dτ

=
∂ϕ

∂x
· (ω0 × x) +

∂ϕ

∂y
· (ω0 × y) = 0.

�������� D�	 ��������� � G(,6(6H7 ����07 /�	 2����� ψ2(x,y) �.���
����'��.	0 �����0- G(,6(;H, �����0� G(,6(;H �0��� F���	� :	��	� � �	:�����
�� �� 
	.�� :�� 2�����	��.9�	 ��������0-1 ����'��.	�, #@
	� ���'	� ���
��'��. �����0- G(,6(;H �.��� ���	�	�	� 2������� �:	0���-1 2�����	�
��.9�	 ��������0-1 ����'��.	�, 4. �����0- G(,6(;H �������	 ������9 :�9



��� ����� �� 1�����	��� � ��
��, �������$

2�����	��.9�	 ��������0-1 ����'��.	�, �0�	5� :���	� �� ��������� ���
���0- G(,6(;H ���.��	 �� x7 :	.�/��0 :���-� ����'��.E

x · dx
dτ

=
1

2

d

dτ
(x · x) = 0 ⇒ x · x = const.

���.	'�/�	 :	.�/���� ����'��. y · y = const, ��.� �0�	5��9 :���	�
��������� �����0- G(,6(;H ���.��	 �� y7 � ��	�	� ��������� O �� x7 ����0
�.	5��9 :	.�/��F��� ��������7 �	 :	.�/�0 ������ ����'��.E

dx

dτ
· y + x · dy

dτ
=
d

dτ
(x · y) = 0 ⇒ x · y = const.

�0�	5�� 	
� �������� �����0- G(,6(;H ���.��	 �� ω07 :	.�/�0 �A�
��� ����'��.�E

x ·ω0 = const, y ·ω0 = const.

 ���7 ��F.� :�9 2�����	��.9�	 ��������0-1 ����'��.	�

x · x, y · y, x · y, x ·ω0, y ·ω0. G(,6(=H

�	.9�	 ��� :���-1 ����'��.� �� D�	'	 �:���� �� ������ 	� ����	�� ω07
�, �, �� ������ 	� �-
	�� �����0- 	��/���, �	D�	0� 2����� ψ2 �������
�	.9�	 	� D��1 ���1 ����'��.	�E

ψ2 = ϕ(x · x, y · y, x · y).
�	5�	 �
����9� � �:�����.��	��� :	�.����'	 �����5���� � �	���F���

�	 2	�0�.9�	, ������ ψ27 �.�9 ����'��.	0 �����0- G(,6(;H7 0	5�� 
-�9
�-��5��� /���� ����'��.- G(,6(=HE

ψ2 = ψ3(x · x, y · y, x · y, x ·ω0, y ·ω0). G(,6(>H

&-/��.�0 :�	���	��-�E

∂ψ2

∂x
=

∂ψ3

∂(x · x)2x+
∂ψ3

∂(x · y)y +
∂ψ3

∂(x ·ω0)
ω0,

∂ψ2

∂y
=

∂ψ3

∂(x · y)x+
∂ψ3

∂(y · y)2y +
∂ψ3

∂(y ·ω0)
ω0.

�	�����. D�� :�	���	��-� � ��������� G(,6(+H7 :	.�/��0

∂ψ2

∂x
× x+

∂ψ2

∂y
× y =

∂ψ3

∂(x ·ω0)
ω0 × x+

∂ψ3

∂(y ·ω0)
ω0 × y = 0.
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?�	 ��������	 �-:	.���� �. .@
-1 ����	�	�ω0 �	'�� � �	.9�	 �	'��7
�	'��

∂ψ3

∂(x ·ω0)
= 0,

∂ψ3

∂(y ·ω0)
= 0,

�, �, 2����� ψ2 �� ������� 	� ����'��.	� x·ω0 � y·ω0, "�	�/���.9�	 0- :	�
.�/�.�7 /�	 �������� D���'� �����0- ���1 0������.9�-1 �	/�� �.���
2������� ���1 ���.��-1 ��'�0���	�E

U = f
(
|RA −RB|

2, (RA −RB) · (VA −VB), |VA −VB|
2
)
. G(,6(3H

4�.9���F�'	 �:�	A��� �� 	��	�� ���	'	'	 :�����:� 	
C������	��� �	�

��9� ���	�0	5�	, ��.� 5� :	���
	���9 �-:	.���� ���F�����	'	 :������
:� 0������.9�	� 	
C������	���7 �	 0	5�	 �	�����9 
	.�� ��.9�	� �����5���
���E

U = f
(
|RA(t) −RB(t)|

2
)
. G(,66)H

 0���	 ��� 	
-/�	 � :	���:�@� � 0�1�����, $	� D�	 � ���90� :����	:	�
�	
�	7 �	 �� ���.@/��	7 /�	 � ���	�	�-1 �.�/�1 G���90� ���������	��-1H
�������� ��	
1	��0	 ��:	.9�	���9 �-��5���� G(,6(3H,

������: 0������.9�	� 	
C������	��� 
���� F��	�	 ��:	.9�	���9� � :	�
�.���@A�0 ��.	5����, <���9 0- 1	��.� �	.9�	 :	�����9 1��������-� 	�	
���
�	��� :��0����� D�	'	 :�����:�, &����0 �A� :	���� 	
C������	'	 ����	��
��	�	'	 ���'�,

�����������	 $�� � ���� ����� A �9�������� ���� ���  ����� ���
����� ������ � ������ 	���� �  ���	

A = Q · Ã ·QT , Ã ∼ A∗, G(,66*H

��� Q 
 ��� � ����� ������� S∗ ��������� S���������
���0��	0 	
C������	'	 ����	�� ��	�	'	 ���'� �.��� ����	� �������

�
�	.@��	 �����	'	 ��.�,
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C���	0 �.��� 0������.9��
�	/��7 �	�	�� ����.��� ����������-0 ��	����	0 O 0���	�, ?�	 	
��	�
��.9���	 �� :	��	.�� ��.@/��97 ��:��0��7 D.����	����0��� � ����	��.9�
��@ G�9@�	�	����@H 0�1�����27 ��� ��� 0������.9��@ �	/�� ��.9� �����
.��9 ����	0, & D�.��	�	� 0�1����� ������� ����	 0�����, & ��/�����
��1	��	'	 	
C���� � ��� ��	���� ��.	��	/��7 �	�	�	� ���'����� �� �	.9�	
�� �����.��	��-�7 �	 � �� �:��	��-� ���5���, "��	����.9�	 ��.���	/��
�/������7 /�	 	�	 ��A������� � ����0��� ��.��	� 	
C�0 � ��.� 	��/���, 4���
5���� ��.���	/�� 	:����.��	7 ��.� ����� �'	 ����	� :	.	5���R(t) � ����	�
:	�	�	�� P(t), �����.��	���@ � �'.	��@ ��	�	��� ��.���	/�� ��1	�� :	
2	�0�.�0

V = Ṙ(t), ω(t) = −
1

2

(
Ṗ ·PT

)
×
. G6,;H

2 ��# ,(=���(�;��/ �(�2�/ ����0(�&�� 0�&�# ����(��� �,�,�#7) ����%(��7/ �( ��,$
%7' �,��=��(') �,�#�&(%����7' % 0(&�0(&����2�/ 8�,0�) � �' ��1����2�' ���#�&%��'

9(=���(�;�(� �;.&���%�2(� 0�'(��2( � C&� �(�2() ����%(��(� �( "(2��(' ?;.&��( � �'
���#�&%��') %7,(-���7' % 8�,0� #�88�,��=�(�;�7' � (�1��,(����2�' �,(%����/
 ?($
�,�0�,) �(1,(�-�%� 0�'(��2� � 1(0��;&���%� 0�'(��2� 0�-�� ,(��0(&,�%(&; 2(2 8�,07
�,�#�&(%����� ,(=���(�;��/ �;.&���%�2�/ 0�'(��2�) ���2��;2� ��� �%��.&�� 0(&�0(&�$
���2�0� ���#�&%��0� "(2���% ?;.&��(
 �����	�� �	
��



�6+ ����� 0� ;)������	������ ����� 
�!������$ ��,�����

>�  � �� � 3�� *����������� ������� ��������� ���� ������������
!��� �� �������8

K = m

(
1

2
V ·A ·V +V ·B ·ω+

1

2
ω ·C ·ω

)
, G6,=H

'�� ����	�- ��	�	'	 ���'� mA7 mB7 mC ���-��@�� ����	��0� �������
��.���	/��7 ���.��-� 0�	5���.9 m �-��.�� :�	��	 �. ��	
����,

����	�- ������� �� ������ 	� ��	�	����7 �	 ������ 	� ����	�� :	�	�	�
��3,

��������.���� G6,=H ���/���.9�	 �.	5���7 /�0 0	5�� :	�����9� �� :���
�-� ��'.�, ��:��0��7 ��5���7 /�	 �'	 0	5�	 �:�	����9 �.���@A�0 ����
��5�����0, ����0	���0 /���	 �����.��	��	� ���5���� ��.���	/��, �	'��
G6,=H :����0��� ���E 2K = mV · A∗ · V, ���0�0 ����9 V = Vn � :	.�/�0
2K =mV2 n ·A∗ ·n, �/��0 ��:��97 /�	 �����0� 	��/��� ��	��	:��7 �, �, ��.��
�	/�� 
�����.�/�	7 � ���	0 ��:���.���� �0� ���'��9�, ��� 
���� �	.9�	 �
�	0 �.�/��7 �	'�� �-:	.���� ��������	 n·A∗ ·n = m·A∗ ·m7 ∀m,n, ?�	 ���
������	 � ��	@ 	/����9 �-:	.���� �	.9�	 �. F��	�	'	 ����	�� A∗ = αE7
'�� 0�	5���.9 α 0	5�	 :����9 ����-0 �������7 ��� ��� � ��� �5� �-���
.�� ���.��-� 0�	5���.9 m, � �	5�.���@7 D�	 �����5����� ��:����.9�	7
� ��������	 A∗ = αE 0	5�	 :	���.��	���97 �	 ��.9� �	�����9,

���0�0 ��:��9 �	 ���0����7 /�	 ����	�- ������� �	.5�- ��	�.���	��9
	/�����-0 ���������04E

(A,B,C) = P(t) · (A0,B0,C0) ·PT (t), G6,>H

'��A07 B07 C0 O ���/��� ����	�	� ������� � 	��/���	0 :	.	5����7 �, �, :��
��1 ���/���1 t07 :�� �	�	�-1 P(t0) = E, �	�0�.� G6,>H �.����� :	��0��9
��� ��� 2	�0�.- �. ��5�	'	 �� ����	�	� � 	���.9�	���,

� �/��	0 :��������-1 �����5����� � G6,>H :	.�/��07 /�	 ����	� �����
��� A ����� �����/�	0�7 � :�������.���� G6,=H :����0��� ���

K =m

(
1

2
V ·V +V ·B ·ω+

1

2
ω ·C ·ω

)
, G6,3H

'�� ���.��-� 0�	5���.9 m ���-����� 0���	� ��.���	/��,

3 ("���7� %�2&�,7 &��"�,�% ���,=�� &��($&��2� 2(2 �7 %0�,�-��7 % &���$&��2�

��C&�0� &��"�,7 ���,=�� &��($&��2� ��%�,(��%(.&�� %0��&� � ��0 (�(��1���� &�0�) 2(2
C&� �,���'�#�& � &��"�,(0� ���,=�� (����.&�� &%�,#7' &��
 �����	�� �	
��

4 ���&��<���� ��
��) 2�&�,7� ���&���,�.&�� #�� &��"�,�% ���,=�� &��$&���2) (�(��$
1���7 ���&��<����0 �+
�*�) �+
�	�) 2�&�,7� #�2("7%(.&�� #�� &��"�,�% ���,=�� (����.&$
�� &%�,#7' &�� 0(2,��2������2�' ,("0�,�%
 �����	�� �	
��



0��� /��� � �, ������������ �	
)�	)
� �6�

��������.���� G6,3H 	
.����� 
	.9F	� ���:��9@ 	
A�	���, �	 ��.9�
�����5���97 /�	 	�	 �.��� 0����0�.9�	 	
A�0, 4	:����07 ��:��0��7 /�	
��.	��	/�� O D�	 D.����	�, �	'�� ��� ��F� �����5���� ���@� ��.�7 �
	
D.����	� ���	�0	5�	 ��������9 �	���F��9 /���	 �����.��	��-� ���5���7
� ��'	 ω ���'��7 ����0	7 	�.�/�� 	� ��., ������7 ����9 ����	 � ����	A��
���0 �� 0	5�� ������9 ��/�'	 	:����.���	'	, ��	
1	��0- �	:	.����.9�-�
���.��	����, &��	��	7 �. �5�.-1 /����� :�������.���� G6,3H �.���
:���0.�0-07 �	 �. .�'��1 /�����7 ��:��0�� �. �������	7 ����0	7 ��	
�
1	��0	 :	.9�	���9� :	.�-0 �-��5����0 G6,=H7 '�� 0�	5���.9 m .�/F� ��
�-��.�9, ��� ��:	.9�	����� G6,=H 0���	� ��.���	/�� ��	
��� ���-���9 ���
.�/��� tr (mA)/3,

& :�����:� �� �-��5���� �. ������/���	� D���'�� ��.�'�@�� 	/��9
�.�
-� ���
	����E A = AT 7 C = CT � G6,>H, &�� 	���.9�-� ���
	���� �5�
�� 	/�����- � �	.5�- :����0��9� � 	'	�	���0�, ��:��0��7 ����.	�9 
-
����������-0 :	���
	���9 	� G6,=H :	.	5���.9�	� 	:����.���	���, "����	7
:	�����0	0�7 0	5�	 ���
	���9 �-:	.���� �	.9�	 
	.�� �.�
	'	 �����������E

1

Δ

t+Δ∫
t

K d t ≥ 0, ∀ V,ω : |V| �= 0, |ω| �= 0, G6,*)H

'�� Δ O 0�.-� �������. ���0��� :	���� :���	�� 	
��A��� D.����	�� :	
	�
��� �	���' ���,

4. ��.�� ����	� ��
	�- ��� ��	
1	��0	��� � ��.9���F�1 	
��5����1
G6,=H7 �
	 ��� ��������@� �	.9�	 	��	��-� ��������-,

�����������	 H��� �� �������� ���������� ��������"�� �������
����	� ������� ��������� � ��  �����"�� � ���+���� ���������� ���
 ������� �� �������� ����������

���0���	��9 0������.9�	� �	/�� ����� �������E A = E7 B = 07 C = 07
:��/�0 ����������-0 :���0���	0 �.��� 0����, ���0���	��9 �
�	.@��	
�����	'	 ��.�5 ����� /��-��0E A = E7 B = 07 C O ������.9�-� ����	�
�������R :���0����0� �.@�� 0���� � ��� '.���-1 ������.9�-1 0	0����
�������,

���0���	��9 /�����7 ��	
1	��0-1 �. :	���	��� D.����	����0���7 ���
���	0	 
	.9F� /��-��1, & 	
A�0 �.�/�� ���0���	��9 /�����- � ������/���	�

5 ��1�(��� ����%��/ &��,�0� 2���0(&�2� (����.&�� &%�,#�1� &��( ��0
 ,("#�� �
��
(2&�(�;��� ����-���� (����.&�� &%�,#�1� &��( 0(2,��2������2�' ,("0�,�% ������&;.
��,�#����&�� "(#(���0 ,(#���$%�2&�,( �#��/ �1� &��2� � &��"�,( ��%�,�&(
 @ C&�0 �07���
(����.&�� &%�,#�� &��� (�(��1���� &���$&��2�
 ��C&�0� 0�-�� 1�%�,�&; � ,("0�,���&�
(����.&�� &%�,#�1� &��(
 �����	�� �	
��



�6* ����� 0� ;)������	������ ����� 
�!������$ ��,�����

D���'��� G6,=H ����� *(7 � ��.���	/�� � ������/���	� D���'��� G6,3H O *),
�����������	 *�������� ���+���� K1 ��������� �� ������� ���

������ !��� �������8

K1 =
∂K

∂V
= m (A ·V +B ·ω) . G6,**H

�����������	 *����������� ������ KQ2 ���������� �����������
��������� ���� ���� Q�  �!���������� � ����� ���� �������
�� ������� �������� !��� �������� ����������� � !��	��

KQ2 = (R(t) −RQ)×
∂K

∂V
+
∂K

∂ω
=

=m
[
(R(t) −RQ)× (A ·V +B ·ω) +V ·B+C ·ω]. G6,*(H

<���9 :���	� �.�'��0	� ���-����� 0	0���	0 �	.�/����� ���5��� ��.��
�	/��7 � ��	�	� �.�'��0	�7 �, �, ��.�/��� m (V ·B+C ·ω)7 ���-����� �	
�
������-0 ������/����0 0	0���	07 �.� ����0�/����0 �:��	0 ��.���	/��,

�������0 :��0�� �		
��5��0	'	 ��.���	/��7 ������/���� D���'� �	�	�
�	'	 	:����.��� �-��5����0

K =
1

2
mV ·V + qV ·ω+

1

2
Jω ·ω, G6,*6H

'��mO 0���� ��.���	/��R J O 0	0��� �������R qO �	�-� :���0���7 �	�	�-�
�� �����/���� � ��.�1��	/��17 ��:	.9���0-1 � �.����/���	� 0�1�����6,

 �-0� �.	��0�7 :���0��� q 	:����.�� ���	� �	�	� ��	����	 /�����-7
�	�	�	� ��.	��	 
���0 ���-���9 ����	0, ?��0 :��0��	0 0- 1	��0 :	��
/������97 /�	 �	�-� ��	����� /����� ��.9� ��	���9 '	.	�.	��	7 	�� �	.5�-
	:��-���9� ��0� �.� ��-0� :���0����0� � ����0�/����1 ���������177 �	�
�	�-� 	:����.@� ��.	��	/��, ��:��0��7 ��.� 0- 1	��0 ������ ����� ��	��
���� /�����-7 ��� PF��0Q7 P	/��	�����Q7 P����Q � ��� ��.��7 �	 D�	 �	.5�	

-�9 	�0�/��	 � ����0�/����1 ���������1 /�����-, ������/���� D���'�7
:	 	:����.���@7 �.��� :	.	5���.9�	 	:����.���	� 2������� ��	�1 ��'��
0���	�,

6 �07�� �(,(0�&,( q) &(2 -� 2(2 � �07�� ��&(�;�7' �(,(0�&,�%) ��,�#���.:�'
&��"�, B) ��2( ��&(�&�� &�0(��70
 9�<���� "(#(� � #%�-���� �(�&�= � ������%70 &��"�$
,�0 B ��# #�/�&%��0 ,("����7' ��� � 0�0��&�% 0�-�& ��2("(&;) 2(2�� C88�2&7 ��"%���$
�& ����(&; ���& #������&��;�7' ���,=����7' �(,(0�&,�%
 ��(��" ,�"��;&(&�% ,�<����
��#���7' "(#(� ��0�-�& �,�����&; 8�"����2�/ �07�� &��"�,( B
 �����	�� �	
��

7 ���(0����2�0� �&,�2&�,(0� �("7%(.&�� 2���&����2(� C��,1��) 2������&%� #%�-�$
��� � 2���&����2�/ 0�0��&
 �����	�� �	
��



0��� /��� � �, ������������ �	
)�	)
� �6	

�	.	5���.9�� 	:����.���	��9 2	�0- G6,*6H 	
��:�/������ ��.	��0�E

m > 0, mJ− q2 > 0.

�	.�/����	 ���5��� � ������/����� 0	0��� ��.���	/��7 	
.���@A�'	
������/���	� D���'��� G6,*6H7 	:����.@�� �-��5���0�E

K1 = mV + qω, K2 = R× (mV + qω) + qV + Jω. G6,*8H

��� ����07 � D�� ��������- �� �����/�@�� � �.����/���	� 0�1�����, <��

�5�� ��0�	'	 �:����7 ����0	���0 ���5���� D�	� /�����- :	 ������� � :��
��	��, ��� D�	0 �	.�/����	 ���5��� � ������/����� 0	0��� /�����- �	.5�
�- �	1����9 :	��	��-� ���/���E

mV + qω = mV0 + qω0 ≡ a = ae,

R× a+ qV + Jω = qV0 + Jω0 ≡ b.
G6,*+H

<���9 :����	7 /�	 R(0) = 0, ��	
��� ����0�������9 :	�.����� �������
���7 :�	��22�������	��� �'	 :	 ���0��� � ���.@/�� �� ��'	 �����.��	��
��@ ��	�	��9, & ����.9���� :	.�/�0 ���������(

J−
q2

m

)
dω

dt
+
qa

m
e×ω = 0, a = ae, |e| = 1. G6,*;H

��F���� �������� G6,*;H �A�0 � ���� :���������@A�'	 ����	��E

ω(t) = Q(ϕ(t) e) ·ω0, ϕ(0) = 0. G6,*=H

�	�����. �-��5���� G6,*=H � G6,*;H � ��:	.9�� ��������� �����	��7
:	.�/��0

dϕ

dt
=

qa

q2 −mJ
≡ α ⇒ ϕ = αt. G6,*>H

 ���'���� �������� G6,*+H7 �������	 ����� ��� ���	0-� 1������������
�� ���5���E

mR(t) = (a− qω0 · e)t e + qα−1e×Q(αte) · [ω0 − (ω0 · e) e
]
. G6,*3H

&���	� R(t) :	���-����7 /�	 /������ ���5��� :	 �:���.�, ��.� ��/�.9�
�-� ��.	�� :	�	
���9 ���7 /�	
- �-:	.�.	�9 ��������	

a = qω0 · e,



�6� ����� 0� ;)������	������ ����� 
�!������$ ��,�����

�	 ���5���� /�����- :	 ������� 
���� :�	��1	���9 :	 	���5�	���7 ��� D�	
�����5��.� ������� �7 � /����	���7 ��2�'	�, 4. ����	�� ��	�	��� :	.�/��0
�-��5����

mV(t) = Q(αte) · (a e− qω0). G6,()H

�	'.���	 G6,*=H7 G6,()H �����.��	��� � �'.	�� ��	�	��� /�����- :	�
��	��- :	 0	��.@7 �	 :���0���- :	 ��:���.���@7 �, �, ���5���� /�����-
:	 ������� 	������ ����	0���-0, & D�	0 :��0��� �.����� 	
�����9 ����
0���� �� �	7 /�	 � �������.9�	� �����0� 	��/��� ���5���� ��	.��	����	�
/�����- G��.���	/��H :	 ������� �� 	
����.9�	 �.��� :�0	.�����-0,
����0����7 ��/9 ���� �� 	 �.����/���	� /������, �	 ���9 ����	 �� �	����.7
/�	7 ��:��0��7 D.����	� �.��� �.����/���	� /������� G0������.9�	� �	/�
�	�H, ?�	� :��0�� :	���-����7 /�	 � �.����/���	� 0�1����� ���� 	'�	0�
�-�7 �A� �� ���/���-� �	�0	5�	���, <���9 �	�0	5�- ��������7 �	�	�-� �
:���	'	 ��'.�� 0	'�� :	�����9� ��:����	:	�	
�-0�, ��0 �� 0���� 	�� ��

	.�� ��:����	:	�	
�-7 /�0 �� P/�����Q7 �	�	�-� :�	��1	�� � 0���	0���,
<�0���07 ������7 /�	 /�0 '.�
5� 0- :	'��5��0� � 0���	0��7 ��0 ��5���
����	���� �	.9 �:��	��-1 ���5����, �	�.����� � ����0	�����	0 :��0���
:�������.��- �� ����	�	0 :	�	�	�� Q7 � ����	�	0 �'.	�	� ��	�	���,

������/���� D���'�7 �	.�/����	 ���5��� � ������/����� 0	0��� ���
/��:-��@� �:��	� ����0�/����1 �������� ��.���	/��,

&����0 :	���� 0�	'	�:��	�	� /�����-, <���9 0- �� 
���0 ������9�
� � ����.�7 � 	'����/�0� 	
A�0 :�������.����0 	 0�	'	�:��	�	� /�����
��, ����9 ���� /������7 ���5���� �	�	�	� 	:����.��� �������0 �� ����
�	�� :	.	5��� R(t) � ��
	�	0 ��������0-1 ����	�	� :	�	�	�� Pm(t)7
m = 0, 1, . . . , n , ��� D�	0 /������ 	
.����� n + 1 �:��	0, �� 0	5�	 :����
������9 ��
� ��� ����A�� ��.	7 � �	�	�	0 �����:.��- n �	�	�	�7 ���������
0	 ���A�@A�1� 	��	����.9�	 ����A�'	 ��.�, ����	� P0(t) 1������������
:	�	�	� ����A�'	 ��.�, ����	�- Pm(t)7 m = 1, 2, . . . , n 7 1����������@� �
�
�	.@��-� :	�	�	�- ��5�	'	 �� �	�	�	�, 4��5���� 0�	'	�:��	�	� /�����-
1������������� ��
	�	0 ��	�	����E

v = Ṙ(t), ωm = −
1

2

(
Ṗm ·PTm

)
×
, m = 0, 1, . . . , n.

������/���� D���'�7 ��� ���'��7 �.��� ��������/�	� 2	�0	� ��	�	�
����E

K =
1

2
mv · v + v ·

n∑
m=0

Bm ·ωm +
1

2

n∑
k,m=0

ωk ·Ckm ·ωm.
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����	�-Bm �Ckm ���-��@�� ����	��0� �������, �	.�/����	 ���5���
0�	'	�:��	�	� /�����- ��1	�� :	 2	�0�.�

K1 =
∂K

∂v
= mv +

n∑
m=0

Bm ·ωm.

������/����� 0	0��� �-/��.��� �.���@A�0 	
���	0E

KQ2 = (R−RQ)×K1 +
n∑
k=0

∂K

∂ωk

.
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�.	5�-� 2���/�����7 1�0�/����� � 0�1���/����� �.��� �5� ��.9� ����
/��9 �����.9�	, �	D�	0� �. �1 �	�0����	'	 ����0	����� ��	
1	��0- �����
2	�0�.��	��� 2����0����.9�-1 ���	�	�7 �	�	�-� �	:����@� ��A����	�����
�.	5�-1 �.����7 :	�	
�-1 �������-0, ��0 �� 0���� � ����	� '.��� 0- 
��
��0 :�����5����9� �	/�� �����7 
.���	� � �������	��	�, ����0 �/����97
/�	 &��.���� ����	��.9�	� 0�1����� ���9 0�	5����	 ��.��	/��7 ���������
�	�	�-1 	:����.��� �����, &-
���0 � �����0� 	��/��� :�	���@ ��0�����@
:	���1�	��9 #:��	�� St7 �	�	�� 0	5�� ��2	�0��	���9� � :���0�A��9�
	��	����.9�	 ��.� 	��/���, �/������7 /�	 �� St ��� ������1 ��.��	/��7 1	�
0	5�	 � 	������9� 	� D�	'	 ��.	��,

�����������	 ��+���� MA ��������� �����"���� ��	��� St� ���
 ������� ���� A� � ��+���� Me

A ��������� �����"���� ��� St� ���
 ������� ��	+����� ���� A � � �������� Ae�

"
C�0	0 ��.� A ���-����� 	
C�07 ���.@/���-� ������ St7 :	D�	0� 	
C�
�0 ��.� A �� �.��� 2���/���	�8 G	
C������	�H 1������������	� ��.� A,

�����������	 $�� A �� �������  �������� ���� � �� �����������
������������� � ���� ��	+�����: � ������� ��	��� ��� A �� ��
������ ��������

>�  � �� � 3� *����������� �������� �������� ���+���� � �����
�������� ����� ���� A ��������� � ������������ ��������"��
��� A�

����9 ��� 1������������� i�'	 ��.���	/�� ���
5�@�� ������	0 i, �	'��
� �		��������� � ����	0	� 3

K(A) =
∑
i∈MA

miKi,

Ki =
1

2
Vi ·Ai ·Vi +Vi ·Bi ·ωi +

1

2
ωi ·Ci ·ωi,

G6,(*H

'�� Ki ���-����� 0���	�	� :.	��	��9@ ������/���	� D���'��,
�	.�/����	 ���5��� 	:����.��� �-��5����0

K1(A) =
∑
i∈MA

miK1i, K1i =
∂Ki

∂Vi
= Ai ·Vi +Bi ·ωi. G6,((H

8 M.��� #��2,�&��� 0��-��&%� &��$&���2) 2�&�,�� �('�#�&�� %��&,� ��%�,'���&� St)
0�-�� �2,�-�&; #,�1�/ ��%�,'���&;. S∗t ) &(2�/) �&� % ��� �� ���(#�& ��2(2�� #,�1�� &��($
&��2�
 G(2�0 ��,("�0) %��&,� ��%�,'���&�/ St � S∗t �('�#�&�� �#�� � &� -� &���
 B�N�0)
"(2�.����7/ %��&,� S∗t ) �&���(�&�� �& ��N�0() "(2�.�����1� %��&,� St
 ���#�%(&��;��)
��N�0 �� �%���&�� ��N�2&�%��/ '(,(2&�,��&�2�/ &��(
 �����	�� �	
��
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������/����� 0	0��� 	:����.��� ���.	'�/�	E

KQ2 (A) =
∑
i∈MA

miK
Q
2i, KQ2i = (Ri −RiQ)×

∂Ki

∂Vi
+
∂Ki

∂ωi

=

= (Ri −RiQ)× (Ai ·Vi +Bi ·ωi) +Vi ·Bi +Ci ·ωi.

G6,(6H

4. �:.	F�-1 ��. ��� ��00- � G6,(*HMG6,(6H ��0��@�� ����'��.�0�E

K(A) =

∫
(m)

Kdm =

∫
(m)

(
1

2
v · v + v ·B ·ω+

1

2
ω ·C ·ω

)
dm, G6,(8H

'�� ��.�/��� K ���-����� 0���	�	� :.	��	��9@ ������/���	� D���'��7 ����
�	�- B, C O 0���	�-� :.	��	��� ����	�	� �������,

�	.�/����	 ���5��� 	:����.��� �-��5����0

K1(A) =

∫
(m)

K1dm, K1 =
∂K

∂v
= v +B ·ω. G6,(+H

4. ������/���	'	 0	0���� �0��0 ���.	'�/�	� �-��5����E

KQ2 (A) =

∫
(m)

K
Q
2 dm,

K
Q
2 = (R−RQ)×

∂K

∂v
+
∂K

∂ω
=

= (R−RQ)× (v +B ·ω)+v ·B +C ·ω.

G6,(;H

& 2	�0�.�1 G6,(8HMG6,(;H ��.�/��- :	� ����	0 ����'��.� �-/��.@��
� �	� �	/�� ��.�7 	������	��� �	�	�	� :�����.�5�� 
���	��/�	 0�.� 0���
�� dm, � 	
��5����@ ��.7 �	����.���-1 �� 	��	�:��	�-1 /�����7 0- �A�
�����0� :�� 	
��5����� :	��� ����������	'	 ��.�,

& ��/����� :�	����F�'	 :��0��� �-/��.�0 ����0�/����� ��������- �
�
�	.@��	 �����	'	 ��.�7 ����0�������0	'	 � ��	����/���	� 0�1�����,

�����������	 2��	����� �������� �� ������� ������� �����
��� ���� A� ���� ���������� ����	�"�� ��� 	������

�����8 ��� ����� ��� ���� Ai � Am� ��������+�"�� ���	 A� � ���
����� ������ ������� t1 � t2 ����������� ���������

|Ri(t1) −Rm(t1)| = |Ri(t2) −Rm(t2)| . G6,(=H
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5���8 ��� �� ����� ���� �������� �������8

Pi(t) = Pm(t) = P(t), G6,(>H

������ P(t) �� ������� ��� �� ����� ���� A�
 � G6,(=H � ���
	���� ��:���-��	��� ���5��� �-������ 	��	��� ��	�

��0� ����0����� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�E

Ri(t) = RX(t) +P(t) · (ri − rX) ,

ri = Ri(t0), rX = RX(t0), P(t0) = E,
G6,(3H

'��RX(t) O ����	� :	.	5��� :�	���	.9�	 �-
����0	� �	/�� X7 ���-���0	�
:	.@�	07 ��2�����	����-0 � ��.� A,

�����0� �. ��.��	/�� 0	��.9 0������.9�	� �	/��

A = E, B = 0, C = 0 ⇒ Ki =
1

2
miṘi(t) · Ṙi(t),

:	.�/��0 ������/����@ D���'�@7 �	.�/����	 ���5��� � ������/����� 0	�
0��� ��.� A � ����

K(A) =
1

2
m ṘX · ṘX + ṘX ·BX ·ω+

1

2
ω ·CX ·ω,

K1(A) = m ṘX +BX ·ω,

KQ2 (A)= (R(t)−RQ)×K1(A)+ ṘX ·BX+CX ·ω,

G6,6)H

'�� ṘX O ��	�	��9 :	.@��RωO �'.	�� ��	�	��97 	���/�@A� :	�	�	�� P(t)R
BX � CX O ����	�- ������� ��.� A7 	:����.�0-� :	 2	�0�.�0

BX =m (RX −RC)× E = P(t) · [m (rX − rC)× E] ·PT(t),

CX = P(t) ·
{∑

i

mi

[
(rX − rC)

2E− (rX − rC)⊗ (rX − rC)
]}

·PT(t).
G6,6*H

& G6,6)H7 G6,6*H 
���	� m 	
	���/��� 0���� ��.� A7 RX(t) = P(t) · rX7
RC(t) = P(t) · rC O ����	�- :	.	5��� :	.@�� � ������ 0��� ��.� AE

m =
∑
i

mi , RC(t) =
1

m

∑
i

miRi(t) = P(t) ·
(
1

m

∑
i

mi ri

)
.

4. �:.	F�-1 ���� ��� ��00- ��0��@�� �		��������@A�0� ����'���
.�0�, ��.� :	.@� X �-
������ � ������ 0��� ��.� A7 �	 B = 07 � ����	� C
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>�  � �� � B�� 5 ����#������ ������� ������ ������� � �������
��������� ���+����  ������ ���� A �	������� ������������ �����
���� ��	��� ���� ����+����� ��������� ������ ������ � �� �������
���� F (A,Ae)� ������	�"�� �� ��� A � ����� �� ��	+���� Ae�

>�  � �� � B� 5 ����#������ ������� ������ ������� � �����
��� ����������� ������  ������ ���� A� ���������� ���������
� ���� ���� Q� �	������� ������������ �������� ��	��� ����
����+����� ��������� ��������� ������ � �� ������� ������
MQ (A,Ae)� ������	�"�� �� ��� A � ����� �� ��	+���� Ae�

��� D�	0 0	0���MQ (A,B)7 �������@A�� �	 ��	�	�- ��.� B �� ��.	 A7
�-/��.��� :	 :����.�E

MQ (A,B) = (RP −RQ)× F (A,B) + LP (A,B) , G6,6(H

'�� RQ 	:����.�� :	.	5���� 	:	��	� �	/�� QR ����	� RP 	:����.�� :�	�
���	.9�	 �-
����0�@ �	/�� P7 ���-���0�@ �	/�	� :�������� G���, 6,(HR
����	� LP (A,B) ���-����� �	
������	 0	0���	0 O 	� ������� 	� �-
	��
�	/�� :�������� P7 �	 �� ������� 	� �-
	�� 	:	��	� �	/�� Q,

�	.�-� 0	0��� MQ (A,B) :	 	:����.���@ �� ������� 	� �-
	�� �	/��
:��������, ��.- � 0	0���- �.	5�- �. �	�:���� ��/���@A�0�, �����
�	��9 � �	07 /�	 ��.- � 0	0���- �-��5�@� �	���F���	 �	������-� 2����
/����� ����7 �.@A��� :����/�-0� :	���0� � �� :	���@A��� 0���0��
��/���	� 2	�0�.������7 �	 �:	.�� �	���:�-� ��0 �� ���������	0 ��	���,
�.@/	0 � :	��0���@ ��. � 0	0���	� �.@�� �.���@A�� �����5����E

�0 ���� F (A,B) 
 �� ����#�� ���� B �� � ������� ��+���� ���� AR
�0 ����� LP (A,B) 
 �� ����#�� ���� B �� ����� ���� A ���	�

���� ���������� P,
4. �	'	 /�	
- ���������	 	A����9 ��.�/�� ��.- F (A,B)7 ��	
1	��0	

�-:	.���9 �.���@A�@ 0-�.����@ :�	������E *H ���.��9 �� &��.���	� ���
��.� �� ���.@/����0 ��. A � BR (H 0-�.���	 P��0	�	���9Q ��.	 A � :������
���9 �'	 � �
�	.@��	 �����	�R 6H 0-�.���	 :�������9 ���0 �	/��0 A ����	��
0	5�-� 
���	��/�	 0�.-� �0�A��� ξe7 '�� e O :�	���	.9�-� �����/�-�
����	�, ��.� ��.	 B �����	 :��:������� 	:�����-0 �0�A���0 ��.� A7 �	
��.� F (A,B) 	�.�/�� 	� ��., ��.� ��A������� ���	� ��:���.���� e∗7 /�	
��.	 B �� :��:������� �0�A���@ ��.� A � D�	0 ��:���.����7 �	 :�	����
F (A,B) �� e∗ ����� ��.@,

4. �	'	 /�	
- 	A����9 ��.�/�� �	
������	 0	0���� LP (A,B)7 ��	
1	�
��0	E *H ���.��9 �� &��.���	� ��� ��.� �� ���.@/����0 ��. A � BR (H 0-��
.���	 P��0	�	���9Q ��.	 A � :��������9 �'	 � �
�	.@��	 �����	�R 6H ������
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:��9 �	/�� :�������� � ��.� 	��/��� � 	��	����.9�	 ��.� A7 �, �, ��.	 A

� �	/�� P �	.5�- �	����.�9 �
�	.@��	 �����	� ��.	 � ��:	���5�	� �	/�
�	� P G���, 6,(HR 8H 0-�.���	 :	�	��/����9 ��.	 A �	���' P �� ����	�0	5�-�

���	��/�	 0�.-� ����	�- :	�	�	�� ϕe7 '�� |e| = 1, ��.� ��.	 B �����	 :���
:������� 	:�����-0 :	�	�	��0 ��.� A7 �	 LP (A,B) 	�.�/�� 	� ��.��	'	
����	��, ��.� ��A������� ���� 	�97 :�	1	�A� /���� P � ������� �� e∗∗7
/�	 ��.	 B �� :��:������� :	�	�	�� ��.� A �	���' D�	� 	��7 �	 :�	����
LP (A,B) �� e∗∗ ����� ��.@,

 � ����	0- l( �.�����7 /�	 :�� ��0������ �	/�� :�������� �	
������	
0	0��� 0����� ���7 /�	
- :	.�-� 0	0���MQ (A,B) 	���.� ����0���-0,
����9 P � S O ��� ����-� �	/�� :��������, �	'��

LS (A,B) = (RS −RP)× F (A,B) + LP (A,B) . G6,66H

�����������	 ���� ������
{
F (A,B); MQ (A,B)

}
�� ������� � ����

������ ���� B �� ��� A�
�����������	 5 �������� ���� B �� ��� A �� ������� ���� ���

���� -��� ���� ������0� ���� �	"����	�� ����� ���� ����������
RP(t)� �� ��� ����� ���+����� ���� A � �������� ���� B �� ��� A

�����������  ������� ���� ������8

{F (A,B); (RP(t) −RQ)× F (A,B)}
(
LP (A,B) = 0

)
, G6,68H

������ ����� ���� P �� ������� #����� ����� � ���������
&	 0�	'�1 ���'�1 :	 0�1����� ����� ��.	�	'	 �	�������� ���-��@� �	/�

�	� :��.	5��� ��.- F (A,B), ���	'	 '	�	�7 D�	 ��:����.9�	7 �
	 ����	�-
F (A,B)7 MQ (A,B)7 LP (A,B) O ��	
	��-� ����	�- � �� � ����0 �	/��0
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��.� �� :��.�'�@��7 � ����� ��.	�	'	 �	�������� 0	5�� ��1	���9� ���
��.� A,

"�0�/���� ���	/�	��9 �� ��� 
��	
����7 ��� ��5��� �� :���-� ��'.�E
'	�	� 	 �	/��1 :��.	5���7 0- ���F��0 �/����� :�����:��.9�	 ������
�	� �� ���������	0 ��	��� :�������.���� 	 ��.�7 /�	 :	0�F��� �0�7 ��.� 	�
��1	/�� ���/��9 ��������.9�-� �.�/��10, �������	� ���� ���������	 ��	�
:�������.���� 	 :���	�� :	���� ��. � 0	0���	�, � �	5�.���@7 D�	 ��.9�
� :�	��	 �-�/��97 �	.9�	 ����	�/��� :������� :��0����� D��1 :	����
����� � ��:�1�,

�����������	 5 �������� ���� B �� ��� A �� ������� ���� ��
�������� ���� F (A,B) = 0�

4. :����/�-1 :	���� ���	�0	5�	 ���9 	:����.���, & ����1 �.�/�1
��@�� �� 	:����.��� ��0�1 :	����7 � :���/��.@�� ��	�����7 	�'���/��
��� :����A�� D��0 :	���0, &�5���F�0 ��	����	0 ��. � 0	0���	�7 :	��
����5����-0 ���0 1	�	0 ������� 0�1�����7 �.��� �1 ��������	��9 ���
:	 ��.�07 �	����.@A�0 ��.	 B7 ��� � :	 ��.�07 �	����.@A�0 ��.	 A,

>�  � �� � B%� 2��� F (A,B) � ����� MQ (A,B) ��������� � ��
�������� ����� C � D� ��������"�� ��� B = C∨DE

F (A,C∨D) = F (A,C) + F (A,D) , C ∧D = ∅; G6,6+H

MQ (A,C∨D) = MQ (A,C) +MQ (A,D) , C ∧D = ∅. G6,6;H

&-/��.���� 0	0���� MQ (A,B) :	�����0����� �-
	� 	:	��	� �	/�� �
�	/�� :��������, ":	��� �	/�� �	.5�� 
-�9 	��� � �� 5� � 	
��1 /���1
G6,6;H, &-
	� �	/�� :�������� 	��A����.��� :�	���	.9�	 � �. ��5�	�
'	 �� 0	0���	� MQ (A,C∨D)7 MQ (A,C)7 MQ (A,D) 0	5�� :�	���	���9�
��������0	11,

>�  � �� � B)� 2��� F (A,B) � ����� MQ (A,B) ��������� � ��
�������� ����� C � D� ��������"�� ��� A = C ∨DE

F (C∨D,B) = F (C,B) + F (D,B) , C ∧D = ∅; G6,6=H

MQ (C∨D,B) = MQ (C,B) +MQ (D,B) , C ∧D = ∅. G6,6>H

10 ?(�,�0�,) (����.&�� &%�,#�� &��� 2�����7' ,("0�,�% ��� 0(&�,�(�;�(� &��2(�
�2��;"�& �� (����.&�� &%�,#�/ ����2�/ ��%�,'���&�
 @ 2(2�/ &��2� �,���-��( ���( %"($
�0�#�/�&%�� &��( � ����2��&�Z 9("07<����� �(# C&�0 %��,���0 ���-#(�& % &�0) �&�
�����;"�%(��� ����&�� &��2� �,���-���� ���7 "(&,�#���& ���&(��%2� "(#(��
 �����	��
�	
��

11 Y�,0��( ��
�*� �%�"7%(�& 0�-#� ����/ ����7� 0�0��&7
 �,� �"0������ &��2�
�,�%�#���� ����&%���� 0�0��& 0����&�� &(2) �&��7 ����7/ 0�0��& ��&(��� ���"0���70

!0���� ��C&�0� %7��, &��2� �,�%�#���� 0�-�& �,��"%�#�&;�� ��"(%���0�
 �����	�� �	
��
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& .��������� /���	 �����/���� ���0�� P��.� �������Q, �	�.���7 �	�
'.���	 �������	0� �����7 0	5�� ���-���9� ��.	� �	.9�	 ���90� ��.	��	7
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	 P��.-Q ������� �� ��	�.���	�@� '.���	0� ���
	����@ O 	�� �� :	�	5�
���- ���'�0� ��.�0�7 �� � �		
A� �� ��A�����@� � �������.9�	� �����0�
	��/���,

����	0- ��������	��� � ���'�1 :	 0�1����� /���	 :	�0��@�� ��� ���
�-���0-0 P:�����:	0 ��������0	��� ��.Q, �.����� �0��9 � ����7 /�	 �����
����	��9 �	��������� ���	
A�7 � ��������0	��9 �	���������7 ��� :����.	7 ��
�0��� 0����,

�%�%� C ����+ 	������ �+ �
 ��?��� ���	���� ����

& ��/����� :�	��	� �..@������� :��0����� :	���� ��. � 0	0���	�
�2	�0�.����0 ��	
1	��0-� ��.	�� ����	���� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�,

C���	#������ '��� ������� ������ ��� A �������� � ���
-� ���������0� � ���� � ������ ������	�"�� �� ��� A � �����
�� ��	+���� Ae� ����� �	��� �� ��

F(A,Ae) = 0,

MQ (A,Ae) = (RP −RQ)× F (A,Ae) + LP (A,Ae) = 0.
G6,63H

��� �-:	.����� D��1 ��.	��� �
�	.@��	 �����	� ��.	 0	5�� �	���F��9
���5����7 �	1���@A�� �'	 �	.�/����	 ���5��� � ������/����� 0	0���,
%�	
- ���.@/��9 D�� ���5���7 ��	
1	��0	 :����9 �	:	.����.9�	� ����

	����� 	
 	��������� ���5��� ��.� � ���	��.�
	 0	0��� ���0���, ���
:�����/���	0 ��:	.9�	����� ��.	��� ����	���� ��.��		
����	 :��0���9
����	0- ��������	���,

�	���	� 4��	 �
�	.@��	 �����	� ��.	 A7 � �	/��0 B � C �	�	�	'	 :���
���:.��- �	���� ����7 :�����@A�� ��.- FB � FC; �-����97 :�� ����1 	'���
��/���1 �� ��.- FB � FC ��.	 A ��1	���� � ����	�����,

&	�������� :�����@�� �� ��.	 �	.9�	 :	�������	0 �����7 �	�	�-� :���
0�0 �� ��.� 	���5��� � 	
	���/�0 ��0� 5� 
����0�7 /�	 � �	/�� �1 :���
���:.��� � ��.� A, ����0 	
���	07 �0��0 Ae = B∨C, ����	0� l* ���
���7
/�	
- ��.� F(A,Ae) 	
��A�.��9 � ��.9, �	D�	0�

F(A,Ae) = F(A,B∨ C) = F(A,B) + F(A,C) ≡ FB + FC = 0. G6,8)H
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MQ(A,Ae) = MQ(A,B∨ C) = MQ(A,B) +MQ(A,C), G6,8*H

'�� Q O �-
����� 	:	��� �	/��R �. :�	��	�- �� /���	 �	�0�A�@� � ��/��
.	0 � �����0� 	��/��� � 	:����@� ��0�	. 	:	��	� �	/�� � 	
	���/���1,

��� �-/��.���� 0	0���� MQ(A,B) ��	
1	��0	 ���/�.� �-
���9 �	/��
:��������, &-
����9 �� 0	5�	 :�	���	.9�	, ��.� � ��/����� �	/�� :�����
���� �-
���9 ����@�.�
	 �	/�� P7 �� �	�:���@A�@ � �	/�	� �����:.���
���� B7 �	 �	
������-� 0	0��� LP(A,B) 
���� 	�.�/�� 	� ��., 4�������
��.9�	7 ��.� 0- 
���0 :	�	��/����9 ��.	 A �	���' �	/�� P7 �	 ���9 B 
����
:��:����	���9 D�	0� :	�	�	��, ?�	 � 	���/���7 /�	 LP(A,B) 	�.�/�� 	� ���
.,

��.� � ��/����� �	/�� :�������� �-
���9 �	/�� B7 �	 �	
������	 0	0���
LB(A,B) 
���� ����� ��.@7 :	��	.9�� ���9 �� �	:�	���.��� ��'�
�, ���.	�
'�/�-� �����5���� ��5�	 :�	����� � �. 0	0����MQ(A,C), "�	�/���.9�	
:	.�/��0 ��������	

MQ(A,Ae) = (RB −RQ)× FB + (RC −RQ)× FC = 0. G6,8(H

&��F�� �-��5���� G6,8(H �� �	�:����� � G6,6(H7 �	 	�	 .�'�	 :��	
�����
��� � ���� G6,6(H, ��� D�	0 �������	 �
����9�7 /�	 �� ��A������� ���	�
�	/�� :��������7 /�	
- �	
������	 0	0��� LP(A,Ae) ����.� ��.@, ?�	
	���/���7 /�	 � ����0�������0	0 :��0��� ���F��� �	��������� 	���5��� Ae
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�.@�� /���	 ��.	�-0�, ��F� �����0� G6,8)H7 G6,8(H7 :	.�/��0

FB = −FC, FB = λ(RC −RB), G6,86H
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�	 	� 
-. :����0�� � ���'� ?, ��1� S+T7 	:�
.��	����	� � *>>6 ',7 � �	�	�	�
�����5�����7 /�	 :	�.� �9@�	�� � 0�1����� �� 
-.	 ���.��	 ��/�'	 :����
��:��.9�	 �	�	'	, "F�
	/�	��9 D�	'	 �����5���� �.����� 1	� 
- �� �	'	
2����7 /�	 �9@�	� �	 �	��� ��	�� 5���� 	�����. �	1������� �	.�/�����
���5��� � ��	.��	����	'	 ��.�,

��F�@A�� F�' � 2	�0�.��	��� ���	�	� ����0��� 
-. ���.�� ?�.��
�	0 S;T14 � *==; ',  0���	 � D�	� ��
	�� ?�.�� �2	�0�.��	��. ���	�- 0��
1����� � ���� ���1 ��������0-1 �����5�����7 �	�	�-� �, ������.. :���.	�
5�. S63T ���-���9 :���-0 � ��	�-0 ���	��0� ����0��� ?�.���, & ����	�
���'� :	����5������ :	���� �, ������..� � ��:	.9����� �0���	 D�� ����
0��	.	'�,

&0���� � ��0 ��5�	 	�0����97 /�	 2	�0� 2����0����.9�-1 ���	�	� �
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��������0 0�1����� 0����� �7 ����0	7 ���	'�� �� 	
����� 	�	�/���.9�-�
���, ��� :�	��1	��� ����� �	'	7 /�	 � ��������0 0�1����� 0��@�� ��F�
:�������.��� 	 �	���5���� �1	�A�1 � 2����0����.9�-� ���	�- :	����,
��:��0��7 :	��� �	.�/����� ���5��� � 4������7 �9@�	�� � ?�.��� 	���
���	�- :	 �0-�.�7 �	 ���.�/�- :	 2	�0�.9�-0 :�������0, & ����	� ���'�
��:	.9����� 	:����.���� �	.�/����� ���5���7 :	 2	�0� 	�.�/�@A��� 	�
	:����.����7 :��������-1 �	 0�	'�1 ���'�1 ���'�1, "����	 ���9 D�	'	 :	�
��� � ���1 	�����	��,

�	'.���	 	��	��	� ����	0� 0�1����� � �������.9�	� �����0� 	��/��� �	�
.�/����	 ���5��� ��	.��	����	'	 ��.� �	1������ ����0���-0, ��.� ��.	
�.��� 0������.9�	� �	/�	�7 �	 D�	 �����5����� �-������ �� :�����:�
������� ��.�.� � :	��	.�� ������ � ����0	������ �������.9�-� �����0-
	��/���, ��� /�	 � D�	0 �.�/�� 	��	��� ����	0� �� ���� ��/�'	 �	�	'	, 4.
:�	���	.9�	'	 ��.� 	��	��� ����	0� �5� �� �-������ �� ������:� �������
��.�.� � �.��� �	�-0 :	���.��	0,

��
.@����� :	���-����7 /�	7 ��� :����.	7 �	.�/����	 ���5��� ��.� A

0�����, & 0�1����� :	.�'�@�7 /�	 :��/��� D�	'	 ���.@/���� � ��.�/��
���'�1 ��. �	 &��.���	�, �	 ��.� ��0� :	 ��
� � 	��	��-1 ��������1 �����
	��.9�	� 0�1����� �� 2�'�����@�,  1 ��.�/�� 0	��.������ �	��������0�
� � ���	�	�-1 �.�/�1 :	�	��0� �	.�/����� ���5���, �.����� :�� D�	0
�0��9 � ����7 /�	 :	� ��.�0� 0�1����� :	��0��� �� �	.9�	 ��.� ��:� �����
�-17 5����1 � '��		
����-1 ��., ?.����	0�'����	� :	.� � 0�	'�� ���'��
�	���� �	��	�� 0������ ���5� �.@�� ��.�0�,

����-� 2����0����.9�-� ���	� 2�������� ���9 0�5�� �	��������0�
G���'�0� ��.�0�H � ��0������0 �	.�/����� ���5��� ����0�������0	'	 ���
.�, ��� D�	0 :���-� 2����0����.9�-� ���	� �������.����� 
�.��� 0�5��
��0������0 �	.�/����� ���5��� ��.� A � ��.	�7 �������@A�� �� ��.	 A,
��	0� �	'	7 
�.��� �/��-���� � �	�0	5�-� :	��	� �	.�/����� ���5��� �
��.	 A,


�������� 0������ ���������� ������"	 2����� � ������� ��
�������� ���+���� ���� A ����� ���� F(A,Ae) ���� ������ ����� ��
�������� ���+���� k1(A,A

e) � ��� A8

K̇1(A) = F(A ,Ae) + k1(A,A
e). G6,+*H

& :��������	� 2	�0�.��	��� ��������� 
�.���� �	.�/����� ���5���
���.	 ��:	.9�	���9� � ���/�	� .��������� 	��	����.9�	 ������	7 �	 � ��'	

-.	 0�	'	 :���F���������	�, ���/�.� /����� 2	�0� D�	'	 ���	�� :��0��
�.��9 ��.�.��0 � �@�'���	0, <���0 :	��.� ��0-� ���0����-� � 0�1�����
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���	�7 :	.�/��F�� �������� ��	�	'	 ���	�� �9@�	��E

(mv)· = F.

&�	�	� ���	� �9@�	�� 	��	���� � 0������.9�	� �	/��7 ��� /�	 �� ���
�������@� �	.9�	 ���F��� ��.-, �	D�	0� �� 
-.	 ��5�- �����.�9 ��.- ��
���F��� � ����������, �.����� 	�0����97 /�	 ��	�	� ���	� �9@�	�	0 
-.
�2	�0�.��	��� �	.9�	 �� ���
�.9�	0 ��	���, ����0���/���� 2	�0� ��	�
�	'	 ���	��7 :����� � ����	A�� ���07 ����0	7 �:���-� :	��.��9 � ���
�.	���� � *=8( ', ?�.�� � ��
	��1 S;76>T :���	��� �.���@A�@ 2	�0�.��	���
���	�� G6,+*H �. ����-�-1 ��.E

K̇1(A) = F(A ,Ae), K1(A) =
n∑
k=1

mkṘk. G6,+(H

<���9 ��.	 A �	����.��	 �� 0������.9�-1 �	/��, <���-�-0�15 ���-��@�
��.�7 �	�	�-� �� 	
0�����@�� 0���	� �	 ��	�0 	���5����0, 4. ����-�-1
��. ����	� k1(A,A

e) ����� ��.@, & 2	�0�.��	��� G6,+(H �:���-� :	�.���
��.���� ��. �� ���������� � ���F���7 :��/�0 ��	 ����-�����7 /�	 �	.�/��
���	 ���5��� ��.�A 0����� �	.9�	 � ����.9���� ������� �� ��.	 ���F��1
��.7 � ���������� ��.-7 ���	�- 
- 	�� �� 
-.�7 �� 0	'�� ��0����9 �	.�/��
���� ���5��� ���'	 ��.� A,  0���	 2	�0�.��	��� G6,+(H � ����	A�� ���0
�������� :	� ��������0 �����  ���� �������� A������

���
	.�� ��0���	� ���.�/�� 0�5�� ��	�-0 ���	�	0 �9@�	�� � :���-0
���	�	0 ����0��� ?�.��� �	��	�� � �	07 /�	 � :	�.����0 �.�/�� 	�:�����
��	
1	��0	��9 � :������ ����9�'	 ���	�� �9@�	�� � ��/����� �	:	.����.9�
�	� ����	0- 0�1�����,

& ��.9���F�0 :���:	.�'����7 /�	 �������� k1(A,A
e) ��������� ��� �

������ ��������"�� ��� A� ��� � � ����� ��	+���� Ae,
 � :���	'	 ���	�� ����0��� ��0��.���	 �-������ 	��	 ���90� 	
A��

�����5�����7 �.@A��� ���.	'	0 ����9�'	 ���	�� �9@�	��, %�	
- �	���
���9 D�	 �����5�����7 �����.�0 ��.	 A �� ��� 	���.���-1 ��.� B � C7 �, �,
A = B∨C7 B∧C = ∅, ��� D�	0 �0��0 ��������� Be = C∨Ae � Ce = B∨Ae,

<�:�F�0 :���-� ���	� ����0��� �. ��. B � CE

K̇1(B) = F(B ,Be) + k1(B,B
e) = F(B ,C) + F(B,Ae) + k1(B,C) + k1(B,A

e),

K̇1(C) = F(C ,Ce) + k1(C,C
e) = F(C ,B) + F(C,Ae) + k1(C,B) + k1(C,A

e).
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��.��-�� D�� ��� ��������� � �/��-�� ��������	 G6,+*H7 :	.�/��0

F(B,C) + k1(B,C) = −F(C,B) − k1(C,B). G6,+6H

���0�0 �	:�A����

k1(B,C) = −k1(C,B), G6,+8H

�	�	�	� �����5����7 /�	 ��.	 B :	.�/��� 	� ��.� C � ������� ���0��� �	��	
��	.9�	 �	.�/����� ���5���7 ��	.9�	 ��.	 C :	.�/��� G	�����H �'	 	� ��.�
B, � �/��	0 �	:�A��� G6,+8H ��������	 G6,+6H ���� ������ ���	� �9@�	��E

F(B,C) = −F(C,B). G6,++H

 �-0� �.	��0�7 ��.�7 �������@A� �� ��.	 B �	 ��	�	�- ��.� C7 ����� :	
��.�/��� � :�	���	:	.	5�� :	 ��:���.���@ ��.�7 �������@A�� �	 ��	�	�-
��.� B �� ��.	 C,  0���	 � ���	� 2	�0� �2	�0�.��	��. D�	� ���	� �9@�
�	� S6*T, ��.� B � C � �9@�	�� �	���0 �� 	
����.9�	 �.@�� 0������.9�
�-0� �	/��0�7 /�	 :�0	 �.����� �� �����5����� �9@�	��7 ��:	����������	
:�	�	.5�@A�1 2	�0�.��	��� ���1 ���	�	�,

& �	���0���-1 �/�
����1 :�������.��� 
	.�� ���� 2	�0� ����9�'	 ���
�	�� �9@�	��, ?�	� ���	� 2	�0�.���@� S8)T �. ����0	�������@A�1 0��
�����.9�-1 �	/��7 �	
��. �����5����� 	 �	07 /�	 ��.- ����0	�������
��:���.��- :	 :�0	�7 �	����@A�� 0������.9�-� �	/��, ?�	 :	�.����� �	�

��.���� ���	�0	5�	 ���:�	�������9 �� ��.� 	
A�'	 ����7 �1	�A�� � G6,++H7
�
	 ����-1 :�0-17 �	����@A�1 ���	/�/�-� ��.� B � C7 0	5�	 :�	�����
��	.9�	 �'	��	, �	.�� �	'	7 ��.� �/����97 /�	 ��.- �0�@� �	/�� :��.	5��
��7 �	 ��������	 G6,++H ���5� ����� �0-�., ?�	 �.��� 	��	� �� :��/��
�	'	7 /�	 � ����	� ���'� :	���� P�	/�� :��.	5��� ��.-Q �� ��:	.9�����7
� ��0� ��.� ����0��������� ��� ��	
	��-� ����	�, & ���	0 �.�/�� ������
���	 G6,++H �0��� 	��	���/�-� �0-�., ���	���7 �� ��������� G6,++H �.�����7
/�	 ��.�7 �������@A� �� ��.	 B �	 ��	�	�- ��0	'	 ��.� B7 ����� ��.@7
�, �, F(B,B) = 0, �	�.� 2	�0�.��	��� ��	�	'	 ���	�� ����0��� 
���� �	�
�����	7 /�	 � �����0� 0������.9�-1 �	/�� ��.- ����0	������� 0�5�� �	/�
��0� ��:���.��- ��	.9 :�0-17 �	����@A�1 D�� �	/��,  �-0� �.	��0�7
� �����0� 0������.9�-1 �	/�� ���������� ��.- � ���������� �������
�� #������������ ��/�'	 :	�	
�	'	 �� �0��� 0���� �. ��.7 	�.�/�-1 	�
0������.9�-1 �	/��,

���0�����.9�	 � ����-�	� 0������.9�	� �	/�� ��������� G6,+*H ���9 ��	�
�	� ���	� �9@�	��, ����0	���0 �����0� 0������.9�-1 �	/�� � ��:�F�0 :���
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�-� ���	� ����0��� �. ��5�	� �� 0������.9�-1 �	/��7 �1	�A�1 � �����0�E

d

dt

(
mi
dRi
dt

)
= F(Ai,A

e
i ) =

=

n∑
k=1

F(Ai,Ak) + F(Ai,A
e), i = 1, 2, . . . , n.

G6,+;H

�������� G6,+;H �:���-� S8*T 
-.� �2	�0�.��	���- #, ?�.��	0 � *=8= ',7
� ����0 
-.� �	�:�	�������- � ��
	�� S6>T, & :���	� /���� �������� G6,+;H
��� ��.- �����.��- �� ��� �.����E ��.- F(Ai,Ak)7 �������@A�� 0�5�� /��
�����0� �����0- � ���-���0-� ���������0� ��.�0�7 � ��.- F(Ai,A

e)7 ����
����@A�� �� �-��.����@ /������ �	 ��	�	�- ��. 	���5��� � ���-���0-�
���F��0� ��.�0�, &.��� ���������1 � ���F��1 ��. �� :	������� ������
0- ��.9�	 ���.�/�@�� 0�5�� �	
	�, �	D�	0� :	�	
�� �.����2����� ��.
	���-����� 	/��9 ��	
�	� � 
���� � ��.9���F�0 :	��	��	 ��:	.9�	���9�,
& 	/��9 0�	'�1 �.�/�1 ���F��� ��.- 	���-��@�� ������� �������-0�, �	�
D�	0� ��	'�� ���F��0� ���-��@� ������-� ��.-, �	 � ����	� ���'� 
����
��:	.9�	���9� ���.@/���.9�	 :���� �����	���7 �, �, ���F��0� 0- 
���0
���-���9 ��.-7 �������@A�� �� /�����- �����0- �	 ��	�	�- ��. 	���5���7
��������0	 	� �	'	7 �����- D�� ��.- �.� :	�.�5�� ��.9���F�0� 	:����.��
��@,  0���	 ���� �����	��� ���F��1 ��. �.��� ���
	.�� �:	���
���.9�
�	� � 0�1�����,

��.��-�� ��� �������� � �����0� G6,+;H � �/��-�� ��������	 G6,++H7
:��1	��0 � :���	0� ���	�� ����0��� G6,+*H :�� k1(A,A

e) = 0, �A� ��� 	
�
����0 ���0���� �� �	7 /�	 � 2	�0�.��	��� :���	'	 ���	�� ����0��� �1	��
�	.9�	 ���F��� ��.-, ����0 	
���	07 :���-� ���	� ����0��� ��0���� �	�

	� ��� ��� ���	�� �9@�	��7 �	 	
.����� 
	.9F�� 	
A�	��9@, �� 
��� �	.9�	
:���	'	 ���	�� ����0��� 0	5�	 ���.��	���9 	'�	0�	� �	.�/����	 ��5�-1
����/, & /����	���7 	� :	��	.��7 :�� �	
��.���� ���	�� ���0���	'	 �'	�
����7 :	���	��9 ��	��@ ���5��� #��- � :.����7 �, �, ��
����@ 0�1�����,
�� D�	0 ���	�� 
�����@�� 0�	'�� �����.- 0�1����� �:.	F�-1 ����7 '���
�	�D�	0�1����� � �, �, ���	�	�-� ����/�7 �0�@A�� ���	��/����@ ����	��97

���� ����0	����- ��.�� � D�	� '.���, "����	 /��.	 D��1 ����/ 
���� ���90�
	'����/���-0, <��/���.9�	 
	.9F�� �	.�/����	 ��������-1 ����/ /�����.9
0	5�� ����� � �������	��-1 �/�
����1 0�1�����7 ��:��0��7 � S8(786T � 0�	�
'�1 ���'�1 ���'�1,

"'�	0�-� �	�0	5�	���7 	���-���0-� :���-0 ���	�	0 ����0���7 �	��/�
�	7 �:�/��.@�, �	 ����	 ������	7 /�	 ���	������ �.@�� :�	�	.5����0
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�	��	�����, ��� � :	.�/�.	�9 � :���-0 ���	�	0 ����0���, �.������ �� ��'	
��	.9 ���/���.9�-7 /�	 0�	'�� �:.	�9 �	 ����	A�'	 ���0��� :	.�'�@�7 /�	
:���-� ���	� ����0��� O D�	 � ���9 �� 0�1�����, ��0 �� 0���� ����	5�-�
��	�	� :�	���/�. �A� � �	��� ]^] ����7 �	'�� 2����� ���.� ������9� � 0���
�	0��, ��1�����7 
�����@A�� �	.9�	 �� :���	0 ���	�� � �����.��	��-1
���5���17 ��
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�0�������9 ��� 0������.9�-� �	/�� O D�	 0�	'	�:��	�-� /�����-,

&�5���F�� 	�	
���	��9@ 2����0����.9�-1 ���	�	� 0�1�����7 ��.@/�



0��� ;)������	������ ����� ��,����� ��6

:���-� ���	� ����0���7 �.��� �	7 /�	 	�� :�����:��.9�	 �� 0	'�� 
-�9
�� :	�����5���-7 �� 	:�	���'���- D��:���0����.9�-0� 0��	��0�, & :���-�
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mimj

R2ij

Ri −Rj
Rij
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���	� 0�1����� :	��	.�� ����� ������	�
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.�0�7 �
	 �A� �� ������- ��	
1	��0-� :	���,
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:��1	���� :����0��9 �		��������@A�� 	:����.@A�� ��������, � �	5��
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A�0 �.�/�� D�	� �	:�	� �� �����F�� �� 2	�0�.9�	0 ��	���7 1	�
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.�0 �� �	�������, �	D�	0� 0- 	'�����
/�0� �..@��������-0� :��0���0�,

���	���� ���#�.�$ + ����#��� ����9 :	 ��.9��0 ���5��� ��.�5�
�� �	 ��	�	��9@ v(t), ��� D�	0 �� ��.�5�� ���-:����7 ��:��0��7 :��	�,
�	D�	0� 0���� m(t) ��.�5�� � :���	0 0����� �	 ���0���, �/����07 /�	
�� ��.�5�� ������� ��.- �� �������@�, ?�	7 � /����	���7 	���/���7 /�	 �	�
.� :�0	.������ � ������ � :	�F�:����1 �	.�� 	����������16, ��5�	 �����
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����-� ���	� ����0��� ��:��-����� � ����

d

dt

[
m(t)v(t)

]
=
dm(t)

dt
u(t), G6,+>H

'�� dm(t)/dt O ��	�	��9 :	��	�� 0���-R u(t) O �
�	.@��� ��	�	��97 � �	�
�	�	� 0���� dm(t) :	��	���� � ��.�5��,
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d

dt

[
m(t)v(t)

]
= ρ1(t)u1(t) + ρ2(t)u2(t),

dm(t)

dt
= ρ1 + ρ2, G6,+3H
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�� %���.&
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���-�� � ��� :��	� �
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��-�-0� �����0�0�7 ����0	���0 ����/� �D�.� G*>+=H 	 :���@A�� ��:	/��
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���� ���.��	���9 ���5���� ������5�0	� �5��
.	� ��:�7 �	��� �	�	�	� ���F������ � '	���	���.9�	'	 ��	.�7 �	'�� ��� ��
����:��F� �A� � ���5���� /���9 ��:� �������� � �.�
	� � ��0	'	 ��� ��	�
.�, ����9 ρ = const � L O :	'	��� 0���� � �.��� ��:�7 �		����������	, &
��/����� ��.� A �-
����0 �����@A�@ /���9 ��:�7 � �� �.��� 	
	���/�0 x,
<�:�F�0 ��������� ���5��� �����@A�� /���� ��:�E

d

dt

(
ρx
dx

dt

)
= ρgx− F+

d(ρx)

dt

dx

dt
, G6,;)H

'�� � .��	� /���� �������� ��	�� ��	�	��9 ��0����� �	.�/����� ���5���
�����@A�� /���� ��:�R � :���	� /����E :���	� �.�'��0	� O ��� �����@A��
/����7 ��	�	� �.�'��0	� O ��.�7 :��.	5���� � ���1��0� �	��� �����@A��
/����7 :	�.����� �.�'��0	� O ��	�	��9 :	��	�� �	.�/����� ���5��� � ����
��@A�@ /���9 ��:�,
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d

dt

[
ρ (L− x) 0

]
= F+

dρ (L− x)

dt

dx

dt
⇒ F = ρ

(
dx

dt

)2
. G6,;*H

�	�����. :	.�/���	� �-��5���� �. ��.- F � ��������� G6,;)H7 :��1	�
��0 � ��������@7 ��:	.9�	����	0� �D�.� 
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t = 0 : x = 0, ẋ = 0.

��F���� ����/� �0��� ���

x =
1

6
gt2. G6,;(H
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√
6L/g,
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P1 =
1

2
ρgL2, K1 =

1

3
ρgL2 ⇒ P1 + K1 =

5

6
ρgL2 �= P0 = ρgL2. G6,;6H
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	���/�0 U7 �, �, 
���	��/�	 0�.�
/���9 ��:� dx 	
.����� ���������� D���'��� dU = ρdxU, �	��	.9�� ��:9
������5�0�7 �	 0���	�� :.	��	��9 ���������� D���'�� :	��	���,

<�:�F�0 ��������� 
�.���� D���'�� �. �����@A�� /���� ��:�E

d

dt

[
1

2
ρx

(
dx

dt

)2
+ ρxU

]
= ρgx

dx

dt
− F
dx

dt
+
d(ρx)

dt

[
1

2

(
dx

dt

)2
+ U

]
. G6,;8H

<���9 :���-� ��� �.�'��0-1 � :���	� /���� 	:����.@� 0	A�	��9 ���F�
��1 ��.7 �������@A�1 �� �����@A�@ /���9 ��:�7 � :	�.����� �.�'��0	� 	:���
��.�� ��	�	��9 :	��	�� D���'�� � �����0�, �������	 �
����9�7 /�	 �������
��� G6,;8H �. ��F��� G6,;(H �	5��������	 �-:	.����,

%�	
- ���� 	A����9 :	���� :	��	�� D���'�� � �����0�7 ��:�F�0 �����
����� 
�.���� D���'�� �. ���� ��:	/��E

d

dt

[
1

2
ρx

(
dx

dt

)2
+ ρLU

]
= ρgx

dx

dt
+ δ, G6,;+H

'�� δ O ��	�	��9 :	��	�� D���'�� � ��:	/��,



0��� ;)������	������ ����� ��,����� ���

�	.�-� :	��	� D���'�� � �����0� �� �������.� ���0��� [0, t1] ���9 �����
'��.

Δ =

t1∫
0

δdt =

[
1

2
ρ x ẋ2

]t1
0

−

[
1

2
ρg x2

]t1
0

= −
1

6
ρgL2, G6,;;H

'�� ��:	.9�	���	 ��F���� G6,;(H, & ����	0 �.�/�� ������ �����0- :�	��1	�
��� :	��� D���'��7 :��/�0 D���'� P��0�1���/���	'	 :�	��1	5����Q �0���
/���	 0�1���/����@ :���	��, ��0 �� 0���� 0- '	�	��07 /�	 D���'� G6,;;H
�����.��9 � 	���5�@A�@ ����� � 2	�0� ��:.�,

������F���	0� � 0�1����� 	���-�-1 �����0 /�����.@ 
���� :	.���	 	
�
��0��9 D�� ����/� �	 ���1 ����.1, & /����	���7 �.����� :�	�.����9 :�	���
1	5����� � ��������� :	��	�� D���'��, �	 ���.	'�� � ����0	�����-0 �����
:��0��	0 :	.���	 ������ ��0:������� � D���	:�@7 � ���5� ���9 �0 �	.�	���
���, & ����/�1 ���	'	 �	�� 	/��9 �����	 �2	�0�.��	���9 5������ :����.�,
�	.9�	 ����	�/��� :������� :	��	.�� ���/�@A�0 � .�'�	��9@ :��	�	.����9
��� �	�����@A�� :�	
.�0-, � �	5�.���@ G�.� � �/���9@H7 0�1����� �		
A�7
� 0�1����� 	���-�-1 �����0 � /����	���7 ���'�� 
���� ��.@/��9 � ��
 D.��
0���- ��������� � ���	'�� �� 
���� :�����.�5��9 �2��� /���	� 0���0�����7
��� D�	 ����.	�9 #�'���5�,

�%��� C	������� 
���� � ������*� ���� �������

&�	�	� 2����0����.9�-� ���	� 0�1����� O D�	 ��������� 
�.���� �����
��/���	'	 0	0����7 �.� ��	�	� ���	� ����0��� ?�.���, ?�	� ���	�7 ���	'	
'	�	�7 	���������� � �9@�	�	�	� 0�1�����, ��0 �� 0���� �'	 /����� 2	�0�
:	� ��������0 ��	��0- 	
 ��0������ ������/���	'	 0	0���� ��:	.9����� �
�	���0���-1 �/�
����1 � 0	�	'��2�1 :	 0�1�����,

�.����� 	
�����9 ���0���� �� �	7 /�	 ��	��0� 	
 ��0������ ������/���	�
'	 0	0���� 0	5�	 �	�����9 �	.9�	 �. �����0- 0������.9�-1 �	/�� � �	.9�	
:�� ���F�����	0 �	.�	����� ����9�'	 ���	�� �9@�	��7 �	'�� � �	:	.�����
� ��������� G6,++H :����0���� ��.	��� 	 �	07 /�	 ��.- 0�5�� 0������.9�-�
0� �	/��0� ��:���.��- ��	.9 �	����@A�� D�� �	/�� :�0	�, ���.	5����
D�	� ��	��0- � �-�	��7 ��:��0��7 ��������� ���5��� �
�	.@��	 �����	'	
��.� �.��� �����	��-017, �	 �	��/�-� ����.9���- 	���-��@�� ����-0�,

17 �,� %7%�#� �,(%����/ #%�-���� &%�,#�1� &��( �����;"��&�� �,�#����-���� � =��$
&,(�;���&� %��&,����' ���
 K&� �,�#����-���� �<������
 @��&,����� ���7 % &%�,#�0
&��� 0�1�& �7&; ��=��&,(�;�70� � �0
 �,�0�, 3!��.�&,(=�� �������&7 0�'(��2� ?;.$
&��(5 % 2��=� #(���1� ��#,("#��(
 �����	�� �	
��



��+ ����� 0� ;)������	������ ����� 
�!������$ ��,�����

���/��- D�	'	 ������ :	���- :	�.� :	���.��	���� ��	�	'	 ���	�� �����
0���,


�������� 0������ ������������� �������	 2����� � �������
����������� ������ ���� A� ���������� ��������� ���� ���
�� Q� ����� �����	 MQ(A ,Ae) ���� ������ ����� ����������� ��
����� kQ2 (A) � ��� AE

K̇Q2 (A) = MQ(A,Ae) + kQ2 (A,A
e). G6,;=H

?�	� ���	� �. ����-�-1 ��.
(
kQ2 (A,A

e) = 0
)

-. 	���-� ?�.��	0 S;T �

�	��� �������� ����  ���� �������� A�����, & 0���� ���	'	� 2	�0� ?��
.�� ��:	.9�	��. D�	� ���	� �A� � *=+> '	�� :�� �-�	�� ��������� ����0���
�����	'	 ��.�,

��� �� ������	7 �	 � � ����	A�� ���0 ��	�	� ���	� ����0��� ?�.��� �
��/����� 2����0����.9�	'	 ���	�� 0�1����� �� 2	�0�.������ � ��A������
@A�1 �/�
����1 2����� � 0�1�����, "��	���9 D�	� ���	� � ������ ��	��07
��� D�	 �/���. #�'���57 ����0����7 ��.9�,

& ��.9���F�0 �/������7 /�	 ��.�/��� k2(A,A
e) ��������� ��� :	 ���

.�07 �	����.@A�0 ��.	 A7 ��� � :	 ��.�0 	���5��� Ae,  � ��	�	'	 ���	��
����0��� �-������ 	
A�� �����5�����7 �.@A��� :�	�	.5����0 ����9�'	
���	�� �9@�	�� �� 0	0����-� ����0	�������, %�	
- �	�����9 D�	 ������
5�����7 �����.�0 ��.	 A �� ��� 	���.9�-1 ��.� B � C7 �, �, A = B ∨ C,
<�:�F�0 ��	�	� ���	� ����0��� �. ��. B � CE

K̇Q2 (B) = MQ(B ,Be) + k2(B,B
e) =

= MQ(B ,C) +MQ(B,Ae) + k2(B,C) + k2(B,A
e),

K̇Q2 (C) = MQ(C ,Ce) + k2(C,C
e) =

= MQ(C ,B) +MQ(C,Ae) + k2(C,B) + k2(C,A
e).

��.��-�� D�� ��� ��������� � �/��-�� ��������	 G6,;=H7 :	.�/��0

MQ(B,C) + k2(B,C) = −MQ(C,B) − k2(C,B). G6,;>H

���0�0 �	:�A����
k2(B,C) = −k2(C,B).

�	'�� :	.�/��0 0	0����-� ���.	' ����9�'	 ���	�� �9@�	��E

MQ(B,C) = −MQ(C,B). G6,;3H
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 �-0� �.	��0�7 0	0���7 �������@A�� �� ��.	 B �	 ��	�	�- ��.� C7 ���
��� :	 ��.�/��� � :�	���	:	.	5�� :	 ��:���.���@ 0	0����7 �������@A�0�
�	 ��	�	�- ��.� B �� ��.	 C, ���	���7 �� ��������� G6,;3H �.�����7 /�	 0	�
0���7 �������@A�� �� ��.	 B �	 ��	�	�- ��0	'	 ��.� B7 ����� ��.@7 �, �,
MQ(B,B) = 0,

���0���0 ��	�	� ���	� ����0��� ?�.��� � �����0� 0������.9�-1 �	/��,
4. �����0- 0������.9�-1 �	/�� ������/����� 0	0��� ��	���� � 0	0����
�	.�/����� ���5���E

KQ2 (A) =
n∑
i=1

Ri ×miṘi ⇒ K̇Q2 (A) =
n∑
i=1

Ri ×
(
miṘi

)·
.

 ��.@/� 	��@�� ��	�	��9 ��0����� �	.�/����� ���5��� � :	0	A9@
�������� 
�.���� �	.�/����� ���5���7 :	.�/��0

K̇Q2 (A) =

n∑
i,k=1

Ri×
[
F(Ai,Ak)+k1(Ai,Ak)

]
+

n∑
i=1

Ri×
[
F(Ai,A

e)+k1(Ai,A
e)
]
.

��������. ������- ��00��	���� � ��	��	� ��00� � ��.��-�� :	.��
/��F��� ��� ��������� � �/��	0 ��������� G6,++H7 :	.�/��0

K̇Q2 (A) =
1

2

n∑
i,k=1

(Ri −Rk)×
[
F(Ai,Ak) + k1(Ai,Ak)

]
+

+

n∑
i=1

Ri ×
[
F(Ai,A

e) + k1(Ai,A
e)
]
.

�	 �	'.���	 ��������@ 
�.���� ������/���	'	 0	0���� G6,;=H

K̇Q2 (A) =
n∑
i=1

Ri ×
[
F(Ai,A

e) + k1(Ai,A
e)
]
.

<���9 �/���	7 /�	 �� 0������.9��@ �	/�� �	
������	 0	0���- �� 0	'��
������	���97 :	��	.9�� 0������.9�� �	/�� �� ���'����� �� :	�	�	�-18, ��	�

18 �&%�,-#���� � &�0) �&� �( 0(&�,�(�;��. &��2� �� 0�1�& #�/�&%�%(&; ����&%����
0�0��&7) 0�-�� #�2("(&; ���#�.:�0 ��,("�0
 �����&�0) �&� C&� �� &(2) � �( 0(&�,�$
(�;��. &��2� #�/�&%��& ����&%���� 0�0��& L
 L(��<�0 �,(%����� �(�(��( 2������&%(
#%�-���� � �,(%����� �(�(��( 2���&����2�1� 0�0��&( (

mṘ
)·

= F,
(
R×mṘ

)·
= R× F+ L.

��0��-(� ��,%�� �,(%����� %�2&�,�� �( R � %7��&(� �" %&�,�1� �,(%�����) �����(�0
Ṙ×mṘ = L) �&2�#( ���#��&) �&� L = 0
 �����	�� �	
��



��* ����� 0� ;)������	������ ����� 
�!������$ ��,�����

0� �	'	7 ��	�	��9 :	��	�� ������/���	'	 0	0���� ���9 :�	��	 ��	�	��9 :	��
�	�� 0	0���� �	.�/����� ���5���, �������� 0�5�� �	
	� ��� :	�.����1
���������7 :	.�/��0

n∑
i,k=1

(Ri −Rk)×
[
F(Ai,Ak) + k1(Ai,Ak)

]
= 0.

�	��	.9�� � ��/����� ��.� A 0	5�	 
-.	 �-
���9 .@
�@ :��� 0������
�.9�-1 �	/��7 �	 	��@�� :	.�/��0

(Ri −Rk)×
[
F(Ai,Ak) + k1(Ai,Ak)

]
= 0 ⇒

⇒ F(Ai,Ak) + k1(Ai,Ak) = λ(Ai,Ak)γ
−1
ik (Ri −Rk) ,

G6,=)H

'�� λ(Ai,Ak) O :�	���	.9�� ���.��� 2�����R γik = |Ri −Rk|,
��.� k1(Ai,Ak) = 07 �	 ��.�7 �������@A� �	 ��	�	�- 0������.9�	� �	/�

�� Ak �� 0������.9��@ �	/�� Ai7 ��:���.��� :	 :�0	�7 �	����@A�� D��
�	/��, ����� ��.- :����	 ���-���9 ������.9�-0�, ����0 	
���	07 �����
������ ��.- � �����0� 0������.9�-1 �	/�� :	 ��	
1	��0	��� �.@�� ����
���.9�-0�7 �, �, ��:���.��- :	 .���07 �	����@A�0 0������.9�-� �	/��,
�	D�	0� � �9@�	�	�	� 0�1����� �����0 0������.9�-1 �	/�� ������1 ��.7
��	0� ������.9�-17 �� ��A�������,

�	5�� :	�����9�7 /�	 :	.�/���-� ����.9���- :�	��	 :	�����5��@�
�:�����.��	��9 ����9�'	 ���	�� �9@�	�� � �'	 ���F�����	� �����	���, "��
���	 D�	 �� ���, 4��������.9�	7 ��.� ������ ���	� �9@�	�� :�	��	 :	����
.������7 �	 ��� ��/�'	 	�	
���	'	 � �	07 /�	 D�	� :	���.�� 0	5�� ��	'��
����F��9� � :���	���9 � 	'����/���	��� �2��- ������� 0�1�����, & D��
.��	�	� 0�1����� ���F������ ����� ����9�'	 ���	�� O �5� �� :	���.��7 �
�	������� ��	��0�7 �:�����.��� �	.9�	 �. �����0 0������.9�-1 �	/��,
"��@�� �.���@� ��5�-� ���.@/���, ��:��0��7 �0�@�� D��:���0����.9�	
:	.�/���-� �������.9����7 /�	 ��.- 0�5�� �	��0� � ������..�1 �� �.@��
� ������.9�-0�, ������ ������@� D�	� 2��� ��� 	'����/���	��9 0�1�����,
�� ��0	0 ��.� :	 �	������	0� ����� �.����� �	.9�	 �	7 /�	 �	�- ��.9� 0	�
��.��	���9 0������.9�-0� �	/��0�7 �	 �� 	 ���	� 	'����/���	��� 0�1�����
��/9 ����9 ���� �� 0	5��,

& ����	��.9�	� 0�1����� ��	�	� ���	� ����0���7 	
-/�	 :��0���0-�
:	� ��������0 ��	��0- 	
 ��0������ ������/���	'	 0	0����7 ��1	��� 	/��9
F��	�	� :��0������, �� ��0 	��	����7 ��:��0��7 ��	�� '��	��	:�/����1
:��
	�	�, �	.9�	 0�.� /���9 D��1 :��.	5���� 
���� 	:����� � ����	� ���'�,
& ����	0 :	������.� � ��/����� �..@������� 
���� ����0	����- ���	�	�-�
:�	����F�� �.������ �� ��	�	'	 ���	�� ����0���,
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3��	��� �
 ��������� ������� ����*� ��� ���#���+� & �9@�	�	�
�	� 0�1����� �����0 0������.9�-1 �	/�� ��	�	� ���	� ����0��� 0	5�� 
-�9
�	����� ��� ��	��0�, 4��������.9�	7 :��0�07 /�	 �. �����0- 0������.9�-1
�	/�� �:�����.�� ��	�	� ���	� �9@�	�� G6,+;H � 2	�0�7 :���.	5���	� #, ?��
.��	0E

d

dt

(
mi
dRi
dt

)
= F(Ai,A

e
i ) =

=
n∑
k=1

F(Ai,Ak) + F(Ai,A
e), i = 1, 2, . . . , n.

G6,=*H

��	0� �	'	7 :��0�07 /�	 �:�����.�� ������ ���	� �9@�	�� � �'	 ���F��
����	0 ��������E

F(Ai,Ak) = −F(Ak,Ai), (Ri −Rk)× F(Ai,Ak) = 0. G6,=(H

<���9 ��������� G6,=(H �5� �.����� �	�:����0��9 ��� �	:	.����.9�-� :	�
���.��-7 �
	 �/������7 /�	 ��	�	� ���	� ����0��� �� :����, �	0��� �	.��
/����� ���5��� �����0- 0������.9�-1 �	/�� �-/��.��� :	 2	�0�.�

KQ2 (A) =

n∑
k=1

(Rk −RQ)×mk
dRk
dt
.

4�22�������� D�	 ��������	 :	 ���0��� � �/��-�� ��������� G6,=*H �
G6,=(H7 :	.�/��0

dKQ2 (A)

dt
=

n∑
k=1

(Rk −RQ)×mk
d2Rk
dt2

=

=
n∑
k=1

(Rk −RQ)×

⎡⎣ n∑
j=1

F(Ak,Aj) + F(Ak,A
e)

⎤⎦ =

=

n∑
k=1

(Rk −RQ)× F(Ak,A
e) ≡ MQ(A,Ae).

G6,=6H

��������	 G6,=6H �������	 � 0�1����� :	� ��������0 ��	��0- 	
 ��0��
����� 0	0���� �	.�/����� ���5���, &��F�� D�� ��	��0� 	/��9 :	1	5� ��
��������� 
�.���� ������/���	'	 0	0���� G6,;=H7 �	7 � 	�.�/�� 	� G6,;=H7 	��
�:�����.��� �	.9�	 �. �����0 0������.9�-1 �	/��, ��0 �� 0���� :�� ������
��	��	0 :	���	���� �9@�	�	�	� 0�1����� �� :��0��@� � �����0�0 	
A�'	
����, � 2	�0�.9�	� �	/�� ����� D�	7 �	��/�	7 ��:����.9�	7 �	 D�	 �� 0	5��
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:������� � 2����/����0 	F�
��019 :�� ��.	���7 /�	 0	0���-7 �������@A��
�� �����0�7 :	�	5��@�� ��.�0�7 �������@A�0� �� D�� �����0�, ���7 ��:���
0��7 	
��	�� ��.	 :�� �-�	�� ��������� ���5��� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�,
� ����0���/���	� �	/�� ����� �
�	.@��	 �����	� ��.	 0	5�	 ����0�����
���9 ��� �����0� 0������.9�-1 �	/��7 ��.� :����9 �	:	.����.9�-� 	'���
��/��� G����H7 /�	 �����	�� 0�5�� 0������.9�-0� �	/��0� �����0- ��
0��@�� � :�	����� ���5���, �	 ��	��0� 	
 ��0������ �	.�/����� ���5��
�� � D�	0 �.�/��7 ���	'	 '	�	�7 ��:��0���0�7 :	��	.9�� �. �����	'	 ��.�
��������� G6,=(H ���@� �0-�. � ��:����.9�-20, ��0 �� 0���� ���	��0 .�
0- ��������	 G6,=6H ��	��0	� � �����	��	 :��0���0 �� � �-�	�� ���������
���5��� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� �.� ���5�07 /�	 0- ��:	.9���0 :	���.��
G6,;=H7 ����.9����@A�� �������� :�� D�	0 ����� �� ��0����, ��.� 5� ��
�
�	.@��	 �����	� ��.	 �������@� 0	0���-7 �� :	�	5���0-� ��.�0�7 �	 ��	�
��0� 	
 ��0������ 0	0���� �	.�/����� ���5��� ��/�'	 �� ���� ��5� :��
:������ ����	0 G6,=(H,

=��? �	�(�+ ��!������ ��"����� 5'?����� ����9 ���	 �	/�/�	�
��.	 0���	�m7 �	�	�	� 
���0 ����0�������9 ��� 0������.9��@ �	/��, ����9
D�	 ��.	 :���	������	 � �	��� �
�	.@��	 �����	'	 
��-�����	��	'	7 �, �,
�� �0�@A�'	 0���-7 ����5�, &�	�	� �	��� ����5� �����:.�� � :	0	A9@
��.�����/���	'	 F������ � �	/��7 ��:	���5�	� � ����	� �������.9�	� ���
���0� 	��/���7 � 0	5�� ��	
	��	 :	�	��/����9� � :.	��	���7 	��	'	��.9�	�
	�� ��.�����/���	'	 F������, �� �	/�/��@ 0���� ��������� ��.� �5����7
��:���.���� �������.9�	 ����, �	D�	0� �������.9�	� :	.	5���� ����5�7
�	'�� �	/�/�� 0���� ��1	���� � ��5��0 :	.	5����7 �.��� :	.	5����0
���	�/��	'	 ����	����, & ����0	�����	� �����0� ���9 �A� 	��	 :	.	5����
����	����7 �	'�� ����5��9 ��:���.�� �������.9�	 ����17 � �	/�/�� 0���
�� ��1	���� � ���1��0 :	.	5����, ?�	 �����	�/��	� :	.	5���� ����	����,
 ��.@/�0 D�	 :	.	5���� ����	���� ��������0 �:��'	� :��5��-7 :��:��
����@A�� 	��.	����@ ����5� 	� �������.�, ���/�0 
���0 �/����97 /�	7
�	'�� �	/�/�� 0���� ��1	���� � ��5��0 :	.	5����7 :��5��� �� ��2	�0��
�	���� �7 �.��	����.9�	7 �� �	����� 0	0����, ��:��9 ����0�������0� ������
0�7 :	������� �� ���, 6,67 �0��� ����������	� � :���	0 ���	�/��	� :	.	5��
��� ����	����, ��.� ����5��9 	��.	���9 	� �������.� � ����0 :�����9 �0�

19 L#��; 07 %�#�0 %(-��. ���������&; 2�(������2�/ 0�'(��2�
 9("%�&�� 0�'(��2�
%�#�& 2 �2,������. �� ��1����2�' ����% � ,(�<�,���. �� �8�,7 #�/�&%��) �� �� �&0����&
�����;"��07' �. ,(��� "(2���%
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g

O

ϕ

A0

A

R

9��
 �
�
 4(�&��2 � ��,�1�/ ���,�/

��/�.9��@ �'.	��@ ��	�	��97 �	�	�� 0	5�� 
-�9 � ��.��	�7 �	 ����5��9
� �	/�/�	� 0���	� ��/��� �	���F��9 �	.�
��� � �������.9�	� :.	��	���,
���
���� �-����� ��������� ���5��� �	/�/�	� 0���-, &����0 	
	���/��
��E ��.	 A O �	/�/�� 0����7 ��.	 B O ����5��97 ��.	 C O :��5���7 ��.	
D O ��.�����/����� F�����7 l O �.��� ����5�7 R(t) O ����	� :	.	5���
�	/�/�	� 0���- � 0	0��� ���0��� t,

��F�� ��.9@ �.��� �� ��	.9�	 �-�	� �������� ���5��� ����0���
�����0	� �����0-7 ��	.9�	 ��0	������� ��:	.�	�- �9@�	�	�	� 0�1�����,
& /����	���7 
���� :	�����	7 /�	 ��	��0� 	
 ��0������ 0	0���� �	.�/�����
���5���7 �	������� � �. �����0- 0������.9�-1 �	/��7 �� �.��� ��0��
�	� ��	�	'	 ���	�� ����0��� ?�.��� �. ����0�������0	� �����0-,

<�:�F�0 ��	�	� ���	� �9@�	��7 �.�7 /�	 � ����0�������0	0 �.�/�� 	��	
� �	 5�7 :���-� ���	� ����0��� ?�.��� �. ��.� AE

mR̈ = F(A,B) −mgk, G6,=8H

'�� k O �����/�-� 	�� �������.�7 ��:���.���-� ����1R ����	� F(A,B) O
��.�7 �������@A� �� 0���� �	 ��	�	�- ����5�R −mgk O ��.� �5����,

������� ���'�� ��.- �� �	/�/��@ 0���� �� �������@�, <�:�F�0 :���-�
���	� ����0��� ?�.��� �. ����5�, �	��	.9�� 	� �� 	
.����� 0���	�7 �	
	� �� �0��� �	.�/����� ���5���, �	D�	0�

F(B,A) + F(B,C) + F(B,D) = 0. G6,=+H

�	 	:����.���@7 :��5��� ���'����� �	.9�	 �� :	�	�	� ����5�7 �, �,

F(B,C) = −F(C,B) = 0.
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4�� ����	��-1 �������� G6,=8H � G6,=+H �	���5�� ��� ���������-1 ����	�
��E R(t)7 F(A,B) = −F(B,A) � F(B,D),  �-0� �.	��0�7 �����0� 	����.��9
����0����	�, ��/�'	 �� ���� ��0 � ��	��0� 	
 ��0������ 0	0���� �	.�/�����
���5��� �����0-, 4��������.9�	7 �0�	5�0 	
� /���� ��5�	'	 �� ���������
G6,=8H � G6,=+H ����	��	 �� ����	� R(t) � �.	5�0 :	.�/��F��� ��������,
& ����.9���� :	.�/�0

m
[
R(t)× Ṙ(t)

]·
= −mgR(t) × k+R(t)× F(B,D). G6,=;H

��������� G6,=;H :	 ��A����� �� ���� ��0 �	�	'	 �������� � :	�	0�
�� :	��	.�� �	������9 /��.	 ���������-1 ����	�	�, ������� 
-.� 
- ���
A�������	 ��	�7 ��.� 
- �0���	 ����5� 0- ����0������.� ���9, & ���	0
�.�/�� 0- 
- �����.�7 /�	 ��.� F(B,D) ��:���.��� ��	.9 ����E

F(B,D) = μR(t) ⇒ R(t)× F(B,D) = 0. G6,==H

�	��/�	7 ��.	��� G6,==H ��� ����	 	���.	�9 
- :�	��	 �	:�A����07 �	
D�	 �	:�A���� �. ���� 	/�����	 :	 �����	0� �0-�.� � :	�	0� :���0.�0	,
�	.�� �	'	7 	�	 �.��� �A� � :����.9�-0217 1	� 
�� ��:	.9�	���� ��	�	'	
���	�� ����0��� ?�.��� �	�����9 D�	 ���	�0	5�	, �	��5�07 /�	 ��.	���
G6,==H ���������.9�	 :	��	.�� �-����� ��������� ���5��� 0������, 4.
D�	'	 ��0���07 /�	 :�� :.	���1 ���5���1 0������ �:�����.��	 ��������	

R(t) = l (− cosϕk+ sinϕj) ⇒ R(t)× Ṙ(t) = l2 ϕ̇i,

'�� i O �����/�-� ����	�7 	��	'	��.9�-� :.	��	��� ���5��� 0������R j O
�����/�-� '	���	���.9�-� ����	�7 ���	�7 /�	 ��	��� �����/�-1 ����	�	�
i7 j7 k �.��� :���	�,

�	�����. :	�.����� ��������	 � ��������� � ��:	.9�� ��.	��� G6,==H7
:	.�/��0 ��������� �. ��1	5���� �'.� ϕ(t)E

ml2ϕ̈+mgl sinϕ = 0 ⇒ ϕ̈+
g

l
sinϕ = 0. G6,=>H

��������� G6,=>H ���-����� ���������0 :.	���1 ���5���� 0���0���/��
��	'	 0������7 � �����0�7 �	��	A� �� ���� � �	/�/�	'	 '����7 ���-�����

21 ?(��0��0 % %��;��0 ��,��2("� "�(0���&�. &��,�0� X�#��� E++F � �������&� � ����
��� ����� �	����� ���������� �� �	��������	����� ����	�	 ������� �� 	������ ����

���!�"	 ���	�#
	���� �����"	 �	�!$� 
���$��! �� �����	 ������"� ������� @ 0�'(��2�
C&( &��,�0( �('�#�& 0��1��������7� ��#&%�,-#����
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0���0���/����0 0�����	0, ��������� G6,=>H �:�����.��	 �	.9�	 � �	0 �.��
/��7 ��.� ���9 ��������7 :	��	.9�� ���9 �� �	:�	���.��� �5���@, ��.	���
�	'	7 /�	 ���9 ��������7 �-��5���� �.���@A�0 ����������	0E

R · F(B,A) ≥ 0 ⇒ R ·
[
mR̈ +mgk

]
≤ 0.

<���9 
-.	 ��:	.9�	���	 ��������� G6,=8H, &-��5� ����9 ����	� R̈ /����
�'	. ϕ7 :���:��-���0 :	�.����� ����������	 � ���'	� 2	�0�E

lϕ̇2 + g cosϕ ≥ 0. G6,=3H

����������	 G6,=3H 0	5�	 :���:����9 � ���0���1 ��/�.9�-1 	��.	����� �
��	�	����7 ��.� �	�:	.9�	���9� ����'��.	0 D���'��7 �	�	�-� �. ��������
G6,=>H .�'�	 �����, 4�.��9 D�	 �� 
���07 :	��	.9�� ��� ���������� �	���0
���'	� �	:�	�,

 ���7 ��F���� ����0�������0	� ����/� � ��0��1 0�1����� �9@�	�� 	���
�-����� ���	�0	5�-0, ?�	 � ���������.9�	7 �
	 � ��������� 
�.���� �	.��
/����� ���5��� ���	�0	5�	 ��.@/��9 0	0���7 �	������0-� :��5��	�, ��	�
��0� 	
 ��0������ 0	0���� �	.�/����� ���5��� ���5� �� 0	5�� �/���9 D�	�
0	0���7 :	��	.9�� D�� ��	��0� �-�	���� �� �������� 
�.���� �	.�/�����
���5���, ����:	.	5���� G6,==H :	��	.�� ��F��9 ����/�7 �	 �. 2���/����
���'	� �����0-, ���5���7 ��
	��@A� �� :	�	�	�7 �� 0	5�� 	�����9 �.��
�� �� ���97 �	�	�� 
���� :�	��	 ��'�
��9� � �	/�� :�����:.��� :��5��-
� ����, ��5�� ��07 	/�����	7 /�	 :��5��� ��A�������	 �.��� �� ���5����
�
�	.@��	 �����	'	 ����5� �7 �.��	����.9�	7 �� ���5���� ���� ����0�����
���0	� �����0-, ����0	���0 	:������@ ����/� � ��0��1 0�1����� ?�.���,
��.� A � B 
���0 ����0�������9 ��� ����	� ��.	E E = A ∨ B, & ��/�����
	��/���	'	 :	.	5��� �. ��.� E �-
���0 :	.	5����7 �	'�� �	/�/�� 0����
��1	���� � ���F�0 :	.	5����, & ��/����� :	.@�� � ��.� �-
����0 �	/�� �
F������, �	'�� :	.@� :�� ���5���� ��.� E 
���� 	������9� ��:	���5�-0,
����	� ������� ��.� E � 	��/���	0 :	.	5���� �-/��.��� :	 2	�0�.�22

Θ = ml2 (E− k⊗ k) .

�	��	.9�� ��.	 �	���F��� ���5��� � :.	��	���7 �	 	�	 0	5�� :	�	���
/����9� �	.9�	 �	���' �	�0�.� � D�	� :.	��	���, ��� D�	0 ����	� :	�	�	��
����� �-��5����0

P = (1 − cosϕ)i⊗ i+ cosϕE + sinϕ i× E ⇒ ω = ϕ̇ i.

22 B %7�������� &��"�,�% ���,=�� &%�,#7' &�� � �0
 ,("#�� +
+
 �����	�� �	
��
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&�	�	� ���	� ����0��� ?�.��� �. ��.� E �0��� ���(
P ·Θ ·PT ·ω)· ≡ ml2 ω̇ = M(E,C) −mgR× k, G6,>)H

'��M(E,C) O 0	0���7 �	������0-� :��5��	�,
���0�0 :�	����F�� 	:����.@A�� ��������� �. :��5��-E

M(E,C) = −cϕi, G6,>*H

'�� c O 5����	��9 :��5��- �� :	�	�	�R ϕ = 07 �	'�� �	/�/�� 0���� ��1	�
���� � ���F�0 :	.	5����,

�	�����. G6,>*H � G6,>)H7 :	.�/��0 ��������� �. 	:����.��� �'.� :	�
�	�	��E

ml2 ϕ̈+ cϕ+mg sinϕ = 0. G6,>(H

��� c = 0 ��������� G6,>(H :���1	��� � ��������� G6,=>H7 �	 	������
�:�����.��-0 
�� 	'����/���7 �-��5��0	'	 ����������	0 G6,=3H7 :	��	.9�
�� ����5��9 �-���5����� � �5�0�@A�� ���.�, ��	����07 �-:	.���� .�
��.	��� G6,==H � ����	� ����/�, 4. D�	'	 �	����	/�	 :��0����9 ��	�	� ���	�
����0��� ?�.��� � 
��-�����	��	0� ��.� B � �/���97 /�	 �'	 ������/�����
0	0��� ����� ��.@, & ��/����� 	:	��	� �	/�� �-
����0 F������	 �����:.���
�-� �	��� ����5�, ��� �-/��.���� 0	0���� MO(B,A) �	/�� :��������
�-
����0 � �	/�� ���:.��� � �	/�/�	� 0���	�, �	'�� :	.�/�0

MO(B,Be) = MO(B,A) +MO(B,C) =

= R× F(B,A) − cϕ i = −R× F(B,D) − cϕ i = 0.

��� ����07 ��.�7 :��������0� ����5��07 :�� ϕ �= 0 �� �.��� :�	�
�	.9�	�7 �, �, �� ��:���.��� ��	.9 ����5�7 ��� � ����, �	�.����� ��������	7
���	'	 '	�	�7 �� 0	5�� 
-�9 :	.�/��	 � ��0��1 0�1����� �9@�	��, ��0 ��
0���� ��.� �0 ��� 5� �	�:	.9�	���9�7 �	 ��	��0� 	
 ��0������ ������/���	'	
0	0���� G6,=;H 0	5�	 :���:����9 �.���@A�0 	
���	0E

m
[
R(t)× Ṙ(t)

]·
= −mgR(t)× k− cϕi.

�������	 �
����9�7 /�	 �� D�	'	 ��������� �.����� ��������� G6,>(H,
 �-0� �.	��0�7 ��	�	� ���	� ����0��� � ����0�������0	� ����/� 0	5�	
�� ��:	.9�	���97 �	 ���0�� :��1	���� ��:	.9�	���9 ��	�	� ���	� �������7
�	�	�-� ���5� ���	�0	5�	 �	�����9 � ��0��1 0�1����� �9@�	��, "��@��
����0 ���	����	/�	��9 ���	�	� �9@�	�� �. ��F��� ����0�������0	� ���
��/�,
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∂U

∂γ
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∂U

∂H
.

G6,3;H

�	�.����0� ���0 ���������0� 	:����.@�� ��.� �:��'	���267 �	������
@A� :�� ��2	�0���� :��5��-7 � ��0:�������7 ��.� �/����97 /�	 ��������
� D���'� �����0- ����0��	 	
���	0 ������,

�	������-� ��� ���������� D���'�� ������� 	� 2���/����1 ��	���� ���
���0- � 0	5�� 
-�9 �����	�.�� �	.9�	 �� 	��	�� ���������-1 :�������.��
���7 ��.@/�@A�1 � ��
 ������ 	��	��-1 D��:���0����.9�-1 ����-1, ��.�
D���	:�@ �/����9 �� �0�@A�� 2���/���	� ���0���	���7 �	 ��0:������� 
��
��� �0��9 �0-�. D���'��7 �	�	��@ 	
-/�	 ���-��@� ��:.	�	�, & 	
A�0 �.��
/�� ��0:������� ���9 D���'� �� ������� D���	:��, ��.� D���	:�@ �/����9
�0�@A�� ���0���	��97 �	 � ���0���	��9 ��0:������- ��0�����,

26 @7,(-���� #�� ���7 �������� � ���&�0 %7,(-���� ��
6�� � ��,�#������ �,��"%�#$
��/ �2(��,��/ 8��2=�� �� %�2&�,��0� (,1�0��&�) �0
 ,("#�� �
	
 �����	�� �	
��



0��� ;)������	������ ����� ��,����� ��6

�	 �0-�.� ��	�'	 ������� ��������	�� 
 �� ������� ���+���� ���
����� � ������	���� �������� �����,

& ����0�������0	0 ��0� :��0��� 	 ���1 '������17 �	�������-1 :��5��
�	� � ��0:2��	07

F1d = −b
(
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2, 0 ≤ η ≤ 1, G6,3>H

'�� �	D22������ η :	���-����7 ���� /���9 �-��
��-���0	� � ��.� 0	A�	���
��.�/���� � 	���5�@A�@ �����,

�	������� G6,3>H � G6,3=H7 :	.�/�0 ��������� �. :�	���	����� ��:.� �
�.���@A�0 ����E
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Ė = −b1 |Ṙ1|
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2 ⇒

⇒ d

dt

(
E+

η c ϑ2

2 (1− η)

)
= −b1 |Ṙ1|
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/�����, & ����	��.9�	� ����� �.	����-� �����5���� ��/�'	 �� ���/��7 ���



�+� ����� 0� ;)������	������ ����� 
�!������$ ��,�����

.� 	�� �� ��1	�� ��	�'	 	���5��� � ��1 �.� ��-1 0���0���/����1 2	��
0�.��	���1, & ����0�������0	0 �.�/�� �.���.9�	� ��A����	����� �����0-
�	�0	5�	 �	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	'�� D���'� ��2	�0���� :��5��-28 ��	�
�.���	��� ��.	��@E

1

2
c |R1 −R2|

2 > 0 (R1 �= R2) ⇒ c > 0.

��.� c < 07 �	 .�'�	 �
����9�7 /�	 .@
-� 
���	��/�	 0�.-� �	�0�A���
D�	� �����0- :������� � :	�.���@ ��F����7 �	�	�-� ��	'����/���	 �	�����
��@� �	 ���0���7 /�	 :������� � ���-��	0� �����F���@ �����0-, ��.� 5�
c > 07 �	 �����0� 
���� �	:�	���.�9� ����0 :	:-���0 �� �����F��97 �, �,
:�� :��.	5���� ���F��� ��'����� �� �������� D���'� 
���� �	�������9,

���������	� ����9 �����5�����7 �	��/�	7 ��.9� ���-���9 �	 ��	�-0
���	�	0 ���0	����0���7 :	��	.9�� 	�	 �� �����	 �	 ����0		��	F����0 ���
���0- � 	���5�@A�� ����	�, "����	 ��.� �� 
����7 �	 ��1 D��1 �����5�����
:	.�	��9@ �	1������ � :�� 2	�0�.��	��� ��	�	'	 ���	�� ���0	����0���,

�	 ��	�	0� ���	�� ���0	����0��� 	��	�� �.���@A�� �����5����,
��	���� $��� ������ ����� � ������ ���� � �����	� ?�	 ������

5����� �������	 :	� ��������0 ��.��	'	 ��/�.� ���0	����0���, "����	 �'	
��.9� 	
	��	���9 
�� :���.�/��� 	���5�@A�� ����- GD.����	0�'����	'	
:	.29H, & ����	� '.��� :	�	�� ��:.� �� ����0������.��9,

���	��� 2��� ������ �� ��	� ����=��� ��+������	� ����	�
4. ����0�������0	� ��0� �����0- �� D�	'	 �����5���� �.���@� ��������
����

b1 > 0, b2 > 0, b > 0.

3	��'�� ��� ��	������ ���=��� ������ � �������� � ��������
������ ������� ��������� � ��������� � ��	+��"�� ������ ���������
� �	���� ������� � ��	+��"	� ����	� & ����0	�����	0 :��0��� D�	 ������
5����� ����	��.9�	 ��.	��@E

δ ≤ 0 ⇒ 0 ≤ η.
I����	���� A������ ����� ������� ��� �������� ��� � ������

�� � ���� �������� & ����0	�����	0 :��0��� D�	 �����5����� :���	���
� �����������E

Ḣ ≥ 0 ⇒ η ≤ 1.
28 ���#�.:�� #(��� ����%�� #��&(&���� &��;2� % ����/��0 �,����-����

29 ��# �2,�-(.:�/ �,�#�/ �
 �
 ����� ����0(�& �� &��;2� 0(&�,�.) �� � ����) &
 �


%��) �&� 0�-�& %"(�0�#�/�&%�%(&; � #(��70 &���0 � 2�#( 0�-�& ,(����%(&;�� C��,1��

�����	�� �	
��



0��� ;)������	������ ����� ��,����� �+�

����9� � /������	� �����5���� � �	�	��:�	��� ����� � �����������
0 ≤ η ≤ 17 ��:	.9�	����	0� � G6,3>H,

�	�0�.��	��� ��	�	'	 ���	�� ���0	����0��� �/������ :���0.�0	�7 ���
.� �� ��� �-����@� �.������7 :	�	
�-� :��������-0 �����5����0, �	�
��	
�	� ��.	5���� ���	��� ������� :	��� D���	:�� � ���.�/�-� �������
�- 2	�0�.��	�	� ��	�	'	 ���	�� ���0	����0��� 0	5�	 ����� � :���	�1	��
�	� ���'� S8+T, ��0 �� 0���� ��.��	 �� �	 ���0� �����5����0� ���'� S8+T
0	5�	 �	'.����9�,

& ����	A�� ���0 :	��� ��0:������- � D���	:�� � �1 	
C������-�
�0-�. 	�	�/���.9�	 �� �����	�.��-, �	��/�	7 ���0	0��� :	��	.��30 ��0
��0����9 	
C������	 ��A�����@A�@ ��.�/���7 ���-���0�@ ��0:������	�,
�- 0	5�0 :	:-���9� :	�	
���9 ����@ 2�����@7 ���-���0�@ D���	:���7
/�	
- ��0���0� � D��:���0���� ��0:������� �	�:���.� 
- � ��	��0	� �
��	���, %���	 ���� :	:-��� 	���-����� ��:�F�	�, %�	 ������� D���	:��7
�	 �� ����	 � ���	'�� �� ��0��.,

& ����	0 �����.� 0- 1	��.� ���9 �	.9�	 :��
.�����.9�	� :�������.����
	 ��	�	0 ���	�� ���0	����0���,

30 @�,���0) � "#��; �0�.&�� �%�� ��,�<���7� �,����07




�� � � � )

������*����+ �����' �������� ����

� �����' ������������� ����

���� 1���������� �����! �*���5��� �
������ ����

&-/��.�0 ����0�/����� ��������- G������/����@ D���'�@7 �	.�/����	
���5��� � ������/����� 0	0���H �
�	.@��	 �����	'	 ��.�7 �.@A�'	�
����� � 0������.9�	� �	/�	� 	��	� �� 	��	��-1 0	��.��7 ����0�������0-1
� ����	��.9�	� 0�1�����, & �����.� (,6 :	�����	7 /�	 ���5���� �
�	.@��	
�����	'	 ��.� 	:����.��	7 ��.� �����- ����	� :	.	5��� :�	���	.9�	 �-�

����	� �	/�� ��.�7 5����	 ��2�����	����	� 	��	����.9�	 ��.� � ���-����
0	� :	.@�	07 � ����	� :	�	�	�� ��.�, & D�	0 5� �����.� �	������ 	��	���
��	��0� ����0����� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�7 �	�	�� :	��	.�� ����� ����
�	� :	.	5��� R(t) ����A�� �	/�� ��.�E

R(t) = RX(t) +P(t) · (r − rX) , r = R(0), rX = RX(0), P(0) = E, G8,*H

'��RX(t) O ����	� :	.	5��� :�	���	.9�	 �-
����0	� �	/�� X7 ���-���0	�
:	.@�	0 � ��2�����	����	� � ��.� AR P(t) O ����	� :	�	�	�� ��.�,

�	 �-��5���@ G8,*H �-/��.�0 ���:����.���� ��	�	���� � �����	0 ��.�1E

Ṙ = v+ω× (R−RX) = v+ S ·ω, v ≡ ṘX, S ≡ −E× (R−RX). G8,(H

& ����0�������0	0 �.�/�� ������/���� D���'� �
�	.@��	 �����	'	 ���
.� 0	5�� 
-�9 �-/��.��� ��:	����������	, 4. D�	'	 ��� ��.	 �����.�0 ��

���	��/�	 0�.-� /���� 0���	� dm, ?�� 0�.-� /���� 
���0 ����0�������9

1 Y�,0��( �+
�� %7%�#�&�� ��&�0 ���#�.:�' �,���,("�%(��/ 

Ṙ = ṘX(t) + Ṗ(t) · (r− rX) = v +ω×P(t) · (r− rX) = v +ω× (R−RX),

% '�#� 2�&�,7' �����;"�%(�� �,(%����� ��(����( ��
6��
 �����	�� �	
��



���� 1����������� ����� �%��5	� 	��
�� 	��� �+�

��� 0������.9�-� �	/��7 ������/����@ D���'�@ �	�	�-1 �-/��.�0 :	 :�	�
����F�� 2	�0�.�E

dK(A) =
1

2
dm Ṙ(t) · Ṙ(t).

�	.��@ ������/����@ D���'�@ ��1	�� ��� ����'��. :	 ���� 0���� ��.�E

K(A) =
1

2

∫
(m)

Ṙ(t) · Ṙ(t)dm =

=

∫
(m)

[
1

2
v · v + v · S ·ω−

1

2
ω · S2 ·ω

]
dm.

G8,6H

�	�����. �@�� :	�.����� �-��5���� G8,(H � �/��-��7 /�	 ��	�	��9
:	.@�� X � �'.	�� ��	�	��9 ω �� ������ 	� :	.	5��� �	/�� � 	
.����
����'���	����7 :	.�/��0

K(A) =
1

2
mv · v + v ·B(X) ·ω+

1

2
ω ·Θ(X) ·ω, G8,8H

'��

B(X) =

∫
(m)

Sdm =m (RX −RC)× E

(
RC =

1

m

∫
(m)

Rdm

)
, G8,+H

Θ(X) = −

∫
(m)

S2 dm =

∫
(m)

[
|R−RX|

2E− (R−RX)⊗ (R−RX)
]
dm, G8,;H

m O 0���� ���'	 ��.�7 ����	� R 	:����.�� :	.	5���� D.�0���� dm7 ����	�
v = ṘX 	:����.�� ��	�	��9 :	.@��,

& �-��5���� G8,+H 2�'������� ����	�RC7 �	�	�-� 	:����.�� :	.	5����
������ 0��� ��.�, &-��5���� �. ������/���	� D���'�� G8,8H :	���-����7 /�	
����	� A � ����	0 �.�/�� ����� �����/�	0� ����	��, ����	� B(X) �-/��.��
� ��	0 ���� � ������� �	.9�	 	� �-
	�� :	.@�� � ����	�� :	.	5��� ����
��� 0���, ��.� :	.@� ��.� �-
���9 � ������ 0���7 �	 ����	� B(C) ����	����
��.��-0, ����	� Θ(X) ���-����� D�.��	�-0 ����	�	0 �������2, "� ���5�
������� 	� �-
	�� :	.@�� � ��.�, ��.� � ��/����� :	.@�� �-
������ �����
0��� ��.�7 �	 ����	�Θ(C) ���-����� ������.9�-0 ����	�	0 �������, ������
��� �� :	.@� � 	
	���/���� ����	�	� ������� � ��.9���F�0 
���� 	:�����9�
� ��1 �.�/�17 �	'�� D�	 �� ����� � ���	����0���0,

2 G�,0�� 3C/��,�% &��"�, ���,=��5 %%�#�� �
 �
 �����70
 @ ��&�,(&�,� &��"�, Θ(X)

�("7%(�&�� �,��&� 3&��"�, ���,=��5
 �����	�� �	
��
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�� 	���

�	.�/����	 ���5��� ��.� A �-/��.��� :	 2	�0�.�3

K1(A) =

∫
(m)

Ṙdm =

∫
(m)

[v + S ·ω] dm =

=

∫
(m)

[
v +ω× (R −RX)

]
dm =mv +B ·ω.

G8,=H

������/����� 0	0���7 �-/��.���-� 	��	����.9�	 	:	��	� �	/��Q7 	:���
��.��� :	 2	�0�.�

KQ2 (A) =

∫
(m)

(R−RQ)× (v +ω× (R−RX))dm =

= (RX(t)−RQ)×K1(A) + v ·B+Θ ·ω.
G8,>H

�������� :	.�/���-� �-��5��� G8,8H7 G8,=H � G8,>H � �		��������@A��
0� �-��5���0� �. 	��	�:��	�	� /�����- G6,=H7 G6,**H � G6,*(H7 ����0 �1
���F��� �	�:������, ���.�/�� �	.9�	 � �	07 /�	 �. �
�	.@��	 �����	'	 ��.�
����	�- ������� �	���������	���- 2	�0�.�0� G8,+H � G8,;H, ��� D�	0 ����
�	� B �. �
�	.@��	 �����	'	 ��.� 	����.� ������00����/�-07 � �	 ���0
��� � 	��	�:��	�	� /�����- 	� � :�����:� 0	5�� 
-�9 .@
-0, & /����	�
���7 �. ������/���	� D���'�� G6,*6H 	� 
-. ��00����/�-0E B = qE, �����
	��	�:��	�-� /�����- � �.����/���	� 0�1����� �� ����0������.��9,

"
����0 ���.�/�-� 2	�0- ��:��� ������/���	� D���'�� �. �
�	.@��	
�����	'	 ��.�, �	��	.9�� ����	� ������� G8,;H �.��� ��00����/�-07 �.
�'	 :�������.��� 0	5�	 ��:	.9�	���9 ��	��0� 	 �:�����.9�	0 ���.	5����
G�0, �����. *,*(H, & 	��/���	0 :	.	5���� D�	� ����	� ������� 0	5�� 
-�9
��:���� � ���� �:�����.9�	'	 ���.	5���E

Θ0 = Θ1d1 ⊗ d1 +Θ2d2 ⊗ d2 +Θ3d3 ⊗ d3. G8,3H

& �����.9�	0 :	.	5���� ����	� ������� ���5� �0��� �:�����.9�	� ����
.	5����E

Θ = P ·Θ0 ·PT = Θ1D1⊗D1+Θ2D2⊗D2+Θ3D3⊗D3, Di ≡ P ·di. G8,*)H
& :�������.���� G8,*)H ����	�- Di O �	
������-� ����	�- ����	�� �����

��� � �����.9�	0 :	.	5����, "/�����	7 /�	 	�� �.@�� ���A�@A�0��

3 �,� %7%�#� �+
	� �����;"�%(���; 8�,0��7 �+
��
 �����	�� �	
��



���� 1����������� ����� �%��5	� 	��
�� 	��� �+	

�0���� � ��.	0 �	
������-0� ����	��0� di7 �	�	�-� 2�����	���- 	��	���
��.9�	 ��.�, #���@ � :����@ �'.	�-� ��	�	��� 0	5�	 :���������9 � ����
�.���@A�1 ���.	5���� :	 '.���-0 	�0 ����	�	� �������4E

ω =
3∑
i=1

ωiDi, Ω =
3∑
i=1

Ωidi, ωi =ω ·Di =Ω · di = Ωi. G8,**H

&���07 /�	 �		������- .��	� �'.	�	� ��	�	��� 	��	����.9�	 '.���-1
	��� ����	�� ������� � �����.9�	0 :	.	5���� �	�:���@� � �		�������0�
:���	� �'.	�	� ��	�	��� 	��	����.9�	 '.���-1 	��� ����	�� ������� � 	��
�/���	0 :	.	5����,  �-0� �.	��0�7 :	.	5���� .��	� �'.	�	� ��	�	��� 	��
�	����.9�	 ���A�@A�'	� ��.� �	/�	 ���	� 5�7 ��� � :	.	5���� :���	� �'�
.	�	� ��	�	��� 	��	����.9�	 	��/���	'	 :	.	5��� ��.�, ��:	0��07 /�	 0	�
��.� .��	� � :���	� �'.	�-1 ��	�	���� 	�����	�-, �	�����. ���.	5���
G8,3H7 G8,*)H7 G8,**H � �-��5���� �. ������/���	� D���'�� G8,8H7 :	.�/��0

K =
m

2
vC · vC + 1

2

3∑
i=1

Θiω
2
i =

m

2
vC · vC + 1

2

3∑
i=1

ΘiΩ
2
i , G8,*(H

'�� Θi O '.���-� ������.9�-� 0	0���- �������,
��.� ��.	 ���A���� �	���' ��:	���5�	� �	/��7 �	 ��	
��� :	.9�	���9�

�-��5����0 �. ������/���	� D���'�� � ����

K =
1

2

3∑
i=1

Θiω
2
i =

1

2

3∑
i=1

ΘiΩ
2
i ,

'�� Θi O '.���-� 0	0���- �������7 �-/��.���-� 	��	����.9�	 ��:	���5�	�
�	/��7 �, �, 	�� 	�.�/�@�� 	� 0	0���	� �������7 �1	�A�1 � G8,*(H7 ��.�
��:	���5�� �	/�� �� �	�:����� � �����	0 0���,

�	�0�.� G8,*(H ���� ��	� :�������.���� 	 ���.�/�� ��.��	� � ������/��
���@ D���'�@ �
�	.@��	 �����	'	 ��.� �����.��	��	'	 � �:��	��	'	 ����
5����, <�����0	��9 ������/���	� D���'�� 	� �����.��	��	� ��	�	��� ��
.��� ��	��	:�	�7 �, �, D���'� D�	'	 ���5��� �� ������� 	� ��:���.���
�����.��	��	� ��	�	��� :	 	��	F���@ � ��.�7 � ������� �	.9�	 	� ��������
0	��. �����.��	��	� ��	�	���, <�����0	��9 ������/���	� D���'�� 	� �:��
�	��	'	 ���5��� G�'.	�	� ��	�	���H �.��� ����	��	:�	�7 �, �, D���'�
�:��	��	'	 ���5��� ������� �� �	.9�	 	� 0	��. �'.	�	� ��	�	���7 �	 � 	�

4 L#��; ��&��( 8�,0��( ��
6��) �%�"7%(.:(� ��%�. � �,(%�. �1��%7� �2�,��&� ��$
�,�#�&%�0 &��"�,( ��%�,�&( ω(t) = P(t) ·Ω(t)
 �����	�� �	
��
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�� ��:���.��� :	 	��	F���@ � ��.�, ��� ������	0 0	��.� �'.	�	� ��	�	���
D���'� 0���0�.9��7 �	'�� ���A���� :�	��1	��� �	���' 	�� � 0���0�.9�-0
0	0���	0 �������, ��:�	���7 D���'� 0����0�.9��7 �	'�� ���A���� :�	���
1	��� �	���' 	�� � 0����0�.9�-0 0	0���	0 �������,

���� 1
����
����� ���� � ��� ����������� ��������	

��� 	:����.���� ����0�/����1 �������� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� 0-

.�'	:	.�/�	 ��
�5�.� ���	�� 	F�
��7 �	�	��@ 0	' 
- �	���F��9 /�.	���7
����	 /������@A�� ���.�/�� 0�5�� �����.��	��-0 � �:��	��-0 ���5��
��0�, �����	��9 � �	07 /�	 � � �����.��	��	0 ���5����7 � � �:��	��	0
���5���� �0��� �0-�. :	���� �'.	�	� ��	�	���,  0���	 :	D�	0� � :	���	�

�.	�9 ��	���9 �:����.9�-� ���0�� P�:��	��	� ���5����Q �0���	 �� �:	.��
	:����.���	'	 ���0��� P���A���.9�	� ���5����Q, ��5� ���.�/�� 0�5�� D���
0� ���0���0� :�	���� ���90� 	�/��.��	, %�	
- :�	���9 D�	 �����������7
����0	���0 :��0�� ����������	'	 ��.�7 �	��	A�'	 �� ���A�@A�1� /�����7
�����	��� 0�5�� �	�	�-0� �� 0����� � :�	����� ���5���,

����������.9�	 ����0	���0 �
�	.@��	 �����	� ��.	 �� 	��	�� �:	�	
�7
	�.�/�@A�'	� 	� :	�1	�� :���-��A�'	 �����.�, ��� � � :���-��A�0 ����
��.�7 
���0 ��1	���9 �� 	:����.��� ������/���	� D���'�� G8,6HE

K(A) =
1

2

∫
(m)

Ṙ(t) · Ṙ(t)dm.

&	�:	.9�	���F��9 ����0���/����0 �		��	F����0 G8,(H7 ��:�F�0 �-���
5���� �. 0���	�	� :.	��	��� ������/���	� D���'�� � ����

K =
1

2
Ṙ · Ṙ =

1

2
v · v + v · S ·ω+

1

2
ω · (−S2) ·ω. G8,*6H

� �/��	0 G8,*6H �-��5���� �. ������/���	� D���'�� :����0��� ���5

K(A) =

∫
(m)

Kdm =

∫
(m)

[
1

2
v · v + v · S ·ω+

1

2
ω · (−S2) ·ω

]
dm. G8,*8H

�������� �-��5���� G8,*8H � �-��5����0 G6,(8H �. ������/���	� D����
'�� ��.�7 �	����.���	'	 �� 	��	�:��	�-1 /�����7 ����07 /�	 	�� �	�:���@�

5 9("�0��&��) %7,(-���� �+
�+� ��%�(#(�& � ��������70 ,(��� %7,(-����0 �+
��
 ��.$
��%70 0�0��&�0) �( 2�&�,�0 ����%(�7 #(�;��/<�� ,(���-#����) �%���&�� %%�#���� 0(���$
%�/ ���&���&� 2���&����2�/ C��,1�� 2(2 2%(#,(&����/ 8�,07 &,(����=�����/ � �1��%�/
�2�,��&�/
 �����	�� �	
��
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:�� B = S � C = −S2, &	�:	.9���0� � ���	0 �.�/�� 2	�0�.�0� G6,(+H �
G6,(;H �		����������	 �. 	:����.��� �	.�/����� ���5��� � ������/���	'	
0	0����, 4. �	.�/����� ���5��� :	.�/��0

K1(A) =

∫
(m)

∂K

∂v
dm =

∫
(m)

[v + S ·ω]dm = mv +B ·ω, G8,*+H

'�� ����	� B ����� �-��5����0

B =

∫
(m)

Sdm = m (RX −RC)× E.

�������� �-��5��� G6,6)H � G8,*+H7 ����07 /�	 	
� :	�1	�� ����� �
	�����	�-0 ����.9����0 :�� �-/��.���� �	.�/����� ���5���, "
����0�
� �-/��.���@ ������/���	'	 0	0���� � �	�:	.9���0� 2	�0�.	� G6,(;H, & ���
��.9���� :	.�/�0

KQ2 =

∫
(m)

[
(R−RQ)×

∂K

∂v
+
∂K

∂ω

]
dm =

=

∫
(m)

[
(RX −RQ)×

∂K

∂v
+ (R−RX)×

∂K

∂v
+
∂K

∂ω

]
dm =

= (RX −RQ)×K1 +

∫
(m)

[
S · ∂K
∂v

+
∂K

∂ω

]
dm =

= (RX −RQ)×K1 + 2 (v ·B+Θ ·ω) ,

G8,*;H

'�� ����	� Θ 	:����.�� 2	�0�.	� G8,;H,
�������� �-��5��� G8,*;H � G8,>H7 ����07 /�	 	�� �� �	�:���@�E :�	��	�

F.	 ���	���� ����0�/���	'	 �:���, ����0����7 :����.9�-0 �.��� �-���
5���� G8,>H, �.��	����.9�	7 0- �	���F�.� ����@��	 	F�
��, "�	
���	 ��:���
��	 �	7 /�	 2	�0�.9�	 0- ���.�.� ��� :����.9�	,

4	:�A���� 	F�
�� �0��� �� 2	�0�.9�	�0���0���/����� 1�������7 � /��
��	 2���/����@ :���	��E ��	
1	��0	 
-.	 ��:	.9�	���9 �� 2	�0�.� G6,(;H
�. ��. �� 	��	�:��	�-1 /�����7 � 	:����.���� ������/���	'	 0	0���� �.
��.�7 �	����.���	'	 �� 
���:��	�-1 /�����7 �, �, �� 0������.9�-1 �	/��,
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& D�	0 �.�/�� �0���	 G8,*;H :	.�/�.� 
-

KQ2 =

∫
(m)

[
(R−RQ)×

∂K

∂v

]
dm =

=

∫
(m)

[
(RX −RQ)×

∂K

∂v
+ (R−RX)×

∂K

∂v

]
dm =

= (RX −RQ)×K1 −

∫
(m)

S · ∂K
∂v
dm = (RX −RQ)×K1 + v ·B+Θ ·ω.

�� D�	0 :��0��� ��	 ����	7 /�	 ��.�/�� � �-��5���� �. ������/���	�
D���'�� ����	�� �'.	�	� ��	�	��� �� �.��� :������	0 �/��� �:��	��-1
���5����, ��:��0��7 ���5���� 0������.9�	� �	/�� :	 	���5�	��� 0	5�
�	 	:����9 � :	0	A9@ ����	�� �'.	�	� ��	�	���7 �	 D�	 ���5���� �.���
�����.��	��-0,

%�	
- �A� .�/F� �-���9 ���.�/�� 0�5�� ��.�0�7 �	����.���-0� ��

���:��	�-1 /�����7 � ��.�0�7 �	����.���-0� �� 	��	�:��	�-1 /�����7 ����
�0	���0 ����������	� ��.	7 �	����.���	� �� ���A�@A�1� /�����7 �����	�
�� 0�5�� �	�	�-0� �� 0��@�� � :�	����� ���5���, ����������	� ��.	
0	5�	 :���������9 ��
� �.���@A�0 	
���	0, ����9 ���	 �
�	.@��	 �����	�
��.	7 �	�	�	� 
���0 ���-���9 ����A�0, 4. ��'.��	��� 0	5�	 :�������.�9
��
� ����A�� ��.	 � ���� ��.�7 � �	�	�	0 �0���� 0�	5����	 0�.��9��1 :	.	�
����, ����9 � ��5�	� :	.	��� �����	�.�� 0�����@��-� '��	��	:7 ����� 0���
�	�	�	'	 ��:	���5�� 	��	����.9�	 ����A�'	 ��.�, ���	��	: �	��	�� �� ����
A�@A�'	� �	�	��7 �����:.���	'	 � �:����.9�	� �	���������7 ���-���0	�
������	�-0 :	����	0, ��� ���A���� �	�	�� �'	 	�9 0	5�� :	�	��/����9�,
��.� 	�9 �	�	�� �����:.��� 	��	����.9�	 ����A�'	 ��.�7 � ��0 �	�	� �.�
��� ��.	0 ���A���7 �	 ���:����.���� 0���- � ���	0 ����������	0 ��.� ��
0����� � :�	����� ���5���, *�� ������� ���� ������������� ����� �
���� �� �������� � ��#���� ���+����� �� ������� ��������� ��.�
����������	� ��.	 �	��	�� �� 	��	�:��	�-1 /�����7 �	 
	.�� �	/�-0 	
���
�	0 ����������	'	 ��.� �.��� ������..�/���� ��F���� G
��-�����	��	�
����A�� ��.	H7 � ��.�1 �	�	�	� ��1	��� 
-���	 ���A�@A��� ��	0-, ��
��0	0 ��.� ��	0 ��5�	 0	��.��	���9 0�	'	�:��	�	� /�������7 �	 � �..@�
��������	0 :��0��� 0	5�	 	'����/��9� � 	��	�:��	�-0� ��	0�0�7 �	�	�-�
� ����	�� �� �����/�@��,

 ���7 ����0	���0 ��.	7 �	��	A�� �� 0�	5����� ���A�@A�1� /�����,
4	:����07 /�	 � 0	0��� ���0��� t = 0 :	.	5���� ������ 0��� ��:�/�	�
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/�����- 	:����..	�9 ����	�	0 :	.	5��� r, "��������@ D�	� /�����- 	��
�	����.9�	 �����0- 	��/��� :�� t = 0 	:����.�0 �������0 ����	�� :	�	�	��
P0(r), 4��5���� /�����- 	:����.��� �������0 ����	�� :	.	5��� R(r, t)7
:��/�0 R(r, 0) = r7 � ����	�� :	�	�	�� P(r, t)7 ���	'	7 /�	 P(r, 0) = P0(r),

���0�0 ��:��97 /�	 ����	�- :	.	5���� �����	� 0��� /�����7 �	����.�
@A�1 ����0�������0	� ��.	7 	
����@� �
�	.@��	 �����	� ��.	7 �	�	�	� 
��
��0 ���-���9 ����A�0 ��.	0, �	'�� �. ����	�	� :	.	5���� 	��	�:��	�-1
/�����7 �, �, �. ����A�'	 ��.�7 �:�����.��� 	��	��� ��	��0� ����0�����
�
�	.@��	 �����	'	 ��.�E

R(r, t) = RO(t) +Q(t) · (r − rO), G8,*=H

'�� � ��/����� :	.@�� �-
���� �	/��7 ��2�����	����� 	��	����.9�	 �����
A�'	 ��.�7 :��/�0 RO(0) = rO7 � ����	� Q(t) 	:����.�� :	�	�	� ����A�'	
��.�,

�	 �-��5���@ G8,*=H ��1	��0 �����.��	���@ � �'.	��@ ��	�	��� �����
A�'	 ��.�E

v(r, t) = vO(t) +ωQ(t)× (R(r, t) −RO(t)) ,

vO(t) = ṘO(t), Q̇(t) =ωQ(t)×Q(t),
G8,*>H

'�� ����	� ωQ O �'.	�� ��	�	��9 ����A�'	 ��.�,
�'.	�� ��	�	��9 /����� 	:����.��� :	 ����	�� :	�	�	�� P(r, t)E

Ṗ(r, t) =ω(r, t)×P(r, t). G8,*3H

����	� :	�	�	�� P(r, t) 0	5�	 :���������9 � ���� �	0:	����� :	�	�	�	�E

P(r, t) = Q(t) · S(r, t) ⇒ ω(r, t) =ωQ(t) +Q(t) ·ωS(r, t), G8,()H

'�� ����	� ωS O �'.	�� ��	�	��9 /�����- 	��	����.9�	 ����A�'	 ��.�,
����0 	
���	07 0- ����07 /�	 ���5���� ����������	'	 ��.� 1���������

����� ���0 �'.	�-0� ��	�	��0�E �'.	�	� ��	�	��9@ ����A�'	 ��.�ωQ(t)7
�	�	�� 1������������ �����.��	��-� ���5��� /����� ����������	'	 ��.�7
� :	.�0 �'.	�-1 ��	�	����ω(r, t) G�.� :	.�0 	��	����.9�-1 �'.	�-1 ��	�	�
����ωS(r, t)H7 1����������@A�0 �:��	��-� ���5��� /����� ����������	'	
��.�,

<�:�F�0 �-��5���� �. ������/���	� D���'�� ����������	'	 ��.�, ���
����/���� D���'� .@
	'	 ��.� �.��� ��������	� 2������� 0���- D�	'	
��.� � � �		��������� � �������	� � ��	��� 0��- ��	��0	� ���	��M���	��0�
0	5�� 
-�9 :�������.��� ����'��.	0 :	 0����,  �-0� �.	��0�7 ��	
1	��0	
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��:	.9�	���9 :�������.���� G6,(8HE

K(A) =

∫
(m)

Kdm =

∫
(m)

(
1

2
v · v+v ·B ·ω+

1

2
ω ·C ·ω

)
dm. G8,(*H

��.� � ��/����� 	��	�:��	�-1 /����� ����0�������9 0���	��	:�/�����
�
�	.@��	 �����-� ��.�7 �	 �. 0���	�-1 :.	��	���� ����	�	� ������� 0-
�0�.� 
- 2	�0�.-7 	�.�/�@A��� 	� G8,+H � G8,;H ��07 /�	 � ��1 ����'���
�	����� :�	���	��.	�9 
- :	 ���:����.���@ 0���- ������ /�����- � 	��

-.� 
- �����.��- �� 0���� /�����-, �	��	.9�� �. D��1 /����� � ��/�����
:	.@�� �-
��� ����� 0���7 �	 ����	� B � G8,+H ����.� 
- ��.@,  0���	
D�	� �.�/�� 0- � 
���0 ����0�������9 ��.��, �	'�� ������/���� D���'�
����������	'	 ��.� 	:����.��� 2	�0�.	�

K(A) =

∫
(m)

Kdm =

∫
(m)

(
1

2
v(r, t)·v(r, t) + 1

2
ω(r, t)·Θr·ω(r, t)

)
dm(r), G8,((H

'�� ����	�-Θr =Θr(r, t) 	:����.@� 0���	��@ :.	��	��9 ����	�	� �������
	��	�:��	�-1 /�����, 4. ��1 �:�����.��- :�������.���

Θr(r, t) = P(r, t) ·Θ0
r(r) ·PT(r, t),

'�� ����	�- Θ0
r(r) 	:����.��- � 	��/���	0 :	.	5����7 �, �, � ��/�.9�-�

0	0��� ���0���,
<����5�0 ���0���� �� �-��5���� �. ������/���	� D���'�� G8,((H � ��

:	���� ����������	'	 ��.�, ��� :	���	���� ����	'	 �	�� ��	��� � ����	�
��.9�	� 0�1����� F��	�	 ��:	.9�����7 1	� � � ����	� 2	�0�7 ����� :����
��:7 �	�	�-� �����	 :	������ 2	�0�.������, 4. �����	��� ���	��0 �'	
:�����:	0 ��.�	
C������,

*���/�� �����01������	 5���� ��� A � ��#������� ��������
��+� ��������������� � ��	� ����  ������ ��� ��������� !	�������
�������  ���� � �"�� ���	��	� ���� ����� 	���� � ���� �� ���
� ������� �� �� � ���� �����9������ ����� ���� ��� �����# �����
��� ��� ��� � � � ����� ����� ����� ���=���� ������������� ���
���� ����� #���� �������� ������� ���=���� ��� ���������� �����
������ ����"�� � �"�� ���	��	�� ���� � ����������� �������	��
�	�� ����� �	+� ������������� ��� � �� � 	��������� ����� ���� �
���� �����9������ ����� ���� ��� �����#� � ����� �� ���������
���
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O

A

A(r)
R(r)

A(r)

R(r)

ρr

�� ��

9��
 +
�
 �,��=�� &�����N�2&�%( � � %"1��# �"#(��2(P � � % 2(#,� �#�( �(�&�=(

�� :���-� ��'.� ��5���7 /�	 ����#�� �����9������ �	�0�A��� ���	��
0����0	� � :�	���	��/�� � .	'�/���	0 	��	F����, �	 �.����� �0��9 � ����7
/�	 ��� :.	�	��	��-� ��	��� � 0�1�����7 �	�	�-� 0�	'	�����	 :�	�����- ��
:�������7 :	���	��- � ��:	.9�	�����0 D�	'	 :�����:�,

��:��0��7 :�� :	���	���� 	
A�� ��	��� ����5��� :	�.����� ����0���
������� ��� 	��	0���� �:��'� .���7 .�F���� �	.A��-, ?�	 ��:�/�-�
:��0�� ��'.�� ����.���7 :�� �	�	�	0 ����5��9 �	�:����0���� ��� .���,
��� D�	0 	���-����� �	�0	5�-0 :	���	��9 :	.��@ � ��0�����@ ��	��@
����5���, "����	 � D�� ��	��@ 
���� �1	���97 � /����	���7 ����� ����0��
/����� 1�������������7 ��� :.	��	��9 0���- G0���� �� ������� �.��-H �
����	�- �������, 4. �1 	:����.��� �5� ��	
1	��0	 ����0�������9 �����
5��9 ��� ���10���-� 	
C���7 �, �, ����0�������9 ����5��9 � 	/��9 
.���	'	
�����	��,

�.����� ���5� �0��9 � ����7 /�	 ���.�/���� 2	�0�.9�	� ���	'	��� �	�
�.� ��	� ��	��� ����� � ���.�/���@ �� 
��:	.���	���, �
�	.@��	 ���	'��
��	���7 �	�	�-�7 ����������	7 �� �����/�@��7 �
�	.@��	 
��:	.���-,  �����
���	 �/��	'	�0�1����� � 	�	
���	 ��5���������.��	����. �	��	�� � �����
�	�.���� :����.9�	'	 
�.���� 0�5�� ���	'	��9@ � :	.���	��9@E ��	
1	��0	
0����0����	���9 ���	'	��9 ��	��� :�� �	1������� �� :	.���	���,

��	�..@�������0 ����#�� �����9������ �� :��0��� ����0�������0	�
'	 ����������	'	 ��.�, �� ���, 8,* :�������.��- 	
� �	/�� �����, ���, 8,*7 �
:�������.�� ��'.� �� ����������	� ��.	 ����.���, �� ���, 8,*7 � ��	
��5���
	��� �� 	��	�:��	�-1 /����� ����������	'	 ��.�7 �	�	�� ��0� �.��� �
�



��+ ����� �� 1����������� ����� 	��
�� 	��� � ����� �����	��
�� 	���

�	.@��	 �����-0 ��.	0, �� ������.9�-� ����	� ������� ��1	���� :	 ��	�	�
2	�0�.� G8,;HE

mrΘr = −P(r, t) ·
∫

(mr)

S2r dm ·PT(r, t) =

= P(r, t) ·
∫

(mr)

[
ρr(x, 0)·ρr(x, 0)E − ρr(x, 0)⊗ρr(x, 0)

]
dmr(x) ·PT(r, t),

G8,(6H

'�� mr O 0���� /�����-7 �	�	�� � 	��/���	0 :	.	5���� ����0�.� 0���	 r,
"
����0 ���0���� �� �	7 /�	 ����'���	����� � G8,(6H ������ :	 0����

/�����-7 � x ���9 �������� :���0���� ����'���	����7 	 �	�	�	� ��/�'	
�� ����� ����'��. G8,((H, ��.� ��� /�����-7 �	����.@A�� ����������	� ��.	7
	�����	�-7 �	 mr = m07 ρr = ρ0 � 0���	�� :.	��	��9 ����	�	� ������� Θr

/����� ������� 	� �		������- r �	.9�	 /���� ����	� :	�	�	�� P(r, t),
 ���7 :���9 ������/���� D���'� ����������	'	 ��.� ����� �-��5����0

G8,((H, �	.�/����	 ���5��� � ������/����� 0	0��� D�	'	 ��.� �-/��.@��
:	 2	�0�.�0 G6,(+H � G6,(;H, �	.�/����	 ���5��� 	:����.��� �-��5����0

K1(A) =

∫
(m)

∂K

∂v
dm =

∫
(m)

v(r, t)dm =

=

∫
(m)

[
vO − (R(r, t) −RO(t))×ωQ

]
dm.

&-/��. :	�.����� ����'��.7 :	.�/��0

K1(A) = mvO(t) +B ·ωQ(t); B =m (RO(t) −RC(t))× E.

&���07 /�	 �	.�/����	 ���5��� ����������	'	 ��.� � �	/�	��� �	�:��
���� � �	.�/����	0 ���5��� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�, &-/��.�0 ������/��
���� 0	0��� ����������	'	 ��.�E

KQ2 (A) =

∫
(m)

[
(R−RQ)×

∂K

∂v
+
∂K

∂ω

]
dm =

=

∫
(m)

[
(RO −RQ)×

∂K

∂v

]
dm+

∫
(m)

[
(R−RO)×

∂K

∂v
+
∂K

∂ω

]
dm =

= (RO −RQ)×K1 +

∫
(m)

[
(R−RO)× v(r, t) +Θr ·ω(r, t)

]
dm.
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�	�.����� ����'��. � D�	0 �-��5���� :�������.�� �	
	� ����0�/�����
�:�� ����������	'	 ��.�7 �	�	�-� � 	
A�0 �.�/�� �:�	����9 ���	�0	5�	,
���0�07 /�	 ��� /�����- ��.� 	�����	�- � 	�����	�	 ���A�@��E

P(r, t) = P(t); Θr = P(t) ·Θ0 ·PT(t); ω(r, t) =ω(t).

��� D��1 ��.	��1 ������/����� 0	0��� ����������	'	 ��.� .�'�	 �-/���
.��� � �0��� ���

KQ2 (A) = (RO −RQ)×K1(A)+

+vO ·B+Θ ·ωQ(t) +mP(t) ·Θ0 ·PT(t) ·ω(t).
G8,(8H

����-� ��� �.�'��0-� � :���	� /���� G8,(8H ��@� ������/����� 0	0���
����������	'	 ��.�7 ����0�������0	'	 ��� �
�	.@��	 �����	� ��.	, �	�.���
��� �.�'��0	� ���� ��00���-� ����0�/����� 0���	�:�� /�����7 �	����.@�
A�1 ����������	� ��.	, %�	
- �������9 ��.��- ��5�	'	 �� �.�'��0-17 :���
0�07 /�	 � ��0	 ��.	7 � /�����- �0�@� F��		
�����@ 2	�0�, & ��/�����
:	.@�� RO �-
����0 ����� ������� ��.�, �	'�� ����	�- ������� .�'�	 �-�
/��.@�� � 	:����.@�� 2	�0�.�0�

B = 0; Θ =
2

5
ma2E; Θ0 =

2

5
b2E,

'�� a � b O ������- ��.� � /�����- �		����������	7 :��/�0 a� b,
�.����� 	
�����9 ���0���� �� �	7 /�	 ����	�-Θ �Θ0 �0�@� ����-� 2��

��/����� ���0���	���7 :	��	.9�� ����	�Θ0 O 0���	�� :.	��	��9 �:��	��	�
�������, ��:��9 ������/����� 0	0��� G8,(8H :����0��� ���

KQ2 (A) = (RO −RQ)×K1(A) +
2

5
ma2ωQ(t) +

2

5
mb2ω(t). G8,(+H

��.� 0	��.� �'.	�-1 ��	�	���� ωQ(t) � ω(t) �0�@� 	�����	�-� :	��
�	�7 �	 ����0�/����0 0���	�:��	0 0	5�	 :����
��/97 � ����������	� ��.	
:	 ��	�0 ����0�/����0 ���������0 �� 	�.�/���� 	� �
�	.@��	 �����	'	 ���
.�, ��.� 5� |ω(t)| � |ωQ(t)|7 �	 ����0�/����0 0���	�:��	0 :����
��'��9
��.9�, &���	7 /�	 ����������	� ��.	 :���1	��� � �
�	.@��	 �����	� ��.	
:�� b → 07 �	'�� 	��	�:��	�� /������ :���1	��� � 0������.9��@ �	/��,
����0 	
���	07 P:����	��Q7 �������-� � ��/�.� D�	'	 �����.�7 ��F�. ��	�
�����F����,



��* ����� �� 1����������� ����� 	��
�� 	��� � ����� �����	��
�� 	���

���� ������	 ����%�� �
������ ���� � �� �
�)��
�

�	'.���	 �-��5���0 G8,+H � G8,;H ����	�- ������� �
�	.@��	 �����	'	
��.� ������ 	� ���1 2���	�	�E *H ���5��� ��.�R (H �-
	�� :	.@�� � ��.�R
6H ���:����.��� 0���- � ��.�, �	.9�	 :	�.����� 2���	� �.��� ��	�C�0�
.�0-0 ����
��	0 ��.�7 � :���-� ��� 2���	�� �����- � ���F��0� 	
��	�
��.9����0�, &�5�	 � ��	0 ���� �-��.��9 �.���� ��5�	'	 �� D��1 2���	�
�	�,

���/�.� �����	��0 ��� ������0	��� ����	�	� ������� 	� ���5���, 4.
D�	'	 �	����	/�	 �	�:	.9�	���9� 2	�0�.�0� G8,+H7 G8,;H � 	��	��-0 �������
���0 ����0����� G6,(3H, �/��-��7 /�	 ����	� :	�	�	�� �� ������� 	� �	/��
��.�7 :	.�/��0

B(X)(t) = P(t) ·B(X)
0 ·PT(t); B

(X)
0 = m (rX − rC)× E, G8,(;H

'�� ����	� B
(X)
0 �-/��.�� � 	��/���	0 :	.	5����7 �	�	�	� �� ������� 	� ����

5��� � �-
������ :�	���	.9�	R ����	� :	�	�	�� P(t) :	���-���� :	�	�	�
��.� 	��	����.9�	 	��/���	'	 :	.	5���R ����	�- rX � rC ����@� :	.	5���
:	.@�� � ������ 0��� � 	��/���	0 :	.	5����,

���.	'�/�-� 2	�0�.- �:�����.��- � �. D�.��	�� ����	�� �������E

Θ(X)(t) = P(t) ·Θ(X)
0 ·PT (t);

Θ
(X)
0 = −

∫
(m)

(r − rX)× E× (r − rX)dm(r).
G8,(=H

����	�- ������� B
(X)
0 � Θ(X)

0 �� ������ 	� ���5��� � �.@�� 1�����
���������0� ����0�������0	'	 ��.�7 �	 	�� :	�:��5��0� ������ 	� �-
	�
�� :	.@�� � ��.�, ����
��	0 ��.� �.��� �'	 ����� 0���, ��.� :	�.�����
�-
���9 � ��/����� :	.@��7 �	 ����	� B

(C)
0 	
��A���� � ��.��	� ����	�7 �

D�.��	� ����	� ������� Θ(C)
0 � D�	0 �.�/�� ���-����� ������.9�-0 ����

�	�	0 �������7 �	�	�-� 0	5�� �.�5��9 :��:	���	� 1������������	� ��.�,
�	�0	���07 ��� 0����� D�.��	� ����	� ������� :�� ��0��� :	.@��, �����
� :	.@�	0 X ����0	���0 ���'	� :	.@� Y, �	'��

Θ
(X)
0 = −

∫
(m)

(r − rX − rY + rY)×E× (r − rX − rY + rY)dm =

= (rY − rX)×B
(X)
0 +B

(Y)
0 × (rY − rX) +Θ

(Y)
0 .

G8,(>H



��0� /���
� ���
!�� 	��
�� 	��� � �, ��$�	�� ��	

"�	
-� ������� :�������.�� �.�/��7 �	'�� :	.@� Y �	�:����� � �����	0
0��� ��.�E

Θ
(X)
0 = −m (rC − rX)×E× (rC − rX) −

∫
(m)

(r − rC)×E× (r − rC)dm. G8,(3H

�	�.����� �.�'��0	� � :���	� /���� �-��5��� G8,(3H O ������.9�-�
����	� �������7 �-/��.���-� 	��	����.9�	 ������ 0��� C, %�	
- �-����9
�0-�. :���	'	 �.�'��0	'	 � :���	� /���� ��������� G8,(3H7 ����0	���0 /����
�-� �.�/�� �����	'	 ��.�, ����9 �
�	.@��	 �����	� ��.	 �	��	�� �� 
��0���
�	�	'	 ����5�7 �.��� l �	�	�	'	 ����� |rC − rX|7 � :�����:.���	� � 	��	0�
�	��� ����5� �	����	�	/���	� 0���- m, ��	
	��-� �	��� ����5� �����:�
.�� � :	0	A9@ �2���/���	'	 F������ � �	/�� rX, & 	��/���	0 :	.	5����
�	��� ����5� � 0���	� m ���:	.	5�� � �	/�� rC, ?�.��	� ����	� �������
����0	�����	'	 ��.� � 	��/���	0 :	.	5���� �-/��.��� :	 2	�0�.� G8,(=H7
� �	�	�	� ����'���	����� :	 0���� �	.5�	 :	��0��9� � �0-�.� ����'��.�
���.�9��� S8;TE

Θ0 = −ml2e×E× e = ml2(E− e⊗ e), e = (rC − rX)l
−1. G8,6)H

����0 	
���	07 D�.��	�- ����	�- ������� Θ(X)
0 � Θ(C)

0 7 �-/��.���-� 	��
�	����.9�	 :	.@�	� X � C7 �, � 	��	����.9�	 �	/�� rX � rC �		����������	7
�����- 0�5�� �	
	� :�	��	� ������0	��9@E

Θ
(X)
0 =ml2(E − e⊗ e) +Θ

(C)
0 , G8,6*H

'�� �����/�-� ����	� e ��:���.�� 	� �	/�� rX � �	/�� rCR l O �����	���
0�5�� D��0� �	/��0�E l = |rX − rC|,

?�	 :�������.���� 0	5�	 :���:����9 � �����.9�	� �	�2�'������

Θ(X) = ml2(E− e ′ ⊗ e ′) +Θ(C), e ′ ≡ P · e. G8,6(H

��������.��� G8,6*H � G8,6(H � ���	�	�-1 ���'�1 :	 0�1����� S8=T ���-�
��@� �������� 23������45�������,

&����0� � �-��5���@ �. ������/���	� D���'�� �
�	.@��	 �����	'	
��.� G8,8H � :���:�F�0 �'	 � �.���@A�0 ����E

K =
m

2

(
v +

1

m
B(X) ·ω

)
·
(
v +

1

m
B(X) ·ω

)
+

+
1

2
ω ·

(
Θ(X) −

1

m
(B(X))T ·B(X)

)
·ω.



��� ����� �� 1����������� ����� 	��
�� 	��� � ����� �����	��
�� 	���

�������	 ������9 �0-�. ��.�/��7 �1	�A�1 � D�	 �-��5����E

v +
1

m
B(X) ·ω = v + (RX −RC)×ω = vC,

'�� vC O ��	�	��9 ������ 0���,
4. ����	�� �������7 �1	�A�'	 �	 ��	�	� �.�'��0	� � ������/���	� D����

'��7 :	.�/�0

Θ(X) −
1

m
(B(X))T ·B(X) ≡

≡Θ(X) +m (RX −RC)× E× (RX −RC) =Θ
(C),

G8,66H

'�� ����	� Θ(C) O ������.9�-� ����	� �������,
�	�����. �-��5���� G8,66H � :���-��A�� ��������	 � 2	�0�.� �.

������/���	� D���'��7 :	.�/��0

K =
m

2
vC · vC + 1

2
ω ·Θ(C) ·ω =

m

2
vC · vC + 1

2
Ω ·Θ(C)

0 ·Ω, G8,68H

'�� ��:	.9�	��� .��-� ����	� �'.	�	� ��	�	���Ω ≡ PT ·ω7 � ����	�Θ(C)
0 O

������.9�-� ����	� �������7 �-/��.���-� � 	��/���	0 :	.	5����,
& :�������.���� G8,68H .�'�	 ������� /����-� �.�/�� ��	��0- ����'�,

�� :���-� ��'.� ��5���7 /�	 �-��5���� G8,68H :�	A�7 /�0 �-��5���� G8,8H7
�	 D�	 �� ���'�� ���, ��:��0��7 :�� ���A���� �����	'	 ��.� �	���' ��:	�
���5�	� �	/�� � ��/����� :	.@�� ��	
�	 �-
����9 �0���	 ��:	���5��@
�	/��, �	'�� ��	�	��9 :	.@�� v = 0 � �-��5���� G8,8H :����0��� �	���0
:�	��	� ���E

K =
1

2
ω ·Θ(X) ·ω =

1

2
Ω ·Θ(X)

0 ·Ω, ω = P(t) ·Ω, G8,6+H

'�� ����	� ������� �-/��.�� 	��	����.9�	 ��:	���5�	� �	/�� X,
&����0 � ����0	������ ��5�	� :	���� 0	0���� ������� 	��	����.9�	

	��7 ������	� �� �����/�-� ����	� n � :�	1	�A�� /���� �� �	/�� ��.�7
	��	����.9�	 �	�	�	� �-/��.�� ����	� �������E

J(X)n ≡ n ·Θ(X) · n = n0 ·Θ(X)
0 · n0, n(t) = P(t) · n0. G8,6;H

& �-��5���� G8,6;H ����	� n0 	:����.�� 2�����	�����@ 0������.9��@
	�9 � ��.� � 	��/���	0 :	.	5����7 � ����	� n 	:����.�� �� 5� 0������.9��@
	�9 � �����.9�	� �	�2�'������7 �, �, ����	� n ���A���� �0���� � ��.	0,



��0� /���
� ���
!�� 	��
�� 	��� � �, ��$�	�� ��6

����/����� �0-�. 0	0���� ������� ����� 5� ��0��������� �� �-��5��
�� �. ������/���	� D���'��7 ��:��0��7 G8,6+H, 4��������.9�	7 :��������0
����	� �'.	�	� ��	�	��� � ����

ω = ωm; Ω = ωm0; m = P ·m0,

'�� �����/�-� ����	� m 	:����.�� 0'�	�����@ 	�9 ���A���,
�	'�� ������/���� D���'� G8,6+H :����0��� ���

K =
1

2
J(X)m ω

2, J(X)m ≡ m ·Θ(X) ·m = m0 ·Θ(X)
0 ·m0. G8,6=H

"�.�/�� 0	0���� ������� J(X)m � G8,6=H 	� 0	0���� J(X)n � G8,6;H �	��	�� �
�	07 /�	 J(X)m �-/��.��� 	��	����.9�	 �	� 0������.9�	� 	�� � ��.�7 �	�	��
� ����-� 0	0��� ���0��� �	�:����� � 0'�	����	� 	�9@ ���A���, �	D�	0�7
� 	�.�/�� 	� 0	0���� ������� J(X)n 7 0	0��� ������� J

(X)
m ������� 	� ���0���7

:	��	.9�� � ����-� 0	0���- ���0��� 	� �-/��.��� 	��	����.9�	 ����-1
	��� � ��.�, ��0 �� 0���� �� �-��5��� G8,6=H �.�����7 /�	 0	0��� �������
	:����.�� ������	��	��9 ��.� :	 	��	F���@ � �:��	��	0� ���5���@ �	/�	
��� 5�7 ��� 0���� 	:����.�� ������	��	��9 ��.� :	 	��	F���@ � �����.���
	��	0� ���5���@, "����	 ����9 �0���� ��A�������� �������E 0���� ��.�
�� ������� 	� ���5���7 � 0	0��� ������� J(X)m ������� 	� ���5���7 �, �,
������� 	� ���0���,

 � 	:����.��� 0	0���� ������� �.�����7 /�	 	� ������� 	� �	/��7 	��	�
����.9�	 �	�	�	� �-/��.��� ����	� �������, "�	
	� ���/���� �0��� ����
���.9�-� 0	0��� �������7 �	�	�-� �-/��.��� :	 2	�0�.� G8,6;H :�� �-�

	�� :	.@�� �	�:���@A�0 � �����	0 0���E

J(C)n ≡ n ·Θ(C) · n = n0 ·Θ(C)
0 · n0, n(t) = P(t) · n0.

 �0������ 0	0���� ������� :�� ��0������ :	.@�� ����� 5� �.����� ��
	:����.��� 0	0���� ������� G8,6;H � 2	�0�.- G8,6(H, �	�.� ���.��	'	
�0�	5��� �������� G8,6(H �� ����	� n �.��� � �:����7 :	.�/�0

J(X)n = J(C)n +mD2, D2 = l2 sin2 α, G8,6>H

'�� D O �����	��� 0�5�� 	�0�7 ������-0� �� �����/�-� ����	� n �
:�	1	�A�0� /���� :	.@�� X � CR α O �'	. 0�5�� ����	��0� n � RC −RXR
l ���9 �����	��� |RC −RX|,

&-��5���� G8,6>H 2�'������� � �/�
����1 :	 0�1����� :	� ��������0
������+ 23������45�������6, �������	 :	.�/��9 ���9 0�5�� 0	0���

6 Y�,0���,�%2( &��,�07 X./1���(IW&�/��,( % %�#� �+
���) ���%�#��) �%���&�� �(�&$
�70 ����(�0 ����� ��:�/ 8�,0���,�%2� % %�#� �,�#�&(%����/ �+
��� � �+
���
 �����	��
�	
��
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��0� ������� 	��	����.9�	 :���..�.9�-1 	���7 :�	1	�A�1 /���� :�	���	.9�
�	 �-
����0-� :	.@�� X � Y, 4. D�	'	 �	����	/�	 ��:����9 �-��5����
G8,6>H �. :	.@�� Y � ���.@/��9 �� ��'	 � :	0	A9@ G8,6>H ������.9�-� 0	�
0��� �������, & ����.9���� :	.�/�0

J(X)n = J(Y)n +m
(
D21 −D

2
2

)
,

'�� D1 � D1 O �����	�� 	� 	���7 :�	1	�A�1 /���� :	.@�� X � Y7 �		�����
������	7 �	 ������ 0���,

��� �5� 	�0�/�.	�97 ��
	���9 � ��.�/���0�7 �����A�0� 	� ���5���7 ��
	/��9 ��	
�	, &0���� � ��0 � �		��������� � 2	�0�.�0� G8,(=H �0���	 ����	��
������� � �����.9�	0 :	.	5���� 0	5�	 ���/��9 D�.��	� ����	� ������� �
	��/���	0 :	.	5����,  0���	 ��� 0- � 
���0 :	���:��9 ��.��, ?�.��	� ����
�	� ������� � 	��/���	0 :	.	5����7 �-/��.���-� 	��	����.9�	 :�	���	.9�	
�-
����	'	 :	.@�� X7 	:����.�� ��	�	� �� 2	�0�. G8,(=H, ��� ����	 �� 	:���
��.���7 D�	� ����	� ��00����/�� � ��	�������.9�	 	:����.��, ����:�F�0
�-��5���� �. D�.��	�� ����	�� ������� � D�����.����	0 ����7E

Θ0 =

∫
(m)

(
|r− rX|

2E− (r − rX)⊗ (r − rX)
)
dm. G8,63H

�	��5�07 /�	 D�	� ����	� ���������.9�	 ��	�������.9�	 	:����.��E

a ·Θ0 · a =

∫
(m)

|r− rX|
2 a2(1 − cos2 α)dm ≥ 0, ∀ a : a �= 0,

'�� α O �'	. 0�5�� ����	��0� a � r − rX,
��� �������	7 .@
	� ��00����/�-� ����	� ��	�	'	 ���'� �	:������ �:���

���.9�	� ���.	5���� G�0, �����. *,*(HE

Θ0 = Θ1d1 ⊗ d1 +Θ2d2 ⊗ d2 +Θ3d3 ⊗ d3, di · dk = δik. G8,8)H

"��7 ������-� �� �	
������-� ����	�- dk � :�������@A��� � �	/��
rX7 ���-��@�� '.���-0� 	�0� �������, �	
������-� /��.� Θk ���-��@��
� '.���-0� 0	0����0� �������, "�� �-/��.@�� 	��	����.9�	 '.���-1

7 �,� ��,�'�#� �& 8�,0��7 �+
�	� 2 8�,0��� �+
�6� �����;"�%(���; &�-#��&%�

a× E× b = b⊗ a − (a · b)E,

��,(%�#��%�� #�� �.�7' %�2&�,�% a � b
 �����	�� �	
��



��0� /���
� ���
!�� 	��
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	��� �������, �.���-� 0	0���- ������� ��.� 
���0 ��0��	���9 ���7 /�	
-
�-:	.�.��9 �����������

0 ≤ Θ1 ≤ Θ2 ≤ Θ3. G8,8*H

��.� ��� '.���-� 0	0���- ������� ��.� ���.�/�-7 �	 �	
������-� ����-
di⊗ di 	:����.@�� 	��	���/�	, ��.� ��� '.���-1 0	0���� ������� �	�:��
��@�7 �	 	��	���/�	 ��1	���� �	.9�	 �� �	
������� �����7 �	�	�� �		��
��������� �������	0� �	
������	0� /��.�, ����97 ��:��0��7 Θ1 = Θ2 ≤ Θ3,
�	'�� �0���	 G8,8*H :	.�/�0

Θ0 = Θ1 (E− d3 ⊗ d3) +Θ3d3 ⊗ d3. G8,8(H

���	� ����	� ���-����� ����������.9�	���	��	:�-0 � 	�9@ ��	��	:��7
������	� �� ����	� d3, "
C������ �0-�.� :	�	
�	'	 ������� 
���� ���	
� �.���@A�0 �����.�, ��.� ��� ��� '.���-1 0	0���� ������� �	�:���@�7 �	
����	� ������� :��	
������ �	���0 :�	��	� ���E

Θ0 = Θ1E. G8,86H

����	� ���� G8,86H ���-����� ��	��	:�-0 �.� F��	�-0,
�	0�0	 ��	�������.9�	��� ����	� ������� 	
.����� �A� 	���0 ��0�/��

��.9�-0 ��	����	0, �.���-� 0	0���- ������� �-/��.@�� :	 ����	�� �����
��� �.���@A�0 	
���	0E

Θi = di ·Θ0 · di ⇒ Θi =

∫
(m)

|r− rX|
2 (1 − cos2 αi)dm, G8,88H

'�� αi O �'	. 0�5�� ����	��0� di � r− rX,
�	�����0 �	0
�����@E

Θi +Θj −Θk = 2

∫
(m)

|r− rX|
2 cos2 αk dm ≥ 0, i �= j �= k �= i.

����0 	
���	07 :	.�/�.� �����������

Θ1 +Θ2 ≥ Θ3, Θ2 +Θ3 ≥ Θ1, Θ1 +Θ3 ≥ Θ2. G8,8+H

 � ���������� G8,8+H �.�����7 /�	 ����	� ������� 0	5�� �0��9 �� 
	.��
	��	'	 ��.��	'	 0	0���� �������8, �	.�� �	'	7 :�� 	��	0 ��.��	0 '.���	0

8 M��� &,� ����%7' 0�0��&( ���,=��) 2(2 � 0(&�,�(�;��/ &��2�
 �����	�� �	
��
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0	0���� ������� ��� ���'�1 0	0���� ������� 	
���- �	�:����9 0�5�� �	�

	�, ���0��	0 ����	�� ������� ���	'	 �	�� �.��� ����	� G8,6)H,

�.���-� 0	0���- ������� �.@�� 	
C������-0� 1�������������0� ���
.� � �� ������ 	� ���5��� ��.�, %���� '.���-� 0	0���- ������� .�'�	 �-�
/��.��9 0	0��� ������� 	��	����.9�	 :�	���	.9�	� 	��7 ������	� �� ����
��/�-� ����	� n � :�	1	�A�� /���� :	.@�7 �, �, /���� �	/�� ��.�7 	��	���
��.9�	 �	�	�	� �-/��.��� ����	� �������, �	.�/�0 	/������@ 2	�0�.�E

Θ(n) = n ·Θ0 · n = Θ1 cos
2 α1 +Θ2 cos

2 α2 +Θ3 cos
2 α3,

n = cosα1 d1 + cosα2 d2 + cosα3 d3.
G8,8;H

 � �������� G8,8;H � G8,8*H �.���@� 0���0����-� ��	����� '.���-1 0	�
0���	� �������E

Θ1 ≤ Θ(n) ≤ Θ3.

�.����� 	
�����9 ���0���� �� �	7 /�	 ������0	��9 ����	�� ������� 	�
�-
	�� :	.@��7 	��	����.9�	 �	�	�	'	 	� �-/��.���7 �.��� ���90� ���
�9���-0 2���	�	0, ��:��0��7 ������.9�-� ����	� ������� F��� �� 	��	�
�	��	'	 0������.� �.��� F��	�-0, �	 ����	� ������� �	'	 5� F���7 �-�
/��.���-� 	��	����.9�	 �	/��7 	�.�/�	� 	� ������ 0���7 
���� �5� ������
�����.9�	���	��	:�-0,

�������	 >�� ���� ���� �	"����	�� ���� ����� ��������� ��
��� ��� � ����#�� �������� ��������������� ������� ������ ��
� ����� �������� � ������ ��� #��������� ��� �� ����#��� ����
���"�� ������=��	 �����	 ����#���

��������������	 ����0	���0 ������.9�-� ����	� ������� Θ(C),
���������0 �'	 � ���� �:�����.9�	'	 ���.	5��� G8,8)H,

&-
���0 ��:��9 ���'	� :	.@� � �-/��.�0 �		��������@A�� �0� ����	�
������� Θ∗, ��5�� ����	��0� Θ

(C) � Θ∗ ��A������� ���97 �����	�.����
2	�0�.	� G8,6*HE

Θ∗ = ml
2(E − e⊗ e) +Θ1d1 ⊗ d1 +Θ2d2 ⊗ d2 +Θ3d3 ⊗ d3, G8,8=H

'�� e ��:���.�� 	� ������ 0��� � �	�	0� :	.@��R l O �����	��� 	� ������
0��� �	 �	�	'	 :	.@��,

&-
���0 ��:��9 �	�-� :	.@� ���7 /�	
- ����	� e �	�:���. 
- � ����	�
�	0 d2, �	'�� �0���	 G8,8=H :	.�/�0

Θ∗ = (Θ1 +ml
2)d1 ⊗ d1 +Θ2d2 ⊗ d2 + (Θ3 +ml

2)d3 ⊗ d3. G8,8>H



��0� /���
� ���
!�� 	��
�� 	��� � �, ��$�	�� �*�

�	�.��F��9 �� ����������� G8,8*H7 �-
���0 ��.�/��� l ���7 /�	
- �-:	.�
�.	�9 ��������	E

Θ1 +ml
2 = Θ2 ⇒ l =

√
Θ2 −Θ1
m

.

�	�����. D�	 ���/���� l � ��������	 G8,8>H7 :	.�/��0 �����5����� ��	�
��0-E

Θ∗ = Θ2 (d1 ⊗ d1 + d2 ⊗ d2) + (Θ3 +ml
2)d3 ⊗ d3 =

= Θ2E+ (Θ3 −Θ1)d3 ⊗ d3.

����� 
-.	 ������	 :	���� ������.9�	'	 ����	�� ������� �
�	.@��	
�����	'	 ��.�, h�����.9�-� ����	� ������� �-/��.�� 	��	����.9�	 ������
0��� ��.� � 0	5�� �.�5��9 :��:	���	� 1������������	� ��.�, �	�0	���0 ��
������.9�-� ����	� ������� � ���'	� �	/�� �����7 � �0���	 
���0 �����9
���	� :	.@� � ��.�7 	��	����.9�	 �	�	�	'	 ����	� ������� 	
.����� 0����
0�.9�-0� 0	0����0� �������, & 	��/���	0 :	.	5���� �-
���0 �����/�-�
����	� k7 �	�	�-� 
���0 �/����9 2�����	����-0, &-/��.�0 0	0��� �������
��.� 	��	����.9�	 	��7 ������	� �� ����	� k � :�	1	�A�� /���� :	.@� rXE

Jk(rX) = −k ·
[ ∫
(m)

(r − rX)×E× (r − rX)dm(r)

]
· k =

= k ·
[ ∫
(m)

(
|r− rX|

2E− (r − rX)⊗ (r − rX)
)
dm(r)

]
· k ≥ 0.

G8,83H

����� � :	.@�	0 rX ����0	���0 ���'	� :	.@� rX + y7 	���	A�� 	� :	�
.@�� rX �� ����	� y, &-/��.�0 0	0��� ������� 	��	����.9�	 �	�	'	 :	.@��E

Jk(rX + y) = −k ·
[ ∫
(m)

(r− rX − y)× E× (r − rX − y)dm(r)

]
· k =

= Jk(rX) +m
(
y · y − (k · y)2

)
+

+k ·
[ ∫
(m)

(r − rX)dm(r)× E× y

]
· k+ k ·

[
y ×E×

∫
(m)

(r − rX)dm(r)

]
· k.

&-
���0 :	.@� rX ���7 /�	
- �-:	.�.	�9 ��������	∫
(m)

(r − rX)dm(r) = 0 ⇒ rX =
1

m

∫
(m)

rdm(r) ≡ rc.
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��:��9 :���-��A�� ��������	 :����0��� ���

Jk(rc + y) = Jk(rc) +m
(
y · y − (k · y)2) ≥ Jk(rc),

:��/�0 ���� ��������� �	���'���� .�
	 :�� k× y = 07 .�
	 :�� y = 0,
&-��5���� G8,6H �:�����.��	 :�� .@
	0 �-
	�� ����	�� y, ����0 	
���

�	07 �	������ �.���@A� ��	��0�,
�������	 ����� ����#�� ����� ����������� ��������� ��� �

����� ��� ��������� ����������  �������� ���� � �������� �����
���������� #���� ���� �����

?�� ��	��0� ��1	��� :��.	5���� �� :������� :�� ����0�/���	0 	:���
��.���� ������ 0���, &����0 �A� ����	.9�	 :	����7 �	�	�-� ��:	.9��@��
��� � ��	����/����1 :	���	���17 ��� � � :���.���-1 �	:�	��1, ���5�� ����
'	 ��/9 ���� 	 :	���� ������� �������, �	0��� ������� �0��� ���0���	��9
����� �� ������� �����, �	D�	0� �'	 0	5�	 :���������9 � �.���@A�0 ����E

Jk(rX) = mρ
2
k = mκ

−2
k , κk = ρ

−1
k ,

'�� ��	��0� :	 	:����.���@ ��.�/��� ρk ���-����� ������	0 �������7 �
��.�/��� κk O 0	��.�0 ������� S8=T,

���	���7 �����	
�5�-0 0	0���	0 ������� ���-����� S8)7 8=T ��.�/���

Θmn = −m ·Θ0 · n, |m| = |n| = 1, m · n = 0.

& :�	���	.9�	0 	��	'	��.9�	0 
����� di (di · dj = δij) ����	� �������
�0��� ���

Θ0 = Θ11d1 ⊗ d1 −Θ12d1 ⊗ d2 −Θ13d1 ⊗ d3−

−Θ21d2 ⊗ d1 +Θ22d2 ⊗ d2 −Θ23d2 ⊗ d3−

−Θ31d3 ⊗ d1 −Θ32d3 ⊗ d2 +Θ33d3 ⊗ d3, Θij = Θji,

'�� �		������- Θ117 Θ227 Θ33 O 	���-� 0	0���- �������R �		������- Θij O
�����	
�5�-� 0	0���- �������,

���� ������ ���������

� 
	������� �������
 ����%�� �
���	� ���

��00���� O 	��	 �� ��5���F�1 � �������F�1 :�������.���� ��� � ���
�������7 ��� � � �����, ��'�0���-7 	��	����-� �� �		
��5���1 ��00�����7
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���'�� �/���.��9 ���90� �
�����.9�-0� � �	��	����-0�7 :	��	.9�� � ��'��
0����0� ���	'	 �	�� .�'�	 �	'.�F���� ��F� �������, ���.	5��� ��	���
��00����� � 2����� /����-/���	 	
F���-7 � ��0� ��	�� ��00����� :	 :���
�� ����0��� 	��	 �� ������.9�-1 0��� � .@
	� ����	��.9�	� �����, & ����	0
�����.� 	:��-��@�� :�	����F�� :��.	5��� ��	��� ��00����� � 	:����.��
��@ ����	�	� �������,

&����0 � ����0	������ :	���� 	 '��::� ��00����� ����	�� ��	�	'	 ����
'�, ��� D�	0 �	����	/�	 :	��	
�	 
���0 ����0�������9 �	.9�	 :	.��-�9

����	�- ��	�	'	 ���'�7 ���	�-0 � �.��� ����	� �������,
&����0 :	���� 	��	'	��.9�	'	 :��	
���	���� ����	�	� ����-1 ���'	�,

����9 ��� 	��	'	��.9�-� ����	� Q,
�����������	 <����������� ������ ������� ������� g� ������ a

� ��� �� ���� ����� A �� ������� ����������� ��������

g ′ ≡ (detQ)αg; a′ ≡ (detQ)αQ · a; A′ ≡ (detQ)αQ ·A ·QT , G8,+)H

��� α = 0 ��� ������� �9����� α = 1 ��� ���������� �9�����
4. :	.��-1 	
C���	� ��	��0	� 	:����.���� 	��	'	��.9�	'	 :��	
���	�

���� �	�:����� � 	
A�:����-0, 4. �����.9�-1 	
C���	� 	�	 
-.	 �:���
�-� ������	 � ��
	�� S8>T, 4. �..@������� ����������	��� ��	��0	'	 	:�����
.��� 	��	'	��.9�	'	 :��	
���	���� �����.9�-1 	
C���	� ����0	���0 ���
:�	��-1 :��0���,

����9 ����	�- a7 b7 c :	.��-, ����0	���0 �����.9�-� ���.�

f = a · (b× c).

�	'�� 	��	'	��.9�	� :��	
���	����� ���.�� f 0	5�	 	:����.��9 ��:	�
����������	E

f ′ = a ′ · (b ′ × c ′) = (Q · a) · [(Q · b)× (Q · c)] =
= (a ·QT) · [(detQ)Q · (b× c)] = (detQ)a · (b× c) = (detQ) f.

<���9 0- ��:	.9�	��.� �	5�����	 G*,*)+HE

(Q · b)× (Q · c) = (detQ)Q · (b× c).

& ����.9���� :��F.� � /����	0� �.�/�@ 	:����.��� G8,+)H,
��:�/�-0 :��0��	0 �����.9�	'	 ����	�� �.��� ����	��	� :�	�������

��� ���1 :	.��-1 ����	�	�, & D�	0 �.�/�� ���5� �	�0	5�	 ���9 	:����.��
��� 	��	'	��.9�	'	 :��	
���	���� ��:	����������	 �� 	��	�� 	:����.���
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	��	'	��.9�	'	 :��	
���	���� :	.��-1 ����	�	�E

c ′ = a ′ × b ′ = (Q · a)× (Q · b) = (detQ)Q · (a× b) = (detQ)Q · c.
���.	'�/�	 0	5�	 	
C����9 	:����.���� 	��	'	��.9�-1 :��	
���	���

��� �. ����	�	� .@
	'	 ���'� S8>T,
&����0 ��5�	� 2���/���	� :	���� ��00����� 	
C���	�,  ��������	�

:�������.���� 	 ��00����1 ��. �0���� :�����/���� � ��5�	'	 /�.	����,
�	 � ����	��.9�	� ����� D�� ���������-� :�������.��� �	.5�- 
-�9 	��
�	���/�	 	:����.��- � 0���0���/���	� 2	�0�, ��:��0��7 2���/���	� 	:����
��� �����.9�	'	 	���5���7 	��A����.�0	� � :	0	A9@ ���.9�	'	 �����.�7
�	.5�� �		�������	���9 0���0���/���� 	:�����7 � �	�	�	� ���.9�	0� ����
��.� �	.5�� �		�������	���9 	��	���/�	 	:����.���-� 0���0���/����� 	
C�
���, ���.9�	0� �����.� �		���������� :.	��	��97 �	�:���@A� � :.	��	��9@
�����.�7 �	�	��@ 	
-/�	 	:����.@� �������0 ����	�� �����/�	� �	�0�.�
n, ����0���/����� 	
C���7 �	/�	 �		��������@A�� ���.9�	0� �����.�7 ����
������.9�	 ��A������� � 	:����.��� �������0 ����	�� ��	�	'	 ���'�E

Q = E− 2n⊗ n; Q ·QT = E; det Q = −1. G8,+*H

��.� ����	�	0 �����.9�	'	 	���5��� G8,+*H :	������	���9 �� ����	� a7
�	 :	.�/�0 ����	� a∗ = Q ·a, ��	����� ����	�	� a � a∗ �� :.	��	��97 	��	'	�
��.9��@ ����	�� n7 �	�:���@�7 � :�	����� D��1 ����	�	� �� ����	� n ����-
0�5�� �	
	� :	 0	��.@7 �	 :�	���	:	.	5�- :	 �����,

�A� 	���0 ��5�-0 :�������.����0 	 ��00����� �.��� ��00���� ��.
	��	����.9�	 ����	'	 �	�� :	�	�	�	�, ��:��0��7 F�� �� 0����� :�� :�	�
���	.9�-1 :	�	�	��1 �	���' ��	�'	 ������, ?�	0� :�������.���@ ���5� 	��
��/��� �:	.�� 	:����.���-� 0���0���/����� 	
C���7 ���-���0-� ����	�	0
:	�	�	��7 �	�	�-� � �		��������� � ��	��0	� ?�.��� G�0, �����. *,*;H 0	5��

-�9 :�������.�� � �.���@A�0 ����E

Q(ϕm) ≡ (1 − cosϕ)m⊗m+ cosϕE+ sinϕm× E;

Q ·QT = E; det Q = +1,
G8,+(H

'�� �����/�-� ����	� m 	:����.�� :�0�@7 ���-���0�@ 	�9@ :	�	�	��7 �
�'	. ϕ ���-����� �'.	0 :	�	�	��,

4������� ����	�� :	�	�	�� G8,+(H �� ����	� a ��	���� � :	�	�	�� D�	'	
����	�� �	���' 	�� :	�	�	�� �� �'	. ϕ, <�0�/���.9�-0 �.��� �	� 2���7
/�	 .@
	� D.�0��� ��00����� ��.� 0	5�� 
-�9 :�������.�� � ���� �	0:	���
��� ����	�	� ��:� G8,+*H � G8,+(H, ����0 	
���	07 ��00����� ��. 	:��-��@��
����	��0� ��	�	'	 ���'�,
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�����������	 I�	����� ��������� ������� g� ������ a � ��� ��
���� ����� A �� ������� ����������� ��+����� ����������
��=����10 	��������

g ′ = g; (detQ)αQ · a = a; (detQ)αQ ·A ·QT = A, G8,+6H

��� ������ g� ����� a � ��� � ���� ����� A ���������  ��������� �
���������� ��� �� Q ����+�� �����������

�0-�. �������	'	 	:����.��� �:	.�� ���, ��.� 	��	'	��.9�	� :��	
���
�	����� ����0�������0	'	 	
C���� �	�:����� � ��1	��-0 	
C���	07 �	 	��	'	�
��.9�-� ����	�7 �1	�A�� � D�	 :��	
���	�����7 ���-����� D.�0���	0 ��0�
0����� ����	'	 	
C����, "/�����	7 /�	 0�	5����	 D.�0���	� ��00����� 	
C�
���� ���������.9�	 	
������ '��::�11, & ��0	0 ��.�7 D�	 0�	5����	 �� :���	7
:	��	.9�� �����/�-� ����	� �.��� D.�0���	0 G������.9�-0H ��00�����
.@
	'	 	
C����, "
����-� D.�0��� ���5� ��A������� �. .@
	'	 D.�0����
��00�����, "���.	�9 �	.9�	 �
����9�7 /�	 ��.� ����	�- Q1 � Q2 �.@��
D.�0����0� ��00�����7 �	 � �1 �	0:	���� Q3 = Q2 · Q1 �.��� D.�0���
�	0 ��00�����7 �, �, :�����.�5�� � ����0�������0	0� 0�	5�����, �	��5�0
D�	 �� :��0��� ����	�� ��	�	'	 ���'� A, ����9 ����	�- Q1 � Q2 �.@��
D.�0����0� ��00����� ����	�� A7 �, �, :���9 	�� ��	�.���	�@� ��������0

(detQ1)
αQ1 ·A ·QT1 = A; (detQ2)

αQ2 ·A ·QT2 = A. G8,+8H

�	'��

(detQ3)
αQ3 ·A ·QT3 = (detQ2)

α(detQ1)
αQ2 ·Q1 ·A ·QT1 ·QT2 =

= (detQ2)
αQ2 ·A ·QT2 = A.

<���9 0- ���5�- ��:	.9�	��.� �������� G8,+8H � �
���.��97 /�	 ����	�
Q3 :�����.�5�� � 0�	5����� D.�0���	� ��00�����, ����0 	
���	07 0�	5��
���	 D.�0���	� ��00����� 	
.����� ���0� :�������0�7 :	��	.@A�0� ���
����9 D�	 0�	5����	 '��::	�,

":�F�0 '��::- ��00����� ���.�	�7 ����	�	� � ��00����/�-1 ����	�	�
��	�	'	 ���'�, 4. ���.�	� ��:	����������	 �� 	:����.��� �.�����7 /�	
'��::� ��00����� �
�	.@��	'	 ���.�� �	�:����� � :	.�	� 	��	'	��.9�	�
'��::	�7 � '��::� ��00����� �����.9�	'	 ���.�� �	�:����� � �	
������	
	��	'	��.9�	� '��::	�,

10 B,&�1��(�;��� ,�<���� �,(%����� � C&� �,&�1��(�;�7/ &��"�,) 2�&�,7/ �%���&��
,�<����0 #(���1� �,(%�����
 �����	�� �	
��

11 B���%�7� ��,�#������ �" &��,�� 1,��� �0
 % ,("#��� �
��
 �����	�� �	
��



�*� ����� �� 1����������� ����� 	��
�� 	��� � ����� �����	��
�� 	���

���::� ��00����� :	.��	'	 ����	�� a �	��	�� �� ����	�	� :	�	�	�� �	�
���' a � �����.9�-1 	���5���� 	� :.	��	����7 :���..�.9�-1 a7 �, �, �� ����
�	�	� G8,+(H :�� m = a/|a| � ����	�	� G8,+*H :�� n · a = 0,

���::� ��00����� �����.9�	'	 ����	�� a �	��	�� �� ����	�	� :	�	�	��
�	���' a � �����.9�-1 	���5���� 	� :.	��	����7 	��	'	��.9�-1 a7 �, �, ��
����	�	� :	�	�	�� G8,+(H :�� m = a/|a| � ����	�	� �����.9�-1 	���5����
G8,+*H :�� n = a/|a|, ��� D��:���0����.9�	� :�	����� D�	'	 2���� � :	0	�
A9@ �����.� �.����� ��:	0���97 /�	 :�		
���	0 �����.9�	'	 ����	�� �.�
��� �:�������	�7 � �����.	 ��/�'	 P�� �����Q 	 �	'.�F���� 	
 	���������7
�	�	�	� ��A������� �	.9�	 � ��F�1 '	.	��1, �	D�	0� :�� ��
	�� � �����.	0
�.����� ��:	.9�	���9 �� �����.9�-� ����	�7 � �'	 :�		
��� G�:�������	�H,
����0 	
���	07 '��::- ��00����� :	.��-1 � �����.9�-1 ����	�	� ��A��
������	 ���.�/�-,

���::� ��00����� ��00����/�	'	 :	.��	'	 ����	�� ��	�	'	 ���'�7 ���
�	
������-� /��.� �	�	�	'	 ���.�/�-7 �	��	�� �� �����.9�-1 	���5���� 	�
:.	��	����7 	��	'	��.9�-1 �	
������-0 ����	��0 D�	'	 ����	��,

<���9 D�	 :	���� ��:	.9����� :��0�����.9�	 � D�.��	�� ����	�� �����
���7 �	�	�-� �.��� :	.��-0 ����	�	0 ��	�	'	 ���'�,

�����������	 I�	��� ��������� ��� �� ����#�� Θ �� �������
��+���� ���������� ��=���� 	��������

Q ·Θ ·QT =Θ. G8,++H

& 	:����.���� G8,++H � �	 �	��� D�	'	 �����.� ����	�- ������� ����0���
����@�� � 	��/���	0 :	.	5����, ��.� ����	� ������� �����7 �	 �������	
����� �'	 '��::� ��00�����, ��:��0��7 �. F��	�	'	 ����	�� �������

Q ·Θ ·QT = Q · (ΘE) ·QT = ΘE =Θ ∀Q : Q ·QT = E.

 �-0� �.	��0�7 '��::	� ��00����� F��	�	'	 ����	�� �.��� :	.��
	��	'	��.9�� '��::�, <����� ��5� 	���.9�-1 D.�0���	� ��00����� � ����
�	�� ������� :	��	.�� :	.�/��9 ��5��@ ��2	�0���@ 	 �'	 ���������,

�	���	� 4	:����07 /�	 ����	� ������� �0��� 	��� :.	��	��9 �����.9�
�	� ��00�����, ����	� �����.9�	'	 	���5��� 	� :.	��	���7 	��	'	��.9�	�
�����/�	0� ����	�� n7 �0��� ���

Q = E− 2n⊗ n; Q = QT ; Q · n = −n.

�	��	.9�� D�	� ����	� :	 ��.	��@ �.��� D.�0���	0 ��00����� ����	��
�������7 �	 �:�����.��	 ��������	 G8,++HE

(E − 2n⊗ n) ·Θ · (E− 2n⊗ n) =Θ. G8,+;H
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�0�	5� 	
� /���� D�	'	 ��������� ���.��	 �� ����	� n7 :	.�/��0

(E− 2n⊗ n) · (Θ · n) = − (Θ · n) ⇒ Θ · n = λn.

 �-0� �.	��0�7 ��.� ����	� ������� 	
.����� �����.9�	� :.	��	��9@
��00�����7 �	 ����	�7 	��	'	��.9�-� D�	� :.	��	���7 �.��� �	
������-0
����	�	0 ����	�� �������7 � 	�97 	��	'	��.9�� :.	��	��� �����.9�	� ��0�
0�����7 �.��� '.���	� 	�9@ ����	�� �������, 4	:����0 ��:��97 /�	 ����	�
������� 	
.����� �A� 	��	� :.	��	��9@ �����.9�	� ��00�����7 	��	'	��.9�
�	� �����/�	0� ����	�� m7 ���	0�7 /�	 m× n �= 0, �	'�� ����	� m ���5�
�.��� �	
������-0 ����	�	0 ����	�� �������, ����0 	
���	07 �0��0 ���
���������E

Θ · n = λn; Θ ·m = μm ⇒ (λ− μ)m · n = 0.

<���9 �	�0	5�- ��� ��������,
����-� �������, ��.� m · n �= 07 �	 λ = μ, �	'�� .�'�	 �
����9�7 /�	

.@
	� ����	�7 �.@A��� .�����	� �	0
������� ����	�	� m � n7 �.���
�	
������-0 ����	�	0 ����	�� �������, ?�	 	���/���7 /�	 �0���� ���/���	�
0�	5����	 :.	��	���� �����.9�	� ��00�����7 :�������@A�1� :	 	��	� :��
0	�7 �	�	��7 � ��	@ 	/����97 �.��� '.���	� 	�9@ ����	�� �������, ?�	�
2��� �-������ �� �.���@A�'	 �����5����, &-
���0 :��� 	��	'	��.9�-1
����	�	� d1 � d27 .�5�A�1 � :.	��	���7 ������	� �� ����	�- m � n, �	'��
����	�-

Q1 = E− 2d1 ⊗ d1; Q2 = E− 2d2 ⊗ d2; Q3 = Q2 ·Q1 = −(E− 2d3 ⊗ d3),

'�� d3 = d1× d27 ���5� �.@�� D.�0����0� ��00����� ����	�� �������7 �
����	� d3 �.��� �	
������-0 ����	�	0 ����	�� �������,

�	 ��	��0� 	 �:�����.9�	0 ���.	5���� ����	�� ��	�	'	 ���'� G�0, ����
��. *,*(H7 :	.�/�0

Θ = λ(d1 ⊗ d1 + d2 ⊗ d2) + λ3d3 ⊗ d3 = λ(E− d3 ⊗ d3) + λ3d3 ⊗ d3. G8,+=H

����	�- ���	'	 ���	��� ���-��@�� ����������.9�	���	��	:�-0� �
	�9@ ��	��	:��7 ������	� �� ����	� d3, �������� 	
C����� ��07 /�	 ����
�	� G8,+=H �� 0����� :�� :�	���	.9�-1 :	�	�	��1 �	���' 	�� ��	��	:�� d3,
 �-0� �.	��0�7 ����	� :	�	�	��

Q = (1− cosϕ)d3 ⊗ d3 + cosϕE+ sinϕd3 ×E

:�����.�5�� � '��::� ��00����� ����	�� �������,



�	� ����� �� 1����������� ����� 	��
�� 	��� � ����� �����	��
�� 	���

&	� ����� �������.9�-� �.������ �-����@� �� ��A����	���� � ����	��
������� ���1 ��	��	'	��.9�-1 0�5�� �	
	� :.	��	���� �����.9�	� ��00���
���,

&�	�	� �������, ��.� m · n = 07 �	 λ �5� �� 	
��� �����9� μ, &
D�	0 �.�/�� �� ��A����	���� ���1 :.	��	���� �����.9�	� ��00����� �.�����
�	.9�	 �	7 /�	 ����	� ������� 	
��� �0��9 ���

Θ = λd1 ⊗ d1 + μd2 ⊗ d2 + λ3d3 ⊗ d3. G8,+>H

�	 D�.��	� ����	� ������� �.��� ��00����/�-0 ����	�	0 ��	�	'	
���'�, 4. ��'	 �:�����.��� ��	��0� 	 �:�����.9�	0 ���.	5���� S((T7 ��
�	�	�	� �.�����7 /�	 .@
	� ����	� ��	�	'	 ���'�7 � ����	� ������� � /����	�
���7 �0���7 ��� 0���0�07 ��� :.	��	��� �����.9�	� ��00�����, <�0���07 /�	
��	��0� 	 �:�����.9�	0 ���.	5���� ����� �� ������ � �		
��5���0� ��0�
0�����7 �	 	��7 � 
	.�� ���	� �����	���7 0	5�� 
-�9 :	.�/��� �� 	��	�����
�		
��5���� ��00�����, & 	�.�/�� 	� �		
��5���� ��00����� :�� �	�����
��.9���� ��	��0- 	 �:�����.9�	0 ���.	5���� �� ��:	.9�	��.	�9 �	:�A����7
/�	 � ����	�� �0�@�� ������.�
	 :.	��	��� ��00�����,

� �/��	0 ��5�	��� �0��� ��:	.9�	���9 �		
��5��� ��00����� :�����
��0 :�0	� :	���	���� :	.�/���-1 :�������.����,  ���7 :���9 ����	� �����
��� �0��� 	��� :.	��	��9 �����.9�	� ��00�����7 	��	'	��.9��@ �����/�	0�
����	�� n, &����0 � ����0	������ 	��	�	�0��	�����@ ��	��� ����	�	� dk7
����@7 /�	 n = d1, #@
	� ����	� ��	�	'	 ���'�7 �� 	
����.9�	 ��00����/�
�-�7 0	5�� 
-�9 :�������.�� � ���� ���.	5���E

Θ = Θ11d1 ⊗ d1 +Θ
12d1 ⊗ d2 +Θ

13d1 ⊗ d3 +Θ
21d2 ⊗ d1+

+Θ22d2 ⊗ d2 +Θ
23d2 ⊗ d3 +Θ

31d3 ⊗ d1 +Θ
32d3 ⊗ d2 +Θ

33d3 ⊗ d3.

�	 ��.	��@ ����	�
Q = E− 2d1 ⊗ d1

�	.5�� :�����.�5��9 � '��::� ��00����� ����	�� Θ, �.��	����.9�	7 :	�
��	.9��

Q · d1 = −d1; Q · d2 = d2; Q · d3 = d3,

:�� ��0��� d1 �� −d1 ����	�Θ �� �	.5�� 0���9�, ��� 
���� �	'�� � �	.9�	
�	'��7 �	'��

Θ12 = Θ21 = Θ13 = Θ31 = 0.

����	� Θ :����0��� ���

Θ = Θ11d1 ⊗ d1 +Θ
22d2 ⊗ d2 +Θ

23d2 ⊗ d3 +Θ
32d3 ⊗ d2 +Θ

33d3 ⊗ d3.



���� /�
�� �����	
�� � ���������� 	���
� ���
!�� 	��
��, 	�� �	�

����9 ��:��9 ����	� �����.9�	'	 	���5��� E − 2d2 ⊗ d2 	� :.	��	���7
	��	'	��.9�	� ����	�� d27 ���5� :�����.�5�� '��::� ��00����� ����	��Θ,
?�	 �	�0	5�	 �	.9�	 :�� ��.	���7 /�	

Θ23 = Θ32 = 0 ⇒ Θ = Θ11d1 ⊗ d1 +Θ
22d2 ⊗ d2 +Θ

33d3 ⊗ d3.

 ���7 ��.� :	.��-� ����	� ��	�	'	 ���'� 	
.����� ���0 	��	'	��.9�
�-0� :.	��	��0� �����.9�	� ��00�����7 �	 	� ��00����/�� � 	
.����� :	
������� 0��� ���0 	��	'	��.9�-0� 0�5�� �	
	� :.	��	��0� �����.9�	�
��00�����, ��.� D�	� ����	� 	
.����� �A� 	��	� :.	��	��9@ �����.9�	� ��0�
0�����7 	��	'	��.9�	� �����/�	0� ����	�� m7 .�5�A�0� � :.	��	���7 ���
����	� �� ����	�- d1 � d27 � �� �	�:���@A�0� �� � 	���0 �� D��1 ����	�
�	�7 �	 ���	� ����	� 	
��� 
-�9 ����������.9�	���	��	:�-0 � �		�������0�
Θ11 = Θ22, ���	���7 ��.� �0���� �A� 	��� :.	��	��9 �����.9�	� ��00�����7
	��	'	��.9�� ����	�� n7 �	�	�-� �� 	��	'	��.�� :.	��	���7 ������	� ��
����	�- d1 � d27 � �� .�5�� � D�	� :.	��	���7 �	 ���	� ����	� 	
��� 
-�9
F��	�-07 �.�7 /�	 �	 5� ��0	�7 ��	��	:�-0,  �	'	0 ���'	 ��.	5���	'	 ��
.��� �.���@A� ��	��0�,

�������	 '��� ������� ��� � ���� ����� ������� ��	�� �����
��������� ��+�	 ��� ��������� ���������� � � �������� ������
���������� ������ � ��� � ������ �����"���� ������ �����������
�������� ���������� '��� ������� ��� � ���� ����� ������� ����
�� �� ����������� ��+�	 ��� ��������� ���������� � � �����
���� � �������

��� 
-.	 :	�����	 �����7 �		
��5��� ��00����� ��@� 	/��9 0�	'	 ���
2	�0���� 	 ���	���� ����0�������0	'	 ����	��, ?�� �		
��5��� .�'�	 �	��
:����0�@�� ��������� � �:	�	
����@� ��	� �����.������7 � /����	���7
����	�� �������, ��	
.�0�7 	����	7 � �	07 /�	 ������� ��/�'	 �� ����� 	
����	�� �������7 �
	 � ����	�� ���	'	 	
C���� ��0	'	 :	 ��
� �� ��A�������,
����	� ������� �	���� � ����.9���� :����	'	 �:	�	
� 	:����� G0	��.��	�
����H :���	��-1 	
C���	�, �	D�	0� 0	5�� :	�����9�7 /�	 ��� :��������
�-� ����0	����� :	����@� � �	���1�7 �
	 0- .�F��- �	�0	5�	��� ������9
������
- �	 �� 
-.	 D.�0���- ��00����� ����	�� �������, <���9 ��0 �� :	�
0	A9 :��1	��� �	���F���	 ��0�/���.9�-� � /����-/���	 ��5�-� � 2�����
:�����: �@��M���0���,

*���/�� 63��47������	 I�	��� ��������� ������� �������� ���
��	��� ��	��� ��������� ����������

���0�����.9�	 � ����	��0 ������� ��/9 ���� 	 �.���@A�0, ����	� �����
��� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� �.��� 1������������	� D�	'	 ��.�7 �, �, �.���



�	� ����� �� 1����������� ����� 	��
�� 	��� � ����� �����	��
�� 	���

�����0 ��	���� ��.�, ��.	 �.��� :��/��	�7 � �'	 ����	� ������� �.���
�.�������07 �-����@A�0 �� ���	��� ��0	'	 ��.�, &	� �� D�	0 D��:� � �����
:��� � �������� �������, �- ����0 ���.9�	� ��.	 � ����0 	 ���:����.����
0���- ������ D�	'	 ��.�, �	D�	0� 0- � �	��	��� ������9 G���������	 	A��
���9H D.�0���- ��00����� ���.9�	'	 ��.�, �	 ����#��	 *���@4������ 0-
0	5�0 �����5���97 /�	 D�� D.�0���- ��00����� 	
����.9�	 :�����.�5��
'��::� ��00����� �.������7 �, �, ����	�� �������, &0���� � ��0 ����#��
*���@4������ �� �����5����7 /�	 '��::� ��00����� �.������ �	�:����� �
'��::	� ��00����� :��/��-7 :���� 0	5�� 
-�9 ���/���.9�	 F��� ��	�	�,
��:��0��7 ���.9�	� ��.	 0	5�� �		
A� �� 	
.����9 :.	��	��0� �����.9�	�
��00�����, �	 ����	� ������� �	'.���	 ��	��0� 	 �:�����.9�	0 ���.	5����
	
����.9�	 	
.����� ���0 :.	��	��0� �����.9�	� ��00�����7 	��	'	��.9�
�-0� �	
������-0 ����	��0 ����	�� �������,

"
����0� � �-/��.���@ ����	�	� ������� �	������-1 ��. � :	�0	���07
/�0 ��0 :	0	'�� �		
��5��� ��00�����,

8��������+� ������ ����/�� ������ 9��� �� ����������� ��%

�������	 ����0	���0 F�� ������� a � �	�������/���	� :	.	��9@ ������� b,
B�� �-:	.��� �� ����	0���	 ���:����.���	'	 	��	�	��	'	 0������.�, ����
�� F��� ����� m, ?�.��	� ����	� ������� �-/��.��� :	 2	�0�.� G8,(=HE

Θ = −

∫
(m)

(r − rc)× E× (r − rc)dm(r) =

=

∫
(m)

(
|r− rc|

2E− (r − rc)⊗ (r − rc)
)
dm(r).

G8,+3H

& :�����:� 0	5�	 �-/��.��9 D�	� ����'��. � ����� ����	� �������, �	
0- :	���:�0 ���/�, � ����0�������0	'	 F��� .@
� :.	��	��97 �	���5�A�
����� F���7 �.��� :.	��	��9@ �����.9�	� ��00�����, ����0 	
���	07 ���
�.9�-� F�� 	
.����� ���/���-0 0�	5����	0 :.	��	���� �����.9�	� ��00���
���7 ��.@/� ��	��� ��	��	'	��.9�-1 0�5�� �	
	� :.	��	����, �	 ����#��	
*���@4������ D�� :.	��	��� �	.5�- :�����.�5��9 � :.	��	��0 �����.9�
�	� ��00����� �.������7 �, �, ����	�� �������, ?�	 �	�0	5�	 �	.9�	 �.
��	��	:�	'	 ����	�� �������,  �-0� �.	��0�7 ����	� ������� :	.	'	 F���
�0��� ���

Θ = ΘE ⇒ trΘ = 3Θ. G8,;)H

%�	
- ����� ����	� �������7 �	����	/�	 �-/��.��9 �	.9�	 	��	 /���
.	 O 0	0��� ������� Θ, 4. D�	'	 ��� ��5�- �-/��.�9 ����	��-� ���



���� /�
�� �����	
�� � ���������� 	���
� ���
!�� 	��
��, 	�� �	�

��'��. G8,+3H, 4	����	/�	 �-/��.��9 ���.��-� ����'��.E

trΘ = 2

∫
(m)

|r− rc|
2 dm(r) = 2

∫
(m)

ρ2 dm(ρ) = 3Θ, ρ ≡ |ρ| = |r− rc|. G8,;*H

"���.	�9 �-/��.��9 ����'��. :	 0����, �	���:�0 �.���@A�0 	
���	0,
"
C�0 :	.	'	 F��� ����� 4π(a3−b3)/3, �.��	����.9�	7 0���	�� :.	��	��9
����� 3m/4π(a3 − b3), &��9 	
C�07 ����-� ��.	07 �����.�0 �� �	���� �	��
������/����� �.	� �	.A��- dρ, ����� 	��	'	 �.	 �-/��.��� :	 2	�0�.�

dm(ρ) =
3m

4π(a3 − b3)
4πρ2 dρ =

3m

(a3 − b3)
ρ2 dρ.

 �:	.9�� D�	� ����.9���7 2	�0�.� �. 0	0���� ������� G8,;*H :���:��
�-���0 � ���� 	��	0���	'	 ����'��.�E

3Θ =
6m

(a3 − b3)

a∫
b

ρ4 dρ =
6m

5(a3 − b3)
(a5 − b5) ⇒

⇒ Θ =
2m(a4 + a3b+ a2b2 + ab3 + b4)

5(a2 + ab+ b2)
.

4. �:.	F�	'	 F��� :�� b = 0 :	.�/��0 Θ = 2ma2/5,
������ ����/�� 9��� ������������ ���3��: �� �������3;��� �

/������ 9���	 ��� �-/��.���� D�	'	 ����	�� 0- �	.5�- �	�:	.9�	���9�
��	��0	� �@�'����MB������� G8,6*H, & ����	0 �.�/�� 	�� :����0��� ���

Θ(X) = ml2(E − e⊗ e) +Θ(C) =ml2(E− e⊗ e) +
2

5
ma2E, G8,;(H

'�� l O �����	��� 	� :	.@�� �	 ������ F���R e O �����/�-� ����	�7 ��:����
.���-� 	� :	.@�� � ������ F��� �.� ��	
	�	�,

������ ����/�� 9��� � 9������: �� �� ���/����������� ����%

���3	 ����0	���0 F�� � F��	�	� :	.	��9@7 ����� �	�	�	� �� �	�:����� �
�����	0 	��	��	'	 F���, ������ F��� ����� a7 ������ :	.	��� ����� b, ����9
m O 0���� F��� � :	.	��9@, &-/��.�0 ����	� ������� F��� � :	.	��9@
	��	����.9�	 ������ 	��	��	'	 F���, ?�	7 ����0����7 �5� �� ������.9�-�
����	� �������, ��/�.	 �����0- 	��/��� :	0����0 � ����� 	��	��	'	 F���,
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�	 	:����.���@ D�.��	�� ����	�� �������

Θ =

∫
(m)

(
|r|2E− r⊗ r

)
dm(r) =

=

∫
(m+m1)

(
|r|2E− r⊗ r

)
dm(r) −

∫
(m1)

(
|r|2E− r⊗ r

)
dm(r),

G8,;6H

'�� m1 O 0���� �	:	.����.9�	'	 0������.�7 ��	
1	��0	'	 �. ��:	.����
:	.	���,

����-� ����'��. � :���	� /���� �-��5��� G8,;6H ���� ������.9�-� ����
�	� ������� F��� 
�� :	.	���, &�	�	� ����'��. ���� ����	� ������� �:.	F�
�	'	 F��� 0���	�m1 	��	����.9�	 ������ 	��	��	'	 F���, "
� ����	�� �����
��� 0- �5� �0��0 �-/��.�9, ����-� ����	� ������� ������� 2	�0�.	�
G8,;)H7 � ��	�	� ����	� ������� 	:����.��� 2	�0�.	� G8,;(H, �	D�	0� �-�
��5���� G8,;6H 	�	�/���.9�	 :����0��� ���

Θ =
2

5
(m +m1)a

2E−

(
2

5
m1b

2E+m1l
2(E− e⊗ e)

)
,

'�� l O �����	��� 0�5�� ������0� 	��	��	'	 F��� � :	.	���R e O ��:����
.���� 	� ������ F��� � ������ :	.	���,

8��������+� ������ ����/�� ����������� ��������� /�������	

����0	���0 �:.	F�	� ��.���� ������� a � �-�	�	� h, "/�����	7 /�	 � ��'	
���9 ��� ��	��	'	��.9�-� :.	��	��� �����.9�	� ��00�����7 :�������@A���
� :	 	�� ��.�����, ?�	 	���/���7 /�	 �'	 ����	� ������� �.��� ������
�����.9�	���	��	:�-0 � 	�9@ ��	��	:��7 �	�:���@A�� � 	�9@ ��.�����, "
�
A�� ��� ���	'	 ����	�� 	:����.��� �-��5����0

Θ = λe⊗ e+ μ (E− e⊗ e) , λ = e ·Θ · e, λ+ 2μ = trΘ. G8,;8H

%�	
- ����� ����	� �������7 �	����	/�	 �-/��.��9 	���	� λ � D����	���
�.9�-� μ 0	0���- �������, ��/�.	 �����0- 	��/��� ���:	.	5�0 � ������
0��� ��.�����, &���	� :	.	5��� ��:�/�	� �	/�� ��.����� :��������0 �
���� ���.	5���E

r = ρ+ ze, |r|2 = |ρ|2 + z2, z = r · e, 0 ≤ |ρ| ≤ a, −h/2 ≤ z ≤ h/2.
�	�����. 	:����.���� D�.��	�� ����	�� ������� G8,+3H � 2	�0�.- �.

0	0���	� ������� G8,;8H7 :	.�/��0

λ =

∫
(m)

|ρ|2 dm(r), λ+ 2μ = 2

∫
(m)

|r|2 dm(r) = 2λ+ 2

∫
(m)

z2 dm(r). G8,;+H



���� /�
�� �����	
�� � ���������� 	���
� ���
!�� 	��
��, 	�� �	�

��� �-/��.���� 	���	'	 0	0���� ���9 ��.���� :��������0 ��� �	�	��:�
�	��9 �	�������/����1 �.	�� 0�.	� �	.A��-, ����� D�	'	 �.	 �-/��.���
:	 2	�0�.�

dm(r) =
m

πa2h
2πρhdρ =

2mρ

a2
dρ, ρ ≡ |ρ|.

�	'�� 	���	� 0	0��� ������� 	:����.��� 	��	0���-0 ����'��.	0E

λ =

∫
(m)

ρ2 dm(r) =
2m

a2

a∫
0

ρ3 dρ =
ma2

2
.

��� �-/��.���� D����	���.9�	'	 0	0���� ������� 	
.���97 �����@ ���
.����	07 ��	
�	 ���
��9 �� ��.����- �-�	�	� dz, ����� ���	'	 ��.�����

dm(r) =
m

πa2 h
πa2 dz =

m

h
dz.

��:��9 D����	���.9�-� 0	0��� ������� �	'.���	 G8,;8H �-/��.��� :	�
�������	0 ����'��.�E

2μ− λ = 2
m

h

h/2∫
−h/2

z2 dz =
mh2

6
⇒ μ =

mh2

12
+
ma2

4
.

����0 	
���	07 ������.9�-� ����	� ������� ���'	�	'	 ��.����� �0���
���

Θ =
ma2

2
e⊗ e+

(
mh2

12
+
ma2

4

)
(E− e⊗ e) .

��.� ������ ��.����� �����0��9 � ��.@7 �	 �-��5���� G8,8H ���� ����
���.9�-� ����	� ������� �	��	'	 ����5�, ��.� :����9 λ = μ7 �	 ������.9�
�-� ����	� ������� ��.����� ����	���� F��	�-0, 4. D�	'	 �	����	/�	
:����9 h =

√
3a, ��.�7 ��	0� �	'	7 :����9 a =

√
4/5R7 �	 ������.9�-�

����	� ������� ��.����� �	�:����� � ������.9�-0 ����	�	0 ������� F���
������	0 R � 0���	� m,

8��������+� ������ ����/�� ����������� ���������������	&-�
/��.�0 ������.9�-� ����	� ������� 	��	�	��	'	 :���..�.�:�:��� �	 ��	�	�
��0� a7 b7 c, ��/�.	 �����0- 	��/��� ���0����0 � ������ 0���, <���9 ���5�
�0�@�� ��� :.	��	��� �����.9�	� ��00�����7 �	 	�� ����0�	 	��	'	��.9�-,
�	D�	0� ����	� ������� :���..�.�:�:��� �0��� 
	.�� �.	5�-� ���E

Θ =

∫
(m)

(
|r|2E− r⊗ r

)
dm(r) = Θ1d1 ⊗ d1 +Θ2d2 ⊗ d2 +Θ3d3 ⊗ d3,

'�� ����	�- dk :���..�.9�- ��
��0 :���..�.�:�:���,



�	* ����� �� 1����������� ����� 	��
�� 	��� � ����� �����	��
�� 	���

&���	� r :��������0 � ���� ���.	5���E

r = xd1 + yd2 + zd3;

−a/2 ≤ x ≤ a/2; −b/2 ≤ y ≤ b/2; −c/2 ≤ z ≤ c/2.

4. 0	0���	� ������� :	.�/��0

Θ1 = d1 ·Θ · d1 =
∫

(m)

(
y2 + z2

)
dm(r);

Θ2 = d2 ·Θ · d2 =
∫

(m)

(
x2 + z2

)
dm(r);

Θ3 = d3 ·Θ · d3 =
∫

(m)

(
x2 + y2

)
dm(r).

<���9 ���5� �	����	/�	 �-/��.��9 ��� 	��	0���-1 ����'��.�, &-/���
.�07 ��:��0��7 ����'��. :	 0���� 	� 2������ x2E

∫
(m)

x2 dm(r) =

a/2∫
−a/2

x2
m

abc
bcdx =

ma2

12
.

���.	'�/�	 �-/��.@�� � ��� 	���.9�-1 ����'��.�, "�	�/���.9�	 �.
������.9�	'	 ����	�� ������� :���..�.�:�:��� :	.�/�0

Θ =
m(b2 + c2)

12
d1 ⊗ d1 +

m(a2 + c2)

12
d2 ⊗ d2 +

m(b2 + a2)

12
d3 ⊗ d3.

"
����0 ���0���� �� �	7 /�	 �� �.����� �	�	:��9� � :���1	�	0 	� ���
��'���	���� :	 0���� � ����'���	����@ :	 	
C�0�, ��� ����'���	����� :	
0���� �.����� ������	 ��:	.9�	���9 ��������	��9 ����	�� ������� :	 0����
��.�, "�	
���	 ��5�	 :	.�	��9@ �/��-���9 D�	 	
��	��.9���	 :�� �-/���
.���� ����	�	� ������� �	�����-1 ��.,

���" ����������� ���
����� 3)����

�������� ���A��� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� �	���' ��:	���5�	� �	/��

-.� �-�����- #, ?�.��	0 � *=+> ',7 �, �, �	 	���-�� �0 ��	�	'	 ���	��
����0��� ��� ��������0	'	 :	���.��� 0�1�����, ��� �-�	�� 	� 	:���.� ��
��	��0� 	
 ��0������ 0	0���� �	.�/����� ���5���7 1	� � �	 ���0 D��



���� ������������ )
������� 3$��
� �		

��	��0� ��� �� ���-��.��97 �	 ��:	.9�	��.��9, �	 :�� ��.�/�� '����.9�	'	
�0� 0	5�	 � ��:����.9�-0� 0��	��0� :	.�/��9 ����5�-� � :����.9�-�
����.9���-, "
-/�-0 .@�0 .�/F� :	.9�	���9� :����.9�-0� 0��	��0�,

����0	���0 �
�	.@��	 �����	� ��.	7 �	�	�	� ���A���� �	���' ��:	���5�
�	� �	/��, �	�.���@@ �-
���0 � ��/����� :	.@�� � ��.�, �	'�� ������/����
D���'�7 �	.�/����	 ���5��� � ������/����� 0	0��� ��.� �-/��.@�� :	
2	�0�.�0 G8,8H7 G6,6)H � G8,>H7 �		����������	, ������/���� D���'� 0	5��

-�9 ��:����� � ���1 D�����.����-1 2	�0�1E

K(A) =
1

2
ω ·P(t) ·Θ ·PT(t) ·ω =

1

2
Ω ·Θ ·Ω, ω = P(t) ·Ω, G8,;;H

'�� ω � Ω O .��� � :���� �'.	�-� ��	�	��� ��.�7 �		����������	R ����
�	� ������� Θ �-/��.�� 	��	����.9�	 ��:	���5�	� �	/�� ��.� � 	��/���	0
:	.	5����,

4. �	.�/����� ���5��� :	.�/�0 :�������.����E

K1(A) = m
dRC(t)

dt
= mω(t)×RC(t), RC(t) = P(t) · rc, G8,;=H

'�� ����	� rc 	:����.�� :	.	5���� ������ 0��� ��.� 	��	����.9�	 ��:	���5�
�	� �	/�� � 	��/���	0 :	.	5����7 � ����	� RC 	:����.�� :	.	5���� ������
0��� 	��	����.9�	 ��:	���5�	� �	/�� � �����.9�	0 :	.	5����,

��� �-/��.���� ������/���	'	 0	0���� ��.� � ��/����� 	:	��	� �	/��
�-
����0 ��:	���5��@ �	/��, �	'�� :	.�/��0 �.���@A�� �-��5����E

K2(A) = P(t) ·Θ ·PT(t) ·ω = P(t) ·Θ ·Ω. G8,;>H

"
����0� � �-/��.���@ ��. � 0	0���	�7 �������@A�1 �� ��.	 A, ���
D�	0 �	�:	.9���0� ����	0�0� ��������	���, & ����.9���� :	.�/�0

F(A,Ae) = Q+

∫
(m)

F(r,Ae)dm(r);

M(A,Ae) = L +

∫
(m)

[L(r,Ae) +R(r)×F(r,Ae)]dm(r),

'��F(r,Ae)O 0���	�� :.	��	��9 ���F��� ��.-7 �������@A�� �� �	/�� ��.�7
	:����.�0�@ � 	��/���	0 :	.	5���� ����	�	0 rR ����	� L(r,Ae) O 0���	�
�� :.	��	��9 0	0����7 �������@A�'	 �� �	/�� rR ����	�- Q � L O ��.	��
� 0	0����� ������� 	:	�- G�2���/���	'	 F������H7 2������@A�� ��:	�
���5��@ �	/�� ��.�, ��.� 	:	�� �� �	:�	���.��� :	�	�	�� ��.� �	���'
���7 L = 0,



�	� ����� �� 1����������� ����� 	��
�� 	��� � ����� �����	��
�� 	���

<�:�F�0 :���-� ���	� ����0��� �. ����0�������0	'	 ��.� � �/��	0
�������-1 2	�0�.E[

mω(t)×RC(t)
]·

= Q+

∫
(m)

F(r,Ae)dm(r).

?�	 ��������� :	��	.�� �-/��.��9 ������@ Q � 	:	��7 ��.� �'.	��
��	�	��9 ��.� ��������, 4. 	:����.��� �'.	�	� ��	�	��� ��.� ��	
1	���
0	 �	�:	.9�	���9� ��	�-0 ���	�	0 ����0���7 �	�	�-� 0	5�	 :���������9
� ���1 2	�0�1E /���� .���@ G�������@H � :����@ �'.	�-� ��	�	��� ��.�,
& ���0���1 .��	� �'.	�	� ��	�	��� ��	�	� ���	� ����0��� �0��� ���[

P(t) ·Θ ·PT(t) ·ω]· = M(A,Ae). G8,;3H

&�	�	� ���	� ����0��� � 2	�0� G8,;3H ��	
�� :�� ����0	������ ��	
	��
�-1 ���A���� ��.� :��M(A,Ae) = 0, %�	
- ��:����9 ��	�	� ���	� ����0��
�� � ���0���1 :���	� �'.	�	� ��	�	���7 ��5�	 �	�:	.9�	���9� ��	�-0 ��
:�������.���� G8,;>H � �.���@A�� 2	�0�.	�E

K̇2(A) = P ·Θ · Ω̇+ (P×Ω) ·Θ ·Ω =

= P ·Θ · Ω̇+P · (Ω×Θ ·Ω) = P ·
(
Θ · Ω̇+Ω×Θ ·Ω

)
.

<���9 0- �	�:	.9�	��.��9 :���-0 ���������0 �����	��, � �/��	0 D�	'	
�-��5��� ��	�	� ���	� ����0��� G6,;=H �. ����-�	'	 ��.� 0	5�	 :���:��
���9 � ����

Θ · Ω̇+Ω×Θ ·Ω = PT ·MQ(A,Ae). G8,=)H

��������� G8,=)H O D�	 ����	��� ��:��9 ����0�/����1 ��������� ?�.��
��7 �	�	�-� � ?�.��� � � ���'�1 :	 0�1����� :�������.��- � :�	����1 ��
'.���-� 	�� �������, �������0 � D�� 2	�0� ����0�/����1 ��������� ?�.��
��, ����9 ����	�- dk O �	
������-� ����	�- ����	�� ������� Θ7 �	�	�-�
����� � 	��/���	0 :	.	5����7 �, �, ����	�- dk �� ������ 	� ���0���, �	�
'�� ����	�- Dk = P(t) · dk 
���� �	
������-0� ����	��0� ����	�� �������
P(t) ·Θ·PT (t) � �����.9�	0 :	.	5����, �:�����.9�-� ���.	5��� ����	�	�
������� � 	��/���	0 � �����.9�	0 :	.	5���1 �0�@� �		����������	 ���

Θ = Θ1d1 ⊗ d1 +Θ2d2 ⊗ d2 +Θ3d3 ⊗ d3;

P(t) ·Θ ·PT (t) = Θ1D1 ⊗D1 +Θ2D2 ⊗D2 +Θ3D3 ⊗D3.



���� ������������ )
������� 3$��
� �	6

��	0� �	'	7 ��A�����@� 	/�����-� 2	�0�.-E

P(t) = Dk(t)⊗ dk ⇒ ωk ≡ω ·Dk =Ω · dk ≡ Ωk ⇒
⇒ ω = ωkDk; Ω = Ωkdk.

�	.�/�.�7 /�	 :�	����� .��	� �'.	�	� ��	�	��� �� ���A�@A��� �	
�
������-� ����	�- ����	�� ������� ����- :�	����0 :���	� �'.	�	� ��	�	�
��� �� ��:	���5�-� �	
������-� ����	�- ����	�� ������� � 	��/���	0 :	.	�
5����, ��	����� .���@ /���9 �������� G8,=)H �� ����	�- dk7 �, �, �0�	5�
�1 ���.��	 �� ����	�- dk7 :	.�/��0

dk ·
(
Θ · Ω̇+Ω×Θ ·Ω

)
= ΘkΩ̇k +

3∑
s,m=1

eskmΘsΩsΩm,

'�� ��00��	����� :	 :	��	�@A�0�� ������� k �� :�	���	����,
��	����� :����@ /���9 �������� G8,=)H �� ����	�- dk7 :	.�/��0

dk ·PT(t) ·MQ(A,Ae) = Dk ·MQ(A,Ae) ≡Mk(A,A
e).

& �		�������	0 ���� ����0�/����� �������� ?�.��� G8,=)H �0�@� ���

ΘkΩ̇k +

3∑
s,m=1

eskmΘsΩsΩm =Mk(A,A
e) (�� ��00��	���9 :	 n), G8,=*H

'�� eskm O ��0�	. ��//�7 �.� ��0�	. :�������	���12,
& ���������	0 ���� �������� G8,=*H ��:��-��@�� ���E

Θ1Ω̇1 + (Θ3 −Θ2)Ω2Ω3 =M1(A,A
e), ;

Θ2Ω̇2 + (Θ1 −Θ3)Ω1Ω3 =M2(A,A
e);

Θ3Ω̇3 + (Θ2 −Θ1)Ω1Ω2 =M3(A,A
e).

G8,=(H

�������� G8,=(H � ���'�1 :	 0�1����� ���-��@� ����0�/����0� �����
����0� ?�.���7 :	��	.9�� �0���	 � ���	� 2	�0� 	�� �:���-� :	��.��9
� ?�.���, <�0���07 /�	 �	 ���0��� ?�.��� �� ����	��	�7 �� ��0 
	.�� ����
�	��	� ��/��.���� �A� �� 
-.� �����
	���	, ��� �� �������.9�	7 �	 ?�.��
2����/���� ���. D�� �����.- 0���0�����, ������/���� ��� ���.��	���� :	

12 ��0%��7 9���� eskm �%�"(�7 � ��0%��(0� M�%�$Q�%�&7 εskm = (es × ek) · em ��$
�&��<����0� εskm = ε

√
g eskm) 1#� g � ��,�#���&��; 0(&,�=7) ���&(%�����/ �" �����

gmn = em · en) "�(����� ε ��,�#����&�� &(2 ε = +1 ���� &,�/2( %�2&�,�% e1) e2) e3 �
�,(%(� � ε = −1 ���� &,�/2( %�2&�,�% e1) e2) e3 � ��%(�
 �����	�� �	
��
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����0��� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� 	��	���- �� ��:	.9�	����� ����0�/����1
��������� ?�.��� � 2	�0� G8,=(H,

�������0 �A� 	��� 2	�0� ����0�/����1 ��������� ?�.���, �	��	.9��
����	� ������� ���-�	5���7 �, �, �'	 	:����.���.9 	�.�/�� 	� ��.7 �	 	� �	�
:������ :	���	���� 	
����	'	 ����	��, ��:	0��0 �	5�����	 G*,*)+H7 �	�	�	�
�0��� 0���	 �. ��00����/�-1 ���-�	5����-1 ����	�	�E

(Θ · a)× (Θ · b) = (detΘ)Θ−1 · (a× b), ∀ a, b.

�0�	5� 	
� /���� ��������� G8,=)H �� ����	�Θ−1 �.��� � �/��-�� �	5�
�����	 G*,*)+H7 � ���5� �	� 2���7 /�	 detΘ = Θ1Θ2Θ37 :	.�/��0 S83T �������
���E

Ω̇ +
1

Θ1Θ2Θ3
(Θ ·Ω)× (Θ2 ·Ω) =Θ−1 ·PT ·MQ(A,Ae). G8,=6H

& ���	�	�-1 �.�/�1 ��������� G8,=6H 	���-����� 
	.�� ��	
�-07 ��5��
.� ���'�� 2	�0- ����0�/����1 ��������� ?�.���, "
����0�7 ��:��0��7
� �����5����@  , �9@�	�� S6*TE P&	./	�7 �	�'	 /���� ��.������� ����0�	'	
���:.��� 	��.���@� ���' ���'� 	� :�0	.�����	'	 ���5���7 �� :��������
����	0���	 ���A��9� :	��	.9�� D�	 ���A���� �� ��0��.��� �	:�	���.��
���0 �	���1�Q, ?�� ������ 0	5�	 ���	.�	���9 ��� �����5����� 	 ���A����
� :	��	��	� :	 0	��.@ �'.	�	� ��	�	��9@, &-���07 �	�0	5�- .� �����
���A���7 ��.� 	�� :�	��1	�� �� �	���' '.���-1 	��� �������7 �, �, �� ��
.@�� :��0������-0�, 4. D�	'	 :��0�07 /�	 MQ(A,Ae) = 0, �0�	5�0
��������� G8,=6H ���.��	 �� :���-� ����	� �'.	�	� ��	�	��� � :	.�/�0

1

2
(Ω ·Ω)· = (Θ3 −Θ1) (Θ3 −Θ2) (Θ2 −Θ1)

Θ1Θ2 Θ3
Ω1Ω2Ω3, Ω1Ω2Ω3 �= 0. G8,=8H

�	�.����� ����������	 O D�	 ��.	���7 /�	 ���A��� �� �.@�� :���
0������-0�,  � �������� G8,=8H �.�����7 /�	 ���A���� 
���� :�	��1	���9
����	0���	7 �, �, � :	��	��	� :	 0	��.@ �'.	�	� ��	�	��9@7 �	'��7 �	'��
��� '.���-1 0	0���� ������� � ��.� �	�:���@�, 4��'�� �������- ���A��
��� � :	��	��	� :	 0	��.@ �'.	�	� ��	�	��9@ �	�����@�7 �	'�� Ωi = 07
ΩjΩk �= 07 i �= j �= k �= i, ����� ���A��� ���5� �� �.@�� :��0������-�
0�, &	./�	0 	
-/�	 ���-��@� ��.	 ���A���7 �, �, ��.	 � ����������.9�	�
��	��	:�-0 ����	�	0 �������7 ��� �	
������-1 /��.� �	�	�	'	 �	�:���@�
0�5�� �	
	�,  �-0� �.	��0�7 �. �	./�� �����5����� �9@�	�� 	���-�����
� :����.9�-07 ��.�7 �	��/�	7 ����	0���	��9 :	��0��9 � �������	0 �0-�.�,
&	������7 &�.���� /���	 	���-��@�� :���-0� ��5� �	'��7 �	'�� 	�� 	F��

�@��,
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�"�� �
�*���	� 
��7���� �
������ ����= ����) 3)����

��.� �� ��.	 �� �������@� ������� ���F��� �	��������7 �	 '	�	��7 /�	
��.	 ���5��� :	 ������� �.� �	���F��� ��	
	��-� ���5���, & D�	0 �.�/��
��� ���	�� ����0��� ?�.��� �-��5�@� 	��	���@ ����	0� 0�1�����, ����-�
���	� ����0��� �����5����7 /�	 ����� 0��� ��.� ���5��� ����	0���	 � :��
0	.�����	, ?�	� 2��� .�'�	 �	�:����0���� � �������� ��5�	0� F�	.9����,
&�	�	� ���	� �����5���� :	��	����	 ������/���	'	 0	0���� ��.�, �	 ���
:�� D�	0 
���� ���A��9� � :	�	��/����9� ��.	` �� D�	� �	:�	� �� 	������
�� �	.9�	 F�	.9���7 	� ������ ��5� �. �:����.����, �	�.����0� :������
:�	����� ���	�	�-�7 :��/�0 �� 	/��9 :�	��-�7 �-/��.��� :��5��7 /�0 	�
���5��7 ��� �0���	 
���� ���A��9� ��.	, �5� D�	� 2��� :	���-����7 /�	
��.@/���� �:��	��-1 ���5���� � �2��� ������� 0�1����� �.�/�� �� �	�

	� ���/���.9�-� ��.	5����, ?�	7 �	��/�	7 :�/�.9�	7 �	 D�	 ��	
1	��0	��97
:�	����	����� ��0	� ����	�	�, ��� �/��� �:��	��-1 ���5���� D.�����/��
���	7 0�'�����0 � �		
A� 0���	0�� 	������� �. ��	��� ����	� �� ��09@
:�/��0�,

����9 ���	 �
�	.@��	 �����	� ��.	 � ����	�	0 ������� Θ7 �-/��.���-0
� 	��/���	0 :	.	5����, & ��/����� :	�.����'	 �-
���0 :	.	5���� ��.� �
��/�.9�-� 0	0��� ���0��� t = 0, ����9 � ��/�.9�-� 0	0��� ���0��� �'�
.	�� ��	�	��9 ��.� 	:����..��9 ������-0 ����	�	0 ω0, ����97 ���	���7
:�� t > 0 ��.	 :���	����.��	 ��0	0� ��
� � ���5��� :	 �������, ���
����
����� :	�	�	�- � ���A��� ����0�������0	'	 ��.� :�� t > 0, 4. 	����� ��
D�	� �	:�	� ���
���� ����� ��F���� �������� G8,;3H7 �	�	�	� :�� ��	
	��	0
���5���� :����0��� ���[

P(t) ·Θ ·PT(t) ·ω]· = 0. G+,*H
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�	 ��������� G+,*H �	���5�� ��� ���������-� 2������E ����	� �'.	�	�
��	�	���ω(t) � ����	� :	�	�	�� P(t), �	D�	0� � ��������@ G+,*H ��	
1	��0	
�	
����9 ��������� �����	�� G(,*(+H7 ���-��@A�� :	�	�	�- � ���A���,
��	����'���	��� G+,*H7 :��1	��0 � �.���@A�� ����/�E

P(t) ·Θ ·PT(t) ·ω(t) = L = const; Ṗ(t) =ω(t)×P(t);

P(0) = E, ω(0) =ω0.
G+,(H

<���9 :	��	��-� ����	� L �0��� �0-�. �	
������	'	 ������/���	'	 0	�
0���� G����0�/���	'	 �:���H ��.� A,

4. ����	�� ������� 	
A�'	 ���� ����/� G+,(H �0��� �	�	.9�	 �.	5�	�
��F����7 �	�	�	� 
-.	 :	���	��	 ?�.��	0 � :�������.��	 � ���'�1 :	 0�1��
���� :	� ��������0 �.�/� ?�.��� � ����0��� �����	'	 ��.�, �	.�	� ��F����

���� ��.	5��	 � '.���7 :	��A���	� ����0��� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�, <��
��/� G+,(H ����	 �:�	A����7 ��.� ��� �.� ��� '.���-1 0	0���� ������� �	��
:���@�, & :�	����F�0 �.�/�� ����	� ������� �.��� F��	�-0E Θ = ΘE,
<���/� G+,(H :����0��� ���

ω(t) =ω0; Ṗ(t) =ω0 ×P(t); P(0) = E ⇒ P(t) = Q(ω0tm).

B��	�	� ����	� ������� �������� ���.�/�� � ��	�����1 �����.��	��
�-1 � �:��	��-1 ���5����, ����������	� 	�.�/�� � �	07 /�	 � :���	0 �.��
/�� :�� ���5���� :	 ������� :	��	��	� �.��� �����.��	��� ��	�	��97
� �	 ��	�	0 O :	��	��� �'.	�� ��	�	��9 ��.�,

����0	���0 ���A���� ��.� � ����������.9�	���	��	:�-0 ����	�	0 �����
���, & 	��/���	0 :	.	5���� ����	� ������� ��.� A �0��� ���

Θ = λe⊗ e+ μ (E− e⊗ e) , G+,6H

'�� λ7 μ O 	���	� � D����	���.9�-� 0	0���- ������� ��.� A7 �		����������	,
����	� ��������� G+,(H 0	5�	 :���:����9 � 	
��A���	� 2	�0�E

ω = P(t) ·Θ−1 ·PT(t) ·L. G+,8H

��F���� �������� G+,8H �	�0����	 � ���������0 �����	�� :	��	.�� ����
�� �'.	��@ ��	�	��9 � :	�	�	�- ��.� A, ����0����7 � D��0 ��������0
�	.5�- 
-�9 �	
��.��- ��/�.9�-� ��.	��E

P(0) = E, ω(0) =ω0 ⇒ L =Θ ·ω0. G+,+H

<���9 0- :���.�7 /�	 � ��/����� 	��/���	'	 :	.	5��� ��.� A �-
���	
�'	 ��/�.9�	� :	.	5����, �������	 �
�����7 /�	 ��������� G+,8H �	:������
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����'��.7 �	�	�-� �-��5��� ���	� �	1������ D���'�� �:��	��	'	 ���5��
��, �	�/�����07 /�	 �'	 ��.9� ���-���9 ���	�	0 �	1������ ���A���.9�	�
'	 ���5���7 :	��	.9��7 ��:��0��7 � ����/� 	 ���5���� ��.� A �	���' ����
��� :���5��� D���'� ���A���.9�	'	 ���5��� ��.��-����� �� D���'��
�:��	��	'	 ���5��� � D���'�� �����.��	��	'	 ���5��� �	���' ������
:���5���, ?���'� �:��	��	'	 ���5��� �-/��.��� :	 2	�0�.�

ES =
1

2
ω(t) ·P(t) ·Θ ·PT(t) ·ω(t) =

=
1

2
L ·ω(t) =

1

2
L ·P(t) ·Θ−1 ·PT(t) ·L.

G+,;H

&-/��. :�	���	���@ :	 ���0��� 	� D���'�� ES � �/��-�� ��������
�����	�� � G+,8H7 ��0��.���	 �
�5���0�7 /�	 D���'� �:��	��	'	 ���5��
�� ES �	1������ ����0���	�E

2ĖS = (L×ω) ·P(t) ·Θ−1 ·PT(t) ·L−L ·P(t) ·Θ−1 ·PT(t) · (ω×L) =

= (L×ω) ·ω−ω · (ω×L) = 0.

&���� ����	� :	�	�	�� �-��5���� /���� ��� :���0����7 ��:��0��7 /��
��� �'.- ?�.���, "
A� ��	��0� 	 :�������.���� ����	�� :	�	�	�� /����
��� :���0���� � �-��5���� ��������	0 G(,;*H, <��	� �	1������ D���'��
�:��	��	'	 ���5��� ES = const :	���-����7 /�	 ��� �:	0���-1 :���0���
�� �	.5�- ��	�.���	��9 	��	0� ���.��	0� ��������� G+,;H, & ����.9����
����	� :	�	�	��7 �	5��������	 ��	�.���	�@A�� ���	�� �	1������ D���'��
�:��	��	'	 ���5���7 0	5�� 
-�9 �-��5�� /���� ��� :�	���	.9�-1 :����
0����, &����0 	
	���/����

Q (ϕ(t)m(t)) ≡ (1 − cosϕ)m⊗m+ cosϕE+ sinϕm× E G+,=H

�. :	�	�	�� �� �'	. ϕ �	���' ����	�� m, �	'�� ���	0-� ���1:���0����/��
���� ����	� :	�	�	�� 0	5�� 
-�9 �-��5�� � ���� �	0:	�����E

P(t) = Q (ψ(t)m) ·Q (ϕ(t)e) ; m ≡ L/|L| = const, G+,>H

'�� �'	. �	
������	'	 ���A��� ϕ ������ ���A���� �	���' 	�� ��	��	:�� e
��.� A7 � �'	. :�������� ψ ������ :�������@ ��.� A �	���' :	��	��	'	
����	�� ����0�/���	'	 �:��� L,

�	�����	��� G+,>H � G+,;H ����

ES =
1

2
L ·ω(t) =

= L ·Q (ψm) ·Q (ϕe) ·Θ−1 ·QT (ϕe) ·QT (ψm) ·L =

= L ·Θ−1 ·L = const.

G+,3H
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L
ψ

αe ′

ϕ

C

9��
 �
�
 9�1���,�(� �,�=�����P α = ̂e ′(t),L

<���9 �/���- 	/�����-� �	5������E

L ·Q (ψm) = L; e ·Q (ψe) = e; Q (ϕe) ·Θ−1 ·QT (ϕe) =Θ−1.

����0 	
���	07 ���1:���0����/���	� :�������.���� ����	�� :	�	�	��
G+,>H �	1����� D���'�@ �:��	��	'	 ���5��� :�� .@
-1 ���/���1 �'.	�
ϕ � ψ, &-/��. :	 ��	��0� 	 �.	5���� �'.	�-1 ��	�	���� G(,*+8H �'.	��@
��	�	��9 �	0:	����� :	�	�	�	� G+,>H7 :	.�/��0

ω = ψ̇m+ ϕ̇Q (ψm) · e = Q (ψm) ·
(
ψ̇m+ ϕ̇e

)
. G+,*)H

�	 :	�����. :�������.���� G+,>H � ��������� G+,8H7 :	.�/��0

ω = P(t) ·Θ−1 ·PT(t) ·L = Q (ψm) ·Θ−1 ·L = Q (ψm) ·ω0. G+,**H

�������� �-��5��� G+,*)H � G+,**H7 :��1	��0 � ��������@

ψ̇L+ lϕ̇e = lω0; l =

√
μ2ω20 + (λ2 − μ2) (e ·ω0)

2
, G+,*(H

'�� l O 0	��.9 ����	�� L,
��� �-/��.���� l ��:	.9�	��.	�9 :	�.����� ��������� G+,+H � �-��5����

�. ����	�� ������� G+,6H,
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��F���� �������� G+,*(H ��1	���� D.�0������	1 � �0��� ���

ψ =
tl

μ
, ϕ =

t (μ− λ)

μ
(e ·ω0) =

t (μ− λ)

λμ
(e ·L). G+,*6H

����0 	
���	07 	�9 ��.� A :����������� �	���' ����	�� ����0�/���	'	
�:��� � :	��	��	� ��	�	��9@ :�������� ψ̇ � ���A���� � :	��	��	� �'.	�
�	� ��	�	��9@ ϕ̇ �	���' �	
������	� 	��7 :��/�0 �'	. 0�5�� 	�9@ ��.� �
����	�	0 �'	 ����0�/���	'	 �:��� �	1������ ����0���-0 G���, +,*HE

e′ = Q (ψ(t)m) ·Q (ϕ(t)e) · e = Q (ψ(t)m) · e ⇒
⇒ e′ ·L = e ·L.

G+,*8H

4��5���� ���	'	 �	�� � ����0��� �����	'	 ��.� ���-��@� ��'�.��	�
:���������,

�"�� �
������ �
������ ����
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����9 � ��/�.� �������.9�	� �����0- 	��/��� ���:	.	5��	 �	/�/�	� ���
.	 0���	�M, ����9 � :	.� �'	���� D�	'	 ��.� ���5��� �
�	.@��	 �����	�
��.	 A 0���	� m, � 2���/���	� �	/�� ����� D�� ����/� 
.���� � ���5��
��@ D.����	�� � ��.	�	�	0 :	.� ���7 �	 :�� D�	0 ��0 :��F.	�9 
- ������
�	:	.����.9�-� :	���7 �	�	�-� :	�� ��	���9 :��5�����0���	, �	D�	0�
����0	���0 
	.�� :���-/��@ :	����	��� ����/�, ����0 ����0�������9 �
�	�
.@��	 �����	� ��.	7 ���0��- �	�	�	'	 :����
��5�0	 0�.- :	 ��������@ �
�����	���0 0�5�� �����	0 0��� ��.� � �	/�/�-0 ��.	07 ���:	.	5���-0 �
��/�.� �����0- 	��/���, ����	� ������� ��.� A �/������ ����������.9�	�
��	��	:�-0 � � 	��/���	0 :	.	5���� �0��� ��� G+,6H,

�	.�/����	 ���5��� � ������/����� 0	0��� ��.� A 	:����.@�� �-�
��5���0�

K1 = mṘ(t), K2 = R(t)×mṘ(t) +P(t) ·Θ ·PT(t) ·ω(t), G+,*+H

'�� R(t), P(t) O ����	� :	.	5��� ������ 0��� ��.� A � ����	� :	�	�	��
��.� A7 �		����������	R ω O �'.	�� ��	�	��9 ��.� A7 �	�	�� ������ �
����	�	0 :	�	�	�� ��.� A ���������0 �����	�� G(,>)H,

1 9(��0(&,�%(.&�� �,��2=�� ��
��� �( %�2&�,7 L � e
 �,� �,��=�,�%(��� �( %�2&�,
L× e ��� �(�&� �,(%����� ��
��� ��,(:(.&�� % ���;
 �����	�� �	
��
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& ��/����� 	:	��	� �	/�� :�� �-/��.���� ������/���	'	 0	0���� �-
���
�	 ��/�.	 � �����0� 	��/���, <�:�F�0 ��:��9 :���-� ��� ���	�� ����0���
�. ��.� A,

��������� 
�.���� �	.�/����� ���5���E

d

dt

(
mṘ

)
= −G

Mm

R3
R, G+,*;H

'�� G O ��������.9�� '��������	��� :	��	���,
��������� G+,*;H �0��� /��-�� ����'��.� ���5��� G	��� ���.��-� �

	��� ����	��-�H, ���.��-� ����'��. ���-����� ����'��.	0 D���'�� ������
.��	��	'	 ���5���, "� :	.�/���� :	�.� ���.��	'	 �0�	5��� 	
��1 /��
���� �������� G+,*;H �� ����	� Ṙ � �0��� ���

1

2
m Ṙ · Ṙ−G

mM

R
≡ ET = const, G+,*=H

'�� ET 
���0 ���-���9 D���'��� �����.��	��	'	 ���5��� ��.� A,
&���	��-� ����'��.7 ���-���0-� ���	�	0 �	1������ 0	0���� �	.�/��

���� ���5��� �.� ����'��.	0 :.	A����7 :	.�/���� :	�.� ����	��	'	 �0�	�
5��� 	
��1 /����� �������� G+,*;H �� ����	� RE

R×mṘ = H = const ⇒ R ·H = 0. G+,*>H

 � :	�.����'	 ��������� ����	7 /�	 ������	�� ������ 0��� ��.� A .�5��
� :.	��	���7 	��	'	��.9�	� ����	�� H � ���-���0	� :.	��	��9@ D�.�:����,
��F���� ����/� G+,*;H M G+,*>H �������	 :	���	��97 �	 ����9 	�	 	:�������,

��������� 
�.���� ������/���	'	 0	0���� �0��� ���

d

dt

(
R(t)×mṘ(t) +P(t) ·Θ ·PT (t) ·ω(t)

)
= 0.

"��@�� � �/��	0 ����'��.� G+,*>H :	.�/��0 �A� 	��� ����	��-� ����'��.7
2������@A�� �	1������� ����0�/���	'	 �:��� ��.� A, & ����.9���� :��1	�
��0 � ����/� G+,(H 	 �:��	��	0 ���5���� �����	'	 ��.�7 ��F���� �	�	�	�
:	���	��	 ����� G�0, G+,>H7 G+,*)H7 G+,*6H7 G+,*8HH,

���0���0 ��:��9 :	.�/���-� ����.9���- � 	:�����@ ���A��� <�0.�,
?�	 �:�����.��	 :�� :����
��5���� �.����0 #��- � '��������	��-0 0	�
0���	0 	� �	.���, ��� �������	7 0	0���- ������� <�0.� ���.�/�@�� ���9�
0� �����/���.9�	E

λ � 1, 0033 μ.
� �	5�.���@7 ���	� �� ����	0 � ����.0� ��
.@����� :	 ���/���@ ����

A��� <�0.� � :	�	0� �� � �	��	��� �����9 	 ���:��� �1 �	/�	���, ��	'	
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:	.���-1 �������� 	 ���5���� <�0.� 0	5�	 ����� � ���'� S+)T, �	��	.9�
�� ����	� ����0�/���	'	 �:��� :	��	���7 �	 	� 2�����	��� 	��	����.9�	
:.	��	��� D�.�:����, �/������ S+)T7 /�	 	�9 <�0.� ���5� 2�����	���� 	��
�	����.9�	 :.	��	��� D�.�:���� � �	����.�� � ��� �'	. 66o33′, �	'.���	
G+,*8H 	��	���0���� 2������ � ����0�/���	'	 �:���7 � 	�� <�0.� �	�0	5�
�� �	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	'�� ����	� ����0�/���	'	 �:��� ��:���.�� ���	'	
:	 	�� <�0.�, & ���	0 �.�/��

L = λω; ω =ω0 = ω0e = const; l = |L| = λω0, G+,*3H

� ���.�/�� 0�5�� �'.�0� :�������� ψ � �	
������	'	 ���A��� ϕ �����
�0-�., ����/���� �����:�������0� �	.9�	 ��00� D��1 �'.	�7 �����7 �	��/�
�	7 ��.�/��� tω0, �	 �0�@�� ������� 	 �	07 /�	 ��	�	��9 ���A��� <�0.�
�� :	��	���7 � 	�9 <�0.� �.�'�� �	.�
.���, "
-/�	 D�	 	
C����� ��07
/�	 <�0. �� 0	5�� �/����9� �
�	.@��	 �����-0 ��.	0, �	 � �	:	.����� �
D�	0� 	
C�����@ ��A������� � ���'� :��/���7 :	 �	�	�	� 	�9 <�0.� 0	5��
�	.�
��9�,

4��������.9�	7 �	:����07 /�	 ��:���.���� ����0�/���	'	 �:��� ��0�	�
'	 	�.�/���� 	� ��:���.��� 	�� <�0.�, & D�	0 �.�/�� 	�9 <�0.� 
����
:��������	���9 �	���' ����	�� ����0�/���	'	 �:���7 �7 �.��	����.9�	7 
����
��0�	'	 0���9� �'	. 0�5�� 	�9@ <�0.� � :.	��	��9@ D�.�:����, �	��.9
����	�� �'.	�	� ��	�	��� 
���� 	������9� :	��	��-07 �	 ��0 ����	� �'�
.	�	� ��	�	��� 
���� ���5� :��������	���9 �	���' ����	�� ����0�/���	'	
�:���, ��� D�	0 �0��� ���	� �� <�0.� 	:����.��� �� ���A����0 <�0.�
�	���' �	
������	� 	��7 � :��������� �� 	�� �	���' ����	�� ����0�/���	'	
�:���7 ��� D�	 ����	 �� 2	�0�. G+,*6H,

���������	 �	1������� ����0�/���	'	 �:��� D.�0������-1 /�����7 	/��
����	7 �	.5�	 �'���9 	'�	0��@ �	.9 � �����	�	� 2�����7 ��.� 
- 	�� �/��
�-��.� � ��	0 ���� �:��	��-� ���5���, "
��5����� :�	
.�0 �����	�	�
2�����7 ����0����7 �-1	��� �� ��0�� ����	� ���'�7 �	 0	5�	 	
�����9 ����
0���� �� �.���@A�� 	
��	��.9���	, "��	� �� ��5���F�1 � ���
	.�� 0�����
/����1 2	�0�. � �����	�	� 2����� �.��� 2	�0�.� �. ������ D���'��7
�.� D���'�� 2	�	�� S+*T, ?�� ���0����� 2	�0�.� �0��� ���E E = h̄ω7 '��
h̄ O :	��	��� �.����, �� :���-� ��'.� D�� 2	�0�.� ��F���.9�	 �� �	�
'.������ � �.����/���	� 0�1����	�7 �
	 � ��� D���'� ������� 	� ��	�	���
.�����	7 � �� ��������/�	, "
����07 	����	7 ���0���� �� 2	�0�.� �. D����
'�� �:��	��	'	 ���5��� G+,;HE

2ES = L ·ω(t).
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"�� ���5� .�����	 ������� 	� �'.	�	� ��	�	��� � ���F�� :	1	5� �� 2	��
0�.� �. ������ D���'��7 	�	
���	 �	'�� ��:���.��� �'.	�	� ��	�	��� �
����0�/���	'	 �:��� �	�:���@�,

�"�� >���%�� 
 �$��� �
�*���� 
��7�57����� ����

����0	���0 �
�	.@��	 �����	� ��.	7 	��� �	/�� �	�	�	'	 ��:	���5�	 ���
���:.���7 � ������� ��.-7 ��	0� ��.	�	� ������� � 	:	��7 �� ��.	 �� ����
����@�, ?�� ����/� 0�.	 	�.�/���� 	� ����0	�����	� �-F�7 �	 0- 1	��0
	
�����9 ���0���� �� 	��� �� 	�	
���	��9, <�:�F�0 �������� ���5���,

��������� 
�.���� �	.�/����� ���5���E

d

dt

(
mṘ

)
= F, G+,()H

'�� ����	� R 	:����.�� :	.	5���� ������ 0��� 	��	����.9�	 ��:	���5�	�
�	/��R ��.� F O ������ � ��:	���5�	� �	/��,

��������� G+,()H �.�5�� �. ��1	5���� ������� � 	:	��, �	 	��	��	�
��	��0� ����0����� �����	'	 ��.�

R(t) = P(t) · r, G+,(*H

'�� ����	� r ������ :	.	5���� ������ 0��� ��.� � 	��/���	0 :	.	5����,
4. ��1	5���� ����	�� :	�	�	�� P ��	
1	��0	 ��:����9 ��	�	� ���	�

����0���E(
P ·Θ ·PT ·ω)· = 0 ⇒ P ·Θ ·PT ·ω = L = const, G+,((H

'�� ����	� �������Θ �-/��.�� 	��	����.9�	 ��:	���5�	� �	/�� � �.���
����������.9�	���	��	:�-0,

��F���� ����/� G+,((H :�� ������-1 ��/�.9�-1 ��.	��1 ��/�0 �� 	�.��
/���� 	� ��F��� G+,>HMG+,*6H, �	������� G+,(*H � G+,()H � ��:	.9�	��� ��F��
��� ����/� 	 �:��	��	0 ���5���� G+,>HMG+,*6H7 �-/��.�0 ������@ � 	:	��E

F = mQ (ψm) · [ω0 ×E×ω0 + ϕ̇ (e⊗ω0 −ω0 ⊗ e)
] ·Q (ϕe) · r. G+,(6H

& �-��5���� G+,(6H ��:	.9�	���- 	
	���/���7 :����-� � G+,>HMG+,*6H,
��� ����07 ������ � 	:	�� �-/��.��� :	 �	�	.9�	 �.	5�	� 2	�0�.�7 :���
/�0 �� ��:���.���� 0����� �	 ���0��� � �� �	�:����� � ��:���.����0 ����
�	�� R7 	:����.@A�'	 :	.	5���� ������ 0���, &		
����0 ��:��97 /�	 0-
� �	��	��� ��0���9 ������@ 	:	�- � ��
.@���9 ���A���.9�	� ���5����
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��.�, 4	:����0 ���5�7 /�	 0- ��/�'	 �� ����0 	 ��	�	0 ���	�� ����0���
?�.���, &	�90�0 ��� ��.� � 	�����	�-0� ����	��0� ������� � ������0 �.
��1 	�����	�-� ��/�.9�-� ��.	��, & D�	0 �.�/�� ��
.@���0-� ���5���
D��1 ���1 ��. 
���� �	���F���	 	�����	�-0�, & �	 5� ���0 ��0���0-� ���
����� 	:	� � D��1 ��. 0	'�� 
-�9 �	���F���	 ����-0�7 :	��	.9�� �������
������ 	� :	.	5��� ������ 0��� � ��.�, �	 �����- 0��� � ��. � 	�����	�
�-0� ����	��0� ������� 0	'�� ��1	���9� � ���.�/�-1 �	/��1 ��.�7 :��/�0
���5���� �����	� 0��� ���	���	.����0	, ��.� 
- 0- 
-.� 2�����0�7 �	 ���
��.� 
-7 /�	 D��:���0��� ��F���.9�	 	:�	���'��� �.����/����@ 0�1�����7
�
	 ��
.@���0-� ���5��� �� 	:����.@� ��0���0-� ��.-, 4. 	
C����
�� D�	'	 2���� 0- ��/�.� 
- :����0-���9 ���	��	���-� �����	���, <���9
��� �����	'	 :�����.�/���, & D�	0 0	5�� �
����9� ��5�-�7 ��	 �� :	.��
���� ��'.���9 � ���'� :	 ��	0�	� 2�����7 �	�	�-� ���-A��- ���.���0�
P	 ��F���.9�	0 ����-�� � �.����/���	� 0�1����	�Q, ���/�0 	��	����� �.
D�	'	 ��/��9 �� 
	.9F�7 /�0 � :��������	0 :��0���,

�"�� '	���� 
��7�57�)�� �������$

�
�	.@��	 �����	� ��.	 � ����������.9�	���	��	:�-0 ����	�	0 �������7
���A�@A��� �	���' ��:	���5�	� �	/��7 ���-��@� '��	��	:	0 S8)T, & ��1���
�� '��	��	:- ��1	�� 	/��9 F��	�	� :��0������ � 	
-/�	 �.@�� ��.�0�
���A���, �	 ������	 S8=T '��	��	:	0 ���-��@� ��.	 � :�	���	.9�-0 ����
�	�	0 �������7 � ��5� �� 	
����.9�	 ���A�@A�0� �	���' ��:	���5�	�
�	/��, ��� /�	 ���0�� C������% �� �.��� 	��	���/�	 	:����.���-0 �
:��0����� � ����-1 �0-�.�1, ��/�.9�-� :	��� 	 '��	��	:�1 /�����.9
0	5�� ����� � �/�
���� S8)T7 � 
	.�� ����.9�-� ������� O � ���'� S8=T, ��	�
0� �	'	7 :	 '��	��	:�0 ��A������� 	
F���� .���������, ":������ :��.	�
5���� �� �1	��� � ��.� '.��-7 :	��A���	� 	
��5����@ 2����0����.9�-1
���	�	� 0�1�����7 �	 :�� ��.	5���� ��	�	'	 ���	�� ����0��� �� �:	0���9
'��	��	:- �	���F���	 ���	�0	5�	7 ��0 
	.�� /�	 '��	��	:- 	�	
���	 ��	
��0	�������@� :�����:��.9�-� ���.�/� 0�5�� �:��	��-0� � �����.���
	��-0� ���5���0�, 4�.�� 
���� ����0	����� :�	����F� �� �	�����@A�1
����9 ����/, � �	5�.���@7 	
��5����@ :	������ '��	��	:� 0- �-��5���-
:���:	�.��9 	��	����.9�	 �.���	� ��F���� ����/� 	 
-���	 ���A�@A�0�
'��	��	:�, ��� D�	0 �� 
���� ��:	.9�	���9� :	�1	�-7 ��:�/�-� �. �����
0��� �����	'	 ��.�, <���9 �0����	 :�	�����	���9 �������	'	 �:����.���� :	
��	��� '��	��	:	� �, ��'���� S8=7 �, **=TE P��� 	����� ���  �������
�� ����� ����� ��	����� ��� ����� ��� �� � �+� ���� ��=����
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���������� 	�������� ���+����� *�� �� �� ���� �������������� ��� ���
�������� ������	��� ��� ��� �� 	������� ���������� ����� ���
����������� �� � !� ������ ����  ����� ��� � ����  ����� ����
������������ ������� �� ���� -��� ��+� �����0 �� ������������
��������Q, �	D�	0� ��.�� 
���� :�������.��	 :��
.�5���	�7 �	 � 	/��9 �-�	�
�	� ���:��9@ �	/�	���7 ��F����7 :��/�0 	�	 
���� ������	 � ��	� 2	�0� �
�-��5��	 /���� D.�0������-� 2������, �������� :	.�/���	� ��.�� ��F��
��� � ����.9����0�7 :�������.���-0� � ���'�12 :	 ����0��� �����	'	 ��.�7
��	
1	��0	 �	
.@���9 ��������@ 	��	�	5�	��9, & /����	���7 :�� �1 :	.��
/���� ��:	.9�	��.	�9 :�������.���� ����	�� :	�	�	�� /���� �'.- ?�.���7
�	�	�-� � ����	� ����/� ����	
�-, <���9 ��:	.9����� ���'	� :�������.����
����	�� :	�	�	��,

 ���7 ����0	���0 ��.	 � ����������.9�	���	��	:�-0 ����	�	0 �������7
�	�	�-� �-/��.�� 	��	����.9�	 ��:	���5�	� �	/�� � � 	��/���	0 :	.	5��
��� 	:����.�� �-��5����0

Θ = λe⊗ e+ μ (E− e⊗ e) , G+,(8H

'�� e O �����/�-� ����	�7 ����@A�� 	�9 ��	��	:��R λ � μ O 	���	� � D����
�	���.9�-� 0	0���- �������7 �		����������	,

����0 �/����97 /�	 ��/�.	 �����0- 	��/��� ���:	.	5��	 � �	/�� O7 �
����� 0��� ���:	.	5�� �� 	�� ��00�����E

rC = l e ⇒ RC(t) = P(t) · rC = lP(t) · e,
'�� l O �����	��� 	� ��:	���5�	� �	/�� �	 ������ 0���R rC � RC O ����	�-
:	.	5��� ������ 0��� � 	��/���	0 � �����.9�	0 :	.	5���17 �		����������
�	R P O ����	� :	�	�	�� ��.�,

&����0 	
	���/����E

e ′(t) = P(t) · e ⇒ RC(t) = l e
′(t).

�'.	�� ��	�	��9ω ������ � ����	�	0 :	�	�	�� P ���������0 �����	��E

Ṗ =ω×P. G+,(+H

&���	� ������/���	'	 0	0���� L ��.� A �-/��.��� :	 2	�0�.�

L = P ·Θ ·PT ·ω = P · [λe⊗ e+ μ (E− e⊗ e)
] ·PT ·ω =

=
[
λe ′ ⊗ e ′ + μ (E− e ′ ⊗ e ′)

] ·ω = μω+ (λ− μ)(ω · e ′)e ′.
G+,(;H

2 �(-� &�,0�����1�� �� %��1#( ��%�(#(�&
 !����;"��0(� % #(���/ 2��1� &�,0�����1��
���"2( 2 &(2�%�/ % ������2� E+�F) �� ���;�� �&���(�&�� �& �,���&�/ % 2��1� E+	F
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&�	�	� ���	� ����0��� ?�.��� ���� �������� ���5��� ��.� AE[
ω+ η(ω · e′)e′]· = νk× e′; η ≡ λ − μ

μ
, ν ≡ mgl

μ
, G+,(=H

'�� k O 	�� �������.�R m O 0���� ��.�R g O ���	����� ��	
	��	'	 :�����,
��/�.9�-� ��.	�� �0�@� ���

P(0) = E; ω(0) =ω0 = ω0e. G+,(>H

�����0� ��������� G+,(+H7 G+,(=H � ��/�.9�-0� ��.	��0� G+,(>H ���� �.���
��/����@ :	����	��� ����/� � �.�/�� #�'���5� S8)7+(T, ��F���� D�	� ����/� �
:	.�	0 	
C�0� 
���� ��.	5��	 � '.���7 :	��A���	� ����0��� �����	'	 ��.�,
<���9 ����0��������� /����-� �.�/��7 �	'��ω0 = ω0e, ��	0� �	'	7 0	��.9
��/�.9�	� �'.	�	� ��	�	��� ω0 
���� �/����9� �	����	/�	 
	.9F�0, �	.��
�	/�-� �0-�. D�	'	 �����5���� 
���� ������ :	�����, &-/��.�0 :�	����@
�������� G+,(=H �� 	�� e′, ��� D�	0 �/��0 ��������	

ω̇ · e′ = (ω · e′)· −ω · ė′ = (ω · e′)· −ω · (ω× e′) = (ω · e′)· .
� �/��	0 D�	'	 ��������� :�	���� �������� G+,(=H �� 	�� e′ ����

(ω · e′)· = 0 ⇒ ω · e′ =ω0 · e = ω0. G+,(3H

 �-0� �.	��0�7 :�	���� �'.	�	� ��	�	��� �� ���A�@A�@� 	�9 ��00���
��� 	������ ����0���	� � ��1	���� :	 ��/�.9�-0 ��.	��0 G+,(>H,  ����
'��. G+,(3H �:���-� 
-. :	.�/�� #�'���5�07 � :	�	0� �'	 :����	 ���-���9
����'��.	0 #�'���5�, ��:��9 ��������� G+,(=H :���:��-����� � 2	�0�

(ω+ ηω0e
′)
·
= νk× e′

� � �/��	0 ��������� ė ′ =ω× e :����0��� ���

ω̇+ ηω0ω× e′ = νk× e′. G+,6)H

4. �������� G+,6)H �������	 :	.�/��9 �A� ��� ����'��.�, �.����/�����
:	�1	�- ��A�������	 	:���@�� �� D�� ����'��.-7 �	 � ��.�'��0	0 ��.��
��F���� 	�� :�����/���� �� ��:	.9��@��, ���5�0 �	.9�	7 /�	 	��� �� ��1
���-����� ����'��.	0 D���'�� � :	.�/���� :	�.� ���.��	'	 �0�	5���
	
��1 /����� �������� G+,6)H �� ����	� ωE

E =
1

2
ω ·ω+ νk · e′ = 1

2
ω0 ·ω0 + νk · e = const. G+,6*H
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 ���'��. D���'�� G+,6*H � �	�	��:�	��� � ����'��.	0 #�'���5� ������
5���� :	��	����	 ��00- ������/���	� � :	������.9�	� D���'�� ��.�,  �
����'��.� D���'�� G+,6*H �.�����7 /�	

ω2

ω20
− 1 =

(
cosα− k · e ′)2mgl

μω20
; cosα = k · e.

� �/��	0 �	'	7 /�	
−1 ≤ k · e ′ ≤ 1,

�� :	�.����'	 ��������� ��0��.���	 �.���@� �����������

−(1 − cosα)
2mgl

μω20
≤ ω

2

ω20
− 1 ≤ (1 + cosα)

2mgl

μω20
.

� �� D�	'	 ����������� �.�����7 /�	 �. 
-���	 ���A�@A�'	� '��	��	:�7

�, �, :��
2mgl

μω20
 17 0	��.9 �'.	�	� ��	�	��� :	/�� �� 	�.�/���� 	� 0	��.

��/�.9�	� �'.	�	� ��	�	���, �0-�. :���0����
2mgl

μω20
:	����E D�	 	��	F����

0����0�.9�	� :	������.9�	� D���'�� '��	��	:�7 �	'�� ����� 0��� ��1	����
� ���1��0 :	.	5����7 � ���	���	� ��/�.9�	� ������/���	� D���'�� '��	��	�
:�, 4. 
-���	 ���A�@A�'	� '��	��	:� D�	 	��	F���� �.��� 0�.-0, ���
.� 
- �'.	�� ��	�	��9 
-.� :	��	��	�7 �	 �� ����'��.� D���'�� �.��	��.	

-

k · e ′ ≡ k ·P · e = k · e ⇒ P = Q(ψk) ·Q(ϕe) ⇒ e ′ = Q(ψk) · e,
'�� ��:	.9�	���	 ���������	� �. D�	� ���'� 	
	���/����E

Q(γm) ≡ (1 − cosγ)m⊗m+ cosγ E+ sinγ m×E.

 �-0� �.	��0�7 ��.� 
- 0	��.9 �'.	�	� ��	�	��� 
-. :	��	��-07 �	 	�9
'��	��	:� �	���F�.� 
- /����@ :�������@ �	���' 	��� �������.� � �'.	�	�
��	�	��9@ :�������� ψ̇k, �� ��0	0 ��.� �'.	�� ��	�	��9 �� :	��	���7 � �'	.
0�5�� �������.9@ � 	�9@ '��	��	:� 0�����7 �	 0����� �����/���.9�	,
�	D�	0� ����	� :	�	�	�� ��5�	 �����9 � ���� �	0:	����� ���1 :	�	�	�	�E

P = Q(ψk) ·Q(ϑp) ·Q(ϕe); p =
k× e

sinα
; |ϑ|  1, G+,6(H

'�� �'.- ψ7 ϑ � ϕ ���-��@�� �'.�0� :��������7 ������� � �	
������	'	
���A���7 �		����������	,



���� #��	
 �
�7�57�$�� ��
�� �6�

�	 	��	��	� ��	��0� 	 :�������.���� ����	�� :	�	�	�� G(,;*H :��������
.���� G+,6(H 
�� �	:�A��� 	 0�.	��� �'.� ������� �:�����.��	 ���'��, 4.

-���	 ���A�@A�'	� '��	��	:� ����	� ������� ϑ = ϑp 0�. :	 0	��.@,
�	D�	0� 0	5�	 ��:	.9�	���9 �::�	���0���@ �. 0�.-1 �'.	�E

Q(ϑp) = E+ ϑ×E ⇒ P = Q(ψk) · (E + ϑ×E) ·Q(ϕe). G+,66H

&-/��. �'.	��@ ��	�	��9 �. :	�	�	�� G+,66H7 :	.�/��0

ω = Q(ψk) ·
(
ψ̇k+ ϕ̇e+ ϑ̇+ ϕ̇ϑ× e

)
. G+,68H

�������	 �����	���9 �.���@A�� 2	�0�.-E

ω̇ = Q(ψk) ·
(
ψ̈k+ ϕ̈e+ ϑ̈+ ϕ̈ϑ× e+

+ ϕ̇ϑ̇× e+ ψ̇ϕ̇k× e+ ψ̇k× ϑ̇+ ψ̇ϕ̇k× (ϑ× e)
)
;

ω× e ′ = Q(ψk) ·
(
ψ̇k× e+ ψ̇k× (ϑ× e) + ϑ̇× e

)
;

k× e ′ = Q(ψk) · [k× e+ k× (ϑ× e)
]
.

�	�����. D�� �-��5��� � ��������� G+,6)H7 :��1	��0 � �.���@A�0�
��������@E

ψ̈k+ ϕ̈e+ ϑ̈+ ϕ̈ϑ× e+
(
−ϕ̇e+ ψ̇k− ηω0e

)
× ϑ̇+

+
(
ψ̇ϕ̇+ ηω0ψ̇− ν

)
k× e+

(
ψ̇ϕ̇+ ηω0ψ̇− ν

)
k× (ϑ× e) = 0.

G+,6+H

�	�/������-� �.�'��0-� � ��������� G+,6+H �	.5�- 
-�9 0�.-0� �
�0��9 :	��	� o(ϑ), ?�	'	 0	5�	 �	
��9�7 ��.� :����97 /�	

ϕ̇ = ϕ̇0 + β; ψ̇ = ψ̇0 + γ; β ∼ o(ϑ); γ ∼ o(ϑ). G+,6;H

���/�0 ��.�/��- � ������	0 0 �	.5�- ��	�.���	��9 ��������@

ψ̈0k+ ϕ̈0e+
(
ψ̇0ϕ̇0 + ηω0ψ̇0 − ν

)
k× e = 0 ⇒

⇒ ϕ̇0 = ω0; ψ̇0 =
ν

(1 + η)ω0
=
μν

λω0
.

G+,6=H

<���9 ��:	.9�	���	 ��/�.9�	� ��.	��� �. ϕ̇0, �� �.����� ��0��97 /�	
2������ β � γ �	.5�- 
-�9 0�.-0� :	 ��������@ � ϕ̇0 � ψ̇07 �		����������	,
& :�������.���� G+,6;H D�	 �� :���:	.�'����, & /����	���7 2������ γ �
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ψ̇0 
���� �0��9 	�����	�-� :	��	� 0�.	���,  � �������� G+,6=H ����07 /�	
��	�	��9 :�������� ψ̇0 �. 
-���	 ���A�@A�'	� '��	��	:� 0�.�7 �	 �'	.
:��������ψ0 �� 0�.7 :	��	.9�� 	� ��������� �	 ���0��� :	 .�����	0� ���	��,
�	�����. �-��5��� G+,6;H � G+,6=H � ��������� G+,6+H � 	�
���-�� � ��0
��.�/��- o(βϑ) � o(γϑ) ��	�	'	 :	���� 0�.	���7 :	.�/��0

γ̇k+ β̇e−
ϑ̇

sinα

(
λω0

μ
e−

μν

λω0
k

)
× (k× e)+

+

(
ϑ̈

sinα
+
λω0

μ
γ+

μν

λω0
β

)
k× e = 0.

G+,6>H

��	���� �������� G+,6>H �� 	�� k ����

γ̇+ β̇ cosα =
λω0

μ
ϑ̇ sinα ⇒ γ+ β cosα =

λω0

μ
ϑ sinα+ a,

'�� a O :�	���	.9�� :	��	���,
��	���� �������� G+,6>H �� 	�� e ����

γ̇ cosα+ β̇ =
μν

λω0
ϑ̇ sinα ⇒ γ cosα+ β =

μν

λω0
ϑ sinα+ b,

'�� b O :�	���	.9�� :	��	���,
���	���7 :�	���� �������� G+,6>H �� 	�� k× e ����

ϑ̈+ sinα

(
λω0

μ
γ+

μν

λω0
β

)
= 0. G+,63H

4. 	:����.��� :	��	��-1 a � b ��	
1	��0	 ��:	.9�	���9 ��/�.9�-�
��.	�� �. �'.	�	� ��	�	���, �	��	.9�� ��/�.9�-� �'.- ����- ��.@7 �	
�-��5���� G+,68H ����

ω0e =
(
ψ̇k+ ϕ̇e+ ϑ̇

)∣∣∣
t=0

⇒
⇒ β(0) = 0; γ(0) = −

μν

λω0
; ϑ̇(0) = 0.

G+,8)H

 �:	.9�� ��.	�� G+,8)H7 :	.�/��0

a = −
μν

λω0
; b = −

μν cosα

λω0
.

 ��.@/� � ��������� G+,63H 2������ β � γ7 :	.�/��0 ��������� �.
	:����.��� �'.� �������E

ϑ̈+ω2∗ϑ = ν sinα; ϑ(0) = 0; ϑ̇(0) = 0, G+,8*H
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i

i

j

j

k

k

e

e
�� ��

α

α

O

O

9��
 �
�
 X�,��2�� % � ���,&7/ % ��-��/ &��2�P � � ��#%�<���7/

'��

ω2∗ ≡
λ2ω20
μ2

(
1− 2

μ2ν

λ2ω20
cosα+

μ4ν2

λ4ω40

)
.

& D�	0 �-��5���� :	�.����� �.�'��0	� � ��	
��1 �0��� :	��	� o(ϑ2),
�	��	.9�� ��.�/��- :	���� o(ϑ2) ����� 	�
���-��.��97 �	 � ����9 �� ��	
�
1	��0	 	�
�	���9, & ��	'� :	.�/��0

ω2∗ ≡
λ2ω20
μ2

(
1 − 2

μ2ν

λ2ω20
cosα

)
> 0 ⇒ λ2ω20 > 2νμ

2 cosα. G+,8(H

�	�.����� ����������	 � G+,8(H �.��� ��	
1	��0-0 ��������0 :��0��
��0	��� :	.�/���	'	 ��F��� :�� ���1 t, ��.� 	�	 ����F��	7 �	 :	.�/���	�
��F���� :����.9�	 �	.9�	 :�� 0�.-1 t � �� :�������.�� �����	'	 �������
��, & D�	0 �.�/�� ��5�	 ��:	.9�	���9 
	.�� 	
A�� :	�1	�7 �	�	�-� 
����
��.	5�� � '.���7 :	��A���	� ����/�0 ����0��� �����	'	 ��.�,

����0 	
���	07 :	.�/��0 	�	�/���.9�	� �-��5���� �. �'.� �������E

ϑ(t) =
ν sinα

ω2∗
(1− cosω∗t) , G+,86H

'�� /���	�� ������	��-1 �	.�
���� ω∗ 	:����.��� 2	�0�.	� G+,8(H,
&-��5���� G+,8(H :	���-����7 /�	 �. '��	��	:�7 	:���	'	 � ��5��� �	/�

�� S8=T7 �, �, :�� α < π/2 G���, +,(7 �H7 /���	�� ������	��-1 �	.�
���� ��0�	'	
0��9F�7 /�0 /���	�� ������	��-1 �	.�
���� :	���F���	'	 '��	��	:�7 �, �,
:�� α > π/2 G���, +,(7 �H, "�	�/���.9�-� �-��5��� �. ��	�	��� �	
������
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�	'	 ���A��� � ��	�	��� :�������� �0�@� ���E

ϕ̇(t) = ω0 −
ν

ω2∗

(
λω0

μ
cosα −

μν

λω0

)
(1− cosω∗t) ;

ψ̇(t) =
ν

ω2∗

(
λω0

μ
−
μν

λω0
cosα

)
(1 − cosω∗t) .

G+,88H

�	�/������	� �.�'��0	� � G+,88H �.����� 	�
�	���9 ��� �-1	�A�� �� :���
��.- �	/�	��� :����	'	 0��	�� ��F��� ����/�, "�0���07 /�	 �. 
-���	
���A�@A�1� '��	��	:	�7 �	�	�-� ��:	.9��@�� � ��1����7 2	�0�.- G+,86H
� G+,88H �.@�� :�����/���� �	/�-0�, ���
	.�� :	������.9�-0 �.���
�.�/��7 �	'�� :�� t = 0 	�9 '��	��	:� 
-.� ��:���.��� '	���	���.9�	7 �, �,
α = π/27 cosα = 0, �	'�� �0���	 �-��5���� G+,86H � G+,88H :	.�/�0

ϑ(t) =
μ2ν

λ2ω20

(
1− cos

λω0t

μ

)
; ϑ̇(t) =

μν

λω0
sin
λω0t

μ
;

ϕ̇(t) = ω0; ψ̇(t) =
μν

λω0

(
1− cos

λω0t

μ

)
.

G+,8+H

������0 :	.�/���	� ��F���� � ��F����07 :�������.���-0 � S8)T � :	�
.�/���-0 �� 	��	�� :��
.�5���	� ��	��� 
-���	 ���A�@A�'	� '��	��	:�,
"�	 �0��� ���

ϑ̇(t) = 0; ϕ̇(t) = ω0; ψ̇(t) =
μν

λω0
.

&���07 /�	 D�� 2	�0�.- �	�:���@� � 	��������-0� :	 :���	�� �������
	��-1 �	.�
���� ��	�	��0�7 	:����.�0-0� 2	�0�.�0� G+,8+H,

��.� 
- '��	��	: ���A�.� �	���' ��	�'	 ������ 0��� Gν = 07 �0, 2	��
0�.� G+,(=HH7 �	 	� 	
.���. 
- �	.9�	 ���A����0 �	���' �	
������	� 	��7
:��/�0 ��	�	��9 �	
������	'	 ���A��� �	1���.� 
- ��	� ��:���.���� �
:�	���������, ��.� ν �= 07 �	 �� '��	��	: ��������� ���F��� 0	0���7 ���
:���.���-� :	 ����	�� k× e ′, �� :���-� ��'.� ��5���7 /�	 	�9 '��	��	:�
�	.5�� :	�	��/����9� ���5� �	���' ����	�� k× e ′, �	 ��� 
-.	 
- �	.9�	
� �	0 �.�/��7 ��.� 
- ��	�	��9 �	
������	'	 ���A��� ����.��9 
- ��.@,
��.� ω0 �= 07 �	 	�9 '��	��	:� ��/����� :��������	���9 �	���' ����	�� k,
�	.�� �	/�	 �. 	�� '��	��	:� :	.�/�0 �-��5����

e ′ = Q(ψk) ·Q(ϑp) · e = Q(ψk) · (e+ ϑ× e) � Q(ψk) · e.
�	�.����� �-��5���� � :	���-����7 /�	 	�9 '��	��	:� :����������� �	�

���' ����	�� k � :���0���	� � 0�.	� :	 ��������@ � ω0 ��	�	��9@, �	 �'	.
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:�������� ��������� �	 ���0���7 � :	�	0� :�	��1	��� �1	� 	�� '��	��	:� 	�
:���	��/�.9�	 ������	'	 ��:���.��� �� ��	.9 �'	��	 
	.9F	� �'	., & �	 5�
���0 	�9 '��	��	:� :�����/���� �� �-1	��� �� '	���	���.9�	� :.	��	���7
:	��	.9�� �'	. ������� :����
��5�0	 0�. :�� ���1 ���0���1, �	 	
��	��.9�
���	7 /�	 ���A�@A��� ��.	 :�� �	:	.����.9�	0 �	��������� �� ��'	 0	0���
�	07 ��/����� :	�	��/����9� �	���' 	��7 	��	'	��.9�	� 0	0����7 ��5���
�������.9�-0, �	 D�	 ��.��	 �� ����������-� 2���7 �-�-��@A�� ����.����
:�� :���	��/�.9�	0 ���/���� �:��	��-1 ���5���� �����-1 ��.,

�"�" (��7���� �
������ ���� 
����� ��$��
����) ����=

����) 2�������

�.�/��0 #�'���5� ���-��@� ����/� 	 ���A���� �����	'	 ��.� � ������
�����.9�	���	��	:�-0 ����	�	0 ������� � 	��	�	��	0 :	.� �'	����,
h���� 0��� ��.� ���:	.	5�� �� 	�� ��00����� ����	�� �������, � 2	�0�.9�	�
0���0���/���	� �	/�� ����� ��F���� D�	� ����/� �������	 	/��9 ����	 �
:�������	 �	 0�	'�1 ���'�1 � �/�
����1, ��0 �� 0���� �������	� ��F����
�����	 :	������ ��	0� 2���/���	0� ���	.�	����@ � ��	:�������	 �.	5�
�	 	:��-���� ���	�	�-� :�	��-� ��:- ���5���, �������0 �	��@ 2	�0�
��F��� ����/�,

������ �
.�+ !� ������� ����*�

����0	���0 �
�	.@��	 �����	� ��.	 A7 �	�	�	� 0	5�� �	���F��9 ���A��
��.9�	� ���5���� �	���' �	/�� O7 :�����.�5�A�� ��.� A � ��:	���5�	�
� �����0� 	��/���, ����0 �/����97 /�	 ����	� ������� ��.� A7 �-/��.���-�
	��	����.9�	 �	/�� O7 ����������.9�	 ��	��	:�� � �0��� ��� G+,(8HE

Θ = λe⊗ e+ μ (E− e⊗ e) ,

'�� λ � μ O 	���	� � D����	���.9�-� 0	0���- ������� ��.�7 �		����������	R
e O 	�� 	�� ��00����� ����	�� ������� � 	��/���	0 :	.	5����,

&����0 � ����0	������ ����	� :	�	�	�� ��.� P∗(t) � 	�� 	�� ��00�����
����	�� ������� � �����.9�	0 :	.	5����E

e′(t) = P∗(t) · e. G+,8;H

����0 �/����97 /�	 ��/�.	 � �����0� 	��/��� ���:	.	5��	 � �	/�� O �
����� 0��� ���:	.	5�� �� 	�� ��00�����E

rC = l e ⇒ RC(t) = P∗(t) · rC = lP∗ · e ≡ l e′,



�6� ����� �� �������� ����������� �����	
���� 	��
�� 	���

'�� l O �����	��� 	� ��:	���5�	� �	/�� �	 ������ 0���R rC � RC O ����	�-
:	.	5��� ������ 0��� � 	��/���	0 � �����.9�	0 :	.	5���17 �		����������
�	,

�'.	�� ��	�	��9 ��.� ω∗ ������ � ����	�	0 :	�	�	�� P∗ ���������0
�����	��E

Ṗ∗ =ω∗ ×P∗. G+,8=H

&���	� ������/���	'	 0	0���� L ��.� A �-/��.��� :	 2	�0�.�3

L = μω∗ + (λ − μ)(ω∗ · e′)e′.
&�	�	� ���	� ����0��� ?�.��� ���� �������� ���5��� ��.� AE[

ω∗ + η(ω∗ · e′)e′
]·

= νk× e′, η ≡ λ − μ
μ
, ν ≡ mgl

μ
, G+,8>H

'�� k O 	�� �������.�R m O 0���� ��.�R g O ���	����� ��	
	��	'	 :�����,
��/�.9�-� ��.	�� �0�@� ���

P∗(0) = E; ω∗(0) =ω
0
∗. G+,83H

�����0� ��������� G+,8=H7 G+,8>H � ��/�.9�-0� ��.	��0� G+,83H ���� �.���
��/����@ :	����	��� ����/� �. �.�/� #�'���5� S+(T, ��F���� D�	� ����/�
������� 	� :�� :���0���	�E ���1 ���.��-1 :���0���	� η � ν � 	��	'	 ����
�	��	'	 :���0���� ω0

∗, �	 ������0	��9 ��F��� 	� :���0���� η �.���
����A�������	�7 � 	� ��� .�'�	 ��
����9�, 4. D�	'	 :���������.9�	 �-/���
.�0 :�	����@ �������� G+,8>H �� 	�� e′, ��� D�	0 �/��0 ��������	

ω̇∗ · e′ = (ω∗ · e′)· −ω∗ · ė′ = (ω∗ · e′)· −ω∗ · (ω∗ × e′) = (ω∗ · e′)· .
� �/��	0 D�	'	 ��������� :�	���� �������� G+,8>H �� 	�� e′ ����

(ω∗ · e′)· = 0 ⇒ ω∗ · e′ = a∗ = const. G+,+)H

 �-0� �.	��0�7 :�	���� �'.	�	� ��	�	��� �� ���A�@A�@� 	�9 ��00���
��� 	������ ����0���	� � ��1	���� :	 ��/�.9�-0 ��.	��0 G+,83H,  ���'��.
G+,+)H :����	 ���-���9 ����'��.	0 #�'���5�,

���.��0 ��0��� :���0���-1E

P∗ = P ·Q(−ηa∗te) ⇒ ω∗ =ω− ηa∗P · e =ω− ηa∗e
′;

e′ = P ·Q(−ηa∗te) · e = P · e.
G+,+*H

3 @7%�# C&�/ 8�,0��7 % &�����&� ��%&�,��& %7%�# 8�,0��7 ��
�*�
 �����	�� �	
��
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<���9 ��:	.9�	���	 	
	���/���� Q(−ηa∗te) �. :	�	�	�� �� �'	. −ηa∗t

�����/�	'	 ����	�� e G�0, :�������.���� ?�.��� �. ����	�� :	�	�	��
G*,*(6HH, ��� �-/��.���� �'.	�	� ��	�	��� ω∗ ��:	.9�	��.��9 ��	��0� 	

�'.	�	� ��	�	��� �	0:	����� :	�	�	�	� G�0, �����. (,*6H,

�	�����. �-��5���� G+,+*H � ��������� G+,8>H � :���	���� � ����.9�
���� ��������� �����	��7 :��1	��0 � �.���@A�� �����0�4E

ω̇ = νk× e′, Ṗ =ω×P, e′ = P · e. G+,+(H

� �����0� G+,+(H ��	
1	��0	 �	
����9 ��/�.9�-� ��.	��

t = 0 : ω =ω0, P = E (ω0 ≡ω0
∗ + ηa∗ e). G+,+6H

<���/� G+,+(H7 G+,+6H ��0�	'	 :�	A� ��1	��	�7 :	��	.9�� �� ��F���� �����
��� 	� /��-��1 :���0���	�E ���.�� ν � ����	�� ω0,  0���	 D�� ����/� 
��
��� ���.����	���9� ��.��, & .��������� :���	���� ��F���� ����/� G+,+(H7
G+,+6H � �� ��1	��	� :	����	��� G+,8=HMG+,83H �� 	��	�� :�������.��� ����	��
:	�	�	�� /���� �'.- ?�.��� G(,=*HE

P = Q(ψk) ·Q(ϑp) ·Q(ϕk); k · p = 0; |p| = 1. G+,+8H

4��'�� :�������.��� � �������	� ���	�� .��������� �� ��:	.9�	��.��9,
�	.�� �	'	7 � .��������� �� ����� ������1 	
	��	����� � :	.9�� ��:	.9�
�	���� �0���	 �'.	� ?�.���, & �.���@A�0 :	������.� 
���� ��:	.9�	���	
���'	� :�������.���� ����	�� :	�	�	��7 �	�	�	� �������� ��0�0 ��F����0
����/�7 � �� :����0���� �������, �	.�/��0	� :�� D�	0 ��F���� ���/���.9�	
:�	A� :	������ ��'.��	� �����:�������7 ��5�.� :�� ��:	.9�	����� �'.	�
?�.���,

����� &�	���'��� 	�9���� ����*� J��	��#�

�	�0�.9�	� ��F���� ����0�������0	� ����/� G+,+(H7 G+,+6H 	:������ ��
2��� ��A����	���� ���1 	/�����-1 :���-1 ����'��.	�,

����-� ����'��. :	.�/���� � ����.9���� :�	����	���� :���	'	 �����
���� G+,+(H �� 	�� e′ � ���-����� S+6T ����'��.	0 #�'���5�E

ω̇ · e′ = 0 ⇒ (ω · e′)· −ω · ė′ = 0 ⇒
⇒ (ω · e′)· −ω · (ω× e′) = 0 ⇒

⇒ (ω · e′)· = 0 ⇒ ω · e′ = a = const.

4 �,� %7%�#� ��,%�1� �,(%����� ��
��� �����;"�%(��� &(2-� ��&�1,(� M(1,(�-( ��
���

�����	�� �	
��
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&�	�	� ����'��. :	.�/���� � ����.9���� :�	����	���� :���	'	 �������
�� G+,+(H �� 	�� k � ���-����� ����'��.	0 :.	A����E

ω̇ · k = 0 ⇒ (ω · k)· = 0 ⇒ ω · k = b = const.

���	���7 :	�.����� ����'��. O D�	 ����'��. D���'��, "� :	.�/���� �
����.9���� :�	����	���� :���	'	 �������� G+,+(H �� ����	� ωE

ω · ω̇− νω · (k× e′) = 0 ⇒ 1

2
(ω ·ω)· + νk · (ω× e′) = 0 ⇒

⇒ 1

2
(ω ·ω)· + νk · ė′ = 0 ⇒ 1

2
ω ·ω+ νk · e′ = const.

 ���7 ��� ����'��.� ����/� G+,+(H7 G+,+6H 	:����.@�� �-��5���0�

ω · e′ = a ≡ω0 · e; ω · k = b ≡ω0 · k; 1

2
ω ·ω+ νk · e′ = H, G+,++H

'�� ��.�/��- a7 b7 H O :	��	��-�7 	:����.�0-� :	 ��/�.9�-0 ��.	��0,
"���.	�9 �-:����9 :�	����@ :���	'	 �������� G+,+(H �� ����	� k × e′,

�	�.� ���.	5�-1 :��	
���	�����

ω̇ · (k× e′) = −k · (ω̇× e′) = −k · [(ω× e′)· −ω× ė′
]
=

= −k · [ ë′ −ω× (ω× e′)
]
= −(k · e′)·· − (ω ·ω) (k · e′) + (ω · e′) (ω · k)

� �/��	0 ����'��.	� G+,++H �������� :�	���� ��:��-����� � ����

ẍ+ω2 x− ν x2 + ν− ab = 0; x = cosγ = k · e′; ω2 =ω ·ω. G+,+;H

�	�.� ���.@/��� �������� 0	��. �'.	�	� ��	�	��� � :	0	A9@ �����
'��.� D���'�� ��������� G+,+;H 0	5�	 ��:����9 � ���'	� 2	�0�E

ẍ+ 2Hx− 3ν x2 + ν − ab = 0; x = cosγ = k · e′. G+,+=H

� 2	�0�.9�	� �	/�� ����� ��F���� �������� G+,+=H .�'�	 ���	��� �
D..�:��/����1 2�����1 � ����9 �� :���	����, ����0 �/����97 /�	 2����
�� x(t) ��������, <���/� �	��	�� � �	07 /�	
- /���� ��� �-�����9 ��� 	���.9�
�-� ���������-�,  ���'��.- G+,++H ��@� :�	����� �'.	�	� ��	�	��� �� 	��-
e′ � k, &-/��.�0 ���.��	� :�	���������E

ω · (k× e′) = −k · (ω×e′) = −k · ė′ = −ẋ. G+,+>H

���0�0 ����	�-

e1 = k, e2 = e′, e3 = k× e′



���� �
�7���� 	��
�� 	��� ��
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� ��/����� 
�����, �	'�� ����	�- ����0�	'	 
�����5 �-/��.@�� :	 2	�0��
.�0

e1 =
k− xe′

1− x2
; e2 =

e′ − xk

1− x2
; e3 =

k× e′

1− x2
.

��:��9 �. ����	�� �'.	�	� ��	�	��� :	.�/�0 �-��5����

ω =
b− ax

1− x2
k−

ẋ

1− x2
k× e′ +

a − bx

1 − x2
e′, e′ ≡ P(t) · e. G+,+3H

&-��5���� G+,+3H �A� �� ���� :	.�	'	 :�������.��� 	
 �'.	�	� ��	�	���7
:	��	.9�� �	���5�� ��	:����.���-� ����	� e′7 �����A�� 	� ����	�� :	�	�
�	��, �	�/�����07 /�	 � ��:	.9�	����-1 :	���	���1 �	������	� :��������
.���� �. ����	�� :	�	�	�� �� �0�.	 ���/���, �	D�	0� 0	5�	 � :�����:�
��:	.9�	���9 .@
	� :�������.���� �. ����	�� :	�	�	��, "����	 �-��5����
G+,+3H ���� ��	� :�������.���� 	 �	07 ���� �	.5�� 
-�9 ��������� ����	��
:	�	�	��, � �0���	 �'.	�� ��	�	��9 G+,+3H 	���/��� ����	�� :	�	�	�� ����

P(t) = Q(ψk) ·Q(ϑp) ·Q(ϕe); p =
k× e

|k× e|
=

k× e

sinγ0
; cosγ0 = k ·e, G+,;)H

'�� �'.- ψ, ϑ, ϕ 
���0 ���-���9 �'.�0� :��������7 ������� � �	
������	'	
���A���7 �		����������	,

��.� ����	�- k � e �	�:���@�7 �	 � ��/����� ����	�� p 0	5�	 �-
���9
:�	���	.9�-� �����/�-� ����	�7 	��	'	��.9�-� ����	�� k, �������	 �����
�	���9 ���9 0�5�� �'.	0 γ � �'.	0 ������� ϑ, 4��������.9�	7

k · e′ = cosγ = k ·Q(ϑp) · e = cos(γ0 + ϑ) ⇒ γ = γ0 + ϑ. G+,;*H

��	0� �	'	7 �������	 �
����9�7 /�	 �:�����.��	 ��������	

k× e′ = sin(γ0 + ϑ)Q(ψk) · p. G+,;(H

� �/��	0 �������� G+,;*H � G+,;(H �-��5���� �. �'.	�	� ��	�	��� G+,+3H
0	5�	 :���:����9 � ����

ω =
b− ax

1− x2
k−

ẋ sinγ

1− x2
Q(ψk) · p +

a − bx

1 − x2
e′. G+,;6H

�	 �'.	��@ ��	�	��9 0	5�	 �-/��.��9 :	 ����	�� :	�	�	�� G+,;)H � �/��
�	0 ��	��0- �.	5��� �'.	�-1 ��	�	����E

ω = ψ̇k+ ϑ̇Q(ψk) · p+ ϕ̇ e′. G+,;8H

5 B %"(�0��0 �("��� � �0
 ,("#�� �
*
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 � �������� �-��5���� G+,;6H � G+,;8H :	.�/��0 �������� �. 	:�����
.��� �'.	� :�������� � �	
������	'	 ���A���E

dψ

dt
=
b− a cosγ

sin2 γ
;
dϕ

dt
=
a − b cosγ

sin2 γ
⇒ d (ψ+ϕ)

dt
=

a+ b

1+ cosγ
. G+,;+H

%�	 ������� ���������

ϑ̇ = −
ẋ sinγ

1− x2
= γ̇,

�	 	�	 �-:	.���� �	5��������	 � ��.� G+,;*H,
����0 	
���	07 ��.� ��F���� �������� G+,+=H ������	7 �	 �'.- :������

��� � �	
������	'	 ���A��� ��1	��� ����������0� G+,;+H, ����0����7 �
��������@ G+,+=H ��	
1	��0	 :���	������9 ��/�.9�-� ��.	��E

t = 0 : x(0) = cosγ0; ẋ(0) = −ω0 · (k× e) ≡ − c. G+,;;H

�	�.����� ��.	��� ��0��.���	 �.����� �� ��������� G+,;6H7 ��.� �'	 ���
:����9 :�� t = 0, �� �0��9F� 	
A�	���7 0	5�	 �/����97 /�	 c = 0, ?�	
	���/���7 /�	 	��/���	� :	.	5���� ��.� �-
���	 ���7 /�	 ��/�.9�� �'.	��
��	�	��9 .�5�� � :.	��	���7 ������	� �� ����	�- k � e,

� 2	�0�.9�	�0���0���/���	� �	/�� ����� ����/� :	.�	��9@ ��F��� �
�	0 �0-�.�7 /�	 	�� ������� � ����������0, "����	 :���0.�0	��9 :	.�/���
�	'	 ��F��� � 2���/���	� �	/�� ����� �A� :�����	�� �-����9,

�����% K����+	��+ !	�(�  �+

��'�.��� :������� �������	��	 �-�-���� �������7 :	��	.9�� D�	 ����

	.�� :�	��	� � ��'.��-� ��� ���5��� �����	'	 ��.�, ��'�.��	� :������
���� ���-��@� ���5���� ��.�7 :�� �	�	�	0 ���� 0������.9�� :�0�7 �, �,
:�0�7 �	����.���� �� 	���1 � ��1 5� �	/�� ��.�7 ���A���� �	���' ������
�	'	 � :�	��������� � ����0���	'	 �	 ���0��� ����	�� k ���7 /�	 �'	. 0�5��
�������	� 0������.9�	� :�0	� � ����	�	0 k :	��	��� �	 ���0���, & �.�/��
#�'���5� � ��/����� 0������.9�	� :�0	� �-
����0 	�9 ��.� ���A���7 � �
��/����� ����	�� k O 	�� �������.�, ��� ��'�.��	� :�������� �'	. 0�5��
��0� �	1������ ����0���-0E

x = k · e ′ = k ·P · e = const ⇒ P = Q(ψk) ·Q(ϕe); e ′ = Q(ψk) · e.
4. �'.	�	� ��	�	��� 	��@�� �.����� �-��5����

ω = Q(ψk) ·
(
ψ̇k+ ϕ̇e

) ⇒ ω̇ = Q(ψk) ·
(
ψ̈k+ ϕ̈ e+ ψ̇ϕ̇k× e

)
.
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& D�	0 �.�/�� ��������� G+,+(H :����0��� �	���0 :�	��	� ���E

ψ̈k+ ϕ̈ e+ ψ̇ϕ̇k× e = νk× e ⇒ ψ̇ = ψ̇0; ϕ̇ = ϕ̇0; ϕ̇0ψ̇0 = ν. G+,;=H

�	�.����� �� D��1 ��.	��� ��.�'��� 	'����/���� �� ��/�.9��@ ��	�	��97
�	�	�� �	.5�� �0��9 ���E

ω0 = ψ̇0k+ ϕ̇0e = ϕ̇0

(
e+

ν

ϕ̇20
k

)
.

��� D�	0 �'.	�� ��	�	��9 ���5� :����������� �	���' 	��� �������.�E

ω = Q(ψk) ·ω0.

�� :���-� ��'.� ��5���7 /�	 :	.�/���	� ��F���� �:�����.��	 :�� :�	�
���	.9�	0 ���/���� �'.� 0�5�� 	�9@ ��.� � �������.9@, "����	 D�	 �� ���,
4��������.9�	7 �� 2	�0�. G+,;+H � G+,;=H �.�����7 /�	

(b− a cosγ)(a − b cosγ)

sin4 γ
= ν. G+,;>H

��������� G+,;>H ��	���� � ��������@ 8�� ���:��� 	��	����.9�	 cosγ,
���.�� D�	'	 �������� ����9 �� :���	����7 :	��	.9�� 	� 	��A����.���
���������-0� 0��	��0�,

�����) �
 �#����� 7�	���'���� 	�9���+

�	0���� � 2���/���	� :���0.�0	��� :	.�/���	'	 ��F��� �����- �	
�.���@A�0 2���	0,  ������	 S((7 (=T7 /�	 	��� � �	� 5� ����	� :	�	�	��
�	:������ ���/���	� 0�	5����	 ���.�/�-1 :�������.����, ��5�	0� �� D��1
:�������.���� 	���/��� ����������-� ��
	� ���1 :���0���	� ��:� �'.	� ψ7
ϑ7 ϕ7 ��:	.9�	����-1 �����, ��.� �. ���1 ��/�.9�-1 ����-1 ��:	.9�����
� 	��	 � �	 5� :�������.���� ����	�� :	�	�	��7 �	 D�	 	���/���7 /�	 ��
	
.���9 ��/�.9�-1 ����-1 :	��-�� 	��	� �		�������	� ����	�, & :������
:� D�	 �	�0	5�	7 �	 	
-/�	 ��5� � :�	����F�1 �.�/�1 ���� ����� 
����
�0��9 :	.@��7 �, �, :	.�/���	� ��F���� 
���� .�
	 �	���5��9 ��	:����.���
�	��� ��:� 0/067 .�
	 :���	���9 � ����-��-0 ��F���0, ������7 ���9 :���
0��-7 � �	�	�-17 ��:��0��7 �'.- ?�.��� �-��5�@�� 2�����0� ���0���7
�0�@A�0� ����-�- :���	'	 �	��7 �, �, ���/��7 1	� ��� ��
.@���0-� ��.��
/��-7 ��:��0�� �'.	�-� ��	�	���7 	���-��@�� ��:���-��-0� 2�����0�

6 K&� ����,�#�������&� #��(.& ��%�"0�-�70 �����;"�%(��� ��������7' 8�,0�� #��
2�0�;.&�,�7' %7�������/
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�� 	���

���0���, & ��/����� �..@������� �	F.�0� �� F����@ '.���7 '�� �. �.�/�
?�.��� :	�����	7 /�	 �� 	
.���9 ��/�.9�-1 ����-1 ���
������ �� ��� :	��
	
.����7 ��5��@ �� �	�	�-1 ��5�	 :	��-���9 ��	�� ����	�, �	.9�	 � D�	0
�.�/�� :	.�/�@�� ��F���7 :��'	��-� �. :�����/���	'	 ��:	.9�	����,
& :���	��0	0 � .��������� ��F���� �. �.�/� ?�.��� ��:	.9����� 	���
�����, & ����.9���� :�� �	0:9@����-1 ���/���1 :	 :���	��0-0 � ���'�1
2	�0�.�0 :	.�/�@�� �	���F���	 ��:����.9�-� ����.9���-, <���/� G+,+(H7
G+,+6H ���F�� �-'.��� /����-/���	 :�	��	�, ��0 �� 0���� ���5���7 �	����
F��0-� ��.	0 � D�	0 �.�/��7 0	'�� ��A�������	 ���.�/��9� :	 ��	�0� ��:�,
�	D�	0� ��5��� 0�.	���	��-07 /�	
- ����������	� :�������.���� ����	��
:	�	�	�� G+,;)H 
-.	 
- ��	�.���	����.9�-0 :�� ���1 ��/�.9�-1 ����-1,

����	� :	�	�	�� /���	 ��	
�	 :�������.�9 � ���� �	0:	����� :	�	�	�	�
�	���' ����1 2�����	����-1 	���7 �	�	�-� � :�����:� �-
���@� :�	���	.9�
�	 S((7(=T, &-
	� 	��� :	�	�	�� 	:����.�� �����0� :���0���	� G�����0� �	�
	������H7 /���� �	�	�-� �-��5���� ���/��0-� :	�	�	� ��.�, "����	 ��.��	
�� :�� ���	0 �-
	�� 	��� :	�	�	�� ��	��0� �����0� �		������ 	���-�����
� ��.��		
����	�, &�5�	��9 :����.9�	'	 �-
	�� 	��� :	�	�	�� :	��5�0 ��
:�	����F�0 :��0���, ����0	���0 :	�	�	� �	���' 2�����	����	� 	�� n7 �, �,
����	� :	�	�	�� Q(αn), �	:-���0� :���������9 D�	� :	�	�	� /���� �'.-
?�.���E

Q(αn) = Q(ψm) ·Q(ϑe) ·Q(ϕm), m · e = 0,

'�� �����/�-� 	��	'	��.9�-� 0�5�� �	
	� ����	�- m � e 0	'�� �-
����9�
:�	���	.9�	,

&	�:	.9�	���F��9 ��	��0	� ?�.��� 	 :�������.���� ����	�� :	�	�	��7
�������	 :	.�/��9 ��.������@ �����0�7 :	��	.@A�@ � :�����:� �-�����9
:���0���- ψ7 ϑ7 ϕ /���� :���0��� α, �	 :�	A� �. D�	� ��.� ��:	.9�	���9
��������	 �'.	�-1 ��	�	����E

α̇n = ψ̇m+ ϑ̇Q(ψm) · e+ ϕ̇Q(ψm) ·Q(ϑ e) ·m.

& ���.��	� 2	�0� D�� �����0� �0��� ���

ψ̇+ ϕ̇ cos ϑ = cosβ1 α̇; ϑ̇ = (cosβ2 cosψ+ cosβ3 sinψ) α̇;

ϕ̇ sinϑ = (cosβ2 sinψ− cosβ3 cosψ) α̇,
G+,;3H

'�� �'.- βi ������- �.���@A�0 	
���	0E

n = cosβ1m+ cosβ2e+ cosβ3m× e; cos2 β1 + cos2 β2 + cos2 β3 = 1.
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�7���� 	��
�� 	��� ��
)� �� �����$ 	���= ��)��$ 2��
���� ���

�����0� G+,;3H 0	5�	 :���:����9 � 
	.�� �	0:����	� 2	�0�E

σ̇+ ϕ̇ cos ϑ = cosβ1 α̇ ; ϑ̇ = sinβ1 cosσ α̇ ;

ϕ̇ sin ϑ = sinβ1 sinσ α̇ ; σ ≡ ψ− γ,
G+,=)H

'�� γ 	:����.��� 2	�0�.�0�

cosγ =
cosβ2
sinβ1

; sinγ =
cosβ3
sinβ1

, ��.� β1 �= 0; γ = 0, ��.� β1 = 0.

�����0� G+,=)H7 � ��	@ 	/����97 0	5�	 :���:����9 � ���'	0 ����E

dσ

dα
+
dϕ

dα
cosϑ = cosβ1;

dϑ

dα
= sinβ1 cosσ ;

dϕ

dα
sin ϑ = sinβ1 sinσ. G+,=*H

& ���	� ��:��� 1	�	F	 ����	7 /�	 ��� ���	0-� :���0���-� �.@��
2�����0� �'.� α � :	��	��-1 β1, β2, β3, �����0- G+,=)H �.� G+,=*H �	�
����	/�	 �.	5�- �. ��F���7 �	 D�� �.	5�	��9 	��@�9 �� ������ � 1��
������	0 ���5���7 � 	
��.	�.��� ���.@/���.9�	 �-
	�	0 :�������.���
����	�� :	�	�	��, ����0����7 � ����0�������0	0 �.�/�� ������1 :�	
.�0
�� �	�������7 ��.� ����/�.9�	 :����97 /�	 m = n7 �, �, ���:	����9� �	��
0	5�	��9@ �-
����9 �'.- β17 β27 β3, ��:��0��7 0	5�	 :����9 β1 = 07
β2 = π/27 β3 = π/2, & ���	0 �.�/�� �����0� G+,=*H ��F���� D.�0������	,

& ���.9�-1 ����/�1 ������� �.	5���, &��� ����/� ������� 	� ��
	��
:���0���	�7 ��.@/� ��/�.9�-� ����-�, &�@ 	
.���9 :���0���	� 0	5�	 ����

��9 �� :	�	
.����, & ��5�	� �� D��1 :	�	
.����� ��5�	 �����9 �	
������	�
:�������.���� �. ����	�� :	�	�	��,  0���	 D�	 � ���.��	 � F���	� '.���
�. �.�/� ?�.���, & :	.�/���	0 2	�0�.9�	0 ��F���� D�	 �� ���.��	7 �
�� 	
.���9 :���0���	� :	��-�� 	��	� ����	�, �	D�	0� � 	
A�0 �.�/�� :	�
.�/���	� 2	�0�.9�	� ��F���� 0	5�� 	�����9� ����	
�-0 �. :�����/���	�
'	 :��0�����, %�	
- �
����9� � D�	07 ����0	���0 /����-� �.�/�� ����/�
#�'���5�,

*������ ������" < =��������� ��"����	 ����0	���0 /����-�
�.�/�� ��/�.9�-1 ����-1E

a =ω0 · e = 0; b =ω0 · k = 0. G+,=(H

& ���	0 �.�/�� �	'.���	 G+,;+H :�	���	��-� �'.	� :�������� � �	
������
�	'	 ���A��� 	
��A�@�� � ��.9, �.��	����.9�	7 D�� �'.- O �	������-,
& ��.� ��/�.9�-1 ��.	��� 	�� ����- ��.@, ��� D�	0 ��.	 :	�	��/������
�	���' 2�����	����	� 	��7 ������	� �� ����	� k × e,  �-0� �.	��0�7 0-
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�0��0 ��.	 � 2���/����0 0�����	0, �	�0	���07 �	 /�	 :�����A���� � D�	0
�.�/�� 2	�0�.9�	� ��F����E

x = cosγ ⇒ ẋ = − sinγγ̇ ⇒ ẍ = − sinγ γ̈− cosγ γ̇2.

��	0� �	'	7 �	'.���	 G+,;6H ω2 = γ̇2, �	�����. D�� �-��5���� � �����
����� G+,+;H7 :	.�/��0 ��������� 2���/���	'	 0������E

γ̈− ν sinγ = 0. G+,=6H

���������-� ��� �������� 2���/���	'	 0������ :	.�/���� � :	0	�
A9@ ��0��- γ = π + ϑ, ��������� G+,=6H7 ��� �������	7 �:�	����9 ��.9�,
����0 	
���	07 :�������.���� ����	�� :	�	�	�� � ���� G+,;)H � ����0�������
�0	0 �.�/�� 	���-����� ���.�/F�0, ���	 :	.�'��97 /�	 	�	 
���� 	������9�
� :���0.�0-0 � :�� 0�.-1 ���/���1 ��.�/�� a7 b, &���0	7 :�������.����
G+,;)H �.��� ��	�.���	����.9�-07 �	'�� b �= 0 � �� 0�.	7 �	 a = 0 �.�

.���	 � ��.@E |a|  |b|, & :	�.����0 �.�/�� 	�9 ��.� :����������� �	���'
����	�� k7 :��/�0 ��	�	��9 :�������� ����	:	��	���E sign ψ̇ = signb,

!��0���+� ���;���"	 4. 2���/���	'	 0������ '.����@ �	.9 �'��.	
:	.� �'	����, ��:��9 ����0	���0 ���'�@ �����	��9E :���9 :	.� �'	����
	����������7 �, �, ν = 0, & ���	0 �.�/�� ����/� G+,+(H7 G+,+6H �0��� �	���0
:�	��	� ��F����7E

ω =ω0 = ω0m ⇒ P(t) = Q(ω0tm), |m| = 1. G+,=8H

��.	 �	���F��� :	�	�	�- �	���' 2�����	����	� 	��7 ������	� �� ����
�	� ω07 :��/�0 	�9 ��.� :����������� �	���' ����	�� m � :	��	��	� ��	�	�
��9@ ω0E

e′ = (1 − cosω0t) cosαm+ cosω0t e+ sinω0tm× e, e ·m = cosα G+,=+H

��/�������	� ����0	������ D�	'	 /����	'	 �.�/� ����/� #�'���5� ��
	��	�� �'.	� ?�.��� :	��	
�	 	
��5����� � ���'� S+8T, &-���07 ����	.9�	
1	�	F	 D�	� �.�/�� 	:��-����� 2	�0�.9�-0 ��F����07 :	���	���-0 �����,
��� ν = 0 ����'��. D���'�� G+,++H :	���-����7 /�	 �'.	�� ��	�	��9 :	��	�
��� :	 0	��.@7 � ��������� G+,+;H � ��/�.9�-� ��.	�� G+,;;H :����0�@�
���

ẍ+ω2 x = ab; x(0) = cosγ0; ẋ(0) = −c. G+,=;H

7 B� ��,�#������ &��"�,( ��%�,�&( �,� ���&�����/ �1��%�/ �2�,��&� � �0
 ,("#�� �
��

�����	�� �	
��



��"� 1������ 	����� ��)��    ����	� %�� 	
���� ��	

�������� G+,=;H .�'�	 ����'����@�� � D.�0������-1 2�����1, 4.
�..@������� ����0	���0 �	������-� ��/�.9�-� ��.	��E

a =ω0 · e = ω0 cosα ; b =ω0 · k = ω0 cos(α + γ0);

c =ω0 · (k× e) = 0,
G+,==H

'�� m · e ≡ cosα,
��F���� ����/� G+,=;H7 G+,==H �0��� ���

x = cosα cos(α+ γ0) + sinα sin(α+ γ0) cosω0t. G+,=>H

�� �	����.�� 
	.9F	'	 ����� :	 2	�0�.�0 G+,;+H � G+,=>H �-/��.��9 �'.-
:�������� � �	
������	'	 ���A���7 �	 ��.�� �. ��'.��	��� 
���0 �/����97
/�	 �'	. α 0�.7 �, �, ��/�.9�� �'.	�� ��	�	��9 :	/�� �	�:����� � ��/�.9�
�-0 ��:���.����0 	�� ��00�����, & D�	0 �.�/�� �-��5���� G+,=>H 0	5�	
�:�	����97 	�
���-�� �.�'��0-� :	���� O(α2)E

x = cosγ0 − α sinγ0 (1− cosω0t) ⇒ ϑ = α (1− cosω0t) . G+,=3H

 � G+,=3H �.�����7 /�	 �'	. ������� O ��.�/��� :���	'	 :	���� 0�.	���,
&-��5��� G+,;+H ���5� �:�	A�@�� � :����0�@� ���

ψ̇ = −
αω0 cosω0t

sinγ0
; ϕ̇ = ω0

[
1 +

α cosω0t

tgγ0

] ⇒
⇒ ψ = −α

sinω0t

sinγ0
; ϕ = ω0 t+

α sinω0t

tgγ0
.

G+,>)H

 ���7 � ����0�������0	0 �.�/�� 	�9 ��00����� �	���F��� ��'�.���@
:�������@ �	���' ����	�� m G�0, 2	�0�.- G+,=+HH,  0���	 D�	 :�	����F��
���5���� � 	:��-��@� 	��	����.9�	 �.	5�-� 2	�0�.- G+,=>HMG+,>)H, ��0�
:	 ��
� D�� 2	�0�.- �� �0�@� �����	'	 �0-�.�7 ��.� �� :	0���9 	 :��������
.���� ����	�� :	�	�	�� G+,;)H7 �, �, 	
 	�17 �	���' �	�	�-1 :�	��1	��� ����
A����, �	��/�	7 2	�0�.- G+,;)H � G+,=>HMG+,>)H :	��	.@� ������9 ������	�
���5���� ��.�7 �	 :�������.���� G+,==H ��������0	 :�	A� �. �	�:����,
��.� 
- ��:	.9�	��.��9 �'.- ?�.���7 �	 	:������ ���5��� 	����.	�9 
-
�A� �.	5���7 /�0 :��������	�,

�"�& 1����� �������� ������ $� $�������� *�� ������

����0	���0 �	���7 .�5�A�� �� '	���	���.9�	� :.	��	��� � �0�@A��
��:	���5��@ �	/�� O � ���F��� G���, +,6H, ���0�07 /�	 ����� 0��� C �	����
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k

e

i−j

mg

rC
C

O

α

9��
 �
�
 �(����� &�-���1� 2����( �� ����2��&�

� 	
A�0 �.�/�� �� .�5�� �� 	�� ���A��� �	����, ��/�.	 �����0- 	��/���
���:	.	5�0 � �	/�� O, & ��/����� 	��/���	'	 �-
���0 :	.	5����7 ��	
���
5���	� �� ���, +,6, ���
���� ���.��	���9 ���5���� �	���� :�� ��.	���7 /�	
	� �� 	��-����� 	� '	���	���.9�	� :.	��	���,

����	� ������� �	���� � 	��/���	0 :	.	5���� �0��� ���

Θ = λ e⊗ e+ μ (E− e⊗ e), G+,>*H

'�� �����/�-� ����	� e ����� �� 	�� �	���� � 	��/���	0 :	.	5����,
��� ���5���� �	��� 0	5�� :	�	��/����9� �	���' �	
������	� 	�� � �	�

���' 	��7 :�	1	�A�� /���� O � ��:���.���� k, �	D�	0� ����	� :	�	�	��
0	5�	 :���������9 � ����

P(t) = Q(ψk) ·Q(ϕe). G+,>(H

?�	0� :	�	�	�� 	���/��� �'.	�� ��	�	��9

ω = ψ̇(t)k + ϕ̇(t)e ′; e ′ = Q(ψk) · e. G+,>6H

����-� ���	� ����0��� ?�.��� � ����	� ����/� ��:��-����� � ����

mR̈C = −mgk +R+N; RC = P(t) · rC. G+,>8H

<���9 ����	� R 0	��.����� ������@ � 	:	�� O � 0	5�� 
-�9 .@
-07
����	� N 0	��.����� ������@ :.	��	���, 4. �	'	 /�	
- �����9 	 1�����
���� ������� N ��5�	 	�
�	���9 �����:.���� � �	/�� O � 0-�.���	 �.�'��
:	���'��9 �	��� � ���.�/�-1 ��:���.���1, �	��	.9�� ������ 	����������7



��"� 1������ 	����� ��)��    ����	� %�� 	
���� ��6

�	 :.	��	��9 �� :��:������� �0�A���@ ��	.9 	��� i � j7 �	 :��:�������
�0�A���@ ��	.9 k, ?�	 	���/���7 /�	

N = Nk, N > 0. G+,>+H

�	�.����� ����������	 :	���-����7 /�	 :.	��	��9 �� ����5����� �	���,
��:��9 0- ����07 /�	 	� '	���	���.9�-1 �0�A���� �	��� ����5����� �	.9�
�	 	:	��, &������.9�� ������ � 	:	�� :�� D�	0 	������ ��	:����.���	�7
:	��	.9�� ��������� G+,>8H :	��	.�� ����� �	.9�	 :	.��@ ������@ R+N,
� :	.�	0� 	:����.���@ ������� 0- �����0� :	�����, &�	�	� ���	� �����
0��� ?�.��� ���� [

P ·Θ ·PT ·ω ]· = mgk×RC +M, G+,>;H

'�� ����	� M 	:����.�� 0	0�����@ ������@ '	���	���.9�	� :.	��	���,
 �:	.9�� 2	�0�.- G+,>*H � G+,>6H7 :	.�/��0

P ·Θ ·PT ·ω = Q(ψk) · (λϕ̇e+ μψ̇k). G+,>=H

�������	 �����	���9 ��� ��������	'	 0	0���� M, 4��������.9�	7 '	���
�	���.9�� :.	��	��9 �� :��:������� :	�	�	�� �	���� �	���' k � �	���' 	��
�	���� � �����.9�	0 :	.	5���� e ′, �	D�	0� :�	����� M �� k � e ′ ����-
��.@, & ����.9���� ����	� M :����0��� ���

M =Me ′ × k =MQ(ψk) · (e× k). G+,>>H

�	�����. G+,>=H � G+,>>H � G+,>;H � :�	�	� 	/�����-� :��	
���	����7
:	.�/��0

Q(ψk) · (λϕ̇e+ μψ̇k)· +Q(ψk) · [ψ̇k× (λϕ̇e+ μψ̇k)
]
=

=mgQ(ψk) · [k×Q(ϕ e) · rC
]
+MQ(ψk) · (e× k).

�0�	5� D�	 ��������� �� QT (ψk) �.���7 	�	�/���.9�	 :	.�/��0

λϕ̈e+ μψ̈k+ λϕ̇ψ̇k× e =mgk×Q(ϕe) · rC +Me× k. G+,>3H

&���	� rC :��������0 � ����

rC = Q(βe) · (ae− bk); a2 − 2ab sinα + b2 = l2; a > 0; b > 0, G+,3)H

'�� l O �����	��� 	� 	:	�- O �	 ������ 0���R β O ������-� �'	.7 :��/�0
:�� β = 0 ����� 0��� ��1	���� � ������F�0 �� ���1 �	�0	5�-1 :	.	5����,



��� ����� �� �������� ����������� �����	
���� 	��
�� 	���

� �/��	0 G+,3)H :	.�/��0

k×Q(ϕe) · rC = ak× e− b sinγ(e− sinαk); γ = ϕ+ β. G+,3*H

�	�����. G+,3*H � ��������� G+,>3H7 :	.�/��0 	�	�/���.9�	� ���������
���5���E

λϕ̈e+ μψ̈k+ λϕ̇ψ̇k× e = (mga −M)k× e−mgb sinγ(e− sinαk). G+,3(H

&���	��	� ��������� G+,3(H D�����.����	 ���0 ���.��-0E

λϕ̈ = −mgb sinγ; μψ̈ =mgb sinα sinγ; G+,36H

λϕ̇ψ̇ =mga −M. G+,38H

����	� ��������� �� G+,36H 0	5�	 :���:����9 � D�����.����	� 2	�0�E

λγ̈+mgb sinγ = 0; γ = ϕ+ β; β = const. G+,3+H

��������� G+,3+H O D�	 ��������� 0���0���/���	'	 0������,  � ��'	
0	5�	 ����� �'	. �	
������	'	 ���A��� ϕ, �0�	5� :���	� ��������� ��
G+,36H �� sinα � ��.��-�� �'	 �	 ��	�-0 ���������07 :��1	��0 � :�	��	
����'�����0	0� ��������@7 �� �	�	�	'	 ��1	��0 �'	. :�������� ψE

ψ(t) = −
λ sinα

μ
ϕ(t) +ωt; ω = const, G+,3;H

'�� :	��	��� ω 	:����.��� :	 ��/�.9�-0 ��.	��07 ��	0� �	'	7 � G+,3;H
:����	7 /�	 :�� t = 0 �'.- ϕ � ψ 	
��A�@�� � ��.9,

���	���7 ��������� G+,38H :	��	.�� �-/��.��9 0	0�����@ ������@ :.	��
�	��� M7 �	�	�� �	.5�� 
-�9 :	.	5���.9�	�, & :�����:� ����/� 0	5�	
�/����9 ��F���	�7 :	��	.9�� ����'���	���9 ��������� G+,3+H 0- �0��0, <��
��/� ��.9�	 �:�	A����7 ��.� ����� 0��� ��1	���� �� 	�� �	����7 �, �, b = 0,
& D�	0 �.�/�� :	 G+,3+H � G+,3;H :	.�/�0

ϕ̇(t) = ω1 = const, ψ̇ = −
λ sinα

μ
ω1 +ω = const, G+,3=H

'�� ω � ω1 	:����.@�� :	 ��/�.9�-0 ��.	��0,
 � G+,38H � G+,3=H ��1	��0

M = mgl+
λ2 sinα

μ
ω21 − λω1ω. G+,3>H



��"� 1������ 	����� ��)��    ����	� %�� 	
���� ���

"��@�� �.�����7 /�	 :��ω1ω < 0 
��	��-��	� ���5���� �	���� �	�0	5�	
:�� .@
-1 ���/���1 �'.	�-1 ��	�	���� ω1 � ω, ��.� 5� ω1ω > 07 �	
:	.�/���	� ��F���� �:�����.��	 �	.9�	 :�� �-:	.����� ����������

0 < ω <
mgl

λω1
+
λ sinα

μ
ω1, ω1 > 0; 0 > ω >

mgl

λω1
+
λ sinα

μ
ω1, ω1 < 0.

�����/���	� ���/���� ω �		���������� M = 0E

ω�� =
mgl

λω1
+
λ sinα

μ
ω1.

��� D�	0 ��.�/�� '	���	���.9�	� :.	��	��� ����� �� ����-����� �� ����
5���� �	����7 � �� �		
A� 0	5�	 �
���9, ":�	���-��@A�� 0	0���7 �	������
�0-� ��.	� �5����7 :	.�	��9@ �����	��F������ '��	��	:�/����0 0	0���
�	0,

�A� 	��� .@
	:-��-� �.�/�� Gb �= 0H :	.�/���� :�� �.���@A�1 ��/�.9�
�-1 ��.	��1E

t = 0 : ϕ = ψ = 0, ϕ̇ = ω1; ψ̇ = 0, G+,33H

'�� �'.	�� ��	�	��9 �	
������	'	 ���A��� 0�.� :	 0	��.@,
���0�0 ���5�7 /�	 �'	. ��/�.9�	'	 	��.	���� ������ 0��� 	� ��������

.�7 �, �, �'	. β7 0�., & D�	0 �.�/�� ��������� G+,3+H 0	5�	 .�������	���9,
�	'�� :	.�/�0 �.���@A�� ���������E

γ̈+ κ2γ = 0, κ2 =mgb/λ. G+,*))H

"
A�� ��F���� �������� G+,*))H 0	5�	 ��:����9 � ����

γ = A cos(κ t + δ), A > 0, G+,*)*H

'�� A O �0:.�����R κ O /���	�� �	.�
���R δ O ��/�.9�� 2���, "�� ��1	�
��� :	 ��/�.9�-0 ��.	��0 G+,33H, & ����.9���� :	.�/��0

ϕ+ β =
√
β2 +ω2/κ2 cos(κt + δ); tg δ = −ω1/κβ. G+,*)(H

����0 	
���	07 �'	. �	
������	'	 ���A��� ϕ 0����� :	 '��0	��/���	�
0� ���	�� � /���	�	� κ, �'	. :�������� ψ 	:����.��� ��������	0 G+,3;H �
:	�.����0 �� ��/�.9�-1 ��.	��� G+,33HE

ψ(t) =
λ sinα

μ
[β+ω1 t−A cos(κt + δ) ] . G+,*)6H



��� ����� �� �������� ����������� �����	
���� 	��
�� 	���

����0 	
���	07 �'	. :�������� �� 0�.7 ��� ��� 	� ��������� �	 ���0��
��, �	��	.9�� �'.	�� ��	�	��9 ω1 0�.� :	 0	��.@7 �	 	�9 �	���� 0��.���	
:����������� �	���' k, �	��	.9�� 0- ����0�������0 ���5���� �	���� :	
����.9�	 '.���	� :.	��	���7 �, �, :�� 	��������� �����7 �	 ����������	�
:��/��	� :�������� �.��� '��	��	:�/����� 0	0���, �	0����� ������
:.	��	��� ��1	���� :	 G+,3>H � � ����	0 �.�/�� �� ������� 	� ���5���
�	����E

M =mgl.

&:�	/�07 ��:���.���� 0	0����	� ������� 0����� �	 ���0���,

�"�, �
������ ������� $� $�������� *�� ������=

������ � 
�������

����9 �� '	���	���.9�	� :.	��	���7 ������	� �� ����	�- i � j7 ���:	.	�
5��- ��� 	�����	�-1 F��� �� 	��	�	��	'	 0������.�, �	.� ��.- �5����
��������� :	 �	�0�.�7 �, �, ��	.9 ����	�� k7 � '	���	���.9�	� :.	��	���, B��
1 ������ :	 '	���	���.9�	� :.	��	��� 
�� :�	���.9�-���� ���7 /�	 �����
�'	 0��� ���5��� ��	.9 ����	�� j �	 ��	�	��9@ V1 = vj, B�� 2 � D�	 ���0
:	�	���, & 0	0��� ���0��� t = 0 F�� 1 ������� F��� 2 � 5����	 ���:.���
� ��0, ��� t > 0 	
� F��� 	
����@� '����.9 � ��.�� ���5��� �0���� ���
�
�	.@��	 �����	� ��.	, ���
���� ���.��	���9 D�	 ���5���� �7 � /����	���7
�-/��.��9 �������7 �������@A�� �� F��- �	 ��	�	�- '	���	���.9�	� :.	��
�	���, ":������ ������� � ����-� 0	0���- ���0��� ��	
��5��� �� ���, +,8
G��� ����1�H, �2	�0�.��	����� ����/� �� �:	.�� ����������, �����/����
����9 � 0	0��� ���0��� t = 0 :�	��1	��� ������.9�-� ����, & ����1 �.�/��
1 �.����� �	
.@���9 	��	�	5�	��9 :�� 2	�0�.��	��� ��.	��� �	�������7
�'��@A�1 �	.9 ��/�.9�-1 ��.	���,

& ��/����� 	:	��	� �	/�� �-
���0 :	.	5����7 � �	�	�	0 ��1	���� �	/��
�	:���	��	���� F��	� C � 0	0��� ���0��� t = 0, &�� ����0	����� �.�����
:�	�	���9 	���.9�	 �. 0	0���	� ���0��� t < 07 0	0���� ���0��� t = 0 �
0	0���	� ���0��� t > 0, ��� t < 0 F�� 1 ���5��� �	 ��	�	��9@ V1 = vj,
����	� :	�	�	��7 	/�����	7 �0��� ���E Q(ϕi), "��������� :�	���.9�-����
���� ���9 ϕ̇ = −v/R7 '�� R O ������ F���, <�:�F�0 �	.�/����	 ���5���
� ������/����� 0	0��� �����0- ���1 ����0�������0-1 F��	� :�� t < 0,
�	���	7 /�	 D�� ��.�/��- �	�:���@� � ���	�-0� �. F��� 17 :	��	.9��
F�� 2 ��1	���� � :	�	�E

K1 = mvj; KO2 = RC1
×mv j+Θ1 ·ω1, G+,*)8H



��'� �������� ���	���    ����	� %�� 	
����= ������� � ��
������ ���

CC

β

C1C1 C1V1

C2C2C2

t < 0 t = 0 t > 0

iii

j

i ′

1

11

2 2 2

9��
 �
+
 �(����� � %�,�����0 �� ����2��&� �%�# �%�,'��

'�� Θ1 O ������.9�-� ����	� ������� F��� 17 ω1 O �'	 �'.	�� ��	�	��9,
& ����	0 �.�/�� �:�����.��- ���������

Θ1 =
2

5
mR2E; ω1 = ϕ̇i = −

v

R
i. G+,*)+H

��	0� �	'	7 ����	� RC1
������� �-��5����0

RC1
= y j− R i. G+,*);H

� �/��	0 G+,*)+H � G+,*);H �-��5��� G+,*)8H :����0�@� ��� Gt < 0H

K1 = mv j; KO2 = −mvRk−
2

5
mvR i, k = i× j. G+,*)=H

���.	'�/�-� ����0	����� ��	
1	��0	 :�	����� :�� t > 0, <���9 �5� ���
F��� 	
C�����.��9 � 	��	 ��.	� � 	
����@� '����.97 �	�	�� ���5��� ���
�
�	.@��	 �����	� ��.	, h���� 0��� '����.� C ��1	���� � �	/�� �	:���	��	�
���� F��	�, & ��/����� 	��/���	'	 :	.	5���7 �-
���0 :	.	5���� '����.�
:�� t = 0 G�0, ���, +,8H,

h�����.9�-� ����	� ������� '����.� � 	��/���	0 :	.	5���� �0��� ���

Θ = λ i⊗ i+ μ(E− i⊗ i), λ =
4

5
mR2, μ =

14

5
mR2. G+,*)>H

����	� :	�	�	�� '����.� 0	5�	 :���������9 � ���� �	0:	����� :	�	�	�	�
�	���' 2�����	����-1 	���E

P = Q(βk) ·Q(α i). G+,*)3H



��+ ����� �� �������� ����������� �����	
���� 	��
�� 	���

�'.	�� ��	�	��9 D�	'	 :	�	�	��

ω = β̇k+ α̇ i ′, i ′ = Q(βk) · i. G+,**)H

����	� ������� � �����.9�	0 :	.	5���� 	:����.��� 2	�0�.	�

P ·Θ ·PT = λi ′ ⊗ i ′ + μ(E − i ′ ⊗ i ′). G+,***H

&���	� :	.	5��� ������ 0��� '����.� :�� t > 0 �0��� ���

RC = x i+ y j ⇒ VC = ẋ i+ ẏ j. G+,**(H

<�:�F�0 �	.�/����	 ���5��� � ������/����� 0	0��� '����.� :�� t > 0E

K1 = 2mVC; KO2 = RC × 2mVC +P ·Θ ·PT ·ω. G+,**6H

�2	�0�.����0 ��/�.9�-� ��.	�� :�� t = 0E

t = 0 : RC = 0; P(0) = E ⇔ α = β = 0. G+,**8H

��/�.9�-� ��.	�� �. ��	�	���� �2	�0�.��	���9 �.	5���, 4	:����07
/�	 �������7 �������@A�� �	 ��	�	�- '	���	���.9�	� :.	��	��� �� '����.97
	'����/��-7 �, �, �� :�� ����1 t 	�� �� :����0�@� 
���	��/�-1 :	 0	��.@
���/����, & ���	0 �.�/�� G� �	.9�	 � ���	0 �.�/��aH �	.�/����	 ���5��� �
������/����� 0	0��� �����0- ���1 F��	� G:�� t < 0 F��- �����.9�-7 :��
t > 0 F��- 	
C������- � '����.9H �	.5�- 
-�9 ��:���-��-, & /����	���7
:�� t = 0 ��.	�� ��:���-��	��� ��:��-��@�� � ����

K1
∣∣
t=−0

= K1
∣∣
t=+0

; KO2
∣∣
t=−0

= KO2
∣∣
t=+0
. G+,**+H

<��/��� :�� t → −0 �-/��.@�� �� 	��	�� �-��5���� G+,*)=H7 � ����
/��� :�� t → +0 �-/��.@�� :	 �-��5���0 G+,**6H � �/��	0 ��.	���
G+,**8H, ����0 	
���	07 �-��5��� G+,**+H :���:��-��@�� � ����

t = 0 : mv j = 2mVC; −mvRk −
2

5
mvR i = μβ̇k+ λα̇ i.

"��@�� :	.�/��0 ��/�.9�-� ��.	�� �. ��	�	����E

t = 0 : VC =
v

2
j; β̇ = −

5v

14R
; α̇ = −

v

2R
. G+,**;H

�	.9�	 ��:��9 0- 0	5�0 :�����:��9 � ��F���@ ����/�, ��� t > 0 ��:��
�-���0 :���-� ���	� ����0��� ?�.���E

(2mVC)
· = (P1 + P2 − 2mg)k,



��'� �������� ���	���    ����	� %�� 	
����= ������� � ��
������ ���

'�� P1 � P2 O �	�0�.9�-� �������7 �������@A�� �� F��- 1 � 27 �		����������
�	,  � D�	'	 �������� :	.�/��0

P1 + P2 = 2mg; VC = const. G+,**=H

 �:	.9�� ��/�.9�-� ��.	��7 :	.�/��0

VC =
1

2
v j ⇒ RC =

vt

2
j. G+,**>H

&�	�	� ���	� ����0��� ?�.��� 2	�0�.������ ���E(
RC × 2mVC +P ·Θ ·PT ·ω)· = RC1

× P1k+RC2
× P2k−RC × 2mgk,

'�� ����	�-

RC1
= RC − Ri

′ − Rk, RC2
= RC + Ri

′ − Rk G+,**3H

	:����.@� �	/�� :��.	5��� ������� � F��� 1 � 27 �		����������	,
��:��9 ��	�	� ���	� ����0��� 0	5�	 :���:����9 � ����

μβ̈k+ λα̈i ′ + λα̇β̇k× i ′ = R(P2 − P1)i
′ × k.

"��@�� :	.�/��0

β̇ = const; α̇ = const; λα̇β̇ = R(P1 − P2). G+,*()H

 �:	.9�� ��/�.9�-� ��.	�� G+,**;H7 :	.�/��0

α̇ = −
1

2

v

R
; β̇ = −

5

14

v

R
; P1 − P2 =

mv2

7R
. G+,*(*H

�	�.����� ��������	 � �����0� G+,*(*H �	�0����	 � ���������0 G+,**=H :	��
�	.�� �-/��.��9 �������

P1 = mg+
mv2

14R
; P2 = mg−

mv2

14R
. G+,*((H

�	.�/���	� ��F���� G+,*((H �:�����.��	 �	.9�	 �	 ��1 :	�7 :	�� 	
� �����
��� :	.	5���.9�-, ��.� ������ 	�������.9��7 �	 '	���	���.9�� :.	��	��9
����5����� '����.9 	� 	��-��7 /�'	 	�� ���.��9 �� 0	5��, �.��	����.9�	7
'����.9 	�	����� 	� :.	��	���, �	D�	0� ��F���� G+,*((H �:�����.��	 �	.9�
�	 :�� �-:	.����� �����������

mg ≥ mv2/14R ⇒ v ≤
√
14gR .

��� v =
√
14gR :	.�/��0

P1 = 2mg; P2 = 0.

 �-0� �.	��0�7 '����.9 � D�	0 �.�/�� 
���� �0��9 �	.9�	 	��� �	/��
	:	�- O �	/�� ������ F��� 1 � '	���	���.9�	� :.	��	��9@,



�� � � � -

.��/����� ���0���� ����������*����

�������� ����1 ��&*�# 2#����34&����1

�&��  ������
�� �����

<���/� 	 ��	
	��	0 ���A���� �����	'	 ��.� O D�	 :���� ����/� �����
0��� �����	'	 ��.�7 �. �	�	�	� ���.	�9 :	���	��9 �	/�	� ���.���/���	�
��F����, &:���-� 	�� 
-.� ���/��� #�	����	0 ?�.��	0, �	����� �����	
:���.	5�. ���0�����@ '�	0����/����@ �����:������@ �. ��0	��������
���.9�	'	 ���A��� ��.�, & �	���0���	� .��������� ����/� 	 ��	
	��	0 ����
A���� �����	'	 ��.� ���-����� �.�/��0 ����'�����0	��� ?�.���M�����	,
���0	�� �� ��	.9 �.����@ ���	��@ D�	� ����/�7 �	 ����	A�'	 ���0��� ��
:�	����� :	.�-� ���.�� �.����/���	'	 ��F���7 	:������ �	�	�	'	 :���	�
���� �	 ���1 �/�
����1 :	 ����0��� �����	'	 ��.�, �.����/���	� ��F����
:	��	.�� ����� ���A���7 �, �, �'.	�-� ��	�	��� ��.�7 :�� D�	0 	:����.��
��� �'.	� :	�	�	�� ��.9� :������9 ��	�.���	����.9�-0, ���/��� � �	07
/�	 :��0������ �'.	� ?�.��� O �� .�/F�� 0��	� ��F��� 	
��5���0	� ���
��/�, &	�:���-17 �'.- ?�.���7 ��� :����.	7 ��@� :�������.����7 �	����	/�	
�.	5�	� �. �����:�������, &	���	�-17 :�������.���� :	�	�	�	� /���� �'.-
?�.��� �	����� �����	��� �. /��.���	� ���.������, �	 �������-0 :��/��
��0 :	.���	 ����0	����9 �.9���������-� :	�1	� � ���.��� ����/� ?�.���M
�����	7 	��	����-� �� �	���:��� ����	�� :	�	�	��, <���/� ?�.���M�����	
:	��	.�� �	 ���1 ����.1 ������97 ��� ��
	���� ����	� :	�	�	��, ���������
.���	� � D�	� '.��� ��F���� ��5��� �.�F�	0 �.���-0 :	 ��������@ � �.���
��/����0, "����	 �.����� 	
�����9 ���0���� �� �	7 /�	 ���/���.9�� /���9
'.��- :	��A��� 	����� �� �	:�	�E :	/�0� 0- �	.5�- �-
���9 ����	� :	�	�

1 4(&�,�(� C&�/ 1�(%7 ����%(� �( �&(&;� E+6F ]
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"��� ��	����� ������ ��	

�	�� � :���.�'��0	� 2	�0�7 � �	/���7 � 	��	� �� ���1 :���.�'��0-1 2	�0 �
������0	��� 	� �		��	F��� ������	��-1 1������������ � ��/�.9�-1 ��.	�
���`

����0	���0 �����	� ��.	7 ����� 0��� �	�	�	'	 ��:	���5�� � ���	�	�	�
�������.9�	� �����0� 	��/���, &��F��� ��.- � 0	0���- 	��������@�, �	.	�
5���� ��.� � 0	0��� ���0��� t = 0 
���0 ���-���9 	��/���-0 :	.	5����0,
�	.	5���� ��.� � ����-� 0	0��� ���0��� t > 0 
���0 ���-���9 �����.9�-0
:	.	5����0, �	�.����� 0	5�	 	:����.��9 ����	�	0 :	�	�	�� P(t)7 :�� D�	0
	��/���	� :	.	5���� �		���������� ����	�� :	�	�	�� P(0) = E, h�����.9�-�
����	� ������� ��.� :�� t = 0 ������� �'	 �:�����.9�-0 ���.	5����0E

Θ = Θ1d1 ⊗ d1 +Θ2d2 ⊗ d2 +Θ3d3 ⊗ d3,

'�� ��.�/��- Θ17 Θ27 Θ3 O '.���-� 0	0���- �������, 4�.�� 
���0 �/����97
/�	 	�� ��	�.���	�@� �		��	F���0

0 < Θ1 ≤ Θ2 ≤ Θ3; Θ1 < Θ3; Θ3 ≤ Θ1 +Θ2.

&���	�- dk O �	
������-� ����	�- ����	�� Θ � 0	0��� ���0��� t = 0,
& �����.9�	0 :	.	5���� ������.9�-� ����	� ������� 0	5�	 :���������9 �
2	�0�

Θ(t) = P(t) ·Θ ·PT (t) =
3∑
k=1

ΘkDk ⊗Dk, Dk = P(t) · dk.

�	
������-� ������/����� 0	0��� ��.� L � �'	 ������/���� D���'� K
	:����.@�� 2	�0�.�0�

L(t) = P(t) ·Θ ·PT(t) ·ω(t);

2K =ω ·P(t) ·Θ ·P(t) ·ω =ω(t) ·L(t),
G;,*H

'�� ����	� ω(t) O .��-� ����	� �'.	�	� ��	�	���,
� ��:	.9�	�����0 :���	'	 ����	�� �'.	�	� ��	�	���Ω(t) 0	5�	 ��:����9

L(t) = P(t) ·Θ ·Ω(t); h ≡ 2K =Ω(t) ·Θ ·Ω(t).

 ������.9�� �����0� 	��/��� �-
���� ���7 /�	
- ����� 0��� ��.� � ���
:	�	�.�7 �7 �.��	����.9�	7 �'	 �	.�/����	 ���5��� 	
��A�.	�9 
- � ��.9,
& ��/����� :	.@�� � ��.� �-
��� ����� 0���, ��� D��1 ��.	��1 ��	�	� ���	�
����0��� ?�.��� :����0��� ���

L̇ = 0 ⇒ L = epXW[ ⇒ P(t) ·Θ ·PT (t) ·ω(t) = L = epXW[, G;,(H
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'�� ω(t) � P(t) �����- .��-0 ���������0 �����	�� G(,>)H,
����0 	
���	07 :	.�/�.� ��� :���-1 ����'��.�, "
-/�	 	�� �� ��:	.9�

��@��7 :	��	.9�� ��	0� �'.	�-1 ��	�	���� 	�� �	���5�� :	�	�	�-, "����	
� :�������.���	0 ��.�� ��F���� D�� ����'��.- �'��@� ��5��@ �	.9,

�&��  ���������	� 
��7���� �
������ ����

�����.��	��-� ���5��� ��.� :	 ������� �.@�� :�	����F�0 ���	0
���5���7 � D�	0 �.�/�� ����� 0��� ��.� ���5��� :�0	.�����	 � ����	�
0���	,  0���	 D�	 ���5���� ����0�������� �9@�	� � ��/����� �..@�����
��� ��	�'	 :���	'	 ���	��, �	 ����� 5� ��.�� �� D��0 :��0��	0 �9@�	�
:�F�� S6*TE P&	./	�7 �	�'	 /���� ��.������� ����0�	'	 ���:.��� 	��.���@�
���' ���'� 	� :�0	.�����	'	 ���5���7 �� :�������� ����	0���	 ���A��9�
�7 :	��	.9�� D�	 ���A���� �� ��0��.��� �	:�	���.����0 �	���1�Q, ����0
	
���	07 �9@�	� :	.�'�.7 /�	 ���A���� �����	'	 ��.� �.��� :�	��	� �.�
.@�������� :���	'	 ���	�� � �:	.�� ���.	'�/�	 �����.��	��	0� ���5���@,
���.�/�� �	��	�� �	.9�	 � �	07 /�	 :	��	��	� �	1������ �'.	�� ��	�	��9
��.�, ��� .� D�	` %�	
- �-����9 D�	� �	:�	�7 ����0	���0 ��� ���-���0-�
:��0������-� ���A���7 �, �, ���A��� � :	��	��	� �'.	�	� ��	�	��9@, �	�
��	.9�� � ��.� ��	�	'	 ���	�� ����0��� :�� 	��������� ���F��'	 0	0����
������/����� 0	0��� ��.� �	1������7 :	.�/�0 ��������	

P(t) ·Θ ·PT(t) ·ω(t) =Θ ·ω0, ω0 = ω0n. G;,6H

��� :��0������-1 ���A���1 �'.	�� ��	�	��9 	������ :	��	��	�7 �, �,
ω(t) = ω0, "��@�� �.����� G�0, �����. (,**H7 /�	 ����	� :	�	�	�� 0	5�	
:���������9 � ����

P(t) = Q(ω0tn) ⇒ Q(ω0tn) ·ω0 = QT (ω0tn) ·ω0 =ω0.

 �:	.9�� D�	� ����.9���7 ��������� G;,6H :���:��-���0 � �.���@A�0 ���
��E

Q(ω0tn) ·Θ ·ω0 =Θ ·ω0 ⇒ Θ ·ω0 = λω0. G;,8H

����	� ��������	 � G;,8H :	���-����7 /�	 ����	� Θ ·ω0 �.��� ��:	�
���5�-0 ����	�	0 ����	�� :	�	�	�� Q(ω0tn), &�	�	� ��������	 � G;,8H �.��
���� �� �	'	 2����7 /�	 ��:	���5�-� ����	� ����	�� :	�	�	�� ��1	����
� �	/�	��9@ �	 :�	���	.9�	'	 0�	5���., �	 ��	�	� ��������	 � G;,8H :	�
���-����7 /�	 ����	� �'.	�	� ��	�	��� �	.5�� 
-�9 �	
������-0 ����	�	0
����	�� �������,  ���7 ��	
	��-�7 �, �, � 	��������� ���F��1 �	���������7
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:��0������-� ���A��� �����	'	 ��.� �	�0	5�- �	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	�
'�� ���A��� :�	��1	�� �	���' 	��	� �� '.���-1 	��� ������� ��.�, ��.�
�	./	� ���A���� �	���' 	��	� �� ��	�1 '.���-1 	��� �������7 �	 �9@�	�
:���7 �	 D�	� 2��� ����� �� 0	5�� �.�5��9 �..@�������� :���	'	 ���	��
�9@�	��,

�&�� .�
	) ����� �������
���� �
�*������ 
��7����

�������������� �
������ ����

& ����/� ?�.���M�����	 .�'�	 ��1	��� /��-�� :���-1 ����'��.� 	��
�	��-1 ���������, ��� �� ��1 1	�	F	 �������-E 	�� �-��5�@� :	��	����	
����	�� ������/���	'	 0	0���� ��.�, %������-� ����'��. �-��5��� :	��	�
����	 ������/���	� D���'��, 4�.�� :������0 :�������.���� D�	'	 ����'��.�
��:	����������	 /���� :	�	�	�-7 � �� /���� �'.	�-� ��	�	���,  �:	.9�	�����
���	� 2	�0- ����'��.� D���'�� :	0	'��� :	���	��9 ���
	.�� ��	
�	� :����
����.���� ����	�� :	�	�	��7 ��@A�� ���@ ������� ���5��� ��.�, "�	��
/���.9�	 ����/� ��	���� � ����'���	����@ :�	��	'	 ��22�������.9�	'	
�������� :���	'	 :	����7 ��F���� �	�	�	'	 :�������.�� �	
	� 0	�	�	��
�	 �	������@A�@ 2�����@, &�� 	���.9�-� ��.�/��- �-��5�@�� /���� D��
2�����@, &�5�	� 	�	
���	��9@ :���.�'��0	'	 ��F��� �.��� �	7 /�	 	�	
:	��	.�� ������9 :	�	�	�- ��.� 
�� ����'���	���� 	��	��	'	 ��������7
:�� ��.	���7 /�	 ���- ��/�.9�-� ��.	��,

4�.�� 0- :	��5�07 /�	 ��A������� ��� � �	.9�	 ��� ��:� ���A����, 4��
�� ��1 O ���	�/��-� ���A���7 ������ O �����	�/��	� ���A����, 4. ����
�	'	 ��.� ��: ���A��� 	:����.��� �	.9�	 ��/�.9�-0� ��.	��0�, ����
��/���� ������ ��: ���A��� O D�	 ��:�������� 0�5�� ���0 ���	�/��-0�
��:�0� ���A����, ��� ���	�	�-1 ��.	��1 ���	�/��-� ���A��� � 	:�����
.���-� 0	0���- ���0��� 0	'�� 	�����9� 	/��9 
.����0�, ����0 	
���	07
��.	 0	5�� :���:�-'���9 �� 	��	'	 ���	�/��	'	 ��F��� � ���'	�, ��:���
0��7 ��.	7 ���A�@A��� �	���' 	�� ���0��9F�'	 0	0���� �������7 0	5�� ���
0����9 D�	 ���A����7 ��� /�	 	�	 ��/��� ���A��9� �	���' 	�� ���
	.9F�'	
0	0���� �������, �	��/�	7 /�	
- D�	 :�	��	F.	7 ��5�- 0�.-� �	�0�A���7
�������@A�� �� ��.	,

 �:	.9�� ��	��0� 	 :�������.���� ����	�� :	�	�	�� G(,;*H7 ����	� :	�	�
�	�� P(t) 0	5�	 �����9 � 2	�0�

P(t) = Q(ψp) ·Q(ϑe) ·Q(ϕn), e = (p× n)/|p× n|, G;,+H
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'�� �����/�-� ����	�- p � n ������� �� �������-7 �	 	�� �� ������ 	�
���0���,

&���	� �'.	�	� ��	�	��� ω(t)7 �		��������@A�� ����	�� :	�	�	�� G;,+H7
	:����.��� 2	�0�.	�

ω(t) = ψ̇p+ ϑ̇Q(ψp) · e+ ϕ̇Q(ψp) ·Q(ϑe) · n. G;,;H

�	�����	��� �-��5���� G;,+H � G;,;H � ��������� G;,(H :���	��� � �����
����@ �. 	:����.��� �'.	� ψ7 ϑ � ϕ, 4. �	'	 /�	
- ����� D�� �'.-7 ��	
�
1	��0	 �-
���9 �����/�-� ����	�- p � n, ?�	� �-
	� �� �.��� :�	��	�
2	�0�.9�	��9@, "� ��5��7 :	��	.9�� 	:����.�� �	�0	5�	��9 :	.�/��� ���
F��� � :�	����F�� 2	�0�,

����0 	
���	07 :��5�� ���'	 0- �	.5�- ������9 �����/�-� ����	�- p

� n, 4. �	'	 /�	
- ���.��9 D�	� �-
	� � �/��	0 �:���2��� ����/�7 �	�:	.9�
���0� �:����.9�	� 2	�0	� ����'��.� D���'��, ����:�F�0 ��������� G;,(H �
2	�0�

ω(t) = P(t) ·Θ−1 ·PT(t) ·L, L = epXW[. G;,=H

<�0���07 /�	 �� ��������� G;,*H7 G;,=H �.�����

h ≡ 2K = L ·P(t) ·Θ−1 ·PT (t) ·L. G;,>H

�	��5�07 /�	 ������/���� D���'� :	��	���7 �, �, ��.�/��� h7 	:�����
.���� �-��5����0 G;,>H7 �.��� :���-0 ����'��.	0 �������� G;,=HE

ḣ = L · Ṗ ·Θ−1 ·PT ·L+L ·P ·Θ−1 · ṖT ·L =

= L · (ω×P) ·Θ−1 ·PT ·L−L ·P ·Θ−1 · (PT ×ω) ·L =

= L · (ω×ω) − (ω×ω) ·L = 0 ⇒ h = epXW[.

 ���'��. D���'�� G;,>H �	���5�� ����	� :	�	�	��7 �	 �� �	���5�� �'.	�-1
��	�	����, & ���	� 2	�0� D�	� ����'��. ���	'�� �� ��:	.9�	��.�, "����	
�0���	 D�� 2	�0� ����'��.� D���'�� :	��	.�� ����� ���
	.�� ��	
��@ 2	��
0� ����	�� :	�	�	��, ��	0� �	'	7 ����'��. G;,>H �0��� ��-� '�	0����/�����
�0-�.E ��	
	��-� ���A��� ��.� :�	��1	�� ����0 	
���	07 /�	 �	1�����
:	��	��	� ���/���� 	
����-� 0	0��� �������2 	��	����.9�	 	��7 ������	�
�� ����	� L � :�	1	�A�� /���� ����� 0���,

2 B�,(&�70 0�0��&�0 ���,=�� �("7%(�&�� 2��,#��(&( ��,(&��1� &��"�,( ���,=��

B�,(&�7/ &��"�, ���,=�� % (2&�(�;��/ 2��8�1�,(=�� �0��& %�# P(t) ·Θ−1 · PT(t)
 ��$
2("(&��;�&%� C&�1� 8(2&( ����%(�� �( �%�/�&%(' &��"�,( ��%�,�&(
 ���&%�&�&%���� ��,(&$
�7/ 0�0��& ���,=�� �&����&��;�� ���) �(&���&�/ �( %�2&�, L) %7������&�� �� 8�,0��� 
(L/|L|) · P(t) ·Θ−1 · PT(t) · (L/|L|)
 ���2��;2� |L| = const � %7,(-���� �*
�� ��',(���&
���&������ "�(�����) ��,(&�7/ 0�0��& ���,=�� �&����&��;�� ���) �(&���&�/ �( %�2&�, L)
&(2-� ��',(���& ���&������ "�(�����
 �����	�� �	
��



"��� �
�%
������� ��	��
��� <��
��� ���

�&��  ���*����
���� ��������� ;������

& 	
A�0 �.�/�� ����	� :	�	�	�� 0	5�� 
-�9 �-��5�� /���� ��� :���0���
��,  ���'��. D���'�� O D�	 �		��	F����7 ���-��@A�� 0�5�� �	
	� �������
�-� :���0���-, �	D�	0� �	.9�	 ��� �� ���1 :���0���	� �.@�� ���������
0-0�, �.��	����.9�	7 ��� ���A��� ��.� 2����/���� :�������.@� �	
	�
���1:���0����/���	� ���5����, ����0 	
���	07 ��	
1	��0	 ����� 	
A�@
2	�0� ���1:���0����/���	'	 ����	�� :	�	�	��7 �	1���@A�'	 ������/����@
D���'�@, &����0 � ����0	������ �����/�-� ����	� m(t)E

lm(t) ≡ L ·P(t) = PT (t) ·L =Θ ·Ω(t), l ≡ |L| > 0. G;,3H

� �/��	0 G;,3H ����'��. D���'�� G;,>H 0	5�	 :���:����9 � 2	�0�

m(t) ·Θ−1 ·m(t) =
h

l2
≡ h
l2
m · E ·m ⇒

⇒ m(t) ·
(
Θ−1 −

h

l2
E

)
·m(t) = 0.

G;,*)H

��������� G;,*)H 	:����.�� ��:���.���� :�0-17 :�	1	�A�1 /����
����� 0��� ��.�, ��.� D�� :�0-� �������-7 �	 � :	0	A9@ G;,3H 0	5�	 �����	�
���9 ��������� ����	�� :	�	�	��, ��	0����/����� �0-�. :�0-1 G;,*)H 	/��
�����E D�	 ��
	� :�	1	�A�1 /���� ����� 0��� 	���7 	��	����.9�	 �	�	�-1
	
����-� 0	0���- ������� ��.� 	�����	�-, ��0-� G;,*)H 	:����.@� �	
	�
:	���1�	��97 ��:	���5��@ � :�	���������, �������	 ������9 ��������� D�	�
:	���1�	���, &���	� m(t) 0	5�	 :���������9 � �		�������	� 2	�0�

m(t) = xmd1 + ymd2 + zmd3, x2m + y2m + z2m = 1, G;,**H

'�� x7 y7 z O �		�������-� 	��7 ������-� �� ��:	���5�-� � :�	���������
����	�- dk, &����0 � ����0	������ �:�����.9�	� ���.	5����

Θ−1 −
h

l2
E =

=

(
1

Θ1
−
h

l2

)
d1 ⊗ d1 +

(
1

Θ2
−
h

l2

)
d2 ⊗ d2 +

(
1

Θ3
−
h

l2

)
d3 ⊗ d3.

G;,*(H

����:	.	5�07 /�	 �:�����.��- �����������

l2 − hΘ1 > 0, l2 − hΘ3 < 0. G;,*6H
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?�	 	���/���7 /�	 0- ���.@/�.� :��0������-� ���A���37 ����0	�����
�-� � �����.� ;,(, � �/��	0 G;,**HMG;,*6H7 ��������� G;,*)H 0	5�	 :���:����9
� ���� (

h

l2
−
1

Θ3

)
z2m =

(
1

Θ1
−
h

l2

)
x2m +

(
1

Θ2
−
h

l2

)
y2m. G;,*8H

��: :	���1�	��� G;,*8H ��A�������	 ������� 	� ����	� �	D22������	�
�������� G;,*8H, �	D22������- hΘ3 − l2 � l2 − hΘ1 ���'�� :	.	5���.9�-,
<��� �	D22������� :�� :���0���	� y2m 	:����.��� ����	0 ��.�/��-

σ ≡ l2 −Θ2h, G;,*+H

������� 	� ��/�.9�-1 ��.	��� � 0	5�� 
-�9 .@
-0, ��A������� ��� ���.�/�
�-1 �.�/�7 � �0���	E

a)σ = 0, b)σ > 0, c)σ < 0. G;,*;H

?�� �.�/�� �	.5�- ���.��	���9� 	���.9�	, 4. :	�.���@A�'	 ���.���
:���0��� σ7 	:����.�0-� 2	�0�.	� G;,*+H7 ��	
�	 :���������9 � 2	�0�

σ =

(
1−

Θ2

Θ3

)
l23 −

(
Θ2

Θ1
− 1

)
l21, lk ≡ L · dk. G;,*=H

��� 
���� ����	 �� ��.9���F�'	7 ���A��� ��.� � �.�/�1 G;,*;H ��A��
������	 	�.�/�@�� ���' 	� ���'�,

�&�" >�?���� ����� ��� ���� ��$�
 
��7���� ����

�-���� ��	��$ ��! �	�.���+ ����

��.� :���0��� σ ����� ��.@7 �	 :	���1�	��9 G;,*8H ���:������ �� ���
:.	��	���E

xm =

√
Θ1

Θ3

Θ3h− l2

l2 −Θ1h
zm ≡

√
Θ1

Θ3

Θ3 −Θ2
Θ2 −Θ1

zm;

xm = −

√
Θ1

Θ3

Θ3h− l2

l2 −Θ1h
zm ≡ −

√
Θ1

Θ3

Θ3 −Θ2
Θ2 −Θ1

zm.

G;,*>H

3 ?�&,�#�� ���#�&;�� % &�0) �&� �,� ��,0(���&�7' %,(:����' %�2,�1 ��� �(�0��;<�$
1� 0�0��&( ���,=��) &
 �
 2�1#(ω = ω0d1) �0��& 0��&� ,(%���&%� l2−hΘ1 = 0) ( �,� ��,0($
���&�7' %,(:����' %�2,�1 ��� �(����;<�1� 0�0��&( ���,=��) &
 �
 2�1#( ω = ω0d3) �0�$
�& 0��&� ,(%���&%� l2 − hΘ3 = 0
 G(2�0 ��,("�0) �,�#���(1(� ��,(%�#��%��&; ��,(%���&%
�*
���) 07 ��2�.�(�0 ��,0(���&�7� %,(:���� %�2,�1 ���/ �(�0��;<�1� � �(����;<�1�
0�0��&�% ���,=��
 �����	�� �	
��
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α
ϑ

σ = 0
σ = 0

lm(t)

L

A

B

C

D

d1

d2

d3

e

x

y

z

9��
 *
�
 ����(/ σ = 0

?�� :.	��	��� �.@�� 1�������������0� ��.�, &���	� m(t) �	.5��
:�����.�5��9 	��	� �� D��1 :.	��	���� � .@
	� 0	0��� ���0���4 O �0,
���, ;,*7 �� �	�	�	0 ��	
��5��- /���� :.	��	���� G;,*>H,

����:	.�'����7 /�	 ����	� L :�����.�5�� :���	� �� :.	��	���� G;,*>H,
& 0	0��� ���0��� t > 0 ����	� m(t) :�������.�� �	
	� ����.9��� :	�	�	��
����	�� L ����	�	0 :	�	�	�� PT(t), "/�����	7 /�	 ����	� L �	.5�� 
-�9
:	������ �	���' �	�0�.� � :.	��	���7 � �	�	�	� 	� ���:	.	5��, �����/�-�
����	� �	�0�.� e � D�	� :.	��	��� 0	5�	 ����� �.���@A�0 	
���	05E

e =
d2 ×L

|d2 ×L|
≡ (d2 ×L)

/√
l2 − l22 .

�	�	�	� �� �'	. ϑ �	���' ����	�� e 	:����.��� ����	�	0 :	�	�	��
Q(ϑe), &��'�� 0	5�	 �	:	.���9 D�	� :	�	�	� :	�	�	�	0 �	���' ����	��

4 @�2&�, m(t) �,��(#��-�& ��%�,'���&� �*
�+�
 @ #(���0 ����(� ��%�,'���&; �*
�+�
,(��(#(�&�� �( #%� ����2��&� �*
���) 2�&�,7� �� ��,���2(.&�� 0�-#� ����/
 ��C&�0� ����
% �(�(�;�7/ 0�0��& %,�0��� %�2&�, m(t) �,��(#��-�& �#��/ �" C&�' ����2��&�/) &�) %
���� ���,�,7%���&� #%�-����) % �.��/ 0�0��& %,�0��� �� ��#�& �,��(#��-(&; &�/ -�
����2��&�
 �����	�� �	
��

5 ����2��&� �*
��� ��#�,-(& ��; y �) ���&%�&�&%����) %�2&�, d2
 B#��/ �" C&�' ����$
2��&�/ �,��(#��-�& %�2&�, L
 G(2�0 ��,("�0) ��&; #%( %�2&�,() ��-(:�� % ����2��&�

@�2&�,��� �,��"%�#���� C&�' %�2&�,�% ��,�#����& �(�,(%�����) �,&�1��(�;��� ����2��&�

�����	�� �	
��
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L̂ ≡ L/l7 :	��	.9�� Q(ψL̂) ·L = L, ����0 	
���	07 ��.� :���0��� σ �����
��.@7 �. ����	�� :	�	�	�� �.����� ��:	.9�	���9 :�������.����

P(t) = Q(ψL̂) ·Q(ϑe), e = (d2 ×L)
/√

l2 − l22 , L̂ ≡ L/l. G;,*3H

&���	� m(t) :����0��� ���

lm(t) = PT ·L = QT(ϑe) ·L =
1

sinα
(l sinϑd2 + sin(α− ϑ)L) , G;,()H

'�� ��:	.9�	���	 �.���@A�� 	
	���/���� O �0, ���, ;,*E

sinα =
√
l2 − l22

/
l , cosα = l2/l.

#��-� ����	� �'.	�	� ��	�	���7 �		��������@A�� ����	�� :	�	�	��
G;,*3H7 �-/��.��� � �		��������� � 2	�0�.	� G(,*+8HE

ω(t) = ψ̇L̂+ ϑ̇Q(ψL̂) · e.
� �/��	0 D�	'	 �-��5��� ��������� G;,=H 0	5�	 :���:����9 � 2	�0�

ψ̇L̂ + ϑ̇Q(ψL̂) · e = Q(ψL̂) ·Q(ϑe) ·Θ−1 · lm(t).

4	0�	5�� :	�.����� ��������� �.��� �� ����	� PT 7 :	.�/�0

ψ̇m(t) + ϑ̇e = lΘ−1 ·m(t).

��� ��� ����	�- m � e 	��	'	��.9�-7 �� �������� G;,*3H �.�����

ψ̇ = lm ·Θ−1 ·m = h/l, ϑ̇ = le ·Θ−1 ·m, G;,(*H

'�� �/��� ����'��. D���'��, &	�:	.9�	���F��9 2	�0�.	� G;,()H7 :	.�/�0

lΘ−1 ·m =
1

sinα

(
l sinϑ

Θ2
d2 + sin(α − ϑ)ω0

)
, Θ−1 ·L =ω0 ≡ω(0).

��:��9 ��	�	� ��������� G;,(*H :����0��� ���

ϑ̇ =
sin(α− ϑ)

sinα
e ·ω0 ≡ −

1

2
γ sin(α − ϑ), γ ≡ −2

e ·ω0

sinα
. G;,((H

��F��� ��������� G;,(*H � G;,((H �0�@� ���

ψ(t) =
ht

l
=
lt

Θ2
; cos(α − ϑ) =

1+ cosα− (1 − cosα)eγt

1+ cosα+ (1 − cosα)eγt
. G;,(6H
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<���9 ��:	.9�	���- ��/�.9�-� ��.	�� ψ(0) = 07 ϑ(0) = 0, ��F����
G;,(6H ������� 	� :���0���� γ7

e ·ω0 =

(
1

Θ1
−
1

Θ3

)
l1l3

sinα
⇒ γ = −

(
1

Θ1
−
1

Θ3

)
2l1l3

sinα
.

<��� γ 	:����.��� ��/�.9�-0� ��.	��0�, ��.� l1l3 > 07 �	 γ < 0,
�	'�� :�� t→ ∞ D��:	����- � 2	�0�.� G;,(6H ����1�@� � cos(α − ϑ) �	����
'��� *, & D�	0 �.�/�� ����	� L :�����.�5�� :���	� :.	��	��� �� G;,*>H7 ���
D�	 :	�����	 �� ���, ;,*, �'	. ϑ ����0��� � α, & D�	0 �.�/�� 0	5�	 .�'�	
:���������9 ��
� ���A���� ��.�, 4. �	'	7 /�	
- D�	 ���.��97 ��:�F�0 �-�
��5���� �. ����	�� D2(t) ≡ P(t) · d27 �		��������@A�'	 ������0� 0	0����
������� Θ2E

D2(t) =
sin ϑ

l sinα
L+

sin(α − ϑ)

sinα
Q

(
lt

Θ2
L̂

)
· d2.

& 0	0��� ���0��� t = 0 ����	� D2(0) �	�:����� � ����	�	0 d2, �	'��
t > 07 ����	� D2(t)7 ���A�@A��� �	���' ����	�� L7 ���0:�	��/���� :���

.�5���� � ����	�� L, ��� 
	.9F�1 t ��.	 �	���F��� :��0������-� ����
A��� �	���' 	�� � 0	0���	0 ������� Θ2,

��� ��	
1	��0	��� 	
��5���9 D�	� �.�/�� 
	.�� :	��	
�	7 :	��	.9��
0	5�	 .�'�	 �	�����97 /�	 ���A���� ��.� :�� σ = 0 �����	�/��	, ?�	 	����
/���7 /�	 ��.� ����	� L �� :�����.�5�� :.	��	��� G;,*>H � �	/�	��� G� �
���.9�	��� �	/�� :�����.�5�	��9 ����	�� :.	��	��� ���	�0	5��H7 �	 ����
A���� ��.� 
���� ���/���.9�	 	�.�/��9� 	� G;,(6H, �����/���� �.�/�� σ = 0
�.��� ��:�������	� 0�5�� ���	�/��-0� ���A���0�7 �	�	�-� 
���� :	�
���	��- ��.��,

�-��� ���	�$ ��! �	�.���+ ����

��.� :���0��� σ7 	:����.���-� 2	�0�.	� G;,*+H7 �.��� :	.	5���.9�
�	� ��.�/��	�7 �	 �	D22������ :�� :���0���	� y2m ����� :.@� �������,  ��
�.@/�0 �		������� z2m = 1−x2m−y

2
m �� �������� G;,*8H7 �	�	�	� � ����.9����

:��0�� ���

x2m
a2

+
y2m
b2

= 1, a2 =
Θ1(hΘ3 − l

2)

l2(Θ3 −Θ1)
, b2 =

Θ2(hΘ3 − l
2)

l2(Θ3 −Θ2)
. G;,(8H

��������� G;,(8H O D�	 ��������� ��.�����/���	� :	���1�	��� � D..�:�
��/����0 :	:���/�-0 ��/����0, �����7 �	�	��@ 	:��-���� �	��� ����	�
�� m(t) O D�	 .��� :�����/��� :	���1�	��� G;,(8H � �����/�	� �2��-
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x2m + y2m + z2m = 1, �	��5�07 /�	 :	.�	�� D..�:�� G;,(8H 0��9F� *, 4. D�	'	
	
����0 ���0���� �� �		��	F����

hΘ3 − l
2 =

Θ3 −Θ1
Θ1

l21 +
Θ3 −Θ2
Θ2

l22 .

4. :	.�	��� a � b :	.�/�0E

a2 =
1

l2

(
l21 +

Θ1

Θ2

Θ3 −Θ2
Θ3 −Θ1

l22

)
<
1

l2

(
l21 + l

2
2

)
< 1,

b2 =
1

l2

(
Θ2

Θ1

Θ3 −Θ1
Θ3 −Θ2

l21 + l
2
2

)
=
1

l2

(
l21 + l

2
2 +
Θ3(Θ2 −Θ1)

Θ1(Θ3 −Θ2)
l21

)
< 1.

�	�/������	� �.�'��0	� 0��9F� l237 /�	 	
��.	�.��	 �		��	F����0 G;,*=H
� ��0 2���	07 /�	 σ > 0, �������	 �����97 /�	

a2

b2
=
Θ1(Θ3 −Θ2)

Θ2(Θ3 −Θ1)
< 1. G;,(+H

?�	 �		��	F���� �.��� 1������������	� ��.� � �� ������� 	� ��/�.9�
�-1 ��.	���, � ��:	.9�	�����0 �������� G;,(8H �		������- xm7 ym � zm
0	5�	 �-�����9 /���� �'	. γ(t)E

xm = a cosγ, ym = b sinγ, zm =

√
1 − a2 cos2 γ − b2 sin2 γ . G;,(;H

4. �		������- zm �-
��� ���� PqQ7 �	 D�	 �� �0��� ���/���, "/�����	7
/�	 �-:	.�@�� �����������√

1 − b2 ≡ zmin ≤ zm ≤ zmax ≡
√
1 − a2.

4. �	'	 /�	
- :	.�/��9 ��	� :�������.���� 	 :	�	�	��1 ��.� :�� σ > 07
:���:�F�0 ��������� G;,*8H � 2	�0�

z2 = (1− a2)
x2

a2
+ (1 − b2)

y2

b2
. G;,(=H

?�	 ��������� �	��/���	� :	���1�	��� � D..�:��/����0 :	:���/�-0 ���
/����0, ����0	���0 ��/���� :	���1�	��� G;,(=H :.	��	��9@ z = zmin=

√
1−b27

�, �, ����0	���0 D..�:�

x2

a21
+
y2

b2
= 1, a21 =

1− b2

1− a2
a2 < a2. G;,(>H
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O

lm(t)

LA

B

C

D

E

F

O1

d1

d2

d3

x

y

z

9��
 *
�
 ����(/ σ > 0

<���9 �		������- x7 y 
	.9F� �� �.@�� �		�������0� �	��� ����
�	�� m(t), �	��� G;,(=H ��	
��5�� �� ���, ;,(7 '�� D..�:� G;,(>H O
D�	 D..�:� ADEFA � :	.�	�0� a1 � b � �����	��0� OO1 =

√
1 − b27

OA = OE = 1, &�� �	:����0-� ����	�- m(t) �	 ��� 0	0���- ���0��� t
:�����.�5�� �	��/���	� :	���1�	��� G;,(=H, �	��- ���1 �� ��17 � �0���	
m =

−−→
OA �m =

−→
OE ���:	.	5��- �� D..�:�� G;,(>H, 4��'�� ����	�-m(t) ���

��@�� D..�:�� G;,(>H O �0, ���, ;,(, &���	� ������/���	'	 0	0���� L ���5�
�.��� ������.9�-0 � D�	0� D..�:�� � :�����.�5�� �	��/���	� :	���1�	�
��� G;,(=H7 :	��	.9�� m(0) = L̂,

��:��9 ����	���� :	���	7 ��� 	:����.��9 ��������� ����	�� :	�	�	��
G;,+H, ���5�� ���'	7 ��	7 /�	 � ��/����� ����	�� p � 2	�0�.� G;,+H �	.5��

-�9 �-
��� ����	� L̂ = L/l, 4��������.9�	7 ��.� D�	 ���7 �	

L ·P = L ·Q(ψL̂) ·Q(ϑe) ·Q(ϕn) = L ·Q(ϑe) ·Q(ϕn) G;,(3H

� �'	. :�������� ψ(t) �1	��� �� ����'��.� D���'�� G;,>H, ����0 	
���	07
D���'� 
���� �	1����9� �. .@
	'	 ���/��� �'.� ψ, �'	. ������� ϑ �
�'	. �	
������	'	 ���A��� ϕ �����- �		��	F����0 G;,>H,

����	� :	�	�	�� QT (ϕn) ·QT(ϑe) �	.5�� :����	���9 ����	� L � ����	�
m(t) O �0, ���, ;,(, ?�	 0	5�	 ���.��9 �� ��� F�'� G���, ;,6H,

�� ���, ;,6 :	�����- ��� D..�:��, ?..�:� ADEFA :�������.�� �	
	�
��/���� �	���� G;,(=H :.	��	��9@ z = zmin =

√
1− b27 �, �, 	� �.��� D.�

.�:�	0 G;,(>H, ?..�:� A1D1E1F1A1 O D�	 ��/���� �	���� G;,(=H :.	��	��9@
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x

O

O1

d1

e = d3 ×L/|d3 ×L|

AA1 A ′ E ′ E E1

D ′
1

D

D1

F ′1

F

F1

lm

C2
L̂

L

9��
 *
�
 B�,�#������ ��%�,�&(

z = zmax =
√
1− a27 �, �, D�	 D..�:�

x2

a2
+
y2

b21
= 1, b21 =

1− a2

1 − b2
b2 > b2.

?..�:� AD1EF1A :�������.�� �	
	� D..�:� G;,(8H, &���	� lm(t) :���
���.�5�� �	���� G;,(=H � :��������� ��� ��� D..�:��, ����9 �	/�� C2 
����
�	/�	� :�����/��� ����	�� lm(t) � D..�:�	0 AD1EF1A, �	���	�0 �	��� �
���F��	� � ��.�7 :	:���/�	� ��/���� �	�	�	'	 :�������.�� �	
	� 	���5�
�	��9 ������� O1C2, "���5�	��9 A ′C2D

′E ′F ′A ′ O :�������.�� �	
	� ��/��
��� D�	'	 ���'	�	'	 �	���� :.	��	��9@ z = z∗7 '�� zmin < z∗ < zmax, ��:��9
0- 0	5�0 ���.��	���9 ��� �������-1 �-F� F�'�, �� :���	0 F�'� 0- :	�	�
��/����0 ����	� L �� �'	. ϑ �	���' 	�� eE

e =
d3 ×L

|d3 ×L|
= (d3 ×L)

/√
l2 − l23 .

& ����.9���� ����	� L ������ ����	�	0 L ′E

L ′ = QT(ϑe) ·L.
&���	� L ′ :�����.�5�� ���'	�	0� �	����, �� ��	�	0 F�'� 0- :	�	��/��

���0 ����	� L ′ �	���' 	�� d3, & ����.9���� D�	'	 :	�	�	�� ����	� L ′ 
����



"��� >�?���� ������ ��� 	
�, 	� � �
�7���� 	��� ��6

��	.9���9 ��	.9 ���'	�	'	 �	���� �	 �	�:����� � ����	�	0 lm(t)E

lm(t) = QT(ϕd3) ·L ′ = QT(ϕd3) ·QT(ϑe) ·L.
����0 	
���	07 ����	� n � 2	�0�.� G;,(3H O D�	 ����	� d3, ��:��9 2	�0�

����	�� :	�	�	�� 	:����.���E

P(t) = Q(ψL̂) ·Q(ϑe) ·Q(ϕd3). G;,6)H

�'.- ϑ � ϕ �����- 0�5�� �	
	� �		��	F����07 �	�	�	� 0	5�� 
-�9
������	 :���0 �.���@A�1 :��	
���	�����E

m(t) = L̂ ·P(t) = L̂ ·Q(ϑe) ·Q(ϕd3) =

=
1

sinα

(
sin ϑd3 + sin(α − ϑ)L̂ ·Q(ϕd3)

)
,

G;,6*H

'��

sinα =
√
l2 − l23

/
l, cosα = l3/l (lk ≡ L · dk). G;,6(H

�		������- xm7 ym7 zm ����	�� m(t)7 	:����.�0-� ���������0 G;,6*H7
�0�@� ���E

xm = sin(α − ϑ) cos(β−ϕ),

ym = sin(α − ϑ) sin(β−ϕ), zm = cos(α− ϑ),
G;,66H

'��

sinβ = l2

/√
l2 − l23, cosβ = l1

/√
l2 − l23.

 � 2	�0�. G;,(;H � G;,66H �.�����

tg(β −ϕ) =
b

a
tgγ, cos(α − ϑ) =

√
1 − a2 cos2 γ − b2 sin2 γ. G;,68H

 ���7 ������	 ���1:���0����/���	� :�������.���� ����	�� :	�	�	��7 �	�
1���@A�� D���'�@, <�0���07 /�	 �-:	.����� ��.	��� ϕ(0) = 0 � ϑ(0) = 0
�	.5�	 	
��:�/����9� ����������-0 ���/����0 �'.� γ0 = γ(0), ����0 	
�
���	07 ���9 ��� �������� �. γ0E

tgβ =
b

a
tgγ0, cosα =

√
1− a2 cos2 γ0 − b2 sin

2 γ0. G;,6+H

�������	 :	�����97 /�	 D�� �������� �.@�� �	�0����-0�, ���/�� 0-
�5� 0	5�0 :�����:��9 � ��F���@ �������� G;,=H, ��	������ :	���	���
��F��� �:�	�����7 ��.� :���:����9 ��������� G;,=H /���� :���-� ����	�
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�'.	�	� ��	�	��� � ����	�m(t), &	�:	.9�	���F��9 2	�0�.�0� G(,36H � G;,6)H7
:	.�/�0

Ω(t) = PT ·ω(t) = ϕ̇d3 + ϑ̇Q
T (ϕd3) · e+ ψ̇m, m = PT · L̂.

� �/��	0 :	�.����'	 �		��	F��� ��������� G;,=H :���	���� � ����

ϕ̇d3 + ϑ̇Q
T (ϕd3) · e+ ψ̇m = lΘ−1 ·m. G;,6;H

&	�:	.9�	���F��9 ��������	0

QT(ϕd3) · e =
1√
l2 − l23

(
d3 ×QT(ϕd3) ·L

)
=

1

sin(α − ϑ)
d3 ×m,

:	.�/���-0 � �/��	0 �	5������ G(,3(H7 :���:�F�0 ��������� G;,6;H � ����

ϕ̇d3 +
ϑ̇

sin(α− ϑ)
d3 ×m+ ψ̇m = lΘ−1 ·m. G;,6=H

?�	 	��	��	� ���������7 �	�	�	� 0- �	.5�- ��F��9, ����-� ����'��.
�������� G;,6=H ��������, ?�	 	���/���7 /�	 �	.9�	 ��� �� ���1 ���.��-1
��������� G;,6=H ��������0-, ��	����� G;,6=H �� ����	�- d3 � m(t) ��@�

ϕ̇−

(
ψ̇−

l

Θ3

)
zm = 0, ϕ̇zm + ψ̇ =

h

l
; zm = m · d3 = cos(α − ϑ).

�	.���	 �-:����9 D�� �������� � ���'	� 2	�0�E

ψ̇ =
l

Θ3
+
hΘ3 − l

2

lΘ3

1

1− z2m
> 0, ϕ̇ = −

hΘ3 − l
2

lΘ3

zm

1− z2m
< 0. G;,6>H

 � :���	'	 �������� G;,68H �.�����

(1 − z2m) ϕ̇ = −abγ̇.

� �/��	0 :	�.����'	 �������� ��	�	� ��������� �� G;,6>H 0	5�	 :����
:����9 � ����

γ̇ = ω∗

√
1 − k2 sin2 γ > 0, G;,63H

'��

ω∗ ≡
l

Θ3

√
(1 − a2)

(Θ3 −Θ1)(Θ3 −Θ2)

Θ1Θ2
, k2 =

b2 − a2

1− a2
< 1.



"��� >�?���� ������ ��� 	
�, 	� � �
�7���� 	��� ���

��/�.9�	� ��.	��� �. �'.� γ �.����� �� G;,6+H, ��F���� �������� G;,63H
0	5�	 .�'�	 :	���	��9 � ���0���1 D..�:��/����1 2������, "����	 ��/��
������-� ���.�� �� ���
��� �����	'	 ����'���	����, ����0	���0 ���, ;,(,
�	�0� D..�:�� ADEFA 	:����.��� �	.9�	 ��	�����0� ��.� O �0, 2	�0�.�
G;,(+H, ��/�.9�-� ��.	�� 	:����.@� ���F������ D..�:��, ��.� hθ3−l2 = 07
�	 D..�:� �-�	5����� � �	/�� Ga = b = 0H � 0- �0��0 :��0������	� ����
A���� �	���' 	�� d3 = D3(t)E ϕ = ϑ = 07 ψ̇ = l/Θ3, �	'�� ��.�/��� hθ3− l2

�	��������7 :	.�	�� a � b ������ � 	�����	�	� ��	�	��9@, �	.�-� :	�	�	� ���
.� :�������.�� �	
	� �	0:	����@ ���1 :	�	�	�	�7 :���-� �� �	�	�-1 	:���
��.��� ����	�	0 :	�	�	�� Q(ϑe) ·Q(ϕd3)7 � ��	�	� 	:����.��� ����	�	0
:	�	�	�� Q(ψL̂), �0-�. :���	'	 :	�	�	�� ���.@/���� � �.���@A�0, ��.	
���A���� ����0 	
���	07 /�	 D..�:� ADEFA7 ��:	���5�-� 	��	����.9�	
��.�7 :	�	��/������ � ��	�� :.	��	���7 �����9 ����	�� L7 ��:	���5�	'	
� :�	���������, ?�	� :	�	�	� :�	��1	��� � ��:���.���� ���5��� /��	�	�
����.��7 ��� ��� ϕ̇ < 07 � � �	 5� ���0 ��.	 :	�	��/������ �	���' ��:	�
���5�	'	 ����	�� d3 ×L �. �	'	7 /�	
- 	
��:�/��9 �	����� � ����	�	0 L,
�'	. 0�5�� ����	��0� L � D3(t) ��0����� �	 ���0���, ��	�	��9 D�	'	
���A��� ���5� ��0�����E 	�� 0����0�.9��7 �	'�� �	/�� �	������ �	�:��
���� � �	��	0 ���0��9F�'	 ���0���� D..�:��7 � 	�� 0���0�.9��7 �	'�� �	/��
�	������ �	�:����� � �	��	0 ���
	.9F�'	 ���0���� D..�:��, & :	.	5����7
:	������	0 �� ���, ;,(7 �'.	�� ��	�	��9 :���	'	 :	�	�	�� �
-���� � :�����
0��� 0���0�.9�	� ���/����7 �	'�� �	/�� A D..�:�� :��1	��� � �	:���	��	�
����� � ����	�	0 L, �	�.� D�	'	 �'.	�� ��	�	��9 
���� �	�������9 � :��0��
0����0�.9�	� ���/����7 �	'�� �	/�� F D..�:�� �	����� ����	�� L7 � �, �,  �
�������� G;,63H �.�����7 /�	

ω∗
√
1− k2 ≤ γ̇(t) ≤ ω∗.

&�	�	� :	�	�	�7 ���-���0-� :���������7 ���.��-����� �� :	�	�	�7 	:��
����-� �-F�, "� :�������.�� �	
	� ���A���� �	���' ����	�� L, �'.	��
��	�	��9 D�	'	 ���A���7 �, �, ψ̇7 :	.	5���.9�� � �� :	��	���E 	�� :�����
0��� 0����0�.9�	� ���/���� :�� zm = zmax � ����	���� 0���0�.9�	� �	'��
zm = zmin, �	�.� �	'	7 ��� 2����� γ(t) 	:����.���7 ��� 1������������� ����
A��� ��.� 0	5�	 �-�����9 /���� D�� 2�����@, & ��/����� :��0���7 	:�����
'�	0	����� :��	
���	����7 :������0 	�	�/���.9��@ 2	�0�.� �. 0	��.
�'.	�	� ��	�	���E

|ω(t)|2 = |Ω(t)|2 =
l2

Θ23
+
hΘ3 − l

2

Θ23

(
Θ1 +Θ3
Θ1

−
Θ3(Θ2 −Θ1)

Θ1Θ2
sin2 γ

)
.
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& ���.@/���� D�	'	 �����.� 	�0���07 /�	 ��F���� �������� G;,63H 0	5�	
:���������9 � 2	�0� ���

γ(t) = γ0 +ωat +
∞∑
n=1

sin(2nωat)

n cosh(nπK ′/K)
,

'��

ωa =
πω∗
2K
, K =

π
2∫
0

dγ√
1 − k2 sin2 γ

, K ′ =

π
2∫
0

dγ√
1 − (1− k2) sin2 γ

.

?�	� �� �	����	/�	 1	�	F	 �1	���� :�� 0 ≤ k2 ≤ 0.987 :	��	.9�� ��5�
�. k2 = 0.98 �0��0 K ′/K = 0.4707,

�-���% 3	���$ ��! �	�.���+ ����

����������	� ��5�	� 	�.�/�� D�	'	 �.�/� 	� 	:�����	'	 �-F� �	��	��
� �	07 /�	 :���-� :	�	�	� ��.� :�	��1	��� �	���' 	�� d17 � �� �	���' 	�� d3,
��.� σ = l2−hΘ2 < 07 �	D22������ :�� y2m � ��������� G;,*8H 	�������.��,
 ��.@/�� �		������� x2m = 1 − y2m − z2m �� �������� G;,*8H7 :	.�/�0

y2m
c2

+
z2m
d2

= 1, c2 =
Θ2(l

2 − hΘ1)

l2(Θ2 −Θ1)
, d2 =

Θ3(l
2 − hΘ1)

l2(Θ3 −Θ1)
,
d2

c2
< 1.

&����0 � ����0	������ �'	. γ(t)7 ���	�7 /�	

xm =

√
1− d2 cos2 γ − c2 sin2 γ , ym = c sinγ, zm = d cosγ. G;,8)H

����	� :	�	�	�� P(t) 0	5�	 :���������9 � 2	�0�

P(t) = Q(ψL̂) ·Q(ϑe) ·Q(ϕd1), e = (d1 ×L)
/√

l2 − l21 . G;,8*H

�'.- ϑ � ϕ �����- ���	�	�-0 �		��	F����0, 4. �	'	7 /�	
- ����� D�	
�		��	F����7 ��	
1	��0	 �-�����9 ����	� m(t) = PT · L̂ /���� �'.- ϑ � ϕE

m(t) =
1

sinα

(
sin ϑd1 + sin(α − ϑ) L̂ ·Q(ϕd1)

)
,

'��

sinα =
√
l2 − l21

/
l, cosα = l1/l.



"��� >�?���� ������ ��� 	
�, 	� � �
�7���� 	��� ���

��	����� ����	�� m(t) �� �����/�-� ����	�- dk �0�@� ���

xm = cos(α− ϑ), ym = sin(α − ϑ) sin(β+ϕ),

zm = sin(α − ϑ) cos(β+ϕ),
G;,8(H

'��

sinβ = l2

/√
l2 − l21, cosβ = l3

/√
l2 − l21.

 � �		��	F���� G;,8)H � G;,8(H �.�����

tg(β+ϕ) =
c

d
tgγ, cos(α − ϑ) =

√
1 − d2 cos2 γ− c2 sin2 γ . G;,86H

����-� ����	� �'.	�	� ��	�	���7 �		��������@A�� ����	�� :	�	�	��
G;,8*H7 �-/��.��� :	 2	�0�.�

Ω(t) = ϕ̇d1 +
ϑ̇

sin(α − ϑ)
d1 ×m+ ψ̇m.

��������� G;,=H :����0��� ���

ϕ̇d1 +
ϑ̇

sin(α − ϑ)
d1 ×m+ ψ̇m = lΘ−1 ·m(t).

 � D�	'	 �������� �.�����7 /�	

ϕ̇+

(
ψ̇−

l

Θ1

)
xm = 0, ϕ̇xm + ψ̇ =

h

l
,

�.�7 � ���'	� 2	�0�7

ψ̇ =
l

Θ1
−
l2 − hΘ1
lΘ1

1

1− x2m
> 0, ϕ̇ =

l2 − hΘ1
lΘ1

xm

1− x2m
> 0. G;,88H

�	.	5���.9�	��9 ϕ̇ 	/������, �	.	5���.9�	��9 ψ̇ �.��� �.�������0
����������

ψ̇ ≥ l

Θ1
−
l2 − hΘ1
lΘ1

1

1 − (x2m)max
,

1 − x2m = d2 cos2 γ+ c2 sin2 γ = d2 + (c2 − d2) sin2 γ ⇒
⇒ ψ̇ ≥ l

Θ1
−
l2 − hΘ1
lΘ1

1

d2
=
l

Θ3
> 0.
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����	� ��������� �� G;,86H :���	���� � ����

(1 − x2m) ϕ̇ = cd γ̇.

� �/��	0 :	�.����'	 �������� ��	�	� ��������� �� G;,88H :���:��-�����
� 2	�0�

γ̇(t) = ω∗

√
1− k2 sin2 γ ,

'��

ω∗ ≡
l

Θ1

√
(1− d2)

(Θ2 −Θ1)(Θ3 −Θ1)

Θ2Θ3
, k2 =

c2 − d2

1− d2
< 1.

��/�.9�	� ��.	��� �. 2������ γ(t) �.����� �� ��������� G;,86H � ���
/�.9�-1 ��.	��� ϑ(0) = 07 ϕ(0) = 0E

tgγ0 =
d

c
tgβ, γ0 ≡ γ(0). G;,8+H

��.� 2����� γ(t) ��������7 �	 0	5�	 ����� ��� 1������������� ���A��
�� ��.�, ��:��0��7

|ω(t)|2 = |Ω(t)|2 =
l2

Θ21
−
l2 − hΘ1
Θ21

(
Θ1 +Θ3
Θ3

+
Θ1(Θ3 −Θ2)

Θ2Θ3
sin2 γ

)
.

� 2	�0�.9�	� �	/�� ����� �.�/�� σ > 0 � σ < 0 :	/�� 	�����	�-,
"����	 ���A���� ��.� � �.�/�� σ > 0 ��A�������	 	�.�/���� 	� ���A���
��.� � �.�/�� σ < 0,

�-���) �
 �#����� 	����'�����

4. �	'	 /�	
- :	��9 � :���������9 :	������� ��.�7 ��� ��	
1	��0	���
���	��9 :	.�	� ��F���� ����/�, 4	����	/�	 ����9 ��� ����	�� :	�	�	�� ��.�E

P(t) = Q(ψL̂) ·Q(ϑe) ·Q(ϕd1), e = (d1 ×L)
/√

l2 − l21, σ < 0; G;,8;H

P(t) = Q(ψL̂) ·Q(ϑe), e = (d2 ×L)
/√

l2 − l22, σ = 0; G;,8=H

P(t) = Q(ψL̂) ·Q(ϑe) ·Q(ϕd3), e = (d3 ×L)
/√

l2 − l23, σ > 0. G;,8>H

�'	. :�������� ψ � �'	. �	
������	'	 ���A��� ϕ ��0��@�� 0	�	�	��
�	 �	 ���1 �.�/�1 Gϕ̇ = 07 ��.� σ = 0H,  �0������ �'.� ������� ϑ :�� σ > 0
�.� σ < 0 �0��� 	���..���@A�� 1�������, &��A��� ��.� � �.�/�� σ = 0
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�����	�/��-, &��A��� ��.� � �.�/�1 σ > 0 � σ < 0 �.@�� ���	�/��-0�,
"����	 :	�.����� �����5����� �	������	 �	.9�	 � .�����	0 :��
.�5����,
��.� ���/���� σ 	/��9 0�.	 G0 < |σ| ≤ ε  1H7 ���.�� ���	�/��	��� � .��
����	0 :��
.�5���� ����	���� 
��:	.���-0 � :�����/���	� �	/�� �����,
����0	���0 �.���@A�� ��/�.9�-� ��.	�� Gε > 0HE

l1 =
l√

1+ (
√
2− ε)2

, l2 = 0, l3 =
(
√
2− ε) l√

1+ (
√
2 − ε)2

, σ < 0; G;,83H

l1 =
l√

1+ (
√
2 + ε)2

, l2 = 0, l3 =
(
√
2+ ε) l√

1+ (
√
2+ ε)2

, σ > 0. G;,+)H

��� 0�.-1 ���/���1 ε > 0 ��.	�� G;,83H � G;,+)H ����	��� 	/��9 
.���
��0�, ���0	�� �� D�	7 ���A��� ��.� � D��1 �.�/�1 ��A�������	 ���.�/��
@��, ��	0� �	'	7 �:	.�� �	�0	5�	7 /�	 ��.	 :���:�-'��� �� P���	�/��	'	Q
��F��� G;,8;H7 �		��������@A�'	 ��.	��0 G;,83H7 � ���'	� P���	�/��	�Q ���
F���� G;,8>H7 �	�	�	� �		���������� ��.	��0 G;,+)H, & :���	0 �.�/�� ��.	
���A�.	�9 �	���' 	�� ���0��9F�'	 0	0���� �������7 �	 :	�.� ���	'	 :�-5�
�� 	�	 ��/��� ���A��9� �	���' 	�� ���
	.9F�'	 0	0���� �������, 4. �	'	
/�	
- D�	 :�	��	F.	7 ��5�- �	.9�	 	/��9 0�.-� �	�0�A���7 �������@A��
�� ��.	, ����0 	
���	07 ��.� 0- 1	��0 /�	
- ��.	 ���������.9�	 �	���F�.	
���	�/��	� ���A����7 ��0 ��5�	 ��
�'��9 �.�/� 0�.-1 ���/���� σ,

�&�& ���
����� � ����������� ��?�����

�.����/���	� ��F���� ���	��� � ��� D��:�, �� :���	0 D��:� 	:����.���
� :���� �'.	�� ��	�	��9, �� ��	�	0 D��:�7 � ����.9���� ��F��� :���	�
����/� 4��
�7 	:����.@�� �'.- ?�.���,

&-����0 ����	� ������/���	'	 0	0���� L /���� :���-� ����	� �'.	�	�
��	�	��� Ω(t)E

L = P ·Θ ·PT ·ω = P ·Θ ·Ω = epXW[. G;,+*H

��	��22�������	��� G;,+*H :	 ���0���7 :	�.� ���.	5�-1 :��	
���	���
��� :	.�/�0 G�0,7 ��:��0��7 S+8THE

L̇ = P · (Θ · Ω̇+Ω×Θ ·Ω) = 0 ⇒ Θ · Ω̇ +Ω×Θ ·Ω = 0. G;,+(H
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�������� G;,+(H O D�	 �.����/����� �������� ?�.���, � �/��	0 �	5�
����� G*,*)+H7 G(,*=(HE

(A · a)× (A · b) = (detA) (AT)−1 · (a× b),

P · (a× b) = (P · a)× (P · b),
'�� a7 b O :�	���	.9�-� ����	�-7A O ���-�	5����-� ����	� ��	�	'	 ���'�7
P O ����	� :	�	�	��7 ��������� G;,+(H 0	5�	 :���:����9 � 2	�0�

Ω̇+
1

Θ1Θ2Θ3
(Θ ·Ω)× (Θ2 ·Ω) = 0. G;,+6H

��������� G;,+6H 
-.	 �-�����	 � S*6T, 4	��	�����	 ��������� G;,+(H �
G;,+6H �	��	�� � �	07 /�	 	�� �� �	���5�� :	�	�	�	�, ��.� ��� �	
������-�
���/��� ����	�� Θ ���.�/�- � ����	� Ω(t) �� �.��� �	
������-0 ����
�	�	0 Θ7 �	'�� ����	�- Ω(t)7 Θ · Ω(t) � Θ2 · Ω(t) .�����	 ��������0-,
��������� G;,+6H7 ���/�.� �0�	5���	� ���.��	 ��Θ ·Ω7 � ����0 �� Θ2 ·Ω7
���� ��� :���-1 ����'��.�E

h = 2K =Ω ·Θ ·Ω = epXW[, l2 = L ·L =Ω ·Θ2 ·Ω = epXW[. G;,+8H

��	0� �	'	7 ��������� G;,+6H7 �0�	5���	� ���.��	 �� ����	� Ω7 ����
��������� �. Ω2 =Ω ·ΩE(

Ω2
)·

= 2AΩ1Ω2Ω3, A =
(Θ3 −Θ1)(Θ3 −Θ2)(Θ2 −Θ1)

Θ1Θ2Θ3
> 0, G;,++H

'�� Ωk =Ω · dk7 �����/�-� ����	�- dk O �	
������-� ����	�- ����	�� Θ,
��������� G;,++H :	���-����7 /�	 ���A���� ��.� � :	��	��	� :	 ��.�/���

�'.	�	� ��	�	��9@ Ω = |Ω(t)| �	�0	5�	 �	.9�	 � ���1 �.�/�1E �H � �.�/��
:��0������-1 ���A����7 �	'�� �	.9�	 	��� :�	���� Ωk 	�.�/�� 	� ��.7
�, �, Ω O �	
������-� ����	� ����	�� ΘR � 
H ��.� ��� �.� ��� �	
������
�-1 ���/��� ����	��Θ 	�����	�-, �������� G;,+8H ��	�.���	�@��7 ��.�
:����9

Ω21 = Ω
2
10 + α(Ω

2 −Ω20), Ω22 = Ω
2
20 − β(Ω

2 −Ω20),

Ω23 = Ω
2
30 + γ(Ω

2 −Ω20),
G;,+;H

'��

α =
Θ2 −Θ1
AΘ3

, β =
Θ3 −Θ1
AΘ2

, γ =
Θ3 −Θ2
AΘ1

, Ω0 ≡ Ω
∣∣∣
t=0
.

�	�����. �-��5��� G;,+;H � ��������� G;,++H7 :	.�/��0 ��������� �.
��.�/��- Ω, ��F���� D�	'	 �������� 0	5�	 :���������9 /���� D..�:��/��
���� 2������ O �0, S++T,
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��������.���	� �-F� ��.	5���� �.����/���	'	 ��F��� �.��� �����
�����-0, ���/�� ��	
1	��0	 �2	�0�.��	���9 ��/�.9�-� ��.	�� �. :���	�
�'.	�	� ��	�	��� Ω(t), %���	 :���:	.�'����7 /�	 ��/�.9�	� ��.	��� �.
Ω(t) �� ������� 	� ��/�.9�	'	 :	.	5��� ��.�7 	����	 D�	 �� ���, & 0	0���
���0��� t = 0 �������	 ���/���� .��	� �'.	�	� ��	�	��� ω(0) = ω07 �, �,
�������� ������� �'.	�� ��	�	��9, �		��	F���� G(,36H ����

Ω(0) ≡Ω0 = PT0 ·ω0, P0 ≡ P(0).

��.� � ��/����� 	��/���	'	 �-
���	 ��/�.9�	� :	.	5���� ��.�7 �	
P(0) = E, & D�	0 �.�/�� ����	�Ω(t) �	���5�� ��� :�	���	.9�-1 :���0����
G����	� ω0H, ��.� 	��/���	� :	.	5���� �-
������ �:��	��	 � �� �	�:�����
� ��/�.9�-0 :	.	5����0 ��.�7 �	 P0 �= E, & D�	0 �.�/�� ����	� Ω(t) �����
��� 	� F���� :�	���	.9�-1 :���0���	� G����	� ω0 � ����	� :	�	�	�� P0H,
4. �	'	7 /�	
- ����� ����	� :	�	�	�� P(t)7 ��5�	 ��F��9 :����@ ����/�
4��
�E

Ṗ(t) = P(t)×Ω(t), P(0) = P0. G;,+=H

��F���� ����/� G;,+=H �� �	
��.�� �	�-1 :�	���	.9�-1 :���0���	�, ���
��0 	
���	07 	
A�� ��F����7 ��:��0��7 .��-� G������-�H ����	� �'.	�	�
��	�	��� ω(t) 
���� �	���5��9 F���9 :�	���	.9�-1 :���0���	�7 � ��� 	��
�	���5��� � ����	�� Ω(t),

����0	���0 ��� ���.�/�-1 :	�1	�� � ��F���@ ����/� G;,+=H, ����-� :	��
1	� 	��	��� �� :�������.���� ����	�� :	�	�	�� /���� �'.- ?�.��� � �	����
5�� �.����/���	� ��F���� ��� /����-� �.�/��, &�	�	� :	�1	� �.��� �	�
�-0,

���������0 ����	� :	�	�	�� P(t) /���� �'.- ?�.���E

P(t) = Q(ψe3) ·Q(ϑe1) ·Q(ϕe3),

'�� e3 = L̂ ≡ L/l7 e2 = e3× e1 � e1 :�������.@� �	
	� �����/�-� ����	�-7
:��/�0 ����	� e1 ���:	.	5�� � :.	��	���7 ������	� �� ����	�- L � ω07 �
��	0� �	'	 e1 ·L = 07 e2 ·ω0 = 0,

�����/����7 ��� ��	
1	��0	��� ��F��9 ����/� 4��
� G;,+=H7 :	��	.9��
	�� �5� /����/�	 ��F���, 4��������.9�	7 �0�	5�� G;,+=H �.��� �� ����	� L7
:	.�/�0

(L ·P)· = (L ·P)×Ω ⇒ Θ · Ω̇ = (Θ ·Ω)×Ω,
'�� ��:	.9�	���	 �-��5���� G;,+*H, &���	� L ·P =Θ ·Ω �5� ��������, &	��
:	.9�	���F��9 :�������.����0 ����	�� :	�	�	�� /���� �'.- ?�.���7 :	.�/�0

Θ ·Ω = PT ·L = l sinϑ (sinϕ e1 + cosϕ e2) + l cosϑ e3. G;,+>H
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 � �������� G;,+>H :	.�/��0E

l sinϑ sinϕ = e1 ·Θ·Ω, l sinϑ cosϕ = e2 ·Θ·Ω, l cosϑ = e3 ·Θ·Ω, G;,+3H
	����� �.�����7 /�	

tgϕ = (e1 ·Θ ·Ω)/(e2 ·Θ ·Ω), cos ϑ = (e3 ·Θ ·Ω)/l. G;,;)H

%�	
- ����� �'	. :��������ψ7 ��5�	 �	�:	.9�	���9� ���������0 G;,+=H7
�	�	�	� 0	5�	 :���:����9 � 2	�0�

Ω(t) = ϕ̇e3 + ϑ̇(cosϕ e1 − sinϕ e2) + ψ̇(Θ ·Ω)/l. G;,;*H

 � D�	'	 �������� �.�����

ψ̇ =
h− l cos ϑΩ3

l2 sin2 ϑ
, ψ(0) = ψ0, (Ωk =Ω · ek). G;,;(H

�	�� 0- �� 2�����	��.� 	��/���	� :	.	5���� ��.�, 4�.�� ����0	���0
��� �.�/� �-
	�� 	��/���	'	 :	.	5���,

�	 ��������� �������� ��������� � �������+� ���������

����	 & D�	0 �.�/�� :	.�/�0E

P0 = E ⇒ ϑ(0) = 0, ϕ0 +ψ0 = 0, ω0 =Ω0, Θ ·Ω0 = L. G;,;6H

��� t → 0 ��.�/��- e1 ·Θ ·Ω � e2 ·Θ ·Ω ����0�� � ��.@67 �	
e3 ·Θ ·Ω/l ����0��� � 1, �������	 �����97 /�	 :�� t→ 0 �������� G;,+3H
	
��A�@�� � �	5������,  � G;,;)H �.�����7 /�	 ϑ → 0 :�� t → 0, "����
�	7 �� �������� G;,;)H 	/��9 �����	 	:����.��9 ���/���� ϕ0, ����0	���0
��������� G;,;*H � 0	0��� ���0��� t = 0E

ω0 =Ω0 = (ϕ̇0 + ψ̇0)e3 + ϑ̇0(cosϕ0 e1 − sinϕ0 e2).

 � :	�.����'	 �������� ����	7 /�	 ϕ0 = 07 :	��	.9�� � 	
A�0 �.�/��
e2 ·ω0 = 0 � ϑ̇0 �= 0,  � G;,;6H �.�����7 /�	 ψ0 r ), ?�	 	���/���7 /�	 /��.��
��.9 �-��5��� G;,;)H ����0��� � ��.@ 
-�����7 /�0 ���0�����.9, �������	
�����97 /�	 /��.���.9 �-��5��� G;,;(H �0��� ��	�	� :	��	� 0�.	��� :��
t→ 0, 4��������.9�	7

h =ω ·L = L ·P ·Ω = l
(
cos ϑΩ3 + sinϑ (cosϕΩ2 + sinϕΩ1)

)
,

Ω20 =Ω0 · e2 =ω0 · e2 = 0.
G;,;8H

6 G��"�, ��%�,�&( �,�#�&(%��� ��,�" �1�7 K/��,() �,���0 % 2(���&%� �&���&��1� %7$
�,(�� ����-���� &��() �,� 2�&�,�0 e3 = L̂ ≡ L/l
 9(��0(&,�%(�&�� ����(/) 2�1#( �&���&$
��� ����-���� ��%�(#(�& � �(�(�;�70
 ���#�%(&��;��) % �(�(�;�7/ 0�0��& %,�0��� L

���(�,(%��� � e3) ( �,��2=�� L �( e1 � e2 ,(%�7 ���.
 �����	�� �	
��
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����0 	
���	07 :	.�/�.� �-��5��� G;,;)H � G;,;(H �. 	:����.��� �'�
.	� ?�.��� ψ7 ϑ � ϕ, "�� ����	
�- �. :�����/����1 �-/��.����7 �	 �1
0	5�	 ��:	.9�	���9,

�	 �������+� "��"���" �������� ����: ����� ��0������+�

������ d3 ������� Θ ��������� � �������� L	 ?�	� �.�/�� :����
����.�� � 
	.9F������ ���' O �0,7 ��:��0��7 S+(7 ++T, ��� ����-1 ��.	��1
ek = dk � �������� G;,+3H7 G;,;)H :����0�@� ���

l sinϑ sinϕ = Θ1Ω1, l sinϑ cosϕ = Θ2Ω2, l cos ϑ = Θ3Ω3; G;,;+H

tgϕ = (Θ1Ω1)/(Θ2Ω2), cos ϑ = (Θ3Ω3)/l. G;,;;H

<���9 �	������� 0�	5����	 �	:�	�	�, &	�:���-17 �����	 ����� �'	. ϕ,
4��������.9�	7 �� �������� G;,++H �.�����7 /�	 ��.�/��- Ω1 � Ω2 � ���	�	�
�-� 0	0���- ���0��� �	.5�- 	
��A��9� � �	.9, ?�	 	���/���7 /�	 2������
ψ(t) � ϕ(t) 
���� ����-��-0� 2�����0� ���0���, �	� 5� 2��� �.����� ��
�		��	F���� G;,;+H, 4��������.9�	7 ��.� ��:����9 G;,;+H � ��/�.9�-� 0	0���
���0���7 �	 �	.5�- :	.�/��9� �	5������ � 	��	F���� F���� ���.��-1
:���0���	�7 � �0���	 �'.	� ψ07 ϕ07 ϑ0 � ���1 :�	����� ����	�� ω0, ?�	 ����
������.9�	 ���` ����	 �� :	����. D�	'	, & .@
	0 �.�/��7 ��5�	 
-�9 	/��9
	��	�	5�-0� :�� ��:	.9�	����� �-��5���� G;,;;H � �������� G;,;(H,

����0	���0 ���'	� :��9 :	���	��� ����	�� :	�	�	�� P(t), ��� D�	0 :	��
1	�� �'.- ?�.��� �� ��:	.9��@��, &���	� m(t) =Θ ·Ω/l �/������ �������
�-0, ����	� :	�	�	�� P(t) :�������.��� � 2	�0�

P(t) = Q(ψL̂) ·Q(αb), b =
m× L̂

|m× L̂|
≡ m× L̂

| sinα|
, G;,;=H

'��
cosα = m(t) · L̂ =Ω(t) ·Θ2 ·Ω0/l2, α(0) = 0. G;,;>H

�'	. α(t) ��������, �������	 :	�����97 /�	 �-:	.���� ����������	

0 ≤ α(t) < π.

����9 ����	� ω∗(t) O .��� �'.	�� ��	�	��9 ����	�� :	�	�	�� Q(αb)E

ω∗(t) = α̇(t)b(t) + sinα ḃ+ (1− cosα)b× ḃ.

#��� �'.	�� ��	�	��9 ω(t) ����	�� :	�	�	�� G;,;=H �����E

ω(t) = ψ̇L̂+Q(ψL̂) ·ω∗. G;,;3H



�+� ����� "� ��%��� �
�7���� �������	
���� 	��
�� 	���

��:	0��07 /�	 ω ·L = h,  � �������� G;,;3H �.�����

ψ̇ =
h

l
−ω∗ · L̂ =

h+Ω(t) ·L
l(1+ cosα)

, ψ(0) = ψ0. G;,=)H

4. �	'	7 /�	
- :	.�/��9 ��������� G;,=)H7 ��5�	 :�	��.��9 �.���@A�@
:	�.��	����.9�	��9 :��	
���	�����E

ω∗ ·L = (1 − cosα)(b× ḃ) ·L =
1− cosα

sinα

(
L̂× (m× L̂)

)
· ḃ =

=
1 − cosα

sinα
(m− cosα L̂) · ḃ =

1 − cosα

sinα
m · ḃ = −

1− cosα

sinα
ṁ · b =

=
1− cosα

sinα
(Ω×m) · b =

1 − cosα

sin2 α
(Ω×m) · (m× L̂) =

h cosα−Ω ·L
l(1+ cosα)

.
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����� �'.	� ?�.��� ����� � 	/��9 :�	��-0 ��F���0, ����0����7 �0���	
�'.	� ?�.��� 0	5�	 ��:	.9�	���9 � ���'	� ��
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����0��� ������2�' � �.9���������2�' � �, �,7 0- �0��0 ��.	 � ���A��
���0 :�� 0�.-1 �'.�1 �������, ��� ��:	.9�	����� �������	��-1 0��	�	�
����0��� �����	'	 ��.� �. ��	.9 �'	��	 0�.-1 �'.	� ������� :	.�/�@��
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P(t) = Q (ψ(t)m) ·Q (ϑ(t)e) ·Q (ϕ(t)m) , e ·m = 0, |ϑ(t)|  1. G;,=*H

��.� �'	. |ϑ(t)| 0�.7 �	 0	5�	 ��:	.9�	���9 �-��5����

Q(ϑe) = E+ ϑe×E+O(ϑ3)

� :���:����9 G;,=*H � 2	�0�

P(t) = (E+ γ(t)× E) ·Q(β(t)m), G;,=(H

'��
β(t) = ϕ(t) +ψ(t), γ(t) = ϑ(t)Q(ψ(t)m) · e, m · γ = 0.

"
-/�	 ��.�/��- ψ7 ϕ7 β �� 0�.-7 �	 ����	� γ(t) 0�.7 ��� ���
|γ(t)| = |ϑ(t)|  1,  � G;,=*H � G;,=(H �.�����

ω = β̇m+ γ̇+ β̇γ×m.

��:��9 0	5�	 .�������	���9 	��	��-� �������� 	��	����.9�	 0�.	'	
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���� ��.�����-0, ��.� ����	� γ(t) ��������7 .�'�	 ��1	����
�'	. :�������� ψ(t)E

ψ̇(t) = m · (γ× γ̇) /(γ · γ).
�'	. ϕ(t) 0	5�	 �����7 �	'�� ψ � β �������-, "
-/�	 β(t) ��1	����
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��� �:��'� D���'� 	��	����, &0���� � ��07 � ��.�����	� ��	��� �:��'	�
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�������-0� �	���:��0�,

 ���7 	��	����� �/������ �:��'�0 ��.	0, ������� 	��	���� O D�	 :	�
���1�	��9 S = S1 ∪ S2 ∪ S37 '�� /���9 :	���1�	��� S1 5����	 �����:.���7
/���9 S2 :�������.�� �	
	� ��	
	���@ :	���1�	��97 � /���9 S3 O D�	 :	���1�
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���0 ��������� 
�.���� D���'�� �. �����0- P	��	����� :.@� �����	� ��.	QE

K̇+ U̇ = 0. G=,*H

�	��	.9�� 	��	����� �/������ 
��-�����	��-07 2����� K O D�	 �����
��/���� D���'� �	.9�	 �����	'	 ��.�, ������ UO D�	 ��00���� ��������
� D���'�, �	��	.9�� �������� D���'� �����	'	 ��.� �0��� :	��	��	�
���/����7 2����� U7 2����/����7 :�������.�� �	
	� �:��'�@ D���'�@ G�.�
D���'�@ ��2	�0����H 	��	����, ����� /���9 �������� G=,*H ����� ��.@ �
��.� �	'	7 /�	 0	A�	��9 ���F��1 �	��������� 	����������,

��:��9 ��:�F�0 ��������� 
�.���� D���'�� �	.9�	 �. �����	'	 ��.�,
&��F��� ��.-7 �������@A�� �� �����	� ��.	7 :	�	5��@� ��:�5���7 ����
����@A�� �� /���� '�����- S3, ����0 	
���	07 0	5�	 ��:����9

K̇ = −

∫
P∈S3

N (P) · τ (P) · Ṙ (P)dS (P) , G=,(H

'�� R (P) O �����������	� �	/�� �	������ P �� :	���1�	��� S3R ����	� N O
���F� �����/�� �	�0�.9 � :	���1�	��� S3R ����	� τO ����	� ��:�5����
�	F�, �	'.���	 	��	��	� ��	��0� ����0����� �����	'	 ��.�

R (P) = R (Q) +P (t) · (r (P) − r (Q)) , G=,6H

'�� Q O 	:	��� �	/��7 r (P) � r (Q) O ����	�- :	.	5��� �	/�� P � Q �
	��/���	� �	�2�'������,  � �������� G=,6H �.�����E

v (P) = v (Q) +ω (t)×
[
R (P) −R (Q)

]
. G=,8H

�	������� �-��5���� G=,8H �. Ṙ (P) = v (P) � ��������� G=,(H7 :	.�/�0

K̇ = F · v (Q) +M ·ω, G=,+H

'�� ��.� F � 0	0��� M �-/��.@�� :	 2	�0�.�0

F = −

∫
P∈S3

N (P) · τ (P)dS (P) ,

M = −

∫
P∈S3

[R (P) −R (Q)]× τ (P) ·N (P)dS (P) .

����� �	 ���0���� G=,*H7 ��������� G=,+H 0	5�	 :���:����9 � ����

F · v (Q) +M ·ω = −U̇ (R (Q) ,θ) , G=,;H
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'�� θ O ����	� :	�	�	�� �����	'	 ��.�7 � ���/�� � :	���1�	��� S3, 4�������
��.9�	7 :	��	.9�� :	���1�	��9 S3 O D�	 :	���1�	��9 �	������ 0�5�� 	��	���
���0 � �
�	.@��	 �����-0 ��.	07 D�� :	���1�	��9 ���5��� �0���� � �����-0
��.	07 �, �, :	�	��/������ ��� 5����	� ��.	� � �� ����	� :	�	�	�� �	�:�����
� ����	�	0 :	�	�	�� �����	'	 ��.�,

&����0 :	���� �	����������	'	 0	0����7 ��	
1	��0	��9 � �	�	�	0 �	��
������ �	 0�	'�1 ����/�17 �	 �	�	�	�7 ����0	7 �	 ��1 :	� �� 
-.	 ������	 �
	
A�0 �.�/��,

�����������	 ����� M (t) �� ������� ����#������� ��� ������
��������� ���� �	"����	�� ����� ��������� !	��#�� U (θ)�  �����"��
���� � ������ ������ �� ���������� ��������2

M ·ω = −U̇ (θ) = −
dU

dθ
· θ̇. G=,=H

<�0���07 /�	 	:����.���� G=,=H �.��� /����-0 �.�/��0 2	�0�.- G=,;H
� :	.�/���� �� :	�.����� ��.� �	/�� Q ��:	���5��, ����0 	
���	07 :	����
���. U � �-��5���� G=,=H 0	5�	 �/����9 �:��'	� D���'��� 	��	���� :��
��.	���7 /�	 �����	� ��.	 ���A���� �	���' ��:	���5�	� �	/��,

� �/��	0 �		��	F��� θ̇ = Z(θ) · ω G�0, 2	�0�.� G(,*6>HH7 ������
���	 G=,=H 0	5�	 :���:����9 � 2	�0�(

M+
dU

dθ
· Z
)
·ω = 0. G=,>H

?�	 ��������	 �	.5�	 �-:	.��9� �. .@
	'	 ����	��ω7 /�	 �	�0	5�	
��.�7 � �	.9�	 ��.�

M = −ZT (θ) · dU
dθ

+ f (θ,ω)×ω, G=,3H

'�� f (θ,ω) O :�	���	.9�� 2����� ����	�	� θ � ω,
�����������	 *������������ ����� M �� ������� � �#������

���� �  ������ ���� � ������ ����� θ � ������ ����� ��������
5���+���� ��� � �#���� ������ M (θ) ����� ���

M (θ) = −ZT (θ) · dU (θ)

dθ
. G=,*)H

2 B %7�������� �,��"%�#��/ �2(��,��/ 8��2=�� �� %�2&�,� �0
 % ,("#��� �
	
 �����
�	�� �	
��



�+* ����� '� /��
�	�����$ �!����	


���������	 &�.@/���� � 	:����.���� �	����������	'	 0	0���� �.�'���
0	'	7 �����A�'	 	� ��	�	���7 	:����-����� �.���@A�0� 	
��	��.9����0�,
*,  0���	 �-��5���� G=,3H �.����� �� 	:����.��� G=,>H, (, &�.@/���� �.�'��
�0	'	 f (θ,ω)×ω �� :��:������� �	1������@ D���'��, 6, &�.@/���� D�	'	
�.�'��0	'	7 '�� f (θ,ω) �.����� :	��0��9 ��� 2�����	��. 	� ����	�	� :	�
�	�	�� � �'.	�	� ��	�	���7 ���� �	�0	5�	��9 /����/�	 �/���9 ������	��-�
��	����� �:��'	'	 	��	����,

4. :�����/����1 ��.�� ��5�-0� 	���-��@�� /����-� �.�/�� :	������
�.� U(θ), ����0	���0 ��� :��0���, ��.� :	������.9�� 2����� �0��� ���
��	��	:�	� 2������ ����	�� :	�	�	��3

U(θ) = U(θ2) = U(θ · θ),
�	 �� �-��5���� G=,*)H � G(,*63H �.�����7 /�	

M (θ) = −2
dU(θ2)

d(θ2)
θ.

��.� :	������.9�� 2����� �0��� :�	����F�@ 2	�0� U (θ) = Ck · θ7
'�� C = const7 k = const7 |k| = 17 �	 �. 0	0���� :	.�/���� �	����	/�	 �.	5�
�	� �-��5����E

M = −CZT · k = −C

(
k+

1

2
θ× k+

1 − g

θ2
θ× (θ× k)

)
, g =

θ sin θ

2(1− cosθ)
.

�����������	 ����#��� U (θ) �� ������� ��������������� ������
� ��� � ����� k� ���� ��������

U (θ) = U
[
Q (αk) · θ] G=,**H

���������� ��� ���� ��� �� ����� Q (αk)�
�����0 	
A�� ��� ����������.9�	���	��	:�	'	 :	������.�, 4. D�	�

'	 ����0	���0 ��:���-��	 ��22���������0	� ��0�����	 ����	�	� :	�	�	��
Q (α (τ)k)7 '�� τ O :���0��� ��0������, 4. .@
	'	 �� D��1 ����	�	� �	.5�	
��	�.���	��9� ��������� G=,**H, ��	��22���������0 G=,**H :	 :���0����
τ � �/��07 /�	 .��� /���9 ��������� G=,**H �� ������� 	� τ, �	'��

d

dτ
U (Q · θ) = 0 ⇒ dU

dθ′ ·
dθ′

dτ
= 0, θ′ = Q (α (τ)k) · θ. G=,*(H

3 �&,�1� 1�%�,�) �,� ��,�'�#� 2 #,�1�0� (,1�0��&�) #��-�� 0���&;�� ���"�(�����
8��2=��) &
 �
 ���#��& ���(&; U(θ) = F(θ2)
 B#�(2� % 2��1(' �� 0�'(��2� �,� �"0���$
��� (,1�0��&�% 8��2=�� #�� �(0�/ 8��2=�� ��7��� ��',(���&�� �,�-��� ���"�(�����

�����	�� �	
��



'��� 1���
��	����$ ����	 �+	

 �:	.9�� ��������� �����	�� G(,3+H7 :	.�/��0

dθ′

dτ
=
dα

dτ
k× θ′. G=,*6H

�	�����. D�	 �-��5���� � G=,*(H � :����0�

α
∣∣
τ=0

= 0,
dα (τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

�= 0, G=,*8H

:��1	��0 � �-�	��47 /�	 ����������.9�	���	��	:�-� :	������. �	.5�� ��	�
�.���	���9 ��.	��@

dU

dθ
· (k× θ) = 0 ⇒ dU

dθ
= ϕk+ψθ, G=,*+H

'�� ϕ � ψ O ���	�	�-� ���.��-� 2������, �0�	5� :	�.����� ��������	
���.��	 �� dθ7 :	.�/��0

dU =
dU

dθ
· dθ = ϕd (k · θ) + 1

2
ψd
(
θ2
)
.

 � :	�.����'	 ��������� ����07 /�	 ����������.9�	���	��	:�-� :	������
�. ���9 2����� ���1 ��'�0���	�

U (θ) = U
(
k · θ, θ2) . G=,*;H

& �.�/�� ����������.9�	���	��	:�	'	 :	������.�7 �-��5���� �. 0	0���
�� �0��� ���

M (θ) = −2
∂U

∂ (θ2)
θ−

∂U

∂ (k · θ) Z
T · k. G=,*=H

"�0���0 	/�����-� �	5������7 �:�����.��-� �. .@
	'	 ����	�� aE(
E−Q (θ)

) · θ =
(
E−QT

) · θ = 0 ⇒ (a− a′) · θ = 0, a′ = Q · a.
4 ��#�&(%��� %7,(-���� �	
��� %� %&�,�� �,(%����� �	
���) �����(�0 �,(%�����

dU

dθ′ ·
(
k× θ′) dα

dτ
= 0, θ′ = Q (α (τ)k) · θ,

2�&�,�� #��-�� %7�����&;�� �,� �.�7' α) % &�0 ����� � �,� α(0) = 0
 ���(1(� τ = 0)
�,�'�#�0 2 �,(%����.

dU

dθ
· (k× θ) dα

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= 0,

�" 2�&�,�1� �,� %7�������� %&�,�1� ����%�� �	
�+� ���#��& ��,%�� �,(%����� �	
���
 �����
�	�� �	
��
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� �/��	0 D��1 �	5�����7 � ���5� �	5������ QT · ZT = Z � ������
���� G=,*=H7 �0��0 (

E−QT (θ)
) ·M =

∂U

∂ (k · θ) k× θ.

�0�	5�� D�	 ��������	 ���.��	 �� k7 :	.�/�0

(k− k′) ·M = 0. G=,*>H

�	�.����� ��������	 �:�����.��	 �. .@
	'	 ����������.9�	���	��	:�	'	
:	������.�, & �.�/�� ��	��	:�	'	 :	������.�7 ��������	 G=,*>H �:�����.��	
�. .@
	'	 ����	��,  �	'�� ��������	 G=,*>H �0��� 	/��9 ��5�	� ���/���� O
�0,7 ��:��0��7 �����. =,=,

�,�� @���� 
����7���) �� �������
� �������
 $�
�����

�	��	.9�� �	�0�A���-� ����	�- :	�	�	�� �� �	.5�- �-1	���9 �� :���
��.- �	
������	 	��	'	��.9�	� '��::-7 �	 D�	 ��.�'��� 	:����.���-� 	'���
��/��� �� ��@ ��1���� 0��	�� �	�0�A����, ��A������� ����	.9�	 �:	�	
	�
�	�0�A��� ����	�	� :	�	�	��, "��� �� ��1 ��.	5�� � S+3T, <���9 
���� ���
:	.9�	���� ���'� ��1����7 	��	����� �� �	0 2����7 /�	 ����	�- :	�	�	��
�.@�� D.�0����0� .�����	'	 :�	��������� � �� �1 �	�0�A��� ������1
	'����/���� �� ��.�'����,

����	�- :	�	�	�� :	�/��@�� 	'����/���0

Q ·QT = QT ·Q = E, detQ = +1. G=,*3H

&	�0�A���-� ����	� :	�	�	�� Qε ���5� �	.5�� :	�/���9� D��0 	'���
��/���0, & 	�.�/�� 	� ����	�	� :	�	�	��7 ����	�- :	�	�	�� �� �0�@� 	'���
��/����7 :	�	
�-1 G=,*3H, ����0 	
���	07 �	�0�A���-� ����	� :	�	�	��
0	5�	 	:����.��9 ���

θε = θ0 + εϕ, |ε|  1, G=,()H

'�� θ0 O ���	�0�A���-� ����	� :	�	�	��7 � ����	� ϕ ���-����� :���	�
��������� ����	�� :	�	�	��,

&	�0�A���-� ����	� :	�	�	�� 0	5�	 �����7 �	�:	.9�	���F��9 2	�0�.��
0� G(,63HMG(,8*HE

Qε = expRε = exp (θε × E) . G=,(*H

�	'�� �������� G=,*3H ��	�.���	�@�� ����	�	0 Qε :�� .@
-1 ����	�
��1 θε, ����0��� ε �.����� ����0�������9 ��� ��������0�@ :���0����@,



'�0� @�	� ���)7���$ �� �����	�� 	���
�  �
	� �+6

& ���	0 �.�/��7 :	 ���.	'�� � �'.	�-0� ��	�	��0�7 0	5�	 ������ � ����
�0	������ .���@ � :����@ ��	�	��� �	�0�A���7 �		����������	 ηε � ζεE

∂

∂ε
Qε = ηε ×Qε,

∂

∂ε
Qε = Qε × ζε, ηε = Qε · ζε. G=,((H

&	�0�A���-� �'.	�-� ��	�	��� ��1	��� �� ��������� �����	�� G(,>)H7
G(,>*HE

Q̇ε =ωε ×Qε, Q̇ε = Qε ×Ωε, ωε = Qε ·Ωε. G=,(6H

&-:��-�� ��.	�� ����'�����0	��� G=,((H � G=,(6H7 :��1	��0 � �������
��0 ��������- �������5E

∂

∂ε
ωε = η̇ε + ηε ×ωε,

∂

∂ε
Ωε = ζ̇ε − ζε ×Ωε. G=,(8H

4. ��	�	���� �	�0�A��� �0��0 2	�0�.- ���.	'�/�-� G(,*8+H7 G(,*8;HE

ηε = Z−1 (θε) · ∂θε
∂ε

= Z−1
ε ·ϕ, ζε = Z−T (θε) · ∂θε

∂ε
= Z−T

ε ·ϕ. G=,(+H

�	'.���	 ��������0 G(,*8+H7 G(,*8;H7 �	�0�A���-� �'.	�-� ��	�	��� ���
1	��� :	 2	�0�.�0

ωε = Z−1
ε · θ̇ε, Ωε = Z−T

ε · θ̇ε.
��.� ���	�0�A���-� ����	� :	�	�	�� θ0 �� ������� 	� ���0��� G:	.	5��

��� ����	����H7 �	

ωε = εZ
−1
ε · ϕ̇, Ωε = εZ

−T
ε · ϕ̇. G=,(;H

����9 ���� 2����� f (ε, t), &�.�/���

f∗ (t) =
∂f (ε, t)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

G=,(=H

���-����� :���	� ��������� 2������ f (ε, t),
4. :���-1 �������� ����	�� :	�	�	�� � .��-1 ��	�	���� �	'.���	 G=,((H7

G=,(8H7 G=,(+H � G=,(;H :	.�/�0

Q∗ = η0 ×Q0, η0 = Z−1
0 ·ϕ, ω∗ = η̇0 + η0 ×ω0, G=,(>H

'�� ������	0 0 	�0�/��- ���	�0�A���-� ��.�/��-7 η0 = ηε
∣∣
ε=0
,6

5 @7%�# �,(%����/ �&,�2&�,7 �(,&(�( 0�-�� �(/&� % #���&�/ 1�(%� � �0
 ,("#�� ��
�

�����	�� �	
��

6 �&,�1� 1�%�,�) %�2&�, η0 ���;"� �("%(&; ��%�"0�:����/ %�������/ � �� '(,(2&�$
,�"��& �2�,��&; %�"0�:����
 !0���� ��C&�0� #(���� ���"�(����� �,�%�#��� �&#��;��

�����	�� �	
��
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���.	'�/�-� 2	�0�.- �:�����.��- �. :���-1 ��	�	����E

Q∗ = Q0 × ζ0, ζ0 = Z−T
0 ·ϕ, Ω∗ = ζ̇0 − ζ0 ×Ω0, G=,(3H

'�� ��:	.9�	���	 	
	���/���� ζ0 = ζε
∣∣
ε=0
,

��.� �	�0�A��� ���.��-��@�� �� ����	����-� G�����/�����H �	��	�
��7 �	 ω0 = Ω0 = 0,  �:	.9�� 2	�0�.- G=,()H7 G=,(;HMG=,(3H7 0	5�	 :	.��
/��9 2	�0�.- �. :���	� �������� 0	��. ����	�� :	�	�	�� θε =

√
θε · θε E

θ∗ =
1

θ0
θ0 ·ϕ =

1

θ0
θ0 · η0 =

1

θ0
θ0 · ζ0. G=,6)H

���	�7 ��.	5���-� � ����	0 �����.�7 
���� ��:	.9�	���9� � :	�������
.� =,+,8 :�� ���.��	����� ���	�/��	��� ��'�.��	� :�������� �����	��.9�	'	
	���..�	��7 � �����.� =,= :�� ���.��	����� ���	�/��	��� :	.	5���� ����	�
���� �����	��.9�	'	 	���..�	�� :�� �������� �� ��'	 ���F��'	 0	0����7
� ���5� � :	�.���@A�1 '.���1 ���'�,

�,�� 6��
����� �
������ �
�������!���� ��%��������

���������0 ��
� �.���@A�@ �������@, ����9 ��� �	���� ����5��97 ����
:	.	5���-� ��	.9 	��� k, ����9 �'	 ��5��� �	��� �����:.�� 	� �0�A����
� ��:	���5�	� �	/�� O7 �	�	��@ :��0�0 �� ��/�.	 � �������.9�	� �����0�
	��/���, ����97 ���	���7 ����0�������0-� �		
��5��0-� ����5��9 ����5��
����� 	� :	�	�	�	� �:��'�0 	��	�����0 G���, =,*H, �	'�� ����5��9 ��:����
.�� �������.9�	 � �� :	������ �	���' ��	�� 	��7 �:��'	� 	��	����� �/������
� ����2	�0��	����-0, ������0 ��:��9 �� �		
��5��0-� ����5��9 �����	�
��.	 :�	���	.9�	'	 ����, �	'�� �		
��5��0-� ����5��9 ������ ���	� 0����
���.9�	� 	�9@ � ��.�7 ��A�0.���	� � �:��'	� 	��	�����, �	.	5���� ��.�7
:�� �	�	�	0 �:��'	� 	��	����� �� ��2	�0��	���	7 
���0 ���-���9 	��/���
�-0, ����	� ������� ��.� � 	��/���	0 :	.	5����7 �-/��.���-� 	��	����.9�
�	 ��:	���5�	� �	/�� O7 
���0 	
	���/��9 ��0�	.	0 Θ, ����	� Θ ��00���
��/�� � :	.	5���.9�	 	:����.��, &���	� �������.� k �� 	
��� �	�:����9 �
'.���	� 	�9@Θ, ������� ���	'	 �	�� �	������� � ����0��� �������	��F���
�-1 ������2�', ��� ���.��	����� ����0��� ������2�' �0���	 �����	'	 ��.�
��5�	 ����0�������9 '��	����7 /�	7 �	��/�	7 ��	��� ���	�	�-� ��1��/�����
��.	5����7 �	 � ����	0 �.�/�� D�� ��.	5���� �	���F���	 ��.�F��,

����	� ������� ��.�7 �-/��.���-� 	��	����.9�	 ��:	���5�	� �	/�� O7
0	5�	 :���������9 � ����

Θ = Θ1d1 ⊗ d1 +Θ2d2 ⊗ d2 +Θ3d3 ⊗ d3, G=,6*H



'��� 6
������� �������� 	��
�	����� �!����	
� ���

O

k

��,�1��
����%(���

9��
 	
�
 G%�,#�� &��� �( ��,�1�0 ����%(���

'�� Θi > 0 O '.���-� 0	0���- �������7 � �����/�-� ����	�- di 	:����.@�
��:���.��� '.���-1 	��� �������,

&�5�	� ���/���� �0��� �.�/�� ����������.9�	���	��	:�	'	 ����	�� �����
��� � 	�9@ ��	��	:�� k, & D�	0 �.�/�� ����	� Θ �0��� ���

Θ = Θ1 (E− k⊗ k) +Θ3k⊗ k, d3 = k, Θ1 = Θ2, G=,6(H

'�� Θ17 Θ3 O D����	���.9�-� � 	���	� 0	0���- �������7 �-/��.���-� 	��	�
����.9�	 	���7 :�	1	�A�1 /���� ��:	���5��@ �	/�� O,

�	.	5���� ��.� � 0	0��� ���0��� t ���-����� �����.9�-0 :	.	5����
�0 ��.�, 4��5���� ��.� 0	5�	 	:��-���9 .�
	 :	�������	0 ����	�� :	�	�	�
�� P (t)7 .�
	 � :	0	A9@ ����	�� :	�	�	�� θ (t)E

P (t) = Q (θ (t)) .

& �����.9�	0 :	.	5���� ��.�7 �, �, � :	.	5���� ��.� � ����-� 0	0���
���0���7 ����	� ������� Θt ��1	���� :	 2	�0�.�

Θt = P (t) ·Θ ·PT (t) . G=,66H

��.� ����	� Θ O ����������.9�	���	��	:�-�7 :���-��A�@ 2	�0�.�
0	5�	 :������� � ����

Θt = Θ1 (E− k′ ⊗ k′) +Θ3k
′ ⊗ k′, k′ = P · k. G=,68H
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������/����� 0	0��� ��.� 0	5�	 :���������9 � ���1 2	�0�1,  �:	.9��
.���@ �'.	��@ ��	�	��97 :	.�/��0

L = P ·Θ ·PT ·ω = Θ1ω+ (Θ3 −Θ1) (k
′ ·ω)k′, G=,6+H

'�� ��	�� /���9 �������� G=,6+H �:�����.��� �	.9�	 � �.�/�� ������
�����.9�	���	��	:�	'	 ����	�� �������, � ��:	.9�	�����0 :���	� �'.	�	�
��	�	��� ������/����� 0	0��� ��:��-����� ���E

L = P ·Θ ·Ω = P · [Θ1Ω + (Θ3 −Θ1) (k ·Ω)k
]
. G=,6;H

<�0���07 /�	 � ��.� �		��	F��� 0�5�� �'.	�-0� ��	�	��0�ω = P·Ω
�0��� 0���	 ��������	

k′ ·ω = k ·Ω. G=,6=H

&��F��� 0	0��� M7 �������@A�� �� ��.	7 0	5�	 :���������9 � ����
��00-E

M = Me +Mext,

'��Me O ������ �:��'	'	 	��	����7Mext O �	:	.����.9�-� ���F��� 0	�
0���, �:��'�� 0	0���Me �/������ :	����	��-0 :	������.9�-0 0	0���	0,
& D�	0 �.�/��7 �	'.���	 	:����.���@ G=,*)H7 �:��'�� 0	0��� 0	5�	 :�������
���9 � ����

Me = −ZT (θ) · dU(θ)
dθ

, G=,6>H

'�� ���.��� 2����� U(θ) ���-����� �:��'	� D���'���,
& ��.9���F�0 �:��'	� 	��	����� �/������ ����������.9�	���	��	:�-0,

& D�	0 �.�/�� �-��5���� �. �:��'	'	 0	0���� �:�	A���� � :����0���
��� G=,*=HE

Me = −2
∂U

∂ (θ2)
θ −

∂U

∂ (k · θ) Z
T · k, U = U

(
k · θ, θ2). G=,63H

& ��.9���F�0 
���0 �/����97 /�	 �������� D���'� U �.��� :	.	�
5���.9�	 	:����.���	�E

a · ∂
2U

∂θ∂θ
· a > 0, ∀a : |a| �= 0. G=,8)H

& �.�/�� ����������.9�	���	��	:�	'	 	��	����

∂2U

∂θ∂θ
= 2

∂U

∂ (θ2)
E+ 2

∂2U

∂ (θ2) ∂ (k · θ) (θ⊗ k+ k⊗ θ)+

+ 4
∂2U

∂ (θ2) ∂ (θ2)
θ⊗ θ+

∂2U

∂ (k · θ) ∂ (k · θ) k⊗ k.

G=,8*H



'��� 6
������� �������� 	��
�	����� �!����	
� ���

����:�F�0 �-��5���� G=,63H �. �:��'	'	 0	0���� � 2	�0�

Me (θ) = −C
(
θ2,k · θ)θ −D

(
θ2,k · θ)ZT (θ) · k, G=,8(H

'��

C = 2
∂

∂ (θ2)
U
(
θ2,k · θ) , D =

∂

∂ (k · θ)U
(
θ2,k · θ) . G=,86H

����0	���0 �	�0	5�	� �-��5���� �. �:��'	� D���'��7 ��	�.���	�@�
A�� 	'����/���@ G=,8)H7 ��:��0��

U =
1

2

α2C1θ
2

α2 − θ2 + (k · θ)2 +
1

2

β2 (C3 − C1) (k · θ)2
β2 − (k · θ)2 , G=,88H

'�� C1 > 0 � C3 > 0 O �.@�� :	��	��-0�7 :��/�0 C1 ���-����� 5����
�	��9@ �� ��'�
7 � C3 O 5����	��9@ �� ���/����, �	��	��-� α2 � β2 �.

	.9F������ ���.9�-1 	:	� 	��	����.9�	 0�.-E α2 ∼ 0, 17 β2 ∼ 0, 1, ��.�
:���0���- α2 � β2 �����0��9 � 
���	��/�	��� G0'��� 	:	�-H7 �	 :	.�/�0
:�	����F�@ 2	�0� �:��'	� D���'��

U =
1

2
C1

(
θ2 − (k · θ)2

)
+
1

2
C3 (k · θ)2 . G=,8+H

& D�	0 �.�/�� �:��'�� 0	0��� G=,8(H :����0��� ���

Me (θ) = −C1θ− (C3 − C1) (k · θ)ZT (θ) · k. G=,8;H

&��F��� 0	0��� Mext :��������0 � ���� ��:��:	����� :	������.9�	� �
��:	������.9�	� /�����E

Mext = −ZT (θ) · dV(θ)
dθ

+Mex. G=,8=H

<���9 :���	� �.�'��0	�7 �	'.���	 G=,*)H7 	:��-���� :	������.9��@ /���9
���F��'	 0	0����7 :��/�0 V(θ) O :	������. ���F��'	 �	��������,

&�	�	� ���	� ����0��� ?�.��� 0	5�	 :���������9 � ���1 D�����.����-1
2	�0�1, <�:���� ���������

L̇ = M

/���� .���@ �'.	��@ ��	�	��97 :	.�/�0E[
P (θ) ·Θ ·PT (θ) ·ω]· + ZT (θ) · d (U+ V)

dθ
= Mex. G=,8>H

4	:	.��� D�	 ��������� .��-0 ���������0 �����	�� G(,*8+H

θ̇ =ω−
1

2
θ×ω+

1 − g

θ2
θ× (θ×ω) , g =

θ sin θ

2(1− cosθ)
, G=,83H



��+ ����� '� /��
�	�����$ �!����	


:����0 � 	
A�� 0	��.� �����	��.9�	'	 	���..�	��, � ��:	.9�	�����0 :���
�	� �'.	�	� ��	�	��� ����� 0	��.9 	:��-����� ���������0 ����0���

Θ · Ω̇+Ω×Θ ·Ω+ Z (θ) · d (U+ V)

dθ
= PT (θ) ·Mex G=,+)H

� �	�	��:�	��� � :���-0 ���������0 �����	�� G(,*8;H

θ̇ =Ω +
1

2
θ×Ω+

1 − g

θ2
θ× (θ×Ω) , g =

θ sin θ

2(1 − cosθ)
. G=,+*H

��� �-�	�� �������� G=,+)H ��:	.9�	��.��9 �������� G=,6;H7 G=,6>H7
G=,8=H � �	5�����	

(P ·Θ ·Ω)· = P ·
(
Θ · Ω̇ +Ω×Θ ·Ω

)
.

 ���7 :���.	5��� 	
A� 0	��.9 �����	��.9�	'	 	���..�	��, ����0��
��/���� 2	�0�.��	��� ����/� :�������.��� ��������0� G=,8>H7 G=,83H �.�
����	��.9�-0� �0 ��������0� G=,+)H7 G=,+*H, �.����� 	�0����97 /�	 0	��.9
�����	��.9�	'	 	���..�	�� :�������.��� � ���0���1 ����������-1 :���0���
�-1E ����	�� :	�	�	�� � ����	�� �'.	�	� ��	�	���, & /����	���7 � ��:	.9�
�	�����0 ����	�� :	�	�	�� ������ � ����0	������ :	������.9�-� 0	0���,
&�5�	� �	��	�����	 :�������.���-1 �-F� ��������� �	��	�� � �	07 /�	 	��
�	���5�� �	.9�	 :���-� :�	���	��-� ���������-1 ����	�	�, �	D�	0� �. �1
��F��� 0	5�	 ��:	.9�	���9 ���������-� 0��	�- /��.���	'	 ���.���,

��� ���/���� ��	���� �����	��.9�	'	 	���..�	�� ���F��� 0	0��� 0	5�
�	 �/����9 ����-0 ��.@EMext = 0, & D�	0 �.�/�� �������� ����0��� G=,8>H
� G=,+)H :����0�@� ���[

P (θ) ·Θ ·PT (θ) ·ω]· + ZT (θ) · dU
dθ

= 0, G=,+(H

Θ · Ω̇+Ω×Θ ·Ω+ Z (θ) · dU
dθ

= 0. G=,+6H

& ���	� 2	�0� 0	��.9 �����	��.9�	'	 	���..�	�� �0��� 0�	5����	 ��5�
�-1 ��1��/����1 :��.	5����, ?�� 0	��.9 
���� 	�	
���	 :	.���� :�� ���.��
�	����� 0���	0��F��
�-1 �.���� �� 	��	�� :�����:	� �.����/���	� 0�1��
����, ��:��0��7 � S;)T :	�����	7 /�	 1	�	F	 �������-� �������� �.����M
�	��	�� � B�����'��� 0	'�� 
-�9 �-�����- :���0 :��0����� D�	� 0	��.�
� ����� .	��� ��.9����7,

7 @7%�# �,(%����/ ���/�(IX�,#��( � W,�#��1�,( ��&�0 �,�0������ 0�#��� &%�,#�$
&��;��1� ��=����&�,( 2 �,�#� ��,#( ���;%��( �"��-�� % ,("#��� ��
+
 �����	�� �	
��



'��� �
�	�$?�� ����� 	��
�	����� �!����	
� ���

�,�"  �����)?�� �����! �
�������!���� ��%��������

����0	���0 :�	����F�@ ����/� 	 ���5���� �����	'	 ��.� � F��	�-0
����	�	0 ������� �� ��	��	:�	� �:��'	� 	:	��E

Θ = ΘE, U = u
(
θ2
)
,

d

dθ
U = 2

du(θ2)

d (θ2)
θ = C(θ2)θ. G=,+8H

��	0� �	'	7 �����0 0	0��� ���	'	 �����E

Mex = −bω, b = const ≥ 0. G=,++H

& D�	0 �.�/�� 	��	��-� �������� G=,+)H7 G=,+*H :��0�� ���

Θ Ω̇+ bΩ + C
(
θ2
)
θ = 0,

θ̇ =Ω+
1

2
θ×Ω +

1 − g

θ2
θ× (θ×Ω) , g =

θ sin θ

2 (1− cosθ)
.

G=,+;H

�0�	5�� :���	� ��������� G=,+;H �� ����	� P (θ) �.���7 :	.�/�0

Θ ω̇+ bω+ C
(
θ2
)
θ = 0. G=,+=H

��� �-�	�� �������� G=,+=H �/���	 �	5�����	

P · Ω̇ = (P ·Ω)· − Ṗ ·Ω = ω̇− (P×Ω) ·Ω = ω̇.

��������� G=,+=H D�����.����	 :���	0� ��������@ G=,+;H, "����	7 ��.��

���� :	�����	7 /�	 �	�0����	� ��F���� D��1 ��������� :	��	.�� :	.�/��9
��������.9�-� ����.9���,

"/�����	7 /�	 ���0	�� �� :����-� �:�	A���7 �������� ���5���
�	����	/�	 �.	5�-, & �.�/�� :.	���1 �	.�
���� �����0� ��������� �:�	A��
���, 4��������.9�	7 ��	�	� ��������� G=,+;H ��	�.���	����7 ��.� ����	�
:	�	�	�� � �'.	�� ��	�	��9 �����- �		��	F����0

ω =Ω = θ̇, θ×Ω = 0.

�	'�� :���	� ��������� G=,+;H :���	���� � ����

Θ θ̈+ bθ̇+ C
(
θ2
)
θ = 0. G=,+>H

��� D�	0 ��/�.9�-� ��.	�� �. �������� G=,+>H �-'.�� ���E

θ (0) = θ0, Ω (0) =Ω0, θ0 ×Ω0 = 0.

?�� ����/� 0	5�	 ���.��	���9 
�� ����1�.�
	 �����������, 4�.�� 	
���
��0 ��F���� �����0- ��������� G=,+;H � 
	.�� 	
A�0 �.�/��,



��* ����� '� /��
�	�����$ �!����	


�2���� ���  �*� ��$ !��"��H � �������$ �� ����" 0$��	�

�	:�	
��0 ���.��	���9 �����0� G=,+;H �	�:	.9�	���F��9 �����0	� �'.	�
?�.���, ����	� :	�	�	�� 0	5�	 :���������9 � 2	�0� G(,;*HE

P (θ) = Q (ψk) ·Q (ϑp) ·Q (ϕk) =

= Q (ϑp′) ·Q (ψk) ·Q (ϕk) = Q (ϑp′) ·Q (βk) ,
G=,+3H

'��
β = ϕ+ψ, p′ = Q (ψk) · p, k · p = k · p′ = 0. G=,;)H

#��� �'.	�� ��	�	��9 	:����.��� �-��5����0

ω =
(
ψ̇+ ϕ̇ cos ϑ

)
k+ ϑ̇p′ + ϕ̇ sin ϑp′ × k, G=,;*H

:	.�/���-0 � :	0	A9@ 2	�0�. G(,*=+H7 G(,*=;H, �	������� �-��5��� G(,=;H7
G=,+3H7 G=,;*H � ��������� G=,+=H7 :	.�/�0

Θ
(
ψ̇+ ϕ̇ cos ϑ

)·
+ b

(
ψ̇+ ϕ̇ cos ϑ

)
+
C
(
θ2
)
θ

2 sin θ
sinβ (1+ cos ϑ) = 0,

Θ
(
ϑ̈+ ψ̇ϕ̇ sin ϑ

)
+ bϑ̇+

C
(
θ2
)
θ

2 sin θ
sinϑ (1+ cosβ) = 0,

Θ
(
(ϕ̇ sinϑ)· − ψ̇ϑ̇

)
+ bϕ̇ sin ϑ+

C
(
θ2
)
θ

2 sinθ
sinβ sin ϑ = 0.

G=,;(H

& �	:	.����� � D�	� �����0� � :	0	A9@ 2	�0�. G(,=+H � G=,;)H :	.�/�0
��������� ����E

1+ 2 cosθ = cos ϑ+ cosβ+ cos ϑ cosβ. G=,;6H

<�0���07 /�	 �� ��� .�'�	 ����� 	
A�� ��F���� ��������� G=,;(H, �	�
������.9�	7 /�	 :�� �-�	�� G=,;(H 0- �	�:	.9�	��.��9 �:��	��-0 :��������
.����0 �. ����	�� :	�	�	�� G=,+3H, "�	 �	:����0	7 ����	 ��� �	���F���	
:����.9�	� �.��� �����0� G=,;(H7 G=,;6H, �	5�	 
-.	 
- �	�:	.9�	���9�
���	��.�
	 ���'	� �����0	� �'.	�7 �	 ����0���-0 	���.� 
- �:��	��-� 1��
������ �-
	�� :�������.��� �. ����	�� :	�	�	��, ��5�� ��0 D�	� �-
	�
�.��� /����-/���	 ��5�-0, �� ��0	0 ��.� � ��5�	� ����/� ����	� :	�	�
�	�� �	.5�� :�������.�9� �	.9�	 � 	��	� 2	�0�7 ��.� 0- 1	��0 :	.�/��9
	
	���0	� ��F����, ?�	 ����������	� :�������.���� �	.5�	 �� �'��-���9�7
� 	:����.�9� � :�	����� ��F��� ����/�,  0���	 D�	 	
��	��.9���	 :	��
/������.	�9 � F���	� '.���, ��0 �-
	� :�������.��� �. ����	�� :	�	�	��



'��� �
�	�$?�� ����� 	��
�	����� �!����	
� ��	

	:����..� ���	����0 ����'��.� D���'��, 4. ����0�������0	� ��0� ���
���0- G=,+;H ����'��.� D���'�� ���, "����	7 ��A�����@� ����'��.- ���'	'	
��:�,

�2��� ���"��H � �������$ �� � !��'������� �����	� !���	���

�	��5�07 ��� ����'������� �����0� G=,+;H, 4. D�	'	 �	�:	.9���0�
���������0 G=,+=H7 �	�	�	�7 ��� 	�0�/�.	�9 �-F�7 D�����.����	 :���	0�
��������@ G=,+;H,  � :���	'	 �������� G=,+;H � �������� G=,+=H �.�����

Θ (ω−Ω)·+b (ω−Ω) = 0 ⇒ ω−Ω = (ω0 −Ω0) exp

(
−
bt

Θ

)
, G=,;8H

'��ω0 �Ω0 O ��/�.9�-� �'.	�-� ��	�	���, &-��5���� G=,;8H �	���5�� ���
����'��.�, ��:��9 ��5�	 ����0	����9 ��� �.�/�8E

a) ω0 −Ω0 = 0, b) ω0 −Ω0 = |ω0 −Ω0| e �= 0.

& :���	0 �.�/�� ��F���� D.�0������	7 :	��	.9�� 0- �0��0 ��.	 � :.	��
��0� �	.�
���0� 	���..�	��, 4��������.9�	7 � :���	0 �.�/�� �� G=,;8H
�.�����7 /�	

ω =Ω ⇒ Ω× θ = 0.

�	�.����� 2��� .�'�	 �	���-�����9 � :	0	A9@ �		��	F���� G(,*8+H �
G(,*8;H, ?�	� ����.9��� ������/�� �.�/�@ G=,+>H,

�	.�� ��������� �. ���.��	���� �.�/�� b), &	�:	.9�	���F��9 �������
��0� G(,*+)H7 G(,*+*H7 �-:�F�0 ����0���/����� ��������7 � :	0	A9@ �	�	�
�-1 :�	���	��� θ̇ �-��5���� /���� .���@ω � :����@Ω �'.	�-� ��	�	���E

θ̇ =ω−
1

2
θ×ω+

1 − g

θ2
θ× (θ×ω) =Ω+

1

2
θ×Ω+

1− g

θ2
θ× (θ×Ω).

 � :	�.����'	 ��������� :	.�/��0 �	5�����	

ω−Ω +
1− g

θ2
θ× (θ× (ω−Ω)) =

1

2
θ× (Ω +ω). G=,;+H

8 Y�,0��() �,�%�#���(� % ����(� o� %%�#�& % ,(��0�&,���� �#�����7/ %�2&�, e) ��,�$
#���.:�/ �(�,(%����� ,("���&� %�2&�,�% ω0 −Ω0
 ?( �����;"�%(��� C&�1� �#������1�
%�2&�,( ����%(� �,�#�(1(�07/ 0�&�# ,�<���� "(#(��
 >��� %�2&�,7ω0 �Ω0 ,(%�7) &� &($
2�/ �#�����7/ %�2&�, e %%��&� ��%�"0�-��
 ��C&�0� �,�'�#�&�� �&#��;�� ,(��0(&,�%(&;
����(/ e�
 �����	�� �	
��

9 �,(%(� � ��%(� �1��%7� �2�,��&� ��%�(#(.& &��;2� % ����(� %,(:���� %�2,�1 8�2$
��,�%(���/ ���
 ?� % C&�0 ����(� %�2&�, ��%�,�&( �(�,(%��� �� ��� %,(:����) &
 �
 �($
�,(%����� %�2&�,( ��%�,�&( � �1��%7' �2�,��&�/ ��%�(#(.&
 �����	�� �	
��



��� ����� '� /��
�	�����$ �!����	


�����-�� ����9 ��	��	� ����	��	� :�	���������7 :	.�/��0

θ× (θ× (ω−Ω)) = θθ · (ω −Ω) − θ2(ω −Ω).

����	� �.�'��0	� � :���	� /���� ����	 ��.@7 ��� ���

θ ·ω = θ ·P ·Ω = θ ·Ω, θ ·P = θ.

� �/��	0 �������	'	 ��������	 G=,;+H :���:��-����� � ����

g (θ) (ω−Ω) =
1

2
θ× (ω+Ω) .

�����0� �	 ���0���� ����'��. G=,;8H7 :	.�/��0

g (θ) exp

(
−
bt

Θ

)
(ω0 −Ω0) =

1

2
θ× (ω+Ω) .

4�.��7 �	�:	.9�	���F��9 G(,*6;H7 G(,*6=H � G(,*88H7 0	5�	 �-����� �	5���
���	

1

2
θ× (ω+Ω) =

sin θ

θ
θ× θ̇,

� �/��	0 �	�	�	'	 :��������	� �-F� �		��	F���� :���:��-����� � 2	�0�

2 (1− cosθ)

θ2
θ× θ̇ = (ω0 −Ω0) exp

(
−
bt

Θ

)
. G=,;;H

 � �������� G=,;;H �.����� �A� 	��� ����'��.E

θ (t) · (ω0 −Ω0) = 0 ⇒ θ (t) · e = 0, G=,;=H

'�� ��:���.���� �����/�	'	 ����	�� e 	:����.��� 2	�0�.	�

e = (ω0 −Ω0) / |ω0 −Ω0| .

 ���7 :	.�/�.� ��5�-� �-�	� 	 �	07 /�	 ����	� :	�	�	�� θ .�5�� �
:.	��	���7 	��	'	��.9�	� ����	�� e, #@
	� ����	�7 � �	0 /��.� � ����	�
:	�	�	�� θ (t)7 .�5�A�� � :.	��	���7 	��	'	��.9�	� ����	�� e7 0	5�	 :����
������9 � ����

θ (t) = θ (t)Q (ψ(t)e) ·m, m = θ0/θ0, m · e = 0, ψ (0) = 0. G=,;>H

 � ��������� G=,;>H :	.�/��0

θ̇ =
θ̇(t)

θ
θ + ψ̇e× θ.



'��� �
�	�$?�� ����� 	��
�	����� �!����	
� ��6

�0�	5� 	
� /���� D�	'	 ��������� ����	��	 �� ����	� θ7 :	.�/��0

θ× θ̇ = ψ̇θ2e. G=,;3H

�	�����. �		��	F���� G=,;3H � ��������� G=,;;H7 � �/��	0 ��/�.9�-1
��.	��� :	.�/��0

ψ̇ =
(1 − cosθ0)ψ̇0
1− cosθ (t)

exp

(
−
bt

Θ

)
, ψ̇0 > 0. G=,=)H

����0 	
���	07 ��.� �������� �'	. :	�	�	�� θ (t)7 �	 �'	. :�������� 0	5�
�	 �����7 :�	����'���	��� �-��5���� G=,=)H, �	.�/�0 ��������� �. ���
1	5���� �'.� :	�	�	�� θ, 4. D�	'	 �-/��.�0 :����@ �'.	��@ ��	�	��97
�	�:	.9�	���F��9 2	�0�.�0� G(,*6=H7 G(,*8;H � G=,;>HE

Ω =
θ̇

θ
θ+

sin θ

θ
ψ̇ e× θ− (1− cosθ) ψ̇ e. G=,=*H

�	������� �-��5���� G=,=*H � :���	� ��������� G=,+;H � �:�	����	��� :	�
.�/��F��� ��������� �� ����	� :	�	�	�� θ7 ����	� e � ����	� e × θ7 :	.��
/�0 ��� ���.��-1 ��������, ��� D�	0 :�	����� �� e � e × θ �.@��
�	5������0� � ��.� G=,=)H, ��	���� �� ����	� θ ���� ��������� �. �'.�
:	�	�	�� θE

Θ θ̈+ bθ̇+

[
C
(
θ2
)
−Θ

sin θ

θ

(
1− cosθ0
1 − cosθ

)2
ψ̇20 exp

(
−
2bt

Θ

)]
θ = 0. G=,=(H

��.� ψ̇0 = 07 �� �������� G=,=(H ��1	��� :.	���� ���5��� 	���..�	�
��, & 	
A�0 �.�/�� ��������� G=,=(H 0	5�	 ���.��	���9 � :	0	A9@ ���������
�-1 0��	�	� ��.�����	� 0�1�����, <�0���07 /�	 ��5� :�� 0�.-1 θ �������
��� G=,=(H �.��� ��.�����-0E

Θ θ̈+ bθ̇+

[
C (0) −Θ

(
θ0

θ

)4
ψ̇20 exp

(
−
2bt

Θ

)]
θ = 0. G=,=6H

& 	�.�/�� 	� �������� G=,=(H7 ��1	���@ �����0� ��������� G=,+;H :��
0�.-1 :	�	�	��17 �, �, :�� |θ|  17 0	5�	 .�������	���9, & D�	0 :�	�.���
	��	 �� :���0�A���� ��:	.9�	���� ����	�� :	�	�	��7 � �� �'.	� ?�.���,
& ����.9���� .����������� :	.�/���� �.���@A�� ��������� 	��	����.9�	
����	�� :	�	�	��E

Θ θ̈+ bθ̇ + C (0)θ = 0. G=,=8H



�*� ����� '� /��
�	�����$ �!����	


�	��5�07 /�	 ��.�����	� ��������� G=,=6H �.����� �� �������� G=,=8H7
��.� :����0���� �	 ���0���� �		��	F���� θ = |θ|, &	�:	.9�	���F��9 :����
����.����0 ����	�� :	�	�	�� � ���� θ = θn7 '�� |n| = 17 �0��0

θ̇ = θ̇n+ θṅ, θ̈ = θ̈n+ 2θ̇ṅ+ θn̈, n · ṅ = 0, n̈ · n = −ṅ · ṅ. G=,=+H

�	�����	��� G=,=+H � ��������� G=,=8H ����(
Θ θ̈+ bθ̇+ Cθ

)
n+

(
2Θ θ̇+ bθ

)
ṅ +Θθn̈ = 0.

�0�	5� D�	 ��������� ���.��	 �� n � ṅ7 :	.�/��0

Θ θ̈+ bθ̇+ (C−Θx)θ = 0,
1

2
Θθẋ+

(
2Θ θ̇+ bθ

)
x = 0, x = ṅ · ṅ. G=,=;H

��/�.9�-� ��.	�� �0�@� ���

x (0) = x0, θ (0) = θ0.

 ���'���� ��	�	� ��������� �����0- G=,=;H � �/��	0 ��/�.9�-1 ��.	���7
:	.�/��0

ẋ

x
+ 4
θ̇

θ
+ 2
b

Θ
= 0 ⇒ xθ4 = x0θ

4
0 exp

(
−
2bt

Θ

)
.

�	�����. �-��5���� �. x � :���	� ��������� G=,=8H7 :��1	��0 � G=,=6H,
����0 	
���	07 ��F���� .�����	'	 �������� G=,=8H 	��	����.9�	 ����	�� θ
	:����.�� �	/�	� ��F���� ��.�����	'	 �������� G=,=6H 	��	����.9�	 ����
.��	� ��.�/��- θ, �	�	
�� ������� �����/���� � � ��� ���'�1 �.�/���,

��.� ������ 	����������7 �, �, b = 07 �	 �������� G=,=)H7 G=,=(H :����0�@�
���

ψ̇ =
(1− cosθ0)ψ̇0
1− cosθ

, Θ

(
θ̈− sin θ

(1 − cosθ0)
2

(1 − cosθ)2
ψ̇20

)
+ C

(
θ2
)
θ = 0. G=,==H

$	� ��	�	� ��������� G=,==H �0��� �.	5�-� ���7 	�	 ����'������� �
����������1 ���������-0 	
���	0, ��	0� �	'	7 �����0� G=,==H �	:������
/����	� ��F����E

θ = θ0 = const, ψ̇ = ψ̇0 = const, ψ̇2 =
C
(
θ20
)
θ0

Θ sinθ0
. G=,=>H

?�	 ��F���� ���-����� ��'�.��	� :���������, ��'�.��� :�������
	��	���� � �.�/�@7 �	'�� 	�9 :	�	�	�� � 	�9 ���A��� ��.� ����0�	 	��	'	�
��.9�-E

θ ·ω = θ ·Ω = 0. G=,=3H



'��� �
�	�$?�� ����� 	��
�	����� �!����	
� �*�

�2���% �	������� ���" ������� 	�9���+ ����*�

%�	
- :	�/������9 ���.�/�� � 0��	��1 ��F��� 	
��5���0	� ����/�7
��:	0��0 ���/�.� ���9 �.����/���	'	 :	�1	��, ��� �.����/���	0 :	�1	��
	
-/�	 ��
	��@� � :���-0� �'.	�-0� ��	�	��0�, ��	0� �	'	7 ��:	.9��@�
����@�.�
	 �����0� :���0���	� �. :�������.��� ����	�� :	�	�	��, ����

	.�� :	:�.��	� �.��� �����0� �'.	� ?�.��� G=,+3H, <�0���07 /�	 �.
�'.	� ψ7 ϑ7 ϕ � ��	�	���� ψ̇7 ϑ̇7 ϕ̇ 0	5�	 ��:	.9�	���9 :�	���	.9�-� ���
/�.9�-� ��.	��7 �	 �	.9�	 � �	0 �.�/��7 ��.� ������ ����� 	
A�� ��F����
��������� G=,;(H, &	�0	5�	 .� D�	 O ���������	,

�	'.���	 �.9���������	0� :	�1	�� :�������.���� ����	�� :	�	�	�� ��
�-
������ �������7 � 	:����.��� � 1	�� ��F��� ����/� � �/��	0 �� �:��
��2�/����1 	�	
���	����, ���	� ��F��� ����/� 	 ���5���� �����	��.9�	'	
	���..�	�� � F��	�-0 ����	�	0 ������� �� ��	��	:�	0 �:��'	0 	��	�����7
:�������.���-� � :	������.� =,+,(7 ��	���� � �	������.9���� �	'	 2����7 /�	
����	� :	�	�	�� � ����	� ����/� 0	5�� 
-�9 :�������.�� � ���� G=,;>H7 '��
�����/�-� ����	�- e � m �0�@� ���90� �:����.9�-� ��� � ��1	��� � :�	�
����� ��F��� ����/�, &-��5����0 G=,;>H �. ����	�� :	�	�	�� 	
��.	�.���
�	:����0	��9 :�������.��� ����	�� :	�	�	�� � �:����.9�	� 2	�0�

P = Q (θ) = Q
[
θQ (ψe) ·m] = Q (ψe) ·Q (θm) ·QT (ψe) , G=,>)H

�	���5�A�� �	.9�	 ��� �'.� θ � ψ, ����0����7 :�������.���� ����	�� :	�	�
�	�� G=,>)H ��.9� ��:	.9�	���9 �. 	:����� :�	���	.9�	'	 ���5��� �����
�	'	 ��.�7 �	 	�	 	/��9 ��	
�	 �. 	:����� �	'	 ���5���7 �	�	�	� �	����
F��� �����	��.9�-� 	���..�	� � F��	�-0 ����	�	0 ������� �� ��	��	:�	0
�:��'	0 	��	�����,

��F����7 �������	� � :	������.� =,+,( � :�������.���	� ����	�	0 :	�	�
�	�� G=,>)H7 �	���5��� � 	
A�0 ��F���� ���������7 :	.�/���-1 :�� �.�����
/���	0 :	�1	��, %�	
- ������9 D�	7 :��0�0 	'����/���� ϕ = −ψ7 �, �, β = 0

� :�������.���� G=,+3H7 � ����.9���� /�'	 ϑ = θ, & D�	0 �.�/�� �����0� G=,;(H7
G=,;6H :���	���� � ����

Θ
(
ψ̇ (1− cosθ)

)·
+ bψ̇ (1− cosθ) = 0,

Θ
(
θ̈− ψ̇2 sin θ

)
+ bθ̇+ C

(
θ2
)
θ = 0,

Θ

([
ψ̇ sin θ

]·
+ ψ̇θ̇

)
+ bψ̇ sinθ = 0.



�*� ����� '� /��
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����	� ��������� D�	� �����0- ���� ����'��. G=,=)H, � �/��	0 :���	�
'	 �������� ����9� ��������� �-:	.���� �	5��������	, ���	���7 ��	�	�
��������� �	�:����� � ���������0 G=,=(H, ����0 	
���	07 �����0� G=,;(H �0��
�� /����	� ��F����7 �	�:���@A�� � ��F����07 :	���	���-0 � ��:	.9�	�����0
����	�� :	�	�	��, "����	 :�� ��:	.9�	����� :�������.��� G=,+3H D�	 ��F��
��� �� :	��	.�� ��	�.���	���9 ���0 ��/�.9�-0 ��.	��07 :	��	.9�� ����	�
�- k � p �0�@� ��:���� ������-� ��:���.��� � k �= e,

�2���) K����+	��+ !	�(�  �+ ���	�����'���� � (���+��	�

����0	���0 ��.	 � ����������.9�	���	��	:�-0 ����	�	0 �������, �:���
'	� 	��	����� ���5� �/������ ����������.9�	���	��	:�-0, 4��5���� 	���.�
.�	�� 	:��-����� ��������0� G=,8>H7 G=,83H � �-��5����0 G=,8(H �. �:���
'	'	 0	0����, ����0 	
���	07 :	����	��� ����/� ��	���� � �.���@A�� ���
���0� ���������E[

Θ1ω+ (Θ3 −Θ1) (k
′ ·ω)k′]· + Cθ+DZT · k = 0, k′ = P · k,

θ̇ =ω−
1

2
θ×ω+

1 − g

θ2
θ× (θ×ω) ,

G=,>*H

'�� 2������ C � D 	:����.@�� 2	�0�.�0� G=,86H, 4	:����07 /�	 /����	�
��F���� �����0- G=,>*H :�������.��� � 2	�0�

θ = ϑp′, p′ = Q (ψk) · p, p · k = 0, P = Q (ϑp′) . G=,>(H

4��5���� G=,>(H ���-����� ��'�.��	� :���������7 ��.�

ϑ = const, ψ̇ = const ⇒ θ̇ = ψ̇k× θ. G=,>6H

& �		��������� � 2	�0�.�0� G(,63H7 G(,*6;H7 .��� �'.	�� ��	�	��9 �0���
���

ω =

[
E+

1 − cosθ

θ2
R+

θ− sin θ

θ3
R2
]
· θ̇, R = θ×E.

� �/��	0 G=,>6H :	�.��� 2	�0�.� :����0��� ���

ω = ψ̇

[
(1− cosθ)

(
k−

k · θ
θ2

θ

)
+

sinθ

θ
k× θ

]
.

�����0� �	 ���0���� �		��	F��� G=,>(H � �	5�����	

(Q · a)× (Q · b) = (detQ)Q · (a× b) , detQ = ±1, G=,>8H



'��� �
�	�$?�� ����� 	��
�	����� �!����	
� �*�

�:�����.��	� �. .@
	'	 	��	'	��.9�	'	 ����	�� Q � :�	���	.9�	� :��-
����	�	� a � b7 	�	�/���.9�	 :	.�/��0

ω = Q (ψk) ·ω0, ω0 = ψ̇
[
(1 − cosϑ)k+ sin ϑk× p

]
= const. G=,>+H

��� ����	 �� G=,>+H7 ����	� �'.	�	� ��	�	��� ω :�������.�� �	
	� :���
�����@ ����	�� ω0 �	���' 	�� k7 	��	'	��.9�	� ����	�� :	�	�	��

θ ·ω = θ ·Ω = 0, k · θ = 0.

���5� :��0�0 	'����/����

D
(
θ2,k · θ)∣∣

k·θ=0 =
∂U
(
θ2,k · θ)
∂ (k · θ)

∣∣∣∣∣
k·θ=0

= 0,

�	�	�	� ��	�.���	���� �. 
	.9F������ ���	� �:��'	� D���'��, �	'��7 ��
:���	'	 �������� G=,>*H �. :���:	.�'��0	'	 ��F��� :	.�/��0

ψ̇2 =
C
(
ϑ2, 0

)
ϑ

sin ϑ
[
Θ3 (1− cos ϑ) +Θ1 cos ϑ

] . G=,>;H

"�0���07 /�	 :�� Θ1 = Θ3 = Θ �-��5���� G=,>;H :���1	��� � G=,=>H,
�������0 � ���.��	����@ ���	�/��	��� ��'�.��	� :�������� �����	�

��.9�	'	 	���..�	��7 �, �, ���	�/��	��� G=,>(HMG=,>;H, & 	
A�0 D�	 �	�	.9�	
����	�0��� :�	����, & ��.1 �'	 �:�	A��� :��0�0

Θ = Θ1 = Θ3, D
(
θ2,k · θ) = 0, C

(
θ2,k · θ) = const. G=,>=H

?�	 	���/���7 /�	 ����	� ������� � �:��'	� 	��	����� �/���@�� ��	�
��	:�-0�, ��� D��1 :���:	.	5���1 �������� ���5��� G=,>*H � �������1
:����0�@� ���

Θ ω̇ε + Cθε = 0, θ̇ε =ωε −
1

2
θε ×ωε +

1− gε
θ2ε

θε × (θε ×ωε) . G=,>>H

&	�0�A���-� ��.�/��- ωε � θε 0	5�	 
-.	 
- :���������9 � ����

ωε =ω+ εη, θε = θ + εϕ, |ε|  1, G=,>3H

'��ω � θ 	:����.@�� ��������0� G=,>(HMG=,>;H, "����	 ���	� �-
	� :���
�	��� � ��������0 � :���0���-0� �	D22�������0� �. η � ϕ, �	D�	0�
.�/F� :���������9 2������ ωε � θε � �.���@A�� 2	�0�E

ωε = Q (ψk) · (ω0 + εη) , θε = Q (ψk) · (ϑp + εϕ) , G=,3)H
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'�� 2����� ψ 	:����.��� 2	�0�.	� G=,>;H, � ��:	.9�	�����0 �	5������
G=,>8H7 �������	 �-/��.��9E

ω̇ε = Q (ψk) ·
(
ψ̇k×ω0 + ε

(
η̇+ ψ̇k× η

))
,

θ̇ε = Q (ψk) ·
(
ψ̇ϑk× p+ ε

(
ϕ̇ + ψ̇k×ϕ

))
.

� �/��	0 D��1 �-��5����7 	
	���/���� G=,(=H � ��������� G=,>>H7 �0��0

Θ (ω̇)∗ + cθ∗ = 0, θ∗ = Q (ψk) ·ϕ,
(ω̇)∗ = Q (ψk) ·

(
η̇+ ψ̇k× η

)
,(

θ̇
)∗

=ω∗ −
1

2

(
θ∗ ×ω+ θ×ω∗)+

+

(
1− g

θ2

)∗ [
θ× (θ×ω)

]
+

(
1 − g

θ2

)[
θ× (θ×ω)

]∗
.

G=,3*H

� ��:	.9�	�����0 �	5������ G=,>8H �� ��������� G=,3*H :	.�/�0 �.���@�
A�� �������� �. �������� η � ϕE

Θ
(
η̇+ ψ̇k× η

)
+ Cϕ = 0,

ϕ̇+ ψ̇k×ϕ =
ϑ sin ϑ

2 (1− cos ϑ)
η−

ϑ− sinϑ

2 (1 − cosϑ)
(p ·ϕ)ω0−

−
1

2
ϕ×ω0 −

1

2
ϑp× η+

2 (1− cos ϑ) − ϑ sinϑ

2ϑ (1 − cosϑ)
(ϕ ·ω0 + ϑp · η)p ,

'�� ϑ = const7 � ψ̇ 	:����.��� 2	�0�.	� G=,>;H, 4�.9���F�� ���.��	�����
D�	� �����0- .�����-1 ��22�������.9�-1 ��������� � :	��	��-0� �	D2�
2�������0� 	��A����.��� ���������-0� 0��	��0�, ��F� ��.9 ���.@/��
.��9 � �	07 /�	
- :	�����9 �-�	� ��������� � �������110,

�,�& >�
��
���	� $�������� ����

$�� ��)��
�� �����7��� �������

4�.�� ���.���@�� ����	����-� :	.	5��� ��.� �. ���	�	�-1 ��:	�
���F��'	 0	0����, ����0������@�� 0����-� 0	0���7 ������.9�-� 0	0���7
:	.�������.9�-� 0	0��� � ��� ���� �	����������	'	 0	0����, ��	0� �	'	7
	
��5����� �.�/�� 	�������� ���F��'	 0	0����,

10 !����#�%(��� ��&�/��%��&� ,�1���,��/ �,�=����� #�� ����� ���-��/ 0�#��� �,�$
%�#��� % ��#,("#��� �
�
�
 �����	�� �	
��
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�2�-�� 5���	��'��+ 	������ ��+ ���7���	�(�+

��� ������.9�	� ����	����	� �	�2�'������ ���F��� 0	0��� �/������
����-0 ��.@E

Mext = 0, ω =Ω = 0.

& D�	0 �.�/�� ��������� G=,8>H :����0��� ���

∂U

∂θ
= 0 ⇒ 2

∂U

∂(θ2)
θ+

∂U

∂(k · θ)k = 0. G=,3(H

�	'.���	 ��.	��@ G=,8)H7 �0��0

∀θ2 : ∂U

∂(θ2)
> 0. G=,36H

?�	 	��	 �� ��	
1	��0-1 ��.	���7 '��������@A�1 �-:	.����� ��������
���� G=,8)H, �	'�� �� G=,3(H ����07 /�	 θ � k �	..������-, & D�	0 �.�/�� G=,3(H
����	��.9�	 ���.��	0� ��������@

2
∂U

∂(θ2)
k · θ+

∂U

∂(k · θ) = 0. G=,38H

4	:	.����.9�	 � ��.	��@ G=,8)H :��0�07 /�	 �-:	.���� �.���@A��
	'����/���� �� D���'�@11E

∂U

∂(k · θ) = F(θ2,k · θ)k · θ, F(θ2,k · θ) + 2 ∂U
∂(θ2)

> 0. G=,3+H

��� �-:	.����� G=,36H � G=,3+H ��������� G=,38H �0��� ����������	� ���
F���� k · θ = 07 �, �, θ = 0,

&�@�� � ��.9���F�0 ��.	�� G=,8)H � G=,3+H 
���� :���:	.�'��9� �-:	.�
����-0�, ��:��0��7 D�� ��.	�� �-:	.���- �. D���'�� ���� G=,88H, ���
��:	.9�	����� G=,88H :	�����0������7 /�	 ��/�.9�-� ��.	�� ��	�.���	��
@� �����������0

θ20 − (k · θ0)2 < α2, (k · θ0)2 < β2.
�	'�� 	/�����	7 /�	 :�� ���1 t 
���� �-:	.���- �����������

θ2(t) ≤ α2, k · θ(t) ≤ β2.
��� ����0.���� α2 � β2 � 
���	��/�	���7 �-��5���� �. D���'�� G=,88H

:���1	��� � 2	�0� G=,8+H7 �	�	�� 
���� ��:	.9�	���9� � ��.9���F�0,

11 @ ����/��0 �,����-���� ����%�� �	
6�� �"�(�(.& ����-�&��;���&; -��&2��&� �(
��%�,�& %�2,�1 %�2&�,( k
 @ ����(� ������/��/ &��,�� &,�#�� ��,�#���&; 8�"����2�/
�07�� 2(2�'$���� �,��"%�#�7' �& C��,1��
 �����	�� �	
��
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�2�-� 4�	���$ ������

����9 �� ��.	 ��������� ���F��� 0	0���

Mext = Mex =Mk. G=,3;H

��������� G=,8>H :����0��� ���

2
∂U

∂(θ2)
θ+

∂U

∂(k · θ) Z
T · k =Mk. G=,3=H

� �/��	0 :�������.��� G(,*63H �0��0

ZT · k = k+
1

2
θ× k+

1− g

θ2

[
(θ · k)θ− θ2k

]
. G=,3>H

�0�	5� 	
� /���� G=,3=H ����	��	 �� k � �/��-�� G=,3>H7 :	.�/��0[
2
∂U

∂(θ2)
+

(1 − g)(k · θ)
θ2

∂U

∂(k · θ)
]
k×θ+ 1

2

∂U

∂(k · θ)
[
θ−(k ·θ)k] = 0. G=,33H

�	��5�07 /�	 �	.5�	 �-:	.��9� ��������	

k× θ = 0 ⇒ θ = (k · θ)k. G=,*))H

4	:����07 /�	 D�	 �� ���, �	'�� �� G=,33H �.����� ��� ���������

2
∂U

∂(θ2)
+

(1 − g)(k · θ)
θ2

∂U

∂(k · θ) = 0,
∂U

∂(k · θ) = 0,

�	�	�-� ���	�0	5�- � ��.� G=,36H, �.��	����.9�	7 ��.	��� G=,*))H �	.5�	

-�9 �-:	.���	, �	�����. G=,*))H � G=,3=H7 :	.�/��0

2
∂U

∂(θ2)
k · θ+

∂U

∂(k · θ) =M. G=,*)*H

& ��.� ����������� G=,3+H D�	 ��������� �0��� ����������	� ��F����, ���
.� :����9 G=,8+H7 �	 :	.�/�0

k · θ =
M

d
, θ =

Mk

d
. G=,*)(H
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�2�-�% �� ����'��$ L ���+.�$M ������

����9 ���F��� 0	0��� ����� �-��5����0

Mext = Mex =MP · k, G=,*)6H

�, �, D�	� 0	0��� ����0��� :	������9 ��.	 �	���' 	�� k ′ = P · k, & D�	0
�.�/�� �0���	 �������� G=,3=H �0��0

2
∂U

∂(θ2)
θ+

∂U

∂(k · θ) Z
T · k =MP · k. G=,*)8H

&	�:	.9�	���F��9 �	5������0� PT · θ = θ � PT · ZT = ZT 7 ���������
G=,*)8H 0	5�	 :������� � ����

2
∂U

∂(θ2)
θ+

∂U

∂(k · θ) Z · k =Mk. G=,*)+H

��	��� �����5����7 ���.	'�/�-� ��07 /�	 
-.� :�	�����- � �.�/��
0����	'	 0	0����7 0	5�	 :	�����97 /�	 θ = (k · θ)k, & ����.9���� :��1	��0
� ��������@ G=,*)*H �.�7 � /����	���7 � �		��	F���0 G=,*)(H,

�2�-�) ������ ����'��$ ������

�	.�������.9�-0 
���0 ���-���9 ����A�� 0	0���7 :���.	5���-�
�, #, ���	.�� S;*TE

Mext = Mex =
M(k+P · k)√
2(1+ k ·P · k) . G=,*);H

& �.�/�� ������� :	.�������.9�	'	 0	0���� G=,*);H ��������� �������
:����0��� ���

2
∂U

∂(θ2)
θ+

∂U

∂(k · θ)Z
T · k =

M(k+P · k)√
2(1+ k ·P · k) . G=,*)=H

& 	
A�0 �.�/�� ��������� G=,*)=H �0��� ���/���	� 0�	5����	 ��F����7 �	
:�����/����� ������� ����� ��1 :�������.�� �	.9�	 ��F���� G=,*))HMG=,*)(H,
4. D���'�� G=,88H D�	 ��F���� ����������	,

���������	 �	0���- G=,3;H7 G=,*)6H � G=,*);H 
-.� ������- � ����0	��
����� �, #, ���	.�� S;*T, #�'�	 �
����9�7 /�	 ��� 	�� ���	����������-,
�, h�'.�� S;(T ���. � �:	���
.���� �	����������-� :	.�������.9�-� 0	0���7
�	 :	�.����� ��A�������	 	�.�/���� 	� 0	0���� G=,*);H ��07 /�	 �'	 0	��.9
�� 	������ :	��	��-0,

����0	���0 �A� ��� ��:� ���F��1 0	0���	�7 �	�	�-�7 � 	�.�/�� 	� �5�
����0	�����-17 �.@�� �	����������-0�,



�*� ����� '� /��
�	�����$ �!����	


�2�-�� ��� �	�������$ ������ �

���/�.� ����0	���0 :	������.7 �	�	�-� �� �.��� ���.���/����0, &
:��.	5���1 �.�/�� �����.���/����1 :	������.	� �����/�@��7 1	� � 	��
�	����.9�	 ����	, 4. ����	� ��
	�- :	������. ���	'	 �	�� :�������.��
	:����.���-� �������7 :	��	.9�� ���F��� 0	0���7 :	�	5���0-� D��0 :	�
������.	0 � :	�	0� �.@A��� �	����������-07 ����� � ��� ���-���0	0�
:����	��� ���	.��,

����9 :	������. ���F��'	 �	�������� V(θ) ����� �-��5����0

V = −
Mk · θ√θ · θ

|k · θ| , Mk · θ > 0. G=,*)>H

�	�.����� ����������	 ���.@/��� �.�/�� P/���	'	 ��'�
� 
�� ���/���Q7
�	�	�-� ��� �� ����������12, 4�.�� ����0��������� �.�/�� M > 0, ��� ���
�.�/��M < 0 :	 ��A����� :���	��� � ���.	'�/�-0 ����.9����0, ��� 	�����
����� ���F��'	 ��:	������.9�	'	 0	0���� Mex � �.�/�� ������� ���������
G=,8>H :����0��� ���

∂(U + V)

∂θ
= 0 ⇒ 2

∂U

∂(θ2)
θ+

∂U

∂(k · θ) k =
Mθ√
θ · θ . G=,*)3H

<���9 ����� ����07 /�	 :�� �-:	.����� ����������� k · θ > 07 ����	�
:	�	�	�� ��:���.�� :	 k � G=,*)3H :����0��� ���

2
∂U

∂(θ2)
k · θ+

∂U

∂(k · θ) =M.

� �/��	0 G=,3+H D�	 ��������� �0��� ����������	� ��F����, ��.� :����9
D���'�@ G=,8+H7 �	 ��F���� 	:����.��� 2	�0�.�0� G=,*)(H,

�2�-�- ��� �	�������$ ������ 

<�����0 ���F��� :	������. V(θ) � ����

V = −Mk · θ ⇒ ∂V

∂θ
= −Mk. G=,**)H

& D�	0 �.�/�� ��������� ������� ��:��-����� � 2	�0�

∂(U + V)

∂θ
= 0 ⇒ 2

∂U

∂(θ2)
θ+

∂U

∂(k · θ) k =Mk. G=,***H

12 ��(��" ����-���/ ,(%��%���� � �' ��&�/��%��&� �,� %��<��0 %�"#�/�&%�� � ��$
&��=�(��0 �	
���� ��" �1,(������� Mk · θ > 0 ��#�,-�&�� % �,���-���� T) �(���(���0
@
 �
 ��";2��70 � �
 4
 �,�%=�%70
 �����	�� �	
��



'�'� 6�	$����	� � ����$��  
�%�������� ��
���� +����� �*6

"��@�� �.�����7 /�	 ����	� :	�	�	�� ��:���.�� :	 k7 �, �, �0��0 /���	�
���/����7 � ��F���� �������� G=,***H ����������	, 4. D���'�� G=,8+H 	�	
	:����.��� 2	�0�.�0� G=,*)(H,

 ���7 �-F� ����0	����- :�9 �.�/��� ������ ���F��1 0	0���	�, &��0
�0 	���/��� 	��	 � �	 5� :	.	5���� ����	����E ��.	 � �:��'	� 	:	�� ���
���/��	 �	���' �	
������	� 	��, & :	.	5���� ����	���� ��� ����0	�����-�
0	0���- �����.�/�0- 0�5�� �	
	�, �	���	7 /�	 :	.	5���� ����	���� ����
.������ � ���������.9�	��� �	.9�	 �	'��7 �	'�� 	�	 ���	�/��	 	��	����.9�	
0�.-1 �	�0�A����, ��� ��.	5���� 0�.-1 �	�0�A���� �� :	.	5���� ����
�	���� :��1	���� ����0�������9 �������� ����0���7 � :�� ���5���1
��.� ��� ����0	�����-� �-F� 0	0���- ����� ��
 :	�����	0�, �	D�	0� ��5�
����� 	
 ���	�/��	��� 	��	'	 � �	'	 5� :	.	5��� ����	���� 0	5�� 
-�9
:	.�/��	 �	.9�	 � ����.9���� ���.��� ��5�	'	 �.�/� � 	���.9�	���,

�,�, 6���)�
���! 
 ����)��� $��*��������

 ������� .������

"���0 �� ���
	.�� �:	���
���.9�-1 0��	�	� ���.��	���� ���	�/��	���
�.��� :	�1	�7 	��	����-� �� ��.	5���� 0�.-1 �	.�
���� �� ����	����
��@ �	�2�'�����@7 �, �, �� ���.��� ��� ���-���0-1 ��������� � �������1,
 ������	 S;6T7 /�	 ���	� :	�1	� �� ���'�� :���	��� � :����.9�-0 ����.9���
��07 �	7 ��0 �� 0����7 	� F��	�	 ��:	.9����� � ��.� ��	�� 	��	����.9�	�
:�	��	�- � 1	�	F�'	 �		�������� �����	0� �0-�.�, &	�:	.9���0� D��0 0��
�	�	0 �. ���.��� �.����/���	� ����/�7 �	�	�� �:���-� 
-.� ���.��	����
�, #, ���	.�� S;*T7 � :	����� ���.��	��.��9 0�	'�0� ���	��0� O �0,7 ��:���
0�� S;(7 ;8T7 '�� 0	5�	 ����� 0�	5����	 ��-.	� �� .���������, ��/9 ����
	
 ���.��	����� ���	�/��	��� ����	����	� �	�2�'������ �����	'	 ��.� ��
�:��'	0 	��	����� :�� �������� ����A�'	 0	0����,

����	� ������� ��.� �/������ ����������.9�	���	��	:�-0 � 	:����.�
��� �-��5����0 G=,6(H, &��F��� 0	0��� :����0���� � 	��	� �� 2	�07 ����
�0	�����-1 � �����.� =,;, ��������� ���5��� G=,+)H � ����0���/���	� �	�
	��	F���� G=,+*H ��:��-��@�� ���E

Θ1Ω̇+ (Θ3 −Θ1)
(
k · Ω̇

)
k− (Θ3 −Θ1) (k ·Ω)k×Ω+

+Cθ +DZ (θ) · k = PT(θ) ·Mext(θ),

θ̇ =Ω+
1

2
θ×Ω+

1− g

θ2
θ× (θ×Ω) , g =

θ sin θ

2 (1− cosθ)
,

G=,**(H



�	� ����� '� /��
�	�����$ �!����	


'�� 2������ C
(
θ2,k · θ) � D (θ2,k · θ) 	:����.@�� �-��5���0� G=,86H7

� ���F��� 0	0��� Mext(θ) .�
	 ����� ��.@ G������.9�	� �	��	���H7 .�
	
	:����.��� 	���0 �� �-��5���� G=,3;H7 G=,*)6H7 G=,*);H7 .�
	 �		����������
	��	0� �� :	������.	� G=,*)>H7 G=,**)H, ��� 
-.	 :	�����	 � �����.� =,;7 :��
�������� .@
	'	 �� :���/��.���-1 0	0���	� ��A������� ����	����	� ��F��
��� �����0- ��������� G=,**(HE

θ = θk, θ = const, Ω = 0. G=,**6H

�	�����. G=,**6H � �����0� G=,**(H7 :	.�/��0 ���������

C
(
θ2, θ

)
θ+D

(
θ2, θ

)
=M. G=,**8H

<�0���07 /�	 ��.� �:��'� D���'� �0��� ��� G=,8+H7 ��������� G=,**8 H
����	���� .�����-0E

C
(
θ2, θ

)
= C1, D

(
θ2, θ

)
= (C3 − C1)k · θ ⇒ θ =Mk/C3. G=,**+H

4. ���.��	���� ���	�/��	��� ��F��� G=,**+H 0- �	�:	.9���0� 0��
�	�	0 ��.	5��� 0�.-1 �	�0�A���� �� ����	����	� �	��	���, ����0	���0
�	�0�A���-� ��.�/��-

θε = θ0k+ εϕ(t), Ωε = εζ (t) , θ0 =M/C3. G=,**;H

4�.�� 
���� :	�����	7 /�	7 �	�:	.9�	���F��9 	
	���/���0�

ζ = ξk+ z, z · k = 0; ϕ = γk+ψ, ψ · k = 0, G=,**=H

�	�0�A���-� �������� G=,**(H 0	5�	 ���.	5��9 �� �����.9�-� � ��'�
�-�
�	�0�A���,

&	�0�A���-� �������� G=,**(H � �/��	0 	
	���/���� G=,**+H :����0�@�
���

Θ1Ω̇ε + (Θ3 −Θ1)
(
k · Ω̇ε

)
k− (Θ3 −Θ1) (k ·Ωε)k×Ωε+

+C1θε + (C3 − C1) (k · θε)Z (θε) · k = PT(θε) ·Mext(θε),
G=,**>H

θ̇ε =Ωε +
1

2
θε ×Ωε +

1 − gε
θ2ε

θε × (θε ×Ωε) , gε =
θε sin θε

2 (1 − cosθε)
. G=,**3H
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���� +����� �	�

�2�2�� C ��$*��� �' ����	��'����  � ��+��+

& D�	0 �.�/�� ���F��� 0	0��� 	���������� � θ0 = 0, �	�����	��� �-���
5���� G=,**;H � �������� G=,**>H7 G=,**3H � �/��	0 ���	�0�A���	'	 ��F���
����

Θ1ζ̇+ (Θ3 −Θ1)
(
k · ζ̇

)
k+ C1ϕ + (C3 − C1) (k ·ϕ)k = 0, ϕ̇ = ζ. G=,*()H

�	������� G=,**=H � G=,*()H � �:�	����	��� :	.�/���-� �������� �� ����
�	� k � �� :.	��	��97 	��	'	��.9��@ k7 :	�.� ���.@/��� :���0���-1 ξ � z
:��1	��0 � ��������0

Θ3γ̈+ C3γ = 0, Θ1ψ̈+ C1ψ = 0.

�	.�
���.9�-� 1������� ��F���� D��1 ��������� 	/������7 �, �, 	��/���
�	� :	.	5���� ��.� ���9 ���	�/��	� :	.	5���� ����	���� :�� 	���������
���F��1 0	0���	�,

�2�2� 4�	���$ ������

& D�	0 �.�/�� ��������� G=,**>H :����0��� ���

Θ1Ω̇ε + (Θ3 −Θ1)
(
k · Ω̇ε

)
k− (Θ3 −Θ1) (k ·Ωε)k×Ωε+

+C1θε + (C3 − C1) (k · θε)Z (θε) · k =MPT(θε) · k.
G=,*(*H

�	�����	��� �-��5���� G=,**;H � �������� G=,**3H7 G=,*(*H � �/��	0
���	�0�A���	'	 ��F��� ����

Θ1ζ̇+ (Θ3 −Θ1)
(
k · ζ̇

)
k+ C1ϕ+ (C3 − C1) (k ·ϕ)k+

+M

[
1

2

(
1−

C1

C3

)
−

sinθ0
θ0

]
k×ϕ+

+M

[(
1−

C1

C3

)
1− g0
θ0

−
1− cosθ0
θ0

]
(ϕ − (k ·ϕ)k) = 0,

ϕ̇ = ζ+
1

2

M

C3
k× ζ− (1 − g0) (ζ− (k · ζ)k) , g0 =

θ0 sin θ0
2 (1− cosθ0)

.

G=,*((H

�	�����. G=,**=H � G=,*((H � :�	����� :	.�/���-� �������� �� ����
�	� k � �� :.	��	��97 	��	'	��.9��@ k7 :��1	��0 � ��������0

Θ3ξ̇+ C3γ = 0, γ̇ = ξ, ψ̇ = g0z+
M

2C3
k× z,

Θ1ż+
[
g0C1+(cosθ0−g0)C3

]
ψ+M

[
1

2

(
1−
C1

C3

)
−
sin θ0
θ0

]
k×ψ = 0.

G=,*(6H



�	� ����� '� /��
�	�����$ �!����	


 ��.@/�� �� D��1 ��������� ξ � z7 :	.�/�0

Θ3γ̈+ C3γ = 0,

Θ1ψ̈+

[(
g20 +

M2

4C23

)
(C1 − C3) + g0C3

]
ψ−

M

2
k×ψ = 0.

G=,*(8H

��.� |M| /C3  17 �	 ��	�	� ��������� G=,*(8H 0	5�	 :���:����9 � ����

Θ1ψ̈+

(
C1 +

(C1 − 2C3)M
2

12C23

)
ψ−

M

2
k×ψ = 0. G=,*(+H

�����0� �	 ���0����7 /�	 ����	�ψ 	��	'	��.�� k7 
���0 �����9 /����	�
��F���� D�	'	 �������� � 2	�0�

ψ = a exp (pt) , a = const, a · k = 0.

4. ����	�� a :	.�/��0 �.���@A�� ���������E[(
Θ1p

2 + C1 +
(C1 − 2C3)M

2

12C23

)
(E− k⊗ k) −

M

2
k×E

]
· a = 0. G=,*(;H

?�	 ��������� 0	5�	 :���������9 � 2	�0�

A · a = 0, A = λE∗ + μk×E∗, E∗ = E− k⊗ k, a · k = 0,

'��

λ = Θ1p
2 + C1 +

(C1 − 2C3)M
2

12C23
, μ = −

M

2
.

�������	 �����97 /�	

k ·A = A · k = 0, detA = 0.

& ���	0 �.�/�� �0��� ���/���� �	.9�	 	:����.���.9 :.	��	� /����A, �'	
0	5�	 	:����.��9 �.���@A�0 	
���	0E

DetA =
1

2

(
(trA)2 − trA2

)
=
1

2

(
4λ2 − 2λ2 + μ2

)
= λ2 + μ2.

����0 	
���	07 ��������.9�-� ��F��� �������� G=,*(;H ��A�����@�7
��.� (

Θ1p
2 + C1 +

(C1 − 2C3)M
2

12C23

)2
+
M2

4
= 0. G=,*(=H



'�'� 6�	$����	� � ����$��  
�%�������� ��
���� +����� �	�

�	5�	 :	�����97 /�	 1	� 
- 	��� �	���9 D�	'	 �������� �0��� :	.	5��
��.9��@ ���������.9��@ /���97 /�	 :���	��� � �	��������@ ��F��� �����
���� G=,*(+H7 ��� ��� :	.�	� ��F���� G=,*(+H �0��� ���

ψ =
4∑
k=1

ak exp (pkt) , ak = const, ak · k = 0,

'�� pk O �	��� 1�����������/���	'	 �������� G=,*(=HR ����	�- ak O ��F���
�������� G=,*(;H, ����0 	
���	07 :	.	5���� ����	���� G=,**+H �����	�/��	
:�� .@
	0 ��	.9 �'	��	 0�.	0 0����	0 0	0���� M, ?�	 �.���� :	.�/�.	
�������� :����	��� ���	.�� S;(7;8T,

�2�2�% �� ����'��$ L ���+.�$M ������

& D�	0 �.�/�� ��������� G=,**>H :����0��� ���

Θ1Ω̇ε + (Θ3 −Θ1)
(
k · Ω̇ε

)
k− (Θ3 −Θ1) (k ·Ωε)k×Ωε+

+C1θε + (C3 − C1) (k · θε)Z (θε) · k =Mk.
G=,*(>H

�	�����	��� �-��5���� G=,**;H � �������� G=,**3H7 G=,*(>H � �/��	0
���	�0�A���	'	 ��F��� :���	��� � ��������0

Θ1ζ̇+ (Θ3 −Θ1)
(
k · ζ̇

)
k+ C1ϕ+ (C3 − C1) (k ·ϕ)k+

+M

(
1−

C1

C3

)(
1

2
k×ϕ+

1 − g0
θ0

(ϕ− (k ·ϕ)k)
)

= 0,

ϕ̇ = ζ+
1

2

M

C3
k× ζ− (1 − g0) (ζ− (k · ζ)k) , g0 =

θ0 sin θ0
2 (1− cosθ0)

.

G=,*(3H

�	������� G=,**=H � G=,*(3H � �:�	����	��� :	.�/���-� �������� �� ����
�	� k � �� :.	��	��97 	��	'	��.9��@ k7 :����0 � ��������0

Θ3ξ̇+ C3γ = 0, γ̇ = ξ, ψ̇ = g0z+
M

2C3
k× z,

Θ1ż +
[
g0C1 + (1− g0)C3

]
ψ+

M

2

(
1−

C1

C3

)
k×ψ = 0.

G=,*6)H

 ��.@/�� �� D��1 ��������� ξ � z7 :	.�/�0

Θ3γ̈+ C3γ = 0,

Θ1ψ̈+

[(
g20 +

M2

4C23

)
(C1 − C3) + g0C3

]
ψ+

M

2
k×ψ = 0.

G=,*6*H



�	+ ����� '� /��
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��.� |M| /C3  17 �	 ��	�	� ��������� G=,*6*H 0	5�	 :������� � ����

Θ1ψ̈+

(
C1 +

(C1 − 2C3)M
2

12C23

)
ψ+

M

2
k×ψ = 0. G=,*6(H

 ��.��	����� �������� G=,*6(H7 ���.	'�/�	� :�	������	0� �-F� ���.��
�	����@ �������� G=,*(+H7 :���	��� ��� � �-�	�� 	 �����	�/��	��� :	.	5��
��� ����	���� G=,**+H :�� .@
	0 ��	.9 �'	��	 0�.	0 ������.9�	0 0	0���
��M, �������� �������� G=,*(+H � G=,*6(H7 ��0�/��07 /�	 	�� ���.�/�@��
�	.9�	 ����	0 � '��	��	:�/���	'	 /.���, �	D�	0� :�� �.	5���� D��1 �������
��� '��	��	:�/����� /.�� ��/�����, ?�	� 2��� ����. �, �, ���	.�� �� 0-�.9
	 �������� :	.�������.9�	'	 0	0����,

�2�2�) ������ ����'��$ ������

& �.�/�� :	.�������.9�	'	 0	0���� ��������� G=,**>H :����0��� ���

Θ1Ω̇ε + (Θ3 −Θ1)
(
k · Ω̇ε

)
k− (Θ3 −Θ1) (k ·Ωε)k×Ωε+

+C1θε + (C3 − C1) (k · θε)Z (θε) · k =
M
(
PT(θε) · k+ k

)√
2 (1+ k ·PT (θε) · k)

.

G=,*66H

�	�����	��� �-��5���� G=,**;H � �������� G=,**3H7 G=,*66H � �/��	0
���	�0�A���	'	 ��F��� :���	��� � �����0�

Θ1ζ̇+ (Θ3 −Θ1)
(
k · ζ̇

)
k+ C1ϕ+ (C3 − C1) (k ·ϕ)k+

+M

[
1

2

(
1−

C1

C3

)
−

sinθ0
2θ0

]
k×ϕ+

+M

[(
1−

C1

C3

)
1− g0
θ0

−
1− cosθ0
2θ0

]
(ϕ − (k ·ϕ)k) = 0,

ϕ̇ = ζ+
1

2

M

C3
k× ζ− (1 − g0) (ζ− (k · ζ)k) , g0 =

θ0 sin θ0
2 (1− cosθ0)

.

G=,*68H

�	������� G=,**=H � G=,*68H � ���� :�	����� �� ����	� k � �� :.	��	��97
	��	'	��.9��@ k7 :	.�/�0

Θ3ξ̇+ C3γ = 0, γ̇ = ξ, ψ̇ = g0z+
M

2C3
k× z,

Θ1ż+

[
g0C1+

(
1+cosθ0
2

−g0

)
C3

]
ψ+

M

2

[
1−
C1

C3
−
sin θ0
θ0

]
k×ψ = 0.

G=,*6+H
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 ��.@/�� �� D��1 ��������� ξ � z7 :	.�/�0

Θ3γ̈+ C3γ = 0, Θ1ψ̈+

[(
g20 +

M2

4C23

)
(C1 − C3) + g0C3

]
ψ = 0. G=,*6;H

��� |M| /C3  1 ��	�	� G=,*6;H 0	5�	 :������� � ����

Θ1ψ̈+

(
C1 +

(C1 − 2C3)M
2

12C23

)
ψ = 0. G=,*6=H

& �.�/�� :	.�������.9�	'	 0	0���� ���.�� ���	�/��	��� ��	���� � 	�-��
����@ ���0��9F�1 :	 0	��.@ ���/���� M7 �	�	�-� ����F�@� ����������	(

g20 +
M2

4C23

)
(C1 − C3) + g0C3 > 0. G=,*6>H

<�0���07 /�	 �	'.���	 G=,*6>H :	��� ���	�/��	��� �	�0	5�� :�� �	��/�
�-1 ���/���1 M, ��� 0�.-1 M �0���	 G=,*6>H �0��0 ����������	

C1 +
(C1 − 2C3)M

2

12C23
> 0,

�	�	�	�7 	/�����	7 �-:	.����7 � �.��	����.9�	 :	.	5���� ����	����
���	�/��	, ��������� �������� G=,*6;H ��.� 	��	����� ��0��9 S;8T7 /�	 :	�
.�������.9�-� 0	0��� ���	.�� �	�����������13,

�2�2�� ��� �	�������$ ������ �

& �.�/�� �	����������	'	 0	0����7 �		��������@A�'	 :	������.� G=,*)>H7
��������� G=,**>H :�� M > 0 :����0��� ���

Θ1Ω̇ε + (Θ3 −Θ1)
(
k · Ω̇ε

)
k− (Θ3 −Θ1) (k ·Ωε)k×Ωε+

+C1θε + (C3 − C1) (k · θε)Z (θε) · k =
Mθε√
θε · θε

.

G=,*63H

�	�����. �-��5��� G=,**;H � �������� G=,**3H7 G=,*63H7 � �/��	0
���	�0�A���	'	 ��F��� :	.�/��0

Θ1ζ̇+ (Θ3 −Θ1)
(
k · ζ̇

)
k+ C1ϕ+ (C3 − C1) (k ·ϕ)k+

+M

[
1

2

(
1−
C1

C3

)
k×ϕ −

1

θ0

(
g0+(1−g0)

C1

C3

)
(ϕ−(k ·ϕ)k)

]
= 0,

ϕ̇ = ζ+
1

2

M

C3
k× ζ− (1 − g0) (ζ− (k · ζ)k) , g0 =

θ0 sin θ0
2 (1− cosθ0)

.

G=,*8)H

13 @��,�� � 2����,%(&�%���&� ��� ��2����,%(&�%���&� ����2(�(&��;��1� 0�0��&( ��
���%�#�� � &,����& �&#��;��1� �����#�%(���
 �����	�� �	
��
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�	�����. G=,**=H � G=,*8)H � :�	����� �� ����	� k � �� :.	��	��97
	��	'	��.9��@ k7 :	.�/��0E

Θ3ξ̇+ C3γ = 0, γ̇ = ξ, ψ̇ = g0z+
M

2C3
k× z,

Θ1ż + g0(C1 − C3)ψ +
M

2

(
1 −

C1

C3

)
k×ψ = 0.

G=,*8*H

 ��.@/� ξ � z7 �0��0

Θ3γ̈+ C3γ = 0, Θ1ψ̈+ (C1 − C3)

(
g20 +

M2

4C23

)
ψ = 0. G=,*8(H

& D�	0 �.�/�� :�� C1 − C3 > 0 �0��0 ���	�/��	��97 � :�� C1 − C3 ≤ 0
�0��0 �����	�/��	��9 :�� .@
-1 ���/���1 ���F��'	 0	0����, �	��	.9��
�.�/�� C1 − C3 ≤ 0 �:	.�� ���.��7 ��:��0��7 	� �0��� 0���	 �. �:��'	'	
	��	���� � 2	�0� ���'.	� �	��	� :.�����-7 �	 	/�����	7 /�	 :���	�� :����
�	��� ���	.�� 	��@�9 �� ��	���� � ���	����������	0� 1�������� ���F��'	
0	0����7 ��� D�	 ��	'�� �����5����� � .���������14,

�2�2�- ��� �	�������$ ������ 

& �.�/�� �	����������	'	 0	0����7 �		��������@A�'	 :	������.� G=,**)H7
��������� G=,**>H :����0��� ���

Θ1Ω̇ε + (Θ3 −Θ1)
(
k · Ω̇ε

)
k− (Θ3 −Θ1) (k ·Ωε)k×Ωε+

+C1θε + (C3 − C1) (k · θε)Z (θε) · k =MZ(θε) · k .
G=,*86H

�	�����. �-��5��� G=,**;H � �������� G=,**3H7 G=,*86H7 � �/��	0
���	�0�A���	'	 ��F��� :��1	��0 � ��������0

Θ1ζ̇+ (Θ3 −Θ1)
(
k · ζ̇

)
k+ C1ϕ+ (C3 − C1) (k ·ϕ)k−

−M
C1

C3

[
1

2
k×ϕ+

1− g0
θ0

(ϕ− (k ·ϕ)k)
]
= 0,

ϕ̇ = ζ+
1

2

M

C3
k× ζ− (1 − g0) (ζ− (k · ζ)k) , g0 =

θ0 sin θ0
2 (1− cosθ0)

.

G=,*88H

14 @ �,���-���� T) �(���(���0 @
 �
 ��";2��70 � �
 4
 �,�%=�%70) ��2("(��) �&�
%�"#�/�&%�� 2����,%(&�%��1� 0�0��&( (�(��1���� #��(%����. 2 &��� �( ��,�1�0 ����%($
��� ���&�07 � �&,�=(&��;��/ -��&2��&;.
 �����	�� �	
��



'�'� 6�	$����	� � ����$��  
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�	�����. G=,**=H � G=,*88H � :�	����� �� ����	� k � �� :.	��	��97
	��	'	��.9��@ k7 :	.�/��0E

Θ3ξ̇+ C3γ = 0, γ̇ = ξ, ψ̇ = g0z+
M

2C3
k× z,

Θ1ż+ g0C1ψ−
MC1

2C3
k×ψ = 0.

G=,*8+H

 ��.@/�� ξ � z7 :	.�/�0

Θ3γ̈+ C3γ = 0, Θ1ψ̈+ C1

(
g20 +

M2

4C23

)
ψ = 0. G=,*8;H

<���9 :	.	5���� ����	���� ���	�/��	 :�� ���1 ���/���1 ���F��'	 0	�
0���� M,

�2�2�2 �
 �#����� 	����'�����

& �����.� =,; :	�����	 ��A����	����� ����	����	'	 :	.	5��� ��.�7 :	�
������	'	 �	���' �	
������	� 	�� ���F��0� 0	0����0� ���.�/�	'	 ����,
��0� :	 ��
� �:��'� 	:	�� 	
��:�/����� ���	�/��	� :	.	5���� ����	����
����'��5���	'	 ��.�7 � � D�	0 �0-�.� 	�� �� �	���5�� � ��
� :	�	�	�, ��.�
��:��9 :	������9 ��.	 �	���' �	
������	� 	�� ���F��0 0	0���	07 ��.�/��
�� �	�	�	'	 0�.�7 �, �, 	��	F���� 0	��. 0	0���� |M| � ��.�/��� 5����	���
�� ���/���� C3 0�	'	 0��9F� ������-7 �	 �	�����@A�� :	.	5���� ����	���
�� 	���-����� �����	�/��-0 �. ���	�	�-1 ��:	� ���F��1 0	0���	�7 ���
���	����������-17 ��� � �	����������-1,

� /���	 ��	����/���	� �	/�� ����� ��� ��/�'	 �������.9�	'	 � �	07 /�	
:	.	5���� ����	���� �����	�/��	, "����	 � :�����/���	� �	/�� ����� ���
����� ��5��� �	����	/�	 ��:����	�, ��� 0�.	0 ���F��0 0	0���� 0	5�	
	5����97 /�	 ����/� �	:����0	 ���.����	���9 � .�����	0 :��
.�5����, &
D�	0 �.�/�� �����0� G=,**(H 0	5�	 ��:����9 � ���� 	��	'	 ��������

Θ1θ̈+ (Θ3 −Θ1) (k · θ̈)k+ C1θ + (C3 − C1) (k · θ)k =Mk. G=,*8=H

� ��:	.9�	�����0 ���.	5��� θ = γk + ψ7 '�� ψ · k = 07 :	�.�����
��������� :���:��-����� ���

Θ3γ̈+ C3γ =M, Θ1ψ̈+ C1ψ = 0. G=,*8>H

��.� ��.�/��� 0	0����M 0�.� � 0�.- ��/�.9�-� ���/��� :	�	�	�	� �
�'.	�-1 ��	�	����7 �	 ��F���� ����/� G=,*8>H �0��� �	.�
���.9�-� 1�������
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� �� ��.�� ��0 ������1 ��	5�����	����,  0���	 ����� �����5���� :�	�
�	��� � 
	.9F������ ��
	� :���.���	'	 1�������� :�� ���.��� ����0���
�	�	�� � �:��'�1 	:	��1,  �� 
-.	 ������1 �	0�����7 /�	 D�	� :	�1	� ��
.��� �	����	/�	 �	/�-0, "����	7 ��� 
-.	 :	�����	 �-F�7 �/�� ��.�/��
��	�	'	 :	���� 0�.	��� G� �0���	 ���	� :	��	� 0�.	��� ��.�/��-Mk×ψH
:���	��� � �����	�/��-0 ��F���0, ���5�.� D�	 ���������.9�	 ���`

?��:���0���-7 1	� � ���	����	/�	 /���-�7 :	���-��@�7 /�	 �� ��0	0
��.� D�� �����	�/��-� ��F��� ���	'�� �� :�	�.@��, ��� 	
C����9 D�	
��	� :�	���	��/�� 0�5�� ��	���� � :������	�`  ������	 ����	.9�	 	
C�
������, ����	� ���.@/���� �	 �.���� ��. �����, �	��/�	7 �/�� �����
�������� �����	�/��	��9 :�� 0�.-1 ���/���1 0	0���� M, "����	 � ����9
�� ��� :	���	, ���5�� ���'	 ��� :	.�	� ��	��� � ���	��1 �����, & ��
	�
�� S;+T �����.��9 ����/� �-����9 �����
�.�����@A�� 1������� ������.9�	'	
0	0���� G=,*)6H7 �	�	�-� �	�����.� :��	� ��������-1 ��., ����:	.�'�.	�97
/�	 ������7 ���	�	 
- 	�	 �� 
-.	7 
���� �.��9 :��0���	 	�����	�	 �� ����
5���� �����0- :�� ��.�/�� 0	0���� � :�� �'	 	���������, & D�	0 �.�/��
0- �	.5�- �0��9 �.���@A��, &-����0 �����0� �� :	.	5��� ����	���� �
:���	�����0 �� �	���F��9 ��	
	��-� �	.�
���, ��A�����@A�� � ���.9�	���
������ :������� � ����1���@ ��	
	��-1 �	.�
����, �	5�	 ��0����9 ���0
����1��� τ∗, ��:��9 :�	�	��0 ��	�	� ��:-�����, �����0� ���0 �	 5� ��0	�
��/�.9�	� 	��.	�����7 �	 � 0	0��� ���/�	5��� ��.7 �	���@A�1 ��/�.9�	�
	��.	�����7 ��.@/��0 �������� ������.9�	'	 0	0����, �	�.� D�	'	 ��0���0
���0 ����1��� �	�����@A�1 �	.�
����, ����.9���E /���� ���0 τ∗∗ �����0�
:��1	��� � :	.	5���� ����	���� G=,*)(H,  �1	� �� ����.9���	� �����.� =,=7
�.��	��.	 	5����97 /�	 τ∗∗ 
���� 
	.9F� τ∗7 ��� ��� :	.	5���� ����	����
:�� �������� ������.9�	'	 0	0���� �.��� �����	�/��-07 �, �, � ������
0� ���� ����/�� D���'��,  �0����� :	����.�7 /�	 τ∗∗ :	/�� ���	� 0��9F�7
/�0 τ∗, &-�	�E .�
	 :�� ��.�/�� ������.9�	'	 0	0����7 �	������0	'	 �����
����-0� ����0�7 ����	 �	�������� ������ � �����0�7 .�
	 :�� ���.��� ���	��
/��	��� �� 
-.� �/���- �������	 ��A�������-� ��	����� �����0-7 ��:��0��7
������	��-� ��	����� �:��'�1 	:	�,

&�	�	� 	
C������7 ����	� �, #, ���	.�� S;*T7 ���.@/���� � �	07 /�	
��	
1	��0	 �/��-���9 ����F��� � ����������.9�	� ��	��	:�� ��� � ����	��
�������7 ��� � � ����	�� �:��'	���, �	'��7 �	'.���	 ���	.��7 :	��� ���	��
/��	��� :�� ��	.9 �'	��	 0�.	0M �� :�	��1	���7 �	 :�� 0�.-1 	��.	����1
	� ����������.9�	� ��	��	:�� ���/��� �����/����1 0	0���	� ��:����	:	�
�	
�	 0�.-,

���	���7 ����9� 	
C������ ���1	5���� ��	��� � D��:���0���� 	��	���	
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�� 1	�	F	 �������	0 2���� S;6T7 /�	 ��5����� 	
 ���	�/��	��� �� 	��	��
���.��� ��������� � �������1 � ���	�	�-1 �.�/�1 G� /����	���7 � ����/�1
����0�������0	'	 ��:�H 0	5�� :������� � ������-0 ����.9����0, & ����1
�	0����.9�-1 �.�/�1 ��	
1	��0	 ��:	.9�	���9 ��.�����-� ���.��,

�,�- .�����)�	) ������ �
������ �
�������!����

��%�������� $�� ��)��
�� 
��?���� �������

����0	���0 ���F��� 0	0��� ����

Mex = γM (l1k+ l2P · k) , γ =
1√

l21 + l
2
2 + 2l1l2k ·P · k

. G=,*83H

��.� l1 = 17 l2 = 07 �	 Mex :�������.�� �	
	� 0����-� 0	0���R ��.�
l1 = 07 l2 = 17 �	 Mex :�������.�� �	
	� �.��A�� G������.9�-�H 0	0���R
��.� l1 = l2 = 17 �	 Mex O :	.�������.9�-� 0	0���,

4. �:��'	'	 0	0���� :��0�0 �-��5���� G=,8(HE

Me (θ) = −C
(
θ2,k · θ)θ −D

(
θ2,k · θ)ZT (θ) · k,

C = 2
∂

∂ (θ2)
U
(
θ2,k · θ) , D =

∂

∂ (k · θ)U
(
θ2,k · θ).

?�	0� �:��'	0� 0	0���� �		���������� :	������. U
(
θ2,k · θ)7 ���	�7

/�	
dU

dθ
= C

(
θ2,k · θ)θ+D

(
θ2,k · θ)k.

����	� ������� ��.� 
���0 �/����9 ����������.9�	���	��	:�-0E

Θt = Θ1 (E− k′ ⊗ k′) +Θ3k
′ ⊗ k′, k′ = P · k.

�	'�� �. ����	�� ������/���	'	 0	0���� :	.�/�0 �-��5���7 	:�����
.�0-� 2	�0�.�0� G=,6+H � G=,6;H,

&-:�F�0 ��������� 
�.���� D���'�� �. �����0-7 �	��	A�� �� �����	�
��.9�	'	 	���..�	�� � ��.�7 �	��������@A�'	 �� �����	��.9�-� 	���..�	�
:	�������	0 0	0���� MexE

Ė = Mex ·ω = γM(l1ω · k+ l2Ω · k),

E =
1

2
Θ1ω

2 +
1

2
(Θ3 −Θ1)(k ·Ω)2 +U(θ).

G=,*+)H
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"��@�� :	.�/��07 /�	

E − E0 =M
t∫
0

γ(τ)k · (l1ω(τ) + l2Ω(τ)
)
dτ. G=,*+*H

��.� ����'��. � .��	� /���� G=,*+*H 	'����/�� :�� ���1 t7 �	 :�� 0��
.-1 |M| D���'� E 0�.	 	�.�/���� 	� E07 � 0	5�	 '	�	���9 	
 ���	�/��	���,
��.� ����'��. � :���	� /���� G=,*+*H ��	'����/���	 ������ :�� t → ∞7 �	
�0��� 0���	 ����/�� D���'�� � �����0�7 /�	 �.�/�� �� �	
	� �����	�/��	��9
:�� .@
	0 ��	.9 �'	��	 0�.	0 |M|, �, h�'.�� ����-���� S;(T7 e, *+3M*;)7 /�	
:�� l1 = 17 l2 = 0 :�	��1	��� ����/�� D���'��7 �	 	� �� :���	��� ���	�
'	'	 �	������.9����7 �	�	�	� �	���0 �� 	/�����	, &	 ���	0 �.�/�� ���	��
�� ���.	�9 :	.�/��9 D�	 �	������.9���	 ���.���/����, %��.���-� ���/��-7
:�	������-� � :	0	A9@ �, �, �	�����7 :	����.�7 /�	 :�� l1 = 17 l2 = 0 �.�
l1 = 07 l2 = 1 D���'� ��	'����/���	 ������7 � :�� l1 = l2 = 1 D���'� �	�
.�
.��� 	�	.	 ���/��� E0, "����	 ���.����	��.	�9 0�.	� /��.	 ���.�/�-1
�������	� ��/�.9�-1 ��.	���7 :	D�	0� �������	� �	��� :���������.9�-� 1��
������,

4. :	.�/��� 
	.�� 	:����.���-1 ����.9���	� 
���0 �����5���9 ����	.9�
�	 ���/�,

&	�:	.9�	���F��9 �-��5���0� �. ������/���	'	 0	0���� G=,6+H �
G=,6;H7 ��:�F�0 �������� ���5��� �����	��.9�	'	 	���..�	��, � ��:	.9�
�	�����0 .��	� �'.	�	� ��	�	��� ��������� ����0��� 0	5�	 :������� � 2	��
0� G=,8>HE[
Θ1ω+ (Θ3 −Θ1) (ω · k′)k′]· + Cθ +DZT · k = γM (l1k+ l2k

′) , G=,*+(H

� ��:	.9�	�����0 :���	� �'.	�	� ��	�	��� O � 2	�0� G=,+)HE[
Θ1Ω + (Θ3 −Θ1) (Ω · k)k]· + (Θ3 −Θ1) (k ·Ω)Ω× k+

+Cθ +DZ · k = γM
(
l1P

T · k+ l2k
)
.

G=,*+6H

<���9 k′ = P · k, ���0	�� �� �	7 /�	 �������� G=,*+(H7 G=,*+6H O D��
����.���-7 �1 ��������� :	��	.�� :	.�/��9 ��������.9�-� ����.9���, &-�
/��� ��������� G=,*+6H �� �������� G=,*+(H � :����0� �	 ���0����7 /�	
ω · k′ =Ω · k7 :��1	��0 � ��������@[

Θ1 (ω−Ω) + (Θ3 −Θ1) (Ω · k) (k′ − k)
]·
+

+ (Θ3 −Θ1) (k ·Ω)k×Ω+Dθ× k = γM
[
(l1 − l2)k+ l2k

′ − l1P
T · k].
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��	����� D�	 ��������� �� ����	� k7 :	.�/��0[
Θ1 (ω−Ω) · k+ (Θ1 −Θ3)k ·Ω (1 − cosϑ)

]·
=

= γM (l1 − l2) (1− cos ϑ) ,
G=,*+8H

'��
cos ϑ = k · k′ = k ·P · k.

<�0���07 /�	 ��������� G=,*+8H �� �	���5�� 1������������ �:��'	'	 	��
�	����,

���	
�����0 G=,*+8H � ���'	� 2	�0�, �	'.���	 ��������0 G(,*6;H7
G(,*6=H7 G(,*88H7 �0��0

ω−Ω =
(
Z−1 − Z−T

) · θ̇ =
2(1 − cosθ)

θ2
θ× θ̇. G=,*++H

���������0 ����	� :	�	�	�� θ � ���� ���.	5���

θ = xk+ y, y · k = 0, θ2 = x2 + y2, y = y (t)Q (ψ (t)k) ·m, G=,*+;H

'��
m · k = 0, |m| = 1.

#�'�	 :	�����97 /�	

k ·
(
θ× θ̇

)
= k · (y × ẏ) = ψ̇y2, 1 − cosϑ =

y2 (1− cosθ)

θ2
. G=,*+=H

� �/��	0 �		��	F���� G=,*++H7 G=,*+;H � G=,*+=H ��������	 G=,*+8H 0	5�	
:���:����9 � ����[

(1− cos ϑ) F
]·

= γM (l1 − l2) (1− cos ϑ) , G=,*+>H

'��
F ≡ 2Θ1ψ̇+ (Θ1 −Θ3)k ·Ω.

��������	 G=,*+>H 
-.	 :	.�/��	 ���'�0 �:	�	
	0 � :	���-��.	�9 ���	��
� /����	� 
����� �, �, �����	�-015,

�����/���� ��������	 G=,*+>H 	
��.	�.��	 ��07 /�	 �:��'�� 0	0��� 	
�
.����� ��	����	0 G=,*>H, <�0���07 /�	 :���� /���9 G=,*+>H ����	:	��	���7
:��/�0 �� ���� 	:����.��� /��.	0 M (l1 − l2), ����9 :���� /���9 G=,*+>H
:	.	5���.9��EM (l1 − l2) > 0, &-
���0 ��/�.9�-� ��.	�� ���7 /�	
- 2����
�� F :�� t = 0 
-.� :	.	5���.9�	�, �	'�� :�	��������� (1− cos ϑ) F 
����

15 ���0���&(� ,(��&( �
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����� �	 ��1 :	�7 :	�� :���� /���9 G=,*+>H �� 	
������ � ��.97 /�	 �	�0	5�	
�	.9�	 �	'��7 �	'�� 1− cos ϑ = 0, "����	 � D�	0 �.�/�� 2����� F �	.5��
	
�����9� � 
���	��/�	��9, ��.� 5� :���� /���9 G=,*+>H �� 	
��A���� �
��.97 �	 2����� F �	.5�� ��0 
	.�� �	�������9 �	 
���	��/�	���, ��.� .��
�� /���9 G=,*+>H 	�������.9��7 �	 ��/�.9�-� ��.	�� �-
����0 ���7 /�	
-
F :�� t = 0 
-.� 	�������.9�	�7 �, �, ��� �����5���� :	��	��07 �0�	5��
	
� /���� G=,*+>H �� (−1), &-�	�E :�� l1 �= l2 ��.	7 � �	��/�	0 �/���7 ��/����
�� 
���	��/�	 
-���	 :��������	���9 �	���' �������.9�	'	 	��� k7 � �����	�
��	.9 �'	��	 5����	� ����������.9�	���	��	:�	� �:��'	� 	��	����� �� 0	5��
�	�:��:����	���9 D�	0�,

����0 	
���	07 ��.�����-� ���.�� :	����.7 /�	 ����� ���	:.��� D���'��
� �����0� :	.	5���� ����	���� G=,**+H �����	�/��	 :�� ��	.9 �'	��	 0�.	0
����A�0 0	0����, �.��	����.9�	7 ���.�� �� 	��	�� ��������� � �������1
���� :����.9�-� ����.9���,

�������	� �-F� 	
��	��.9���	7 ����0����7 	
C���� 2	�0�.9�-� ���
�	�� :����	��� �, #, ���	.��7 �	 	�	 	��@�9 �� �������� �'	, 4��������.9�
�	7 .@
	� :����	�� ���.@/���� � :�	���	��/�� 0�5�� 2	�0�.9�	 ����-0
�����5�����0 � ��������� �.� �����-0 �0-�.	0, & /����	���7 :��������	�
�-F� �����5����� �	��� �� 	
C���� ����
.@���0	��� 
���	��/�	'	 �	�����
���� ��	�	��� :�������� � D��:���0����1, ��� 	�0�/��	 � :���-��A�0 ����
��.�7 �/�� ����� ���5� �� �:	.�� 	
C���� 	�0�/����@ ����
.@���0	��9
:	���� ���	�/��	��� :�� ��	.9 �'	��	 0�.	0 ���F��0 0	0����, &	�0	5�	�
	
C������ :����	��� ���	.�� 0	5�� ���.@/��9� � �.���@A�0, ��� �	��
�������� ��	�	��� :�������� ��.� �	 �	����	/�	 
	.9F�1 ���/���� �:��'	�
	��	����� �����	0	 ��.9� �/����9 
��-�����	��-0, ��	0� �	'	7 ����	 ���	�
'�� �� �	���-��.7 /�	 �:��'�� 0	0��� G�.� �:��'� ��.�H ��:��0���	 �	.5�
�- 
-�9 :	����	��-0�, ����0	���0 ������	��	� �:��'	� 	��	�����, �	'��
�:��'�� 0	0��� �	.5�� �0��9 ��� G=,3H7 � �	'��7 ��:��0��7 �0���	 G=,8(H 0-
:	.�/��0 �.���@A�� �-��5����E

Me (θ) = −C
(
θ2,k · θ)θ−D

(
θ2,k · θ)ZT (θ) · k− μθ×ω, G=,*+3H

'�� μ �. :�	��	�- �/������ :	��	��	� ��.�/��	�,
& D�	0 �.�/�� �������� ���5��� �����	��.9�	'	 	���..�	�� :�����

0�@� ���[
Θ1ω+ (Θ3 −Θ1) (k

′ ·ω)k′]· + Cθ+DZT · k+ μθ×ω = 0,

θ̇ =ω−
1

2
θ×ω+

1− g

θ2
θ× (θ×ω) , k′ = P · k.

G=,*;)H
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�	5�	 :	�����97 /�	 � ����/� G=,*;)H ��'�.��� :������� ���	�0	5��,
�'	. ������� ����0��� � ��.@7 � :����	�� ���	.�� �� �	�������,

&	�0	5�	7 /�	 �� ��0	0 ��.� �:��'�� 0	0��� �	.5�� �0��9 ��� G=,3H,
$	� �.�'��0	� � G=,3H7 �	���5�A�� ��	�	��97 � �� :	:����� � �-��5���� 
��
.���� D���'��7 �	 	�	 	:����.���	 �.��� �� �'.	�-� ��	�	��� �7 �.��	����.9�
�	7 �� :����@ /���9 G=,*+)H �.� G=,*+*H, �	D�	0�7 :	 0����@ ���	��7 �	:�	�
	 :����	��� �, #, ���	.�� ��.9� �/����9 :	.�	��9@ ��F���-0E ��5�- �
�A���.9�-� D��:���0���-7 � ��.9���F�� ��	����/����� �����
	���,
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������ �����#

���������'��# ��(���+���1

�-�� 6��
����� �
������ �
����������� ���������

�� ������)�� �$����� ����
����

��	'	�:��	�-� �����	��.9�-� 	���..�	� �.��� ����������-0 	
	
�
A����0 0	��.� �����	��.9�	'	 	���..�	��, ��� D�	0 ��.�����	 �:��'	�
	��	����� 0	��.������ �	/�	 ��� 5�7 ��� � � �.�/�� �����	��.9�	'	 	���.�
.�	��, "�.�/�� �	��	�� � �	07 /�	 � ��/����� 	��	��	'	 D.�0���� 0	��.�
�0���	 �
�	.@��	 �����	'	 ��.� G	��	�:��	�	� /�����-H ��:	.9����� ������
0� �����-1 ��.7 �	��	A� �� ����A�'	 ��.� � ���������1 �	�	�	�, ����
�����0� ���-����� 0�	'	�:��	�	� /�������, ��.� �	�	�- 	����00����/�-7
� �1 	�� 2�����	���- 	��	����.9�	 ����A�'	 ��.�7 �	 0�	'	�:��	�� /������
:�������.�� �	
	� '��	����,  0���	 D�	� �.�/�� ����0��������� � ����	�
'.���2,

1 4(&�,�(� C&�/ 1�(%7 ����%(� �( �&(&;� E**F �
 �
 �����) �
 �
 ��,�2�� 34��;$
&�,�&�,�7/ 1�,��&(& �( ������/�� ��,�1�0 ����%(���5 �!�4(< 9�? �,��,��& u �+�

�66	
 �� �
� �����	�� �	
��

2 B�:�/ ����(/ 0��1������%�/ �(�&�=7 � 2%("�&%�,#�� &��� � ,(��0�&,�� % ��&%�,$
&�/ 1�(%�) �0
 ,("#�� +
�
 @ #%��(#=(&�/ 1�(%� ����-#(�&��) % �(�&���&�) 0�#��; �,�#7)
�("�%70 C��0��&�0 2�&�,�/ �%���&�� 0��1������%(� �(�&�=( � �0
 ,("#�� ��
�
 @ 2��&���$
(�;�7' 0�#���' 0��1������%(� �(�&�=( ,(��0(&,�%(�&�� 2(2 &�����(� �(�&�=() ��#���(�
&�/) 2�&�,(� ����-#(�&�� % ��#,("#��� �
�
�
 �%�-���� &(2�/ �(�&�=7 ��,�#����&�� "($
#(���0 �� %�2&�,( ����-���� � �(��,�0 ��"(%���07' &��"�,�% ��%�,�&(
 @ #(���/ 1�(%�)
���%�:����/ ,�<���. ��-���,�7' "(#(�) 0��1������%(� �(�&�=( 0�#���,��& &��� 0(2,�$
�2������2�' ,("0�,�%
 ��C&�0� ��-� �����;"��&�� �,���&7/ % #��(0�2� &%�,#�1� &��( �
��-���,��/ �,(2&�2� &�,0�� 31�,��&(&5
 B#�(2� 0�#���) 2�&�,7� ����-#(.&�� % #(���/
1�(%�) 0�1�& �(/&� �,�0������ �� &��;2� �,� ,(���&� &�'�����2�' 2���&,�2=�/) �� � �,�
����(��� �,�=����% % 0�2,�0�,�
 �����	�� �	
��
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������� �������� ��),
	
�� ��
�	�	� �� ������$� ) 
)�� ������� ���

�����������	 I������� �� ������� ���� ������������� ���� � ��
��� �� �������� � ��#���� ���+����� <���� ������� ����� ���
���� �+�� ���"����� ��������� ������� ������

4�.�� �. 	:����.���	��� ����0��������� ���1�	�	��-� '��	���� ��
�:��'	0 	��	�����, "����	 ��� :	����	��� ����/ � �1 ���.�� .�'�	 ���:�	�
�����@�� �� �.�/�� 0�	'	�	�	��	'	 '��	�����,

������ 3����	� ���	(���
������*� ��$ ������ ���"	���	���� ��	� ����

����9 ���	 �����	� ��.	 � ���0 :	.	��0�7 '�����- �	�	�-1 �.@��
:	���1�	��0� ���A���, & ��.9���F�0 
���0 �/����97 /�	 D�	 ��.	 A �0���
��:	���5��@ �	/�� � �:��'	 ��A�0.��	 � ���	�� 	:	�� G���, >,*H,

& 	��/���	0 :	.	5���� 	�9 k ��.� ��:���.��� �������.9�	7 � �:��'	�
	��	����� �� ��2	�0��	���	, ����	� ������� D�	'	 ��.� � :	.	��0�7 �-/���
.���-� 	��	����.9�	 ��:	���5�	� �	/�� O7 � 	��/���	0 :	.	5���� 	
	����
/�0 ��0�	.	0 A, ����	� ������� ��.� � �����.9�-� 0	0��� ���0��� 	
	����
/�0 ��0�	.	0 AtE

At = P(t) ·A ·PT(t), G>,*H

'�� /���� P(t) 	
	���/�� ����	� :	�	�	�� ��.� A, �����/�-� ����	�- m � n

��:���.��- :	 	�0 ��00����� :	.	���� � 	��/���	0 :	.	5����,
& 	��� :	.	��9 ��.� A �����.�� �	�	� B � ����	�	0 ������� B7 �-/���

.���-0 	��	����.9�	 	:	��	� �	/�� O, %�	
- ���A���� �	�	�� B �� 0��.	
���:����.��� 0��� � ��.�7 	� �	.5�� 
-�9 	����00����/�-07 �, �, �'	 ����	�
������� �	.5�� �0��9 ���

B = λbm⊗m+ μb(E−m⊗m), G>,(H

'�� m 	:����.�� ��:���.���� 	�� �	�	�� B � 	��/���	0 :	.	5����7 λb O
	���	� 0	0��� �������7 μb O D����	���.9�-� 0	0��� �������,

& �����.9�-� 0	0��� ���0��� ����	� ������� �	�	�� B �0��� ���7 ����
.	'�/�-� G>,*HE

Bt = Pb(t) ·B ·PTb(t), G>,6H

'�� Pb(t)O ����	� :	�	�	�� G:	.�-�H �	�	�� B,
& ���'�@ :	.	��9 ��.� A �����.�� �	�	� C, �'	 ����	� ������� C7 �-�

/��.���-� 	��	����.9�	 	:	��	� �	/�� O7 �0��� ���

C = λcn⊗ n+ μc(E − n⊗ n), G>,8H



��* ����� *� @��� ����$ 	��
�	�����$ �!����	


k

n
m

O

��,�1��
����%(���

9�&�,

?���:�� &���

9��
 �
�
 �%�',�&�,�7/ 1�,��&(&

'�� �����/�-� ����	� n 	:����.�� ��:���.���� 	�� ��00����� �	�	�� C

� 	��/���	0 :	.	5����R λc � μc O �		����������	 	���	� � D����	���.9�-�
0	0���- �������, & �����.9�	0 :	.	5���� ����	� ������� �	�	�� C �0���
���

Ct = Pc(t) ·C ·PTc (t), G>,+H

'�� Pc(t) O :	.�-� ����	� :	�	�	�� �	�	�� C,
����	�- :	�	�	�� �	�	�	� B � C ��	
�	 :���������9 � ���'	0 ����, �	.�

�-� :	�	�	� �	�	�� B 0	5�	 :���������9 � ���� �	0:	����� :	�	�	�	�E :	�
�	�	�� �	�	�� Q(α̃m) �	���' ��	�� 	�� ��00����� � 	��/���	0 :	.	5���� �
:	�	�	�� �	�	�� ����	�	0 :	�	�	�� ��.� A7 �, �, ����	�	0 P(t), "����	 ����9
��	
1	��0	 ��	/�����, ��.� ��.	 A :	�	��/������ �	���' 	�� m7 �	 ���	�
:	�	�	� �� :	������ �	�	��7 �	�	�-� 0	5�� ��	
	��	 ���A��9� ������ A,
����	� :	�	�	�� P(t) ��.� � ��	@ 	/����9 0	5�	 :���������9 � ���� �	0:	�
����� :	�	�	�	� �	���' m � �	���' 	�� 	��	'	��.9�	� m, ?�	 ��0��.���	
�.����� �� ��	��0- G(,;*H7 '�� �.����� :	.	5��9 n = mE

P = Q(ψm) ·Q(ϑe) ·Q(ϕm) = Q(ϑe ′) ·Q ((ϕ −ψ)m) ,

'��
e ′ = Q(ψm) · e, e ′ ·m = m · e = 0.
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 ���7 ����	� :	�	�	�� P(t) :��������0 � ����

P(t) = P∗(t) ·Q(α∗m), G>,;H

'�� α∗ O �'	. :	�	�	�� ��.� A �	���' 	�� m7 ����	� :	�	�	�� P∗(t) 0	5�
�	 ������9 ����	�	0 ���.	�� 	�� m,  0���	 D�	� ����	� :	�	�	�� P∗(t) �
:	�	��/����� �	�	� � 	�9@ m,

��:��9 :	.�-� :	�	�	� �	�	�� B 0	5�	 ��:����9 � ����

Pb(t) = P∗(t) ·Q(α̃m) = P(t) ·QT(α∗m) ·Q(α̃m) = P(t) ·Q(αm),

α(t) = α̃(t) − α∗(t),
G>,=H

'�� α(t) O �'	. :	�	�	�� �	�	�� B 	��	����.9�	 ��.� A,
4. �	�	�� C �0��0 ���.	'�/�	� :�������.����E

Pc(t) = P(t) ·Q(βn), G>,>H

'�� β(t) O �'	. :	�	�	�� �	�	�� C 	��	����.9�	 ��.� A,
&����0 	
	���/���E ����	� ω O �'.	�� ��	�	��9 ��.� A7 ����	� ωb O

�'.	�� ��	�	��9 �	�	�� B7 ����	� ωc O �'.	�� ��	�	��9 �	�	�� C, �	'��7
�	'.���	 G(,*+8H7 :	.�/�0 2	�0�.-

ωb =ω+ α̇m ′, m ′ = P(t) ·m, G>,3H

ωc =ω+ β̇n ′, n ′ = P(t) · n. G>,*)H

��:��9 0- 0	5�0 ��:����9 �-��5���� �. ������/���	'	 0	0���� '��	�
�����7 �-/��.���	'	 	��	����.9�	 	:	��	� �	/�� O, �	��	.9�� ������/�����
0	0��� ��������� :	 0����7 �	 :	.�-� ������/����� 0	0��� '��	�����L ���9
��00� ������/����1 0	0���	� ��.� A � �	�	�	� B � CE

L = At ·ω+Bt ·ωb +Ct ·ωc . G>,**H

<�0���07 /�	 �:�����.��- ���������

Bt = Pb ·B ·PTb = P ·Q(αm) ·B ·QT(αm) ·PT = P ·B ·PT ,
��� ���

Q(αm) ·B ·QT(αm) = B.

� �/��	0 �-F��������	'	 ��:��9 �0��0

L = P ·
(
A ·Ω +B · (Ω+ α̇m) +C · (Ω+ β̇n)

)
=

= P ·
(
(A+B+C) ·Ω + λbα̇m+ λcβ̇n

)
,

G>,*(H



��� ����� *� @��� ����$ 	��
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'�� Ω = PT ·ω ���9 :���� �'.	�� ��	�	��9 ��.� A, &����0 	
	���/����

Θ = A+B+C. G>,*6H

�	'�� �. ����	�� ������/���	'	 0	0���� �0��0 	�	�/���.9�	� �-��5��
���

L = P ·
(
Θ ·Ω+ λbα̇m+ λcβ̇n

)
. G>,*8H

��� ����	 �� G>,*8H7 ����	� ������/���	'	 0	0���� '��	����� ������� 	�
��00���	'	 ����	�� ������� '��	����� � 	��/���	0 :	.	5���� � 	���-1 0	�
0���	� ������� �	�	�	�,

����� C	������+ ���#���+ ��	� ����

��:	0��0 ��	�	� ���	� ����0��� ?�.���E ��	�	��9 ��0����� �������
/���	'	 0	0���� :�	���	.9�	� �����0-7 �-/��.���	'	 	��	����.9�	 	:	��	�
�	/�� O7 ����� ���F��0� 0	0����7 �������@A�0� �� ����0�������0�@ ���
���0�,

& ����	0 �.�/�� ��	�	� ���	� ����0��� �0��� ���

L̇ = M, G>,*+H

'��M O ���F��� 0	0���, <�:�F�0 ������/����� 0	0��� � ����

L = P · J, J =Θ ·Ω + λbα̇m+ λcβ̇n. G>,*;H

�	'�� � �/��	0 :���	'	 �������� �����	�� G(,>*H �0��03

L = P · J̇+ Ṗ · J = P · J̇+ (P×Ω) · J =

= P · J̇+P · (Ω× J) = P · (J̇+Ω× J).

�	������� D�	 �-��5���� � G>,*+H � �0�	5�� 	
� /���� :	.�/��F�'	�
�������� ���.��	 �� ����	� PT �.���7 :	.�/�0

J̇+Ω× J = PT ·M. G>,*=H

&��F��� 0	0��� M :��������0 � ���� ��:��:	����� 0	0���	�E

M = Me +M∗
ex,

3 @ �,���,("�%(���' �����;"�%(�� &�-#��&%� (A × b) · c = A · (b × c)) ��,(%�#��%��
#�� �.��1� &��"�,( A � �.�7' %�2&�,�% b � c
 �����	�� �	
��
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'��Me O 0	0���7 �	���@A��� �:��'�0 	��	�����07M∗
ex O 0	0��� ���F��1

G:�	/�1H �	���������, �	0���Me �-��5���� /���� D���'�@ �:��'	'	 	��	�
���� U(θ) :	 2	�0�.� G=,6>H, �	0��� M∗

ex � ��	@ 	/����9 0	5�� �	��	�9
�� :	������.9�	� � ��:	������.9�	� /�����, �	������.9�� /���9 0	0���
�� M∗

ex �-��5���� /���� :	������. ���F��1 �	��������� V(θ) :	 2	�0�.�
G=,8=H, & ����.9����7 � ��:	.9�	�����0 G=,6>H7 G=,8=H7 �. M 0	5�	 ��:����9
�-��5����

M = −ZT (θ) · d (U(θ) + V(θ))
dθ

+Mex, G>,*>H

'�� Mex ���9 ��:	������.9�� /���9 ���F��'	 0	0����, ��:��9 ���������
���5��� G>,*=H 0	5�	 :���:����9 � ����

J̇+Ω× J+ Z · d (U(θ) + V(θ))
dθ

= PT ·Mex, G>,*3H

'�� �/���	 �	5�����	 PT · ZT = Z, �:��'	� 	��	����� 
���0 �/����9 ������
�����.9�	���	��	:�-0 � 	�9@ ��	��	:�� k, �	'��7 �	'.���	 2	�0�.�0 G=,*;H7
G=,*=H7 �. �:��'	'	 0	0���� �0��0 �:�	A���	� �-��5����

Me = −2
∂U

∂(θ2)
θ −

∂U

∂(k · θ) Z
T · k, U = U(θ2,k · θ). G>,()H

��������� ���5��� '��	����� � D�	0 �.�/�� 0	5�	 :���:����9 � ����

J̇+Ω× J+ 2
∂U

∂(θ2)
θ+

∂U

∂(k · θ) Z · k+ Z · dV
dθ

= PT ·Mex . G>,(*H

��.� �� '��	���� :	0�0	 ������� �:��'	'	 	��	���� ���'�1 �	���������
���7 �	 :	.�/��0 
	.�� :�	��	� ���������

J̇+Ω× J+ 2
∂U

∂(θ2)
θ +

∂U

∂(k · θ) Z · k = 0. G>,((H

��.� �	�	�- 5����	 �����:.��- �� ����A�0 ��.� A7 �, �, α = β = 07 �	
��������� G>,((H �:�	A���� �A� ��.9���E

Θ · Ω̇+Ω×Θ ·Ω + 2
∂U

∂(θ2)
θ+

∂U

∂(k · θ) Z · k = 0. G>,(6H

���	���7 :	.�'� � G>,(6H 2�����@ U(θ) ����	� ��.@7 �, �, �
��� �:��'	�
	��	�����7 :	.�/��0 1	�	F	 �������	� ��������� ?�.���E

Θ · Ω̇+Ω×Θ ·Ω = 0. G>,(8H
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� D��0 ��������0 �	.5�	 
-�9 �	
��.��	 ���������7 ���-��@A�� �'�
.	��@ ��	�	��9 Ω � :�	���	��	� 	� ����	�� :	�	�	��, ��	
��� ��:����9 :	�
�.����� ��������� � 	
��A���	� 2	�0� G(,*8;HE

θ̇ =Ω+
1

2
θ×Ω +

1− g

θ2
θ× (θ×Ω), g =

θ sin θ

2(1 − cosθ)
, θ = |θ|.

�������� 0�5�� �	
	� �����0- G>,(6H7 G(,*8;H � G>,(8H7 G(,*8;H7 ����07 /�	
:���� �� ��1 ��A�������	 �.	5��� ��	�	�7 ��� ��� �������� G>,(6H � G(,*8;H
	
����@� �	�0�����@ �����0� �. ����	�	� θ � Ω, & �.����/���	0 �.�/��
:	 ��������@ ?�.��� G>,(8H ��1	�� :����@ �'.	��@ ��	�	��9 Ω7 � ����0
��F�@� :����@ ����/� 4��
�7 �	�	�� � ����	� ��
	�� ��	���� � ����'���
�	����@ �������� G(,*8;H, ��.� ��.	 �����:.��	 �� �:��'	0 	��	�����7 �	
����/� ����'���	���� 	��	��	� �����0- 	/�����-0 	
���	0 ��.	5����,
&:�	/�07 �. /��.���-1 ��F���� 	
��5���0-� �����0- ��������� :������
/���� D�����.����-, &	����A��9 � ����0	�����@ ���1�	�	��	'	 '��	�����7
����� ��0�/��07 /�	 ����9 �	�����@� �	:	.����.9�-� ��.	5����, &���	� J7
	:����.���-� �-��5����0 G>,*;H7 ������� �� �	.9�	 	� �'.	�	� ��	�	��� Ω
��.� A7 �	 � 	� 	��	����.9�-1 ��	�	���� �	�	�	� B � C7 �, �, � D�	0 �.�/��
�����0� ��������� G>,((H � G(,*8;H �	���5�� ��� ���������-1 ����	�� Ω � θ
� ��� ���.��-� 2������ α̇ � β̇ G�/������7 /�	 ����	� J ���.@/�� �� G>,((H
� :	0	A9@ G>,*;HH,  �-0� �.	��0�7 �����0� G>,((H � G(,*8;H ����0�����, �
��� ��	
1	��0	 �	
����9 �A� ��� ��������7 � �-�	�� �	�	�-1 0- ���/�� �
:���1	��0,

�����% C	������+ ���#���+ 	���	��

4. �:�	A��� ��5��.���@A�1 ��������� � �����5����� :��0�0 	'���
��/����7 /�	 	�� �	�	�	� :�	1	�� /���� ��:	���5��@ �	/�� O, �	'�� ��0�
�	�	�- 0	5�	 �/����9 �����-0� ��.�0�7 �0�@A�0� ��:	���5��@ �	/��, ��
�	�	�- �������@� 0	0���-7 ��������0-� ���'���.0�7 �	�	�-� �	 ��1 :	� ��
�:	0���.��97 :	��	.9�� �. '��	����� � ��.	0 	�� �.@�� ���������0�,
��	0� �	'	7 �� �	�	�- �������@� 0	0���- �	 ��	�	�- ��.� A7 �-��5��@A��
�	�	�- 	��.�5����9 :	�	�	�- ����A�'	 ��.� A,

"
����0� � �-�	�� ��������� ���5��� �	�	�� B, ������/����� 0	�
0��� �	�	�� B 	:����.��� �-��5����0

Lb = Pb ·B ·PTb ·ωb . G>,(+H

� �/��	0 2	�0�. G>,(H7 G>,=H � G>,3H �-��5���@ G>,(+H 0	5�	 :�����9 ���

Lb = P ·B · (Ω + α̇m) G>,(;H



*��� 6
������� �������� ��),
	
�� ��
�	�	� �� ������$� ) 
)�� ������� �6�

�.� �'	 0	5�	 ��:����9 ���/�E

Lb =
(
μbE+ (λb − μb)m

′ ⊗m ′) · (ω+ α̇m ′) =

= μb(ω + α̇m ′) + (λb − μb)(m
′ ·ω+ α̇)m ′.

G>,(=H

&�	�	� ���	� ����0��� �. �	�	�� B 0	5�	 ��:����9 � ����

L̇b = Mmot +Mab , G>,(>H

'�� Mmot O 0	0���7 ��������0-� ���'���.�0R Mab O 0	0���7 �������@A��
�� �	�	� B �	 ��	�	�- ��.� A, �/��0 ��:��9 �.���@A��, �	0��� Mmot 	/��
����	 ��:���.�� :	 	�� �	�	�� B7 �, �, :	 ����	�� m ′ = P ·m, �	0��� Mab7
��:�	���7 	��	'	��.�� 	�� �	�	�� B7 �, �,Mab ·m ′ = 0, �:�	������0 ��:��9
��������� G>,(>H �� ����	� m ′ � �/��0 ���������

Mmot =Mmotm
′, Mab ·m ′ = 0, m ′ · L̇b = (m ′ ·Lb)· − ṁ ′ ·Lb .

#�'�	 ��0����97 /�	

ṁ ′ ·Lb = (ω×m ′)·(μb(ω+α̇m ′)+(λb − μb)m
′(m ′ ·ω+α̇)

)
= 0 ,

m ′ ·Lb = λb(ωm + α̇)·, ωm = m ′ ·ω = m ·Ω.
G>,(3H

��	���� �������� G>,(>H �� ����	� m ′ ��:��-����� ���E

λb(α̇ +ωm)
· =Mmot, ωm = m ′ ·ω = m ·Ω. G>,6)H

4. 0	0����7 ��������0	'	 ���'���.�07 Mmot :��0�0 :�	����F�� �-���
5����

Mmot = −νb(α̇ −ωb), νb > 0 , G>,6*H

'�� ωb ���9 �	0���.9�� �'.	�� ��	�	��9 ���'���.7 νb O :���0���7 1��
���������@A�� 0	A�	��9 ���'���., �	�����. G>,6*H � G>,6)H7 :	.�/��0
���������

λb
(
α̇−ωb

)·
+ νb

(
α̇−ωb

)
+ λbω̇m = 0, ωb = const.

& D�	0 ��������� 	��	��	� ���������	� �.��� 2����� α(t)7 � �'.	��
��	�	��9 ��.� A �1	��� � ��������� /���� ��.�/��� ωm = m ·Ω , ���.	'�/�
�-� �����5���� �. �	�	�� C :���	�� � ��������@

λc
(
β̇−ωc

)·
+ νc

(
β̇−ωc

)
+ λcω̇n = 0, ωc = const, νc > 0,

'�� ωc ���9 �	0���.9�� �'.	�� ��	�	��9 ���'���.7 ���A�@A�'	 �	�	� C7
�'.	�� ��	�	��9 ��.� A �1	��� � ��������� /���� ��.�/��� ωn = n ·Ω,
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��.� �/����97 /�	 ���'���.�7 ���A�@A�� �	�	�- B � C7 �0�@� 
���	��/�
��@ 0	A�	��97 �	 �.����� :����9

νb → ∞, νc → ∞ ⇒ α̇ = ωb , β̇ = ωc . G>,6(H

�	�.����� ���/��� :	.�/�@�� :	�.� :���1	��	'	 :�	�����,

�����) �����+  � ���� �	������$ ���#���+
���"	���	���� ��	� ���� �� �!	���� � �������

&-:�F�0 :	.��@ �����0� ���������7 	:��-��@A�1 ����0��� ���1�	�
�	��	'	 '��	�����,

&�	�	� ���	� ����0��� �. '��	����� O ��������� ���5��� G>,(*HE

J̇+Ω× J+ 2
∂U

∂(θ2)
θ+

∂U

∂(k · θ) Z · k+ Z · dV
dθ

= PT ·Mex ,

J =Θ ·Ω+ λbα̇m+ λcβ̇n, Θ = A+B+C.

G>,66H

����0���/���	� ��������� G(,*8;HE

θ̇ =Ω+
1

2
θ×Ω+

1− g

θ2
θ× (θ×Ω), g ≡ θ sin θ

2(1 − cosθ)
, θ = |θ|. G>,68H

��������7 	:����.@A�� ���A���� �	�	�	� B � CE

λb
(
α̇−ωb

)·
+ νb

(
α̇−ωb

)
+ λbω̇m = 0, ωm = m ·Ω. G>,6+H

λc
(
β̇−ωc

)·
+ νc

(
β̇−ωc

)
+ λcω̇n = 0, ωn = n ·Ω. G>,6;H

�����0� ��������� G>,66HMG>,6;H �.��� ��0����	� � �	���5�� �	��09
���������-1E ����	� :	�	�	�� θ7 ����	� :���	� �'.	�	� ��	�	��� Ω7 �'.-
	��	����.9�-1 :	�	�	�	� �	�	�	� α(t) � β(t),

�����0� G>,66HMG>,6;H ���90� ��	
�� �. /��.���	'	 ���.���, & /����	�
���7 /��.���-� D��:���0���- � ��� :	��	.@� �-
����9 D���'�@ ��2	�0��
��� U(θ)7 �, �, :�	�����	���9 �:��'	� 	��	�����7 	
��:�/���@A�� ������	�
����0�/���	� :	������� '��	�����, & ����	� ��
	�� ���.�� ���	'	 �	�� 	�����
.�� � ��	�	�� ����� ���	����	/�	� �'	 �����F���	���,

4. :�����/����1 :��.	5���� 0	5�	 :����9 D���'�@ ��2	�0���� �
���� ��������/�	� 2	�0-7 ���.	'�/�	 �	0�7 ��� D�	 :����	7 ��:��0��7 �.
��� ���-���0	'	 :	.�.�����	'	 0������.� S;=T � ��.�����	� ��	��� �:��'	�
���E

U(θ2,k · θ) = 1
2
C1
(
θ2 − (k · θ)2) + 1

2
C3(k · θ)2. G>,6=H
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�� ��
�	�	� �� ������$� ) 
)�� ������� �6�

& D�	0 �.�/�� �:��'�� 0	0��� Me �-/��.��� :	 :�	����F�� 2	�0�.�

Me = −C1θ− (C3 − C1) (k · θ)ZT (θ) · k, G>,6>H

'�� C1 > 07 C3 > 0 ���-��@�� 5����	��0� 	��	���� �� ��'�
 � ���/����
�		����������	, "
����0 ���0����7 /�	 �-��5���� �. �:��'	'	 0	0����7
�		��������@A�� :�	����F�� 2	�0� D���'��7 �.��� ��.�����-0, & ����
������	0 ���� � �/��	0 2	�0�.- G(,*63H �. 2������ Z(θ) �-��5���� G>,6>H
:����0��� ���

Me = −C1θ− (C3 − C1)(k · θ)
(
k−

1

2
θ× k+

1− g

θ2
θ× (θ× k)

)
. G>,63H

 �-0� �.	��0�7 � 	�.�/�� 	� ��.�����	� ��	��� �:��'	���7 ����9 0-
�0��0 ��.	 � 2���/���� ��.�����	� ����/��7 � �� �	.9�	 � '�	0����/���	�
��.�����	��9@, "
	��	����	��9 :����-1 ���0��	����� �. �:��'�1 :	��	�
��-1 C1 � C3 �.����� �� .�������	����	� ��:��� �-��5��� G>,63HE

Me = −C1
[
θ− (k · θ)k]− C3(k · θ)k. G>,8)H

��.� ����	� :	�	�	�� ��:���.�� :	 k7 �, �, �0��� 0���	 /���	� ���/����7
�	 :	.�/��0

Me = −C3θ, k× θ = 0.

"��@�� :	���	 ���0��	����� 5����	��9 �� ���/���� �. �:��'	� :	��	�
��	� C3, ��.� 5� ����	� :	�	�	�� 	��	'	��.�� k7 �	 �0��0

Me = −C1θ, k · θ = 0.

��� D�	0 0- �0��0 ���.	� '��	�����7 �, �, 	��.	����� �'	 	�� 	� ������
��.�7 � ��'�
 �:��'	'	 	��	����,

������ C	������+ ���#���+ ���"	���	���� ��	� ����
!	� ����" !���	���" �� �.��� ����

����A�� ��.	 '��	�����7 �:��'	 ��A�0.���	� � �:��'	� 	��	�����7 �	 0�	�
'�1 :�����/���� ��5�-1 �.�/�1 �� �	.5�	 ��.9�	 	��.	��9� 	� ��1	��	'	
�	��	��7 �, �, ����	� :	�	�	�� ����A�'	 ��.� �	.5�� 
-�9 0�.-0E

|θ|  1.

& D�	0 �.�/�� 	��	���@ �����0� ��������� G>,66HMG>,6=H 0	5�	 ��A��
������	 �:�	����97 �	1����� � ��� �	.9�	 .�����-� :	 θ � �'	 :�	���	��-0
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�.�'��0-�, ���
	.�� ���/���.9�	� �:�	A���� :�����:����� ����0���/���	�
��������� G>,68H, <�0���07 /�	 �:�����.��� 	�����

1− g

θ2
=
1

12
+O(θ2).

�	D�	0� � .�����	0 :��
.�5���� :	.�/��07 /�	 :���� �'.	�� ��	�
�	��9 Ω �	�:����� � .��	� �'.	�	� ��	�	��9@ � 	:����.��� :�	����F�0
�-��5����0

Ω =ω = θ̇. G>,8*H

���0�07 /�	 ���F��� 0	0���- 	��������@�, 4. �:��'	'	 0	0���� �0��
�0 �-��5���� G>,8)H, � �/��	0 G>,8*H ��������� G>,66H :	�.� .�����������
��:��-���0 � ����

Θ · θ̈+ λbα̈m+ λcβ̈n+ C1
[
θ− (k · θ)k] + C3(k · θ)k = 0. G>,8(H

�������� G>,6+H � G>,6;H 	���@�� :	/�� 
�� ��0������E

λb
(
α̇ −ωb

)·
+ νb

(
α̇−ωb

)
+ λbm · θ̈ = 0, G>,86H

λc
(
β̇−ωc

)·
+ νc

(
β̇−ωc

)
+ λcn · θ̈ = 0. G>,88H

�����0� G>,8(HMG>,88H ���9 �����0� 	
-��	����-1 ��22�������.9�-1
��������� �	�90	'	 :	���� � :	��	��-0� �	D22�������0�, & :�����:�
	�� �	:������ :	.�	� ���.��	�����,

�-�� �������� ������������� ���������

�� �$����� ����
����

& D�	0 �����.� 
���� ����0�������9� /����-� �.�/�� :	.�/���-1 �-F�
���������, ��� D�	0 
���� :����- �	:	.����.9�-� �:�	A�@A�� :���:	�
.	5���,

*�����	 ����	� ������� ����A�'	 ��.� A 
���0 �/����9 ����������.9�	�
��	��	:�-0 � 	�9@ ��	��	:��7 ��:���.���	� :	 ����	�� kE

A = λak⊗ k+ μa(E− k⊗ k). G>,8+H

"� D�	'	 :���:	.	5��� � ��.9���F�0 0- 	���5�0� � ����0	���0 ���
�����@7 �	'�� ����	� ������� A 
���� 
.��	� � �-��5���@ G>,8+H7 �	 :����
������ 	
.����9 	�9@ ��00�����,

������	 �/����07 /�	 �	�	� C 	����������7 �	 :	.	��97 ����0��0� �	�
�	�	0 C7 ��:	.���� 0������.	0 ����A�'	 ��.� A,
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������	 �/����07 /�	 	�9 �	�	�� B � ��1	��	0 ������.9�	0 �	��	���
�	�:����� � 	�9@ ��00����� ����A�'	 ��.� AE m = k,

-��������	4. D���'�� �:��'	'	 	��	���� �/����0 �:�����.��-0 �-�
��5���� G>,6=H,

����� C	������+ ���#���+ ����	���	���� ��	� ����
 �	�� ��	 ��'�������	�!��� �����	�� ���	(��

��� :����-1 :���:	.	5���1 ��00���-� ����	� ������� '��	����� Θ
�0��� ���

Θ = λk⊗ k+ μ(E− k⊗ k), λ = λa + λb , μ = μa + μb . G>,8;H

�	'�� :���-� ����	� ������/���	'	 0	0���� J �-��5���� :	 2	�0�.�

J = μΩ+
[
(λ− μ)ωk + λbα̇

]
k, ωk = k ·Ω. G>,8=H

����0���/���	� ��������� G>,68H 	������ 
�� ��0������, & ����.9����
�������� ���5��� '��	����� G>,66H7 G>,68H � ����	0 �.�/�� :���:��-�����
� ����

μΩ̇+
[
(λ − μ)ωk + λbα̇

]·
k−

[
(λ − μ)ωk + λbα̇

]
k×Ω+

+C1θ+ (C3 − C1)(k · θ)Z(θ) · k = 0,

θ̇ =Ω +
1

2
θ×Ω+

1 − g

θ2
θ× (θ×Ω), g =

θ sin θ

2(1 − cosθ)
.

G>,8>H

��������� ����0��� �. �	�	�� ��� 5� 	������ :	/�� 
�� ��0������E

λb
(
α̇ −ωb

)·
+ νb

(
α̇−ωb

)
+ λbω̇k = 0, ωk = k ·Ω. G>,83H

�����0� G>,8>H7 G>,83H �.�� �	
	� ��0�����@ �����0� ��������� �. 	��
�	�	�	��	'	 '��	�����7 �	�	�-� � ����	0 �.�/�� 0	5�	 ����0�������9 ���
:�	����F�@ 0	��.9 ������2�'�, %�	
- ���	�/��9 :	����	��� ����/�7 ��	
�
1	��0	 �����9 ��/�.9�-� ��.	��

t = 0 : θ = θ0, Ω =Ω0, α̇ = α̇0. G>,+)H

�	.�/���� ����/� �	F� 	���-����� ��.9�	 ��.�����	� � �	����	/�	
�.	5�� �. ���.���/���	'	 ��F��� � 	
A�0 �.�/��, �������	��-� 0��	�
�- ���.��� ����9 �� :	�1	��7 ��� ��� �����0� ��A�������	 ���	�����������,
�	��	� �.� 	��	� D���'�� � D�	� �����0� 	��A����.��� D.�����/����0 :��
��0 �� �/�� ��
	�- ���'���.7 ���A�@A�'	 �	�	�,



�6* ����� *� @��� ����$ 	��
�	�����$ �!����	


���� �	����'����	�.����'��� ���#���+ ��	� ����

��.������ �����0� G>,8>H7 G>,83H �0��� �	/�	� /����	� ��F����7 �	�	�	�
���.������7 �	��/�	7 :�� /����	0 �.�/�� ��/�.9�-1 ��.	���, � �0���	7 �	�
:����07 /�	 ����A�� ��.	 A �	���F��� /���	 �����.9�-� �	.�
��� �	���'
��	�� 	�� ��00�����, �	'�� �	�	� 
���� �	���F��9 �����.9�	����A���.9�	�
���5����, 4. ������2�'� D�	 �	�0�.9�-� ��
	/�� ��5�0 ���5���7 � ���
:�	/�� ���5��� �.@�� :�������-0� � ��5�.���.9�-0�,  ���7 :��0�07
/�	 ����	� :	�	�	�� ����A�'	 ��.� A �0��� ���

θ = θ(t)k, k = const. G>,+*H

<���9 θ(t) �5� �� �.��� 0	��.�0 ����	�� θ7 ��� D�	 
-.	 �-F�7 /�	
�� �0��� ���/���7 ��� ���

|θ| sin |θ|

2(1 − cos |θ|)
=

θ sin θ

2(1− cosθ)
.

#�'�	 �
����9�7 /�	 :�� :������ G>,+*H .��� � :���� �'.	�-� ��	�	���
�	�:���@� � 	:����.@�� :	 :�	����F�� 2	�0�.�

ω =Ω = θ̇k. G>,+(H

&���	� ������/���	'	 0	0���� J 	:����.��� �-��5����0

J = (λθ̇+ λbα̇)k, ωk ≡ θ̇.

��	0� �	'	7 �0��0 ��������	

Z(θ) · k = k.

�����0� G>,8>H7 G>,83H ��	���� � ���0 ���.��-0 ��������0E(
λθ̇+ λbx

)·
+ C3θ = 0, λbẋ+ νbx+ λbθ̈ = 0, α̇ = ωb + x. G>,+6H

�	.�/�.� .������@ �����0� /������	'	 :	����7 �	 ��F��9 2����/����
���	 �����0� ����9�'	 :	����7 ��� ��� :	�.����� ��������� �����0- G>,+6H
:	��	.�� ����� α(t) ���������	�, ��F���� �A�0 � ����

θ = Aept, x = Bept.

�	�����. D�� �-��5��� � :���-� ��� �������� �����0- G>,+6H7 :	.��
/��0 	��	�	���@ �����0� .�����-1 �.'�
���/����1 ���������, ����������
� ��.@ 	:����.���.9 D�	� �����0-7 :	.�/��0 1�����������/���	� ���������

F(p) ≡ λbλap3 + λνbp2 + C3λbp+ C3νb = 0. G>,+8H
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&�	� ���������-� 	
	���/���7 :����0��0

a0 = λbλa, a1 = λνb, a2 = C3λb, a3 = C3νb.

4. �	'	 /�	
- ��� �	��� �������� G>,+8H �0�.� 
- 	�������.9�-�
��A�������-� /����7 ��	
1	��0	 � �	����	/�	 �-:	.����� ��.	��� �����M
�������7 �	�	�-� � ����	0 �.�/�� ��	��� � �����������0

λbλa > 0, λνb > 0, C3νbλb(λ − λa) > 0, C23ν
2
bλb(λ − λa) > 0.

&�� D�� ����������� ���	'	 �-:	.�@��7 ��.� �-:	.�@�� ���	'�� �����
�������

λa > 0, λb > 0, C3 > 0, νb > 0.

4�.�� �/����0 D�� ����������� �-:	.����-0�,  ���7 ��� �	��� �������
�� G>,+8H �0�@� 	�������.9�-� ��A�������-� /����, "��� �� D��1 �	����
�����	0	 ��A�������-�, 4�� ���'�1 0	'�� 
-�9 .�
	 ��A�������-0�7 .��

	 �	0:.����	 �	:�5���-0�, � :�����/���	� �	/�� ����� �-'	��	7 /�	
-
��� �	��� 
-.� 
- ��A�������-0�7 �
	 � D�	0 �.�/�� ���� :.���-� G
�� ����
��.9�-1 �	.�
����H ���'	� ������2�'�, &-���07 :�� ����1 ��.	��1 ���
�	��� G>,+8H 
���� ��A�������-, "/�����	7 /�	 �. D�	'	 ��	
1	��0	7 /�	
-
2����� F(p) �0�.� 
- ��� D�����0�0�7 �, �, ���������

F ′(p) ≡ 3λbλap2 + 2λνbp+ C3λb = 0 G>,++H

�0�.	 
- ��� ��A�������-1 ��F���, 4. D�	'	7 � ��	@ 	/����97 ��	
1	��0�
:	.	5���.9�	��9 ������0������ D�	'	 ��������E

4λ2ν2b − 12λ
2
bλaC3 > 0 ⇒ ν2b >

3C3λaλ
2
b

(λa + λb)2
. G>,+;H

��.	��� G>,+;H �.��� �	.9�	 ��	
1	��0-07 �	 �� �	����	/�-0, ��0 ��
0���� 	�	 ��� 5� .@
	:-��	, �����
	�/���0 ������2�' 1	�	F	 �������	7
/�	 �. �.�/F��� ��/����� ��
	�- ������2�'� ���	 :	 �	�0	5�	��� ����
.�/����9 0	A�	��9 ���'���.7 �	�	�� 1������������� :���0���	0 νb, <���
/���� νb = ∞ �		���������� ���'���.@ ��	'����/���	� 0	A�	���, &0����
� ��0 ������� ����������� ��:� G>,+;H �����
	�/���07 :	 ���� ���	��	���7
���������-, ��	0� �	'	7 �������	7 /�	 ��5�	 ����0��9� ���.�/����9 	���
�	� 0	0��� ������� ����A�'	 ��.�7 �� �	�	�	0 �����:.�� ����	� ���'���.,
�	 �	.�/�������-1 	'����/���� �	 ��1 :	� �� 
-.	 �����	�.��	,  ���.��
/���� 0	A�	��� ���'���.7 � ���.�/���� 	���	'	 0	0���� ������� λa �����
A�'	 ��.� �����- � �	��	0 ���� ������2�'�, �	�.����� :	������.9 	/��9
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��5�� �. :����	��-1 0���������1 ������2�'7 ��:	.9���0-1 �. 	/�����
��	��, ��:��0��7 :�� ��0.�������� � �:����� :	'�
.	 ��-F� �-�/� .@�
���7 
	.9F�����	 �� �	�	�-1 :	'�
.	 � ����.9���� �	�������� ��	��, ��.�

- :	�.� ���.�/��� �1 ���:	� �����.�� ���.	�9 
- ��0��.���	 :�	�������
	/����� �1 ��	�� � :	0	A9@ ������2�'�7 �	 0�	'�� � 0�	'�� 	���.��9 
-
� 5��-1, ������	 0���������� ������2�'� :��1	���� :	���0��97 ��:���
0��7 �� F���	� D��5 � �������:	���
�.9�	0� 
	.9�	0�, �	�	/� '	�	�7 ���
��.9� ���.�/����9 
�� �0��9F��� :	���
���.9���1 ��	���� ������2�'�7 �7
�.��	����.9�	7 ����������� ��:� G>,+;H7 ���-��@A�� 0�5�� �	
	� 	��	��-�
:���0���- ������2�'� C37 νb7 λa7 	/��9 ��5�- :�� :�	�����	����� �������
2�', "��������� ���������� ��:� G>,+;H � �������	��-1 0��	����1 ���/���
������2�' 	
C����� ��07 /�	 0��	�- ����0��� �����	'	 ��.� � D��1 0��
�	����1 :�����/���� �� ��:	.9��@��, �	.�� �	'	7 :��0������ D��1 0��	�	�
� �1 �.����/���	� �����	��� 
�� :��0����� ����	�� :	�	�	�� ����� � /����
�-/���	 '�	0	����0 ��������0 � �-/��.���07 �� �	�	�-� ���	�- :	����
��.� 	/��9 0�	'	 ���0��� � �� ��0�.� �	����� �1 �	 	
	���0-1 ����.9���	�,
������7 D�	 �� 	��	���� � �����.9�	����A���.9�-0 ���5���0 '��	�����,
&:�	/�07 0- 	��.��.��97 �
	 �	:�	�- :�	�����	���� ���.9�-1 ������2�'
����9 �� ����0������@��,

��.	�� G>,+;H 
���� �	����	/�-0� �. ��A����	���� ���1 	�������.9�
�-1 �	���� �������� G>,+8H7 ��.� �. 	�������.9�-1 �	���� ��������
G>,++H 
���� �:�����.��- �����������

|p1| > |p2|, F(p1) > 0, F(p2) < 0.

� ��	����/���	� �	/�� ����� �. ��� ��5�� �	.9�	 2��� �
-���� :��
��0���-1 x � θ � �	��	0 ���0���E

t→ ∞ ⇒ |θ| → 0, |x| → 0. G>,+=H

��.	��� G>,+=H �-:	.���� 
.�'	��� �������-0 �-F� ��.	��0 �����M
�������, ��� 
	.9F�1 ���/���1 ���0��� � ��.� G>,+=H �� :	�.����'	 �����
���� �����0- G>,+6H �.�����7 /�	 �	�	� ���A���� � :	��	��	� �'.	�	� ��	�
�	��9@

α̇ = ωb. G>,+>H

?�	� ��5�0 �����	����	'	 ���A��� �.��� 	��	��-0 ��
	/�0 ��5��
0	07 ��:��0��7 ������2�'�, ��:��9 ��	
1	��0	 ���.��	���9 ���	�/��	��9
�����	����-1 ���A����,
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����% C ��$*��� �'  ��(����	��" �	�.���$ 	���	� ��	� ����
�� �!	���� � �������

��� �����	����-1 ���A���1 ����	� :	�	�	�� θ ����� ��.@7 � �'.	��
��	�	��9 ���A��� �	�	�� α̇ = ωb :	��	���, ����0	���0 �	�0�A���	� ����
5���� '��	�����7 � �	�	�	0 ����	� θ 0�.7 � �'.	�� ��	�	��9 α̇ = ωb+x7 '�� x
0�. :	 0	��.@, #���������0 �����0� G>,8>H7 G>,83H :	 θ � x, ��� D�	0 �	�0��
A���� Ω ���5� 0�.�, �	'�� �� G>,8>H7 G>,83H �-������ �.���@A� �����0�
��������� � �������1E

μθ̈+
[
(λ − μ)k · θ̇+ λbx

]·
k− λbωbk× θ̇+

+C1
[
θ− (k · θ)k]+ C3(k · θ)k = 0 ,

λbẋ+ νbx+ λbk · θ̈ = 0.

G>,+3H

&���	� θ :��������0 � ���� ��00-E

θ = γ+ yk, γ · k = 0. G>,;)H

�	'�� �����0� G>,+3H ���:������ �� ��� ��������0-� �����0-E

μγ̈− λbωbk× γ̇+ C1γ = 0, γ · k = 0, G>,;*H

λÿ+ C3y+ λbẋ = 0, λbÿ+ λbẋ+ νbx = 0. G>,;(H

%�	 ������� �����0- G>,;(H7 �	 	�� �5� 
-.� ���.��	���� � :���-��A�0
�����.�7 '�� 
-.	 :	�����	7 /�	 � �	��	0 ���0��� 2������ x � y D��:	������
�.9�	 ����1�@�, �	D�	0� 	������ ���.��	���9 ��������� G>,;*H, "�	 .�����
�	7 � :	�	0� �. :	���	��� 	
A�'	 ��F��� �	����	/�	 ����� ��� .�����	
��������0-1 /����-1 ��F���, �	�.����� 
���0 �����9 � ����

γ = Q(ptk) · a, a = const, a · k = 0. G>,;6H

��	0����/���� G>,;6H 	���/���7 /�	 γ �A��� � ���� :	��	��	'	 :	 0	�
��.@ ����	��7 ���A�@A�'	� �	���' k � :	��	��	� �'.	�	� ��	�	��9@ p,
����� �	 ���0���� ��������� �����	��

Q̇(ptk) = pk×Q(ptk),

�-/��.�0 :�	���	��-� γE

γ̇ = pk× γ, γ̈ = pk× (pk× γ) = −p2γ.
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�	������� D�� �-��5��� � G>,;*H7 :	.�/�0(
−μp2 + λbωbp+ C1

)
γ = 0.

����0 	
���	07 :��F.� � 1�����������/���	0� ��������@

μp2 − λbωbp− C1 = 0. G>,;8H

�	��� �������� G>,;8H ��1	��� :	 2	�0�.�

p1,2 =
λbωb ±

√
λ2bω

2
b + 4C1μ

2μ
. G>,;+H

 � G>,;+H ����	7 /�	 p1 � p2 ��A�������-7 �	 �0�@� ����-� �����, "
A��
��F���� �������� G>,;*H �0��� ���

γ = Q(p1tk) · a1 +Q(p2tk) · a2, a1 · k = 0, a2 · k = 0. G>,;;H

"��@�� ����07 /�	 ����	� γ ���9 ��:��:	���� ���1 ���A�@A�1� ����
�	�	�7 :��/�0 	�� ���A�@�� � ����-1 ��:���.���1, �	��	��-� ����	�-
a1 � a2 ��1	��� :	 ��/�.9�-0 ��.	��0, ��� .@
-1 ��/�.9�-1 ��.	���
1 ��F���� G>,;;H 	������ 	'����/���-07 �, �, ��5�0 �����	����	'	 ���A��
�� �	�	�� '��	����� �.��� ���	�/��-0, <�0���07 	����	7 /�	 D�	� �-�
�	� :	.�/�� � :���:	.	5���� ����.9�	� �
�.�����	����	��� '��	����� ���
�����/���	� G����� ������� ���:	.	5�� �� 	�� ��00����� '��	�����H7 ��� �
����0�/���	�7 �	'�� '.���� 	�9 ������� ����A�'	 ��.� ��:���.��� :	 	��
���A���, �	.�/���	� ��F���� :	��	.�� ��	�.���	���9 :�	���	.9�-0 ���
/�.9�-0 ��.	��0 :�� ��.	��� 0�.	��� ��/�.9�-1 	��.	�����, �	.�-� ����
.�� ��F��� 
���� :�	����� � :	������.� >,(,+,

����) ,��#���+ ��	� ����  ���	������9����� 	���	��
!	� ����" ����" !���	��� �� �.��� ����

��.� '��	���� ����0�������9 ��� :�	����F�@ 0	��.9 ������2�'�7 �	
��	
1	��0	 �/��-���9 �	�0	5��@ �������	��F���	��9 �	�	��, & D�	0 �.��
/�� ����0�������0�@ �����0� �5�7 ���	'	 '	�	�7 ��.9� ������9 '��	����	07
:	��	.9�� ���:����.���� 0��� � ��� ������� 	� ���5���, � ���'	� ��	�	�
�-7 0	5�	 �/����97 /�	 �������	��F���	��9 �	������� :�� :	���F������ �
�	�	�� �����0- '���	�7 �	�	�-� �������	��F���-, ��� :�	�����	����� ����
���2�' ��5���F�� 1������������	� �.��� �	:����0-� ���
�.��� :	����
F����0	'	 '����, %�0 
	.9F�� ���
�.��� �	:������ ������2�'�7 ��0 �-F� ��
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��/����	 � :	���
���.9���� ��	�����, & ����	� ��
	�� � ��/����� ���
�.����
�����:�0 �� �	�	�� �	����	�	/���-� '��� 0���	� m,

�	'�� �. ����	�� ������/���	'	 0	0���� :	.�/�0 �-��5����

L = P ·A ·PT ·ω+Pb ·B ·PTb ·ωb +Pb ·C ·PTb ·ωb, G>,;=H

'��
C =ml2(E − n⊗ n), G>,;>H

:��/�0 n �.��� 	��	0 ����	��7 ��:���.���	'	 	� ��:	���5�	'	 �	�	��7
� �	����	�	/���	0� '����7 l ���9 �����	��� 	� ��:	���5�	� �	/�� �	 ����

�.����, �/����07 /�	 ����	� n 0�.	 	�.�/���� 	� ����	�� k, ���������0
����	� ln � ����

ln = l1k+ l2m, l21 + l
2
2 = l

2, |m| = 1, l22  l21. G>,;3H

& ��.9���F�0 ����	� C 
���0 �/����9 0�.-0, �	'.���	 G>,=H � G>,3H
�0��0

Pb = P ·Q(αk), ωb =ω+ α̇P · k. G>,=)H

���0�07 /�	 ����	� :	�	�	�� θ ����A�'	 ��.� 0�., �	'��

P = E+ θ×E, θ = γ+ yk, γ · k = 0. G>,=*H

�'.	�-� ��	�	��� ����A�'	 ��.� � �	�	�� �-/��.@�� :	 2	�0�.�0

ω = θ̇, ωb = θ̇ + α̇k+ θ× k , G>,=(H

�, �, ����	� ω 0�.7 � ����	� ωb ���	�-0 �� �.���, � �/��	0 �	'	7 /�	 :	�
�.����� �.�'��0	� � �-��5���� G>,;=H �. ������/���	'	 0	0���� 0�.	 �����
0�.	��� ����	�� C7 �	 � ��0 	�����0 �	.9�	 '.����@ G�� 0�.�@H /���9 ����
�	�� �'.	�	� ��	�	��� ωb, �	'�� .�������	����	� :	 θ �-��5���� �. ���
����/���	'	 0	0���� :	�.� ���.	5�-1 :��	
���	����� � �/��	0 G>,=*H7 G>,=(H
:����0��� ���

L = μγ̇+ λẏk+ λbα̇k− λbα̇k× θ +Q(αk) ·C · α̇k . G>,=6H

���
	.�� ��A�������	� 	�.�/�� ����	'	 �.�/� 	� :���-��A�'	 �	��	��
� �	07 /�	 ����	�Q(αk) �� �1	��� �� �-��5��� �. ������/���	'	 0	0����,
"����	 :�� ���.���-1 :���:	.	5���1 D�	� ����	� :	:���� �	.9�	 � :����@
/���9 ��������� ���5���,

��	
1	��0	 �A� ��0�	'	 :��	
���	���9 :	�.����� �.�'��0	� � G>,=6H, ����
�	� C7 	:����.���-� 2	�0�.	� G>,;>H7 :���:�F�0 � ���'	0 ����, 4. D�	'	
����	� n :��������0 � ���� ���.	5���

n = cosuk+ sinum , m · k = 0, l1 = l cosu , l2 = l sinu , G>,=8H



+�� ����� *� @��� ����$ 	��
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'�� u O �'	. 0�5�� ����	��0� n � k7 :��/�0 |u|  1, �	'�� :	.�/�0

C · k = ml2 (k− cosu (cosuk+ sinum)) =

= −ml2
(
cosu sinum− sin2 uk

)
≈ −ml2um .

 ���7 � .�����	0 :��
.�5���� �. ����	�� ������/���	'	 0	0���� �0��0
�-��5����

L = λbα̇k+ μγ̇+ λẏk− λbα̇k× γ− α̇ml2uQ(αk) ·m , G>,=+H

'�� �����/�-� ����	�m 	��	'	��.�� k, ���0�0 �	:	.����.9�	 :���:	.	5��
���7 /�	 ���'���.9 �0��� ��	'����/����@ 0	A�	��9 � � �	��	��� :	����5��
���9 �������@ �'.	��@ ��	�	��9 ���A��� �	�	�� �	���' �	
������	� 	��,
�	'�� �:�����.��	 ��������	

α̇ = ωb = const, α = ωbt . G>,=;H

<�:�F�0 ��	�	� ���	� ����0���E

L̇ + C1γ+ C3yk = 0,

�.� � :�	����1 �� 	�9 k � :.	��	��97 	��	'	��.9��@ kE

λÿ+ C3y = 0, G>,==H

μγ̈− λbωbk× γ̇+ C1γ =ml2uω2bQ(αk) · (k×m). G>,=>H

& ��/����� ��/�.9�-1 ��.	��� :����0��0

t = 0 : y = y0, ẏ = ẏ0, G>,=3H

t = 0 : γ = γ0, γ̇ = γ̇0. G>,>)H

��F���� ����/� G>,==H7 G>,=3H 	/�����	 � �0��� ���

y = y0 cos(pt) +
ẏ0

p
sin(pt), p =

√
C3/λ . G>,>*H

<���/� G>,=>H7 G>,>)H ��0�	'�0 �.	5���, %����	� ��F���� ��	��	�	��	'	
�������� G>,==H �A�0 � ����

γ∗ = Γ∗Q(αk) · (k×m) ⇒ γ̇∗ = ωbk× γ∗, γ̈∗ = −ω2bγ∗.

�	�����. D�� �-��5��� � G>,=>H7 :	.�/��0(
C1 − (μ− λb)ω

2
b

)
Γ∗Q(αk) · (k×m) = ml2uω2bQ(αk) · (k×m).



*��� �������� ��
	
�� ��
�	�	� �� ) 
)�� ������� +��

����0 	
���	07 /����	� ��F���� �������� G>,=>H 	:����.��� �-��5��
���0

γ∗ =
ml2uω2b

C1 − (μ− λb)ω2b
Q(αk) · (k×m). G>,>(H

"
A�� ��F���� 	��	�	��	'	 ��������7 �		��������@A�'	 G>,=>H7 �5� 
-�
.	 ������	 � :	������.� >,(,6, ����0 	
���	07 	
A�� ��F���� ��������
G>,=>H �0��� ���

γ = Q(p1tk) · a1+Q(p2tk) · a2+ ml2uω2b
C1 − (μ− λb)ω2b

Q(ωbtk) · (k×m), G>,>6H

'�� ��.�/��- p1 � p2 	:����.��- �-��5����0 G>,;+H, �	 G>,>6H �-/��.�0

γ̇ = p1Q(p1tk) · (k× a1) + p2Q(p2tk) · (k× a2)−

−
ml2uω3b

C1 − (μ− λb)ω
2
b

Q(ωbtk) ·m.

��:��9 0- 0	5�0 ����� :	��	��-� ����	�- a1 � a2 :	 ��/�.9�-0 ��.	�
��0 G>,>)HE

a1 + a2 +
ml2uω2b

C1 − (μ− λb)ω2b
k×m = γ0 ,

p1k× a1 + p2k× a2 −
ml2uω3b

C1 − (μ− λb)ω2b
m = γ̇0.

G>,>8H

�	�.����� ��.	��� ��	
��� :���:����9 � ���'	� 2	�0�7 �	�	�� :	.�/��
��� :	�.� ����	��	'	 �0�	5��� 	
��1 /����� D�	'	 ��.	�� �� ����	� kE

p1a1 + p2a2 +
ml2uω3b

C1 − (μ− λb)ω2b
k×m = −k× γ̇0. G>,>+H

��F���� �����0- G>,>8H � G>,>+H �-:��-����� ���������-0 	
���	07 �	
����9 	�	 �� :���	����,  � ��F��� G>,>6H ����07 /�	 � �������	��F���	0
'��	����� 0	'�� �	������9 ���	����- :�� μ > λb7 �	 0	'�� � �� �	������97
��.� λb ≥ μ, & ���.9�-1 ������2�'�17 ��� :����.	7 D����	���.9�-� 0	0���
������� μ � ����	.9�	 ��� :���-F��� ���/���� 	���	'	 0	0���� ������� λb,
�	D�	0� � ���.9�-1 ������2�'�1 �������� :��1	���� :�	1	���9 /���� ���
�	����7 /�	 :���	��� � �	�����	����@ ������ ��5�.���.9�-1 :	:���/�-1
�	.�
����, �0:.�����	�/���	��� 1������������� �����0- �0��� �	����	/�
�	 ���������-� ��� � 	���0 :��	0 �� ���	�����	� /���	��

ω2b =
C1

μ− λb
. G>,>;H



+�+ ����� *� @��� ����$ 	��
�	�����$ �!����	


?��:���0����.9�-� ����-� :	���-��@�7 /�	 1������� �0:.�����	�/���
�	��	� 1������������� ����	.9�	 ��	�, � �0���	7 �
.��� /���	�- G>,>;H �0��
��� ��� ��	 �-��5���-1 :���, ���/��� D�	'	 �.��� � �	07 /�	7 ��� 
����
:	�����	 � :	������.� >,(,;7 ����	� ������� ����A�'	 ��.� ��.9� �/����9
����������.9�	���	��	:�-0,

����� �!	�������� ����� 0$��	�

& :���-��A�0 �����.� ����/� ��F�.��9 � ���0���1 ����	�� :	�	�	��,
& ����0��� �����	'	 ��.� ���/���.9�	 
	.�� ���:�	��������-0� �.@��
�'.- ?�.���, ���.�/� D��1 ���1 :	�1	�	� ���90� ���/���.9�-, 4�5� �.
0�.	'	 ����	�� :	�	�	�� �'.- ?�.��� 	���-��@�� ��0�.-0�, �	.�� �	'	7
��5� :�� 0�.-1 �'.�1 ������� :	�1	�7 	��	����-� �� :��0������ �'.	� ?��
.���7 :���	��� � ��.�����	0� ��������@ �. �'.� �������, & D�	0 �����.�

���� :	�����	7 ��� 	:����.��9 �'.- ?�.��� :	 ������	0� ����	�� :	�	�	��,

���������0 ����	� :	�	�	�� ����A�'	 ��.� /���� �'.- ?�.���E

P = Q(ψk) ·Q(ϑe) ·Q(ϕk) = Q(ϑe ′) ·Q(βk), G>,>=H

'��
β = ϕ+ψ, e ′ = Q(ψk) · e, k · e = 0. G>,>>H

�����0 ����	� :	�	�	��7 	���/�@A�� �	0:	����� G>,>=H � �/��	0 �	'	7
/�	 �'	. ������� ϑ � �'	. β �.@�� 0�.-0�7 1	� �� �'	. :�������� ψ7 ��
�'	. �	
������	'	 ���A��� ϕ 0�.-0� �� �.@��, 4. 0�.-1 ϑ � β �0��0

P = (E+ ϑe ′ ×E) · (E+βk×E) = E+ (ϑe ′ +βk)×E+����� /�� ������.

"��@�� ����07 /�	 � 	
	���/���1 :	������.� >,(,8E

θ = γ+ yk = ϑe ′ + βk ⇒ γ = ϑQ(ψk) · e, y = β. G>,>3H

&��A�@A��� ����	� ������� γ 
-. ������ � :���-��A�0 :	������.� O
�0, �-��5���� G>,>6H, �	'.���	 G>,>6H � G>,>3H �0��0

ϑQ(ψk) ·e = Q(p1tk) ·a1+Q(p2tk) ·a2+ ml2uω2b
C1 − (μ− λb)ω2b

Q(ωbtk) · (k×m),

�.� :	�.� �0�	5��� D�	'	 ��������� �� QT(ψk) �.���E

ϑm = Q
(
(p1t−ψ)k

) · a1 +Q
(
(p2t−ψ)k

) · a2+
+

ml2uω2b
C1 − (μ− λb)ω2b

Q
(
(ωbt−ψ)k

) · (k×m).
G>,3)H
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<���9 :����	 e = m7 ��� ��� �-
	� �����/�	'	 ����	�� e � :�������.��
��� ����	�� :	�	�	�� G>,>=H 
�����.�/�� :�� ��.	���7 /�	 e · k = 0, ��'�.��
�	� :��������� ���-��@� ���5����7 :�� �	�	�	0 �'	. ������� ϑ �	1�����
:	��	��	� ���/����,  � �-��5��� G>,3)H ����	7 /�	 ��'�.��� :�������
�	�0	5�� � �.���@A�1 ���1 �.�/�1E

�H ψ = p1t7 a2 = 0 m = 0 G���
�.��� 	����������HR

H ψ = p2t7 a1 = 07 m = 0 G���
�.��� 	����������HR
�H ψ = ωbt7 a1 = 07 a2 = 0 G/���	 �-��5����	� ���A����H,
&�� :���/��.���-� �.�/�� ���.���@�� �	.9�	 :�� �:����.9�-1 ��/�.9�

�-1 ��.	��1,
&����0� � 	:����.���@ �'.	� ?�.���, �'	. ������� ϑ � �'	. :������

��� ψ ��1	��� �� ��������� G>,3)H, �	������	� 	:����.���� �'.	� ?�.���
:�	����0 �. /����	'	 �.�/� ��/�.9�-1 ��.	���, ��	0� �	'	7 
���0 �/��
���97 /�	 ���
�.��� 	���������� Gm = 0H, � :�����:��.9�	� �	/�� �����
:����0��0-� �:�	A��� �	���F���	 ����A�������-7 �	 	�� ��.9�	 �:�	A��
@� �	������-� �-/��.���,

 ���7 :����0��0

t = 0 : γ = ϑ0m, γ̇ = 0. G>,3*H

��.	�� G>,>8H7 G>,>+H :�� :����-1 	'����/���1 ��:��-��@�� � ����

a1 + a2 = ϑ0m, p1a1 + p2a2 = 0. G>,3(H

��F���� D�	� �����0- ����� �-��5���0�

a1 = −
ϑ0p2

p1 − p2
m, a2 =

ϑ0p1

p1 − p2
m . G>,36H

&-��5���� G>,3)H � �/��	0 G>,36H � ��.	�� m = 0 :���:��-����� � ����

ϑm =
ϑ0

p1 − p2

[
−p2Q

(
(p1t−ψ)k

)
+ p1Q

(
(p2t−ψ)k

)] ·m . G>,38H

��������	 G>,38H D�����.����	 ���0 ���.��-0 ��������07 �	�	�-�
0	5�	 ��:����9 � ����

ϑ=
ϑ0

p1−p2

[
(p1 cosp2t−p2 cosp1t) cosψ+(p1 sinp2t−p2 sinp1t) sinψ

]
; G>,3+H

0 = (p1 sinp2t − p2 sinp1t) cosψ− (p1 cosp2t − p2 cosp1t) sinψ. G>,3;H

����0	���0 ���/�.� ��������	 G>,3;H, &����0 	
	���/���E

A(t) = p1 cosp2t− p2 cosp1t, B(t) = p1 sinp2t− p2 sinp1t. G>,3=H
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�	'�� �������	 :	.�/��97 /�	

A2 + B2 = (p1 − p2)
2 + 2p1p2 (1− cos(p1 − p2)t) . G>,3>H

�	'.���	 G>,;+H �0��0

p1 − p2 =
1

μ

√
λ2bω

2
b + 4C1μ > 0 ,

p1p2 =
C1

μ
< 0, p1 + p2 =

λbωb

μ
> 0.

G>,33H

� �/��	0 D��1 ���������� :	.�/��0E

A2 + B2 ≥ (p1 − p2)
2 + 4p1p2 = (p1 + p2)

2.

����0	���0 ��� �.�/�E ωb = 0 � ωb �= 0, & :���	0 �.�/�� p2 = −p1 �
��������� G>,3;H ����

2 cos(p1t) sinψ = 0 ⇒ sinψ = 0 ⇒ ψ(t) = 0.

4��'�1 ���/���� ψ 
-�9 �� 0	5��7 ��.� �	:�����97 /�	 2����� ψ(t)
��:���-���, �� ��0	0 ��.� D�	 �	:�A���� 	��5��� ������-07 �	 	
 D�	0
��/9 :	���� ��5�, ��.� ψ = 07 �	 ��������	 G>,3+H ���� �-��5���� �. �'.�
�������

ϑ = ϑ0 cos(p1t), G>,*))H

�, �, :	.�/�.� 	
-/�	� �	.�
���� 2���/���	'	 0������, "
����0 ���0����7
/�	 �'	. ������� :	 G>,*))H O ����	:���0���� 2�����,

����0	���0 ��	�	� �.�/��7 �	'�� ωb �= 0, & D�	0 �.�/�� A2 + B2 ���	'	

	.9F� ��.7 � ��������� G>,3;H 0	5�	 :���:����9 � ����

B√
A2 + B2

cosψ−
A√

A2 + B2
sinψ = 0.

&����0 2�����@ α(t)7 ����@7 /�	

sinα =
B√

A2 + B2
, cosα =

A√
A2 + B2

. G>,*)*H

�	��	.9�� B(0) = 07 A(0) = p1 − p2 > 07 �	 α(0) = 0, & 	
	���/���1
G>,*)*H ��������� G>,3;H :����0��� ���

sin(ψ − α) = 0 ⇒ ψ(t) = α(t). G>,*)(H



*��� �������� ��
	
�� ��
�	�	� �� ) 
)�� ������� +�	

<���9 ��:	.9�	���- ��/�.9�-� ��.	�� ψ(0) = α(0) = 0,  ���7

cosψ =
A√

A2 + B2
=

p1 cosp2t − p2 cosp1t√
(p1 − p2)2 + 2p1p2 (1 − cos(p1 − p2)t)

,

sinψ =
B√

A2 + B2
=

p1 sinp2t− p2 sinp1t√
(p1 − p2)2 + 2p1p2 (1− cos(p1 − p2)t)

.

G>,*)6H

�	�����. G>,*)6H � G>,3+H7 :	.�/��0 �-��5���� �. �'.� ������� ϑE

ϑ(t) =
ϑ0

p1 − p2

√
(p1 − p2)2 + 2p1p2 (1− cos(p1 − p2)t) . G>,*)8H

?�	 �-��5���� :	.�/��	 � :���:	.	5����7 /�	 ωb �� ����	 ��.@7 �	 ���
.�/��� ωb > 0 0	5�� 
-�9 ��	.9 �'	��	 0�.	�, �	D�	0� ����������	 ��0��97
/�	 �-��5���� G>,*)8H �� :	����� �0-�. � � :����.� :�� ωb → 0,

�����0. � G>,*)8H ��.�/��� ωb � ��.@7 :	.�/��0

ϑ∗(t) = ϑ0| cosp1t|. G>,*)+H

�������� G>,*)+H � G>,*))H7 ��0�/��07 /�	 	�� ��A�������	 ���.�/�@��
� 0�5�� �	
	�, �.��	����.9�	7 '����	 
-.� �	:�A��� 	F�
�� �.� :����	
������	� �	:�A����, &	����A��9 � �-�	�� �		��	F��� G>,*))H7 	
��A��0
���0����7 /�	 	�	 
-.	 :	.�/��	 � :���:	.	5����7 /�	 2����� ψ(t) ��:���
�-���, 4��������.9�	 .� D�	 ���` ��	���.������0 �-��5��� G>,*)6H :��
ωb → 07 �, �, :�� p2 → −p1, &�	�	� �-��5���� G>,*)6H :�� ωb → 0 ����7 /�	

sinψ = 0. G>,*);H

����	� �-��5���� G>,*)6H :�� ωb → 07 �, �, :�� p2 → −p17 :���	��� �
�		��	F���@

cosψ =
2p1t cosp1t

2p1t| cosp1t|
= sign cos(p1t). G>,*)=H

 � G>,*);H � G>,*)=H �.�����7 /�	 2����� ψ(t) � :����.� :�� ωb → 0

�.��� :���	��/���	� � :���	�	0 2π7 �	 :�� D�	0 	�� 	���-����� ����-��
�	�E

ψ(t) =

⎧⎨
⎩
0, 0 ≤ p1t < π/2 ;

π, π/2 < p1t < 3π/2 ;
0, 3π/2 < p1t ≤ 2π .

G>,*)>H

�	�.���� ����-��-1 2������ :�� 	:������ :	�	�	�	� � �������17 �	�
'�� 2���/����� :�	���� ��:���-���7 ���9 	�	
���	��97 �	�	��@ �.����� :	0�
���9, �'	. :�������� :	 ������	0� ����	�� :	�	�	�� γ 0	5�	 ����� ���'�0
�:	�	
	0, � �0���	7 :	 G>,>3H �0��0

γ(t) = ϑ(t)Q(ψ(t)k) · e, e = const.
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9��
 �
�
 G,(�2&�,�� (��2�( ,�&�,( �,� ε = 0.1

4�22�������� D�	 �-��5���� :	 ���0���7 :	.�/��0

γ̇(t) = ϑ̇Q(ψk) · e+ ψ̇k× ϑQ(ψk) · e =
ϑ̇

ϑ
γ+ ψ̇k× γ.

�0�	5� 	
� /���� D�	'	 ��������� ����	��	 �� γ7 :	.�/��0

ψ̇ =
1

|γ|2
γ× γ̇, |γ|2 = ϑ2.

�	�.� ���.	5�-1 �-/��.���� D�	 �-��5���� :����0��� ���

ψ̇ =
p1p2(p1 + p2) (1− cos(p1 − p2)t)

(p1 − p2)2 + 2p1p2 (1− cos(p1 − p2)t)
. G>,*)3H

?�	 �-��5����7 �	��/�	7 0	5�	 :	.�/��9 �� �-��5���� G>,*)6H7 :�	��2�
2�������	���7 ��:��0��7 ��	�	� �� D��1 �-��5���� � ����0 �	�:	.9�	����
F��9 :���-0,

��	�	��9 :�������� ψ̇(t)7 	:����.���� �-��5����0 G>,*)3H7 ��:���-���7
��.� ���0�����.9 � G>,*)3H �� 0	5�� 	
��A��9� � ��.9, �	�.����� �	�0	5�	
�	.9�	 :�� ωb = 07 �, �, :�� p1 + p2 = 0, ��� D�	0 ��	�	��9 :�������� ψ̇
����� ��.@ :�� ���1 t7 :�� �	�	�-1 ���0�����.9 � G>,*)3H �� 	
��A���� �
��.9, <�:�F�0 �-��5���� G>,*)3H � 0	0��� ���0��� t = π/(2p1)E

ψ̇ =

p1p2(p1 + p2)

(
1− sin

πp2

2p1

)
(p1 − p2)2 + 2p1p2

(
1− sin

πp2

2p1

) .
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9��
 �
�
 G,(�2&�,�� (��2�( ,�&�,( �,� ε = 0.2

9��
 �
+
 G,(�2&�,�� (��2�( ,�&�,( �,� ε = 0.3

�����-�� ����9 ��	:����.���	��97 :	.�/��07 /�	 :�� p2 → −p1 ��	�	��9
:�������� �����∞, ��.� 5� t �= π/(2p1)7 �	 ��	�	��9 :�������� :�� p2 → −p1
	
��A���� � ��.9, �����0 ������	��@ �:����7 �, �, �	/��7 .�5�A�� �� ���1�
��0 �	��� 	�� �	�	��, ��.� �����	��� 	� ��:	���5�	� �	/�� �	 �:���� 	
	�
���/��9 /���� l7 �	 ����	� :	.	5��� Ra �:���� 	:����.��� �-��5����0

Ra = lPb · k = lP ·Q(αk) · k = lP · k .
&���	� :	.	5��� Ra 	:����.��� �	.9�	 ����	�	0 :	�	�	�� ����A�'	

��.�, 4. 0�.-1 :	�	�	�	� :	.�/�0

Ra = lP · k = l(E+ θ×E) · k = l(k+ θ× k) = l(k+ γ× k).

�	��	.9�� �. ���A�@A�'	� ����	�� ������� γ �0��0 �-��5���� G>,>3H7
�	 ����	� Ra 0	5�	 :���������9 � ����

Ra = l
[
k+

(
ϑQ(ψk) ·m)× k

]
= lQ(ψk) · (k+ ϑm× k).
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9��
 �
�
 G,(�2&�,�� (��2�( ,�&�,( �,� ε = 0.4

9��
 �
*
 G,(�2&�,�� (��2�( ,�&�,( �,� ε = 0.5

&����0 	��	�	�0��	�����@ ��	��� ����	�	� e17 e27 k ���7 /�	
-

e1 = m , e1 × e2 = k .

�	'�� ����	� Ra 0	5�	 :���:����9 � 2	�0�

Ra = lQ(ψk) · (k− ϑe2) =

= l
[
k− ϑ(cosψ e2 − sinψ e1)

]
= l(k+ xe1 + ye2),

G>,**)H

'��

x = ϑ sinψ =
ϑ0

p1 − p2
(p1 sinp2t− p2 sinp1t) ,

y = −ϑ cosψ = −
ϑ0

p1 − p2
(p1 cosp2t − p2 cosp1t) .

G>,***H
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9��
 �
	
 G,(�2&�,�� (��2�( ,�&�,( �,� ε = 0.6

9��
 �
�
 G,(�2&�,�� (��2�( ,�&�,( �,� ε = 0.7

?��0� �-��5���0� 	:����.��� :�	���� ������	��� �:���� �� :.	��
�	��97 	��	'	��.9��@ k, &����0 	
	���/���E

p2 = −p1(1−ε), ε =
p1 + p2
p1

=
2λbωb

λbωb +
√
λ2bω

2
b + 4C1μ

, τ = p1t. G>,**(H

�	'�� :���0����/���	� ������� ������	��� �:���� G>,***H 0	5�	 :�������
���9 � ����

x = −
ϑ0

2 − ε
(sin(1 − ε)τ − (1 − ε) sin τ),

y = −
ϑ0

2 − ε
(cos(1 − ε)τ + (1− ε) cos τ) .

G>,**6H

����0��� ε7 ��� D�	 ����	 �� G>,**(H7 0����� � :����.�1 0 < ε < 17
:��/�0 � �	��	0 ��	�	��� ���'���. ωb :���0��� ε :��
.�5���� � ������
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9��
 �
6
 G,(�2&�,�� (��2�( ,�&�,( �,� ε = 0.8

9��
 �
��
 G,(�2&�,�� (��2�( ,�&�,( �,� ε = 0.9

��, ������	��� G>,**6H :�� ����-1 ���/���1 :���0���� ε :�������.��- ��
���, >,(M>,*), �� �������1 0�	5���.9 (−ϑ0) :���� ����-0 �������,

 �������	 	�����9 :	��	� :���0���� ε �. ����1�.�
	 ���.9�-1 ���/��
��� ωb � 0	0���	� ������� λb � μ,

���0�0 �.���@A�� ���/��� :���0���	�E

λb = 350 �' · �02, μ = 300 �' · �02, C1 = 17500 �' · �0,

���-� �. ���.9�	 �������@A�� 0��������	� ����		
	�	��	� ������2�'�
�	 ��	�	��0�

500 	
s0�� < ωb < 5000 	
s0��.

���0�0 ωb = 100 ���s�7 �, �, ωb ����� :��0���	 *))) 	
s0��, �	'��

ε ≈ 0, 25.
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����- ,��#���+ ��	� ���� �� �!	���� � ������� !	� ����"
!���	���" �� �.��� ����  !	������'��� �����	�� ���	(��

��� ��'	�	�.���� ������2�' �	/�	��� ��:	.���� �	�	�� � �'	 
�.�����
�	��� ���.��� 	�	
	� ���0����, 4��
�.��� �	������� ����� ���	/�	'	 ����
:����.��� ���:	.�'��0-1 �� :.��F��
� G���1��� /���� �	�	��H ��:�������
0-1 0���, �	D�	0� ����	� ������� �	�	�� �:	.�� �	:����0	 �/����9 ������
�����.9�	���	��	:�-0 � 	�9@ ��	��	:��7 ��:���.���	� :	 	�� �	�	��,  ��/�
	
��	�� ��.	 � ����	�	0 ������� ����A�'	 ��.�7 � �	�	�	0 �����:.��� ����
�	� D.����	���'���., ��� :����.	7 ����������.9��@ ��	��	:�@ ����A�'	
��.� 	
��:�/��9 �� ������, &:�	/�07 � D�	0�7 ����0	7 ����	 � �� ����0���
�, $��������-0 :�� D�	0 �.��� �	7 /�	 	��� �� '.���-1 	��� ����	��
������� ����A�'	 ��.� 0�.	 	�.�/���� 	� 	�� ��	��	:�	'	 �	�	��, ?�	 	
�
��	��.9���	 
���� �/���	 ��5�,

����	� ������� ����A�'	 ��.� � �		��������� �	 �������-0 :��������0 �
���� �:�����.9�	'	 ���.	5���

A = λak⊗ k+ μ1d1 ⊗ d1 + μ2d2 ⊗ d2. G>,**8H

�	��	� �����5���� :	������.� >,(,87 �. ����	�� ������/���	'	 0	�
0���� :	.�/��0 �-��5����

L =Θ · γ̇+ (λẏ+ λbα̇)k− λbα̇k× γ− α̇ml2uQ(αk) ·m , G>,**+H

'�� :	0�0	 	
	���/����7 :����-1 � :	������.� >,(,87 ������ ����	�

Θ = (λa + λb)k⊗ k+ (μ1 + μb)d1 ⊗ d1 + (μ2 + μb)d2 ⊗ d2. G>,**;H

��:��9 �0���	 ��������� G>,==H7 G>,=>H :	.�/��0 �.���@A��E

λÿ+ C3y = 0, λ = λa + λb, G>,**=H

Θ · γ̈− λbωbk× γ̇+ C1γ =ml2uω2bQ(αk) · (k×m). G>,**>H

��� ����07 ��0������ :�	��	F.	 �	.9�	 � ��������� G>,**>H O 	�	
����	.9�	 ��.	5��.	�9, ��F���� G>,**>H �5� ��.9� :	���	��9 ��	.9 5� ����
���	7 ��� �. �������� G>,=>H, ��F���� 	��	�	��	'	 �������� G>,**>H �A�0
� ���������	0 ����E

γ = aeipt, a · k = 0. G>,**3H

�	�����. G>,**3H � ��������� G>,**>H � 	�
�	F���	� :���	� /���9@7 :	�
.�/��0 (

−p2Θ · a− iλbωbpk× a+ C1a
)
eipt = 0.



+�+ ����� *� @��� ����$ 	��
�	�����$ �!����	


�	.�/�.� 	��	�	���@ �����0� .�����-1 ��������� �. :.	��	'	 �	0�
:.����	'	 ����	�� a, ":����.���.9 D�	� �����0- �	.5�� �����9� ��.@E

det
[
−p2(Θ − λk⊗ k) − iλbωbpk×E+ C1(E− k⊗ k)

]
= 0.

& ��	0 ���� D�	 ��������� ��:��-����� ���

Θ1Θ2p
4 − Sp2 + C21 = 0, G>,*()H

'��
S = C1(Θ1 +Θ2) + λ

2
bω

2
b, Θ1 = μ1 + μb, Θ2 = μ2 + μb. G>,*(*H

�	��� �������� G>,*()H �0�@� ���

p2 =
S±

√
S2 − 4Θ1Θ2C21

2Θ1Θ2
> 0. G>,*((H

�	.	5���.9�	��9 � ��A�������	��9 p2 �.����� �� :	.	5���.9�	��� :	��
�	����	'	 �-��5���

S2 − 4C21Θ1Θ2 = C
2
1(Θ1 −Θ2)

2 + 2C21(Θ1 +Θ2)λ
2
bω

2
b + λ

4
bω

4
b > 0.

����0 	
���	07 �0��0 �	.�
���.9�-� 1������� ���5���, "���.	�9 :	�
���	��9 /����	� ��F���� �������� G>,**>H, 4. D�	'	 �:�	������0 �������
��� G>,**>H �� '.���-� 	�� ����	�� Θ7 :�� D�	0 ����	� γ :��������0 � ����
���.	5���

γ = γ1d1 + γ2d2, m = h1d1 + h2d2.

&���	��	� ��������� G>,**>H D�����.����	 ���0 ���.��-0E

Θ1γ̈1 + λbωbγ̇2 + C1γ1 = −ml2uω2b(cosαh2 + sinαh1),

Θ2γ̈2 − λbωbγ̇1 + C1γ2 = ml2uω2b(cosαh1 − sinαh2),
G>,*(6H

'�� α = ωbt,
%����-� ��F��� 0	5�	 �����9 �. ���1 �.�/���E

�H h1 �= 0, h2 = 0 � 
H h1 = 0, h2 �= 0.
����0	���0 :���-� �.�/��47 �	'�� h1 �= 07 h2 = 0, %����	� ��F���� �A�0

� ����
γ1 = Γ1 sinωbt, γ2 = Γ2 cosωbt.

4 @&�,�/ ����(/ �����#��&�� (�(��1���� ��,%�0�
 Q(�&��� ,�<���� �:�&�� % %�#�

γ1 = Γ1 cosωbt, γ2 = Γ2 sinωbt,

�,� C&�0 �2���(&��;�7� ,�"��;&(&7 � %7%�#7 ������&;. ��%�(#(.& � &�0�) 2�&�,7� ��$
�����7 ��-� #�� ��,%�1� ����(�
 �����	�� �	
��
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�	�����. D�� �-��5��� � G>,*(6H7 :	.�/��0

(C1 −ω
2
bΘ1)Γ1 − λbω

2
bΓ2 = −ml2uω2bh1,

−λbω
2
bΓ1 + (C1 −ω

2
bΘ2)Γ2 = ml2uω2bh1.

G>,*(8H

���	�����-� /���	�- 	:����.@�� ��� ��.� 	:����.���. D�	� �����0-,
��F� :	�.���@@7 :	.�/��0

Γ1 = −
ml2uω2bh1

(
C1 − (Θ2 + λb)ω

2
b

)
(C1 −Θ1ω2b)(C1 −Θ2ω

2
b) − λ

2
bω

4
b

,

Γ2 =
ml2uω2bh1

(
C1 − (Θ1 + λb)ω

2
b

)
(C1 −Θ1ω2b)(C1 −Θ2ω

2
b) − λ

2
bω

4
b

.

G>,*(+H

 � G>,*(+H ����	7 /�	 � ����	0 �.�/�� �0�@�� ��� ���	�����7 /���	�-
�	�	�-1 	:����.@�� :	 2	�0�.�

ω2b =
C1

2(Θ1Θ2 − λ2b)

(
(Θ1 +Θ2)±

√
(Θ1 −Θ2)2 + 4λ2b

)
. G>,*(;H

��.� � G>,*(;H :	.	5��9 Θ1 = Θ2 = Θ7 �, �, :����9 ����������.9��@
��	��	:�@7 �	 :	.�/�0 ��� ���/��� �. ω2bE

ω2b,1 =
C1

Θ− λb
, ω2b,2 =

C1

Θ + λb
. G>,*(=H

�.�/�� ����������.9�	� ��	��	:�� 
-. ����0	���� � :	������.� >,(,8,
��0 
-.	 :	�����	7 /�	 �0���� ���'	 	��� ���	���� �� /���	�� G>,>;H7 �	�:��
��@A�� � :���	� �� ��.�/�� G>,*(=H, &�	�� /���	�� � G>,*(=H7 ����.	�9 
-
���� �	:	.����.9�-� ���	����7 /�	 ��1	���� � :�	���	��/�� � ���.��	07
:�	������-0 � :	������.� >,(,8, �� ��0	0 ��.� �����	'	 :�	���	��/� ���7
� ��	�� /���	�� � G>,*(=H �� �.��� ���	�����	�7 � /�0 .�'�	 �
����9�
:	 2	�0�.�0 G>,*(+H7 /��.���.� �	�	�-1 :�� Θ1 = Θ2 �� /���	�� ω2b,2 ����
5� 	
��A�@�� � ��.�, 4��������.9�	7 � �.�/�� ����������.9�	� ��	��	:��
�0���	 G>,*(+H �0��0

Γ1 = −
ml2uω2bh1

C1 − (Θ − λb)ω2b
, Γ2 =

ml2uω2bh1

C1 − (Θ− λb)ω2b
.

�������	 �����97 /�	 � �.�/�� ω2b = ω2b,1 ��.�/��- Γ1 � Γ2 	
���
A�@�� � 
���	��/�	��97 �, �, :���� /���	�� �.��� ���	�����	�, ���
ω2b = ω2b,2 ��.�/��- Γ1 � Γ2 	���@�� �	��/�-0�E Γ1 = −ml2uh1/(2λb)7
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A

ωbωb,2 ωb,1

9��
 �
��
 �0���&�#��$�(�&�&�(� '(,(2&�,��&�2( ,�(�;��/ =��&,�8�1�

Γ2 = ml
2uh1/(2λb), �.��	����.9�	7 ��	�� /���	�� �� �.��� ���	�����	�,

�	 ���� D�	 	
��.	�.��	 ��07 /�	 � ��������1 G>,*(6H :���-� /����7 �	�	�
�-� �'��@� �	.9 ���F��1 �	���������7 ������ 	� /���	�- ωb7 �1	�A�� �
�	D22������- :�� :���-1 :�	���	��-1 γ1 � γ2,

����0	���0 �.�/��7 
.����� � ����������.9�	� ��	��	:��7 �	'��

Θ1 = Θ, Θ2 = Θ(1+ ε), 0 < ε 1. G>,*(>H

�	'�� �0���	 G>,*(=H :	.�/��0 � �	/�	��9@ �	 /.��	� :���	'	 :	����
0�.	���E

ω2b,1 =
C1

Θ− λb

(
1−

εΘ

Θ− λb

)
, ω2b,2 =

C1

Θ+ λb

(
1 −

εΘ

Θ+ λb

)
. G>,*(3H

"
� D�� /���	�- �.@�� ���	�����-0�, "
����0 ���0���� �� �.����
@A�� 	
��	��.9���	, "���	� 0	0��� �	�	�� λb7 ��� :����.	7 ���/���.9�	
0��9F� D����	���.9�	'	 0	0���� Θ = μa + μb ���'	 '��	�����E λ  Θ, �	�
D�	0� �� ��0	0 ��.� /���	�- G>,*(3H 	���-��@�� 
.����0�,

�� ���, >,** :	������ ��:�/�� �0:.�����	�/���	��� 1�������������
������2�'�7 ���� D��:���0����.9�	,

& :	������.� >,(,8 :	�����	7 /�	 �. ����������.9�	���	��	:�	'	 ����	�
�� ������� �0:.�����	�/���	��� 1������������� �0��� 	��� :�� �� /���	�
�� G>,>8H7 �	�:���@A�� :�� ε = 0 � /���	�	� ωb,1, $��������	� �����	����
:��� �� 	���..	'��00� �� :���������.9�	0 D��:� G�	 ��F��� ����/� ���.��
��/����H 	
C��.	�9 �.���@A�0 	
���	0, 4. ����������.9�	���	��	:�	'	
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A

ωbωb,2 ωb,1ω0b,2

9��
 �
��
 G��,�&����2(� (0���&�#��$�(�&�&�(� '(,(2&�,��&�2()

����	�� ������� �0��0 ������@ �	
�������@ /���	�� � 	��� :��, ��� 0��
.	0 	��.	����� 	� ����������.9�	� ��	��	:�� D�� �����-� /���	�- �.�'��
������'�@�� � �	�����@� ��� :���7 :	������-� �� ���, >,**,

"����	 �5� :���-� ���/��-7 :��������-� � :	������.� >,(,87 :	����.�7
/�	 D�	 	
C������ �.��� ��:����.9�-0, ��� ����������.9�	���	��	:�	0
����	�� ������� 0�.-� �	.�
��� '��	����� � 5����	 �����:.���-0 �	�	�	0
���������.9�	 �0�@� ������@ �	
�������@ /���	��, �	 :�� ���A�@A�0�
�	�	��7 ��� D�	 ����	 �� �-��5��� G>,*((H7 /���	�- ������'�@�� � :����
���@� 
-�9 �����-0�, �	D�	0� ��5� � D�	0 �.�/�� �0:.�����	�/���	���
1������������� 0	'.� 
- �0��9 ��� :���7 ��.� 
- �� 	�	
���	��9 ���F��'	
�	�������� G:���-1 /����� ��������� G>,*(6HH7 	�0�/���� � �����5�����7
�.���@A�0 �� 2	�0�.�0� G>,*(=H, ��	����/���� �0:.�����	�/���	��� 1��
������������7 �-����@A� �� G>,*(3H7 :�������.��� �� ���, >,*(,

��A�����@A�� ������ 	'����/����� :���7 � �� /���	��ω0b,2 �0���� �����
���	����5, �	��	.9�� /���	�-ωb,1 �ωb,2 
.����7 �	 �������	�����-� :�	��.
� 1������������� 	/��9 ����� � � D��:���0���� 	����.� ����0�/���-0, �	�

5 O%����� (�&�,�"��(��( �0��& 0��&� % 2����(&��;�7' ���&�0(' � ���2��;2�0� �&�$
����0� �%���#7
 ��&; C&�1� �%����� ���&��& % &�0) �&� �,� ��,�#������/ �(�&�&� �(��.$
#(�&�� �,2� %7,(-���7/ 0���0�0 (0���&�#7 2����(��/ �� �#��/ �" �&�����/ �%���#7

�����	�� �	
��
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�.� �������-1 �����2	�0���� � :	.�/���� �����7 	/��9 :	1	5� �� D��:��
��0����.9��@ �����@7 :�������.����@ �� ���, >,**, ���������	� �-F� ��	�
����/���	� 	
C������ ��.�/� ���1 
.����1 :��	� �� �0:.�����	�/���	��	�
1�������������7 ����0	7 ����� �� �����/�.	�9,

�-�� �������� �
����������� ���������

�� �$����� ����
����

���%�� � ������ �	������+ !	�  �� ��" 	���	�"

���0�0 �.���@A�� 	'����/���, �	�	�- 
���0 �/����9 �		��-0�7 �, �, �
2	�0�.�1 G>,66H :��0�07 /�	 m = n = k, ?���'�@ �:��'	'	 	��	���� �����
��0 � ���� ��������/�	� 2	�0- G>,6=HE

U(θ2,k · θ) = 1
2
C1
(
θ2 − (k · θ)2) + 1

2
C3(k · θ)2.

&��F��� 0	0��� :��0�0 � ����

Mex = −bωc +MP · k, b > 0 , G>,*6)H

'�� ωc O �'.	�� ��	�	��9 P	��	��	'	Q �	�	�� C7 :��/�0 �	�	� B 
���0 ���
�-���9 ��:	0	'���.9�-0,

����	� �.�'��0	� � :���	� /���� G>,*6)H �		���������� �.�/�@7 �	'�� ��
	��	��	� �	�	� ��������� 0	0��� �����, ��:	0��07 /�	 �	'.���	 G>,*)H �:���
���.��	 :�������.����

ωc =ω+ β̇P · k , G>,*6*H

'�� ω O �'.	�� ��	�	��9 ����A�'	 ��.� A,
���	���7 :��0�0 �A� 	��	 �	:�A����E 
���0 �/����97 /�	 ���'���.� �0��

@� ��	'����/����@ 0	A�	��97 ��� /�	 	��	����.9�-� �'.	�-� ��	�	��� �	�
�	�	� α̇ � β̇ �.@�� ��:���� ������-0� 2�����0�, ��� :����-1 �	:��
A���1 	��	��� �����0� ��������� ����0��� ���1�	�	��	'	 '��	����� ��
�:��'	0 	��	����� G>,66H7 G>,68H :����0��� ���

J̇+Ω× J+ bΩ + bβ̇k+ C1θ+ (C3 − C1)(k · θ)Z(θ) · k =Mk ,

J =Θ ·Ω+
(
λbα̇ + λcβ̇

)
k , Θ = A+B+C , m = n = k ,

θ̇ =Ω+
1

2
θ×Ω+

1− g

θ2
θ× (θ×Ω), g =

θ sin θ

2(1− cosθ)
.

G>,*6(H



*�0� �������� ��),
	
�� ��
�	�	� �� ) 
)�� ������� +�6

�����0� G>,*6(H �	���5�� ��� ���������-1 ����	�� θ � Ω � �.���
��0����	�, & D�� �����0� �1	��� 
	.9F	� /��.	 �	��������	��-1 1�������
������7 �	�	�-0� 0	5�	 ���:	�5��9� :�� :�	�����	����� � �-
����9 �1
�� 	��	�� ����1�.�
	 �		
��5����, ���0�� ���	'	 �-
	�� 
���� ����0	����
� �.���@A�0 :	������.�,

���%� ,��"	���	��$ ��	� ���  9�	���� �����	�� ���	(��
�� ����	�!��� �!	���� � �������

& D�	0 �����.� 
���� ����0	����� :����.9�	 �:�	A���� �������, ����
0�07 /�	 �� '��	���� �� �������@� ���F��� 0	0���-7 ��	0� ������� �:��'	'	
	��	����7 � ���F��� ������ 	����������E

b = 0, M = 0. G>,*66H

4�.�� :��0�07 /�	 ��:	0	'���.9�-� �	�	� B ���A���� ���7 /�	 :�	����
��00���	'	 ������/���	'	 0	0���� 	
��1 �	�	�	� ����� ��.@E

λbα̇+ λcβ̇ = 0. G>,*68H

�:��'	� 	��	����� 
���0 �/����9 ��	��	:�-0E

C1 = C3 = C. G>,*6+H

���	���7 :��0�07 /�	 ��00���-� ����	� ������� '��	����� �.��� F��
�	�-0 ����	�	0E

Θ = ΘE, G>,*6;H

1	� �� 	��� �� ����	�	� ������� A7 B7 C F��	�-0 �� �.���,
��� ���.���-1 �	:�A���1 �����0� G>,*6(H :����.9�	 �:�	A���� � ��	�

���� � �.���@A��E

Θ Ω̇+ Cθ = 0 ,

θ̇ =Ω+
1

2
θ×Ω +

1− g

θ2
θ× (θ×Ω), g ≡ θ sinθ

2(1 − cosθ)
.

G>,*6=H

�	��	
�-� ���.�� �����0- ���������7 	�.�/�@A��� 	� G>,*6=H ��.�/��0
�����:�����	'	 �.�'��0	'	 � �/��	0 ��.�����	��� �:��'	'	 	��	����

C = C(θ), C ′ > 0, C(0) > 0, G>,*6>H

:�	����� � �����.� =,+, �	�����	7 � /����	���7 /�	 ��:	.9�	����� �'.	� ?��
.��� :���	��� � D�	� ����/� � �����	 :��	�	.�0-0 :�	
.�0�0, "����	 ���
A������� ���'	� :��97 �������-� �	 ���	�	�	� ���:��� �.�/���	7 �	 ��0 ��
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0���� ���90� :�	��	�, "� 	��	��� �� ��:	.9�	����� :���	� � .��	� �'.	�-1
��	�	���� � ����	�� :	�	�	��, ?�	� :��9 :	��	.�� ������ ����/� � ��F���@
�������� 	��	����.9�	 |θ|, $	� D�	 ��������� �0��� �.	5�-� ���7 �	 :��
	��������� �����:���� 	�	 ����'������� � ����������1 ���������-0 	
���
�	0, "�0���07 /�	 ��������� �. |θ| 	������ ��.�����-0 �. ��	.9 �'	��	
0�.-1 �'.	� �������, ��.� 5� ��:	.9�	���9 ����	� :	�	�	�� θ7 �	 :�� 0�.-1
�'.�1 ������� |θ| �. ����	�� θ ����� :	.�/���� .�����	� ���������

Θ θ̈+ C(0)θ = 0.

& D�	0 :�	�.��� 	��	 �� :���0�A���� 0��	��7 	��	����	'	 �� ��:	.9�
�	����� ����	�� :	�	�	��7 :	 ��������@ � 0��	��0�7 	��	����-0� �� ��:	.9�
�	����� �'.	� ?�.���,

���%�% K����+	��+ !	�(�  �+ ��	� ���� �� �!	���� � �������
� �� � ��$*��� �'

&-F� 
-.	 :	�����	7 /�	 :�� ���	�	�-1 �:�	A�@A�1 �	:�A���17 �	�
�	�-� � :�����:� ���.����0- �� :�������7 ����0��� '��	����� �� �:��'	0
	��	����� ��	���� � :	.�	��9@ ����'�����0	� ����/�, <���9 
���� :	��	
�	
����0	���� 	��� /����-� �.�/�� ���5���7 � �0���	 ��'�.��� :�������
'��	�����, & D�	0 �.�/��

θ(t) = θ0 = const. G>,*63H

�	'.���	 ��������@ G=,==H ��1	���� :	��	��� ��	�	��9 :�������� ψ̇0E

ψ̇20 =
C(θ0)θ0
Θ sinθ0

⇒ ψ(t) = ψ̇0t +ψ0. G>,*8)H

&-:�F�0 ��� 	��	��-� 1������������� ��'�.��	� :��������, &���	� :	�
�	�	�� :	 G=,;>H � G>,*63H �0��� ���

θ(t) = Q(ψe) · θ0, e · θ = 0. G>,*8*H

"��@�� �. θ̇ �.����� �-��5����

θ̇ = ψ̇0e× θ(t). G>,*8(H

4. �'.	�	� ��	�	��� :	.�/�0 �-��5���� G(,*6;H7 �	�	�	� � ���������	0
���� ��:��-����� ���E

ω = θ̇+
1− cosθ

θ2
θ× θ̇+

θ− sinθ

θ3
θ× (θ× θ̇).
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�	�����. �@�� �-��5���� G>,*8(H7 :	.�/��0

ω = ψ̇0

(
(1 − cosθ0) e +

sinθ0
θ0

e× θ(t)
)
. G>,*86H

 � �-��5���� G>,*8*H � G>,*86H ����07 /�	 :�� ��'�.��	� :�������� ����
�	� :	�	�	�� θ(t) � �'.	�� ��	�	��9 ω(t) 	��	'	��.9�- 0�5�� �	
	�7 �, �,
��.	 :	�	��/������ �	���' 	��	� 	��7 �	 ���A���� �	���' ���'	� 	��7 	��	�
'	��.9�	� 	�� :	�	�	��, <�0���07 /�	 ��.	 ���A���� � :	��	��	� :	 0	��.@
�'.	�	� ��	�	��9@

|ω|2 = 2(1− cosθ0)ψ̇
2
0.

 ��.����0 ���	�/��	��9 ��'�.��	� :��������, 4. D�	'	 �� ���.����0	�
���5���� ��	
1	��0	 ��.	5��9 0�.	� �	�0�A���� 	
A�'	 ���� � �-�����
��� ���-���0-� �������� � �������1, &-�	� :	�.����17 � �	5�.���@7 ���
��.������� �� ��������.9�	 '�	0	����� �-/��.���, <���9 �	�0	5�- ���
���.�/�-1 :	�1	��7 :���	�A�1 � 	���0 � ��0 5� ��������0,

��	��$ !��"��� &	�0�A���� ���.��-����� �� ����	� :	�	�	��, ����
�0	���0 �	�0�A���-� ����	� :	�	�	��

θε = θ+ εϕ, |ε|  1,

'�� ����	� ϕ ���-����� :���	� ���������, &	�0�A���-� ����	� �'.	�	�
��	�	��� ωε �-/��.��� :	 2	�0�.�

ωε = Z−1(θε) · θ̇ε, ωε =ω+ εη,

'�� η O :���� ������� ω, 4�22�������� ����	� �-��5���� :	 ε � :	.��
'� ε ����-0 ��.@7 :	.�/��0

η = Z−1(θ) · ϕ̇ +
d

dε
Z−1(θε)

∣∣∣∣
ε=0

· θ̇. G>,*88H

&	�0�A���	� ��������� ���5��� �0��� ���

Θ ω̇ε + Cθε = 0. G>,*8+H

����9 �. :�	��	�- C = const, 4�22�������� D�	 ��������� :	 ε �
:	.�'� ε = 07 :	.�/��0 �������� � �������1E

Θ η̇+ Cϕ = 0.

�@�� ���	 :	�������9 �-��5���� G>,*88H � �/���97 /�	 ����	� θ �������
	� ���0���, ?�	� :	�1	� ��:����� ��07 /�	 :	.�/�@�� �������� �.	5�	'	
����,
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���	�$ !��"��� ��.	� �	�0�A���� ���.��-����� �� ����	� :	�	�	��

Pε = (E + εϕ×E) ·P(θ). G>,*8;H

�	'�� �	�0�A���� �'.	�� ��	�	��9 �-/��.��� .�'�	E

ωε =ω+ εϕ̇++εϕ×ω.

"����	 �	����	/�	 '�	0	���	 �-/��.��� ����	� :	�	�	�� θε7 	���/�@�
A�� ����	�� :	�	�	�� G>,*8;H, �	D�	0� ����9 
���� ��:	.9�	��� ������ :	��
1	�7 �	�	�-� �	�	/� :���-1 ���1,

3	���$ !��"��� <�:�F�0 �	�0�A���-� �������� ���5���6E

Θ ω̇ε + Cθε = 0 ,

θ̇ε = gεωε −
1

2
θε ×ωε +

1− gε
θε

θ̇εθε, gε =
θε sin θε

2(1 − cosθε)
,

G>,*8=H

N����	��9 �:��'	'	 	��	���� 
���0 �/����9 :	��	��	�7 /�	 ��0�	'	
�:�	A��� �-/��.���, ���0�0 ���.	5���

ωε =ω+ εη, θε = θ+ εϕ, G>,*8>H

'�� η � ϕ ���-��@�� :���-0� �������0� ω � θ �		����������	, 4. 0	�
��. ����	�� :	�	�	�� :	.�/��0

θε = θ+ ε
1

θ
ϕ · θ. G>,*83H

4�22�������� G>,*8=H :	 ε � :	.�'� ����0 ε = 07 :	.�/��0 ���	0-�
�������� � �������1E

Θ η̇+ Cϕ = 0,

ϕ̇ = gη−
θ− sin θ

2θ(1 − cosθ)
(ϕ · θ)ω−

1

2
ϕ×ω−

−
1

2
θ× η+

1 − g

θ2
(ϕ · θ)· θ, g =

θ sin θ

2(1 − cosθ)
.

G>,*+)H

6 9("����� ��,%�1� � &,�&;�1� ��#'�#�% ���&��& % ���#�.:�0
 @ ��,%�0 ��#'�#� %(,�$
(=�� �1��%�/ �2�,��&� %7,(-(�&�� ��,�" �,��"%�#�7� �� %,�0��� %(,�(=�� %�2&�,( ��%�$
,�&( � ��%�"0�:����1� %�2&�,( ��%�,�&() ( % &,�&;�0 ��#'�#� �,��"%�#�(� �� %,�0��� �&
%(,�(=�� %�2&�,( ��%�,�&( %7,(-(�&�� ��,�" %(,�(=�. �1��%�/ �2�,��&� � ��%�"0�:��$
�7/ %�2&�, �1��%�/ �2�,��&�
 G,�&�/ ��#'�# �7�&,�� � �,�:� �,�%�#�& 2 �2���(&��;��0�
�,(%����.
 �����	�� �	
��
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& :	�.����0 ��������� �/���	7 /�	 0	��.9 ���	�0�A���	'	 ����	�� :	�
�	�	��7 �, �, �'	. �������7 :	��	��� θ̇ = 0,

 ��.@/� �� G>,*+)H ����	� ϕ7 :	.�/��0 ��������� �. :���	� ��������
����	�� �'.	�	� ��	�	���E

Θ

C
η̈+ gη+

θ− sinθ

2θ(1 − cosθ)

Θ

C

(
η̇ · θ)ω+

1

2

Θ

C
η̇×ω−

−
1

2
θ× η−

1− g

θ2
Θ

C

(
η̇ · θ)· θ = 0, g =

θ sin θ

2(1− cosθ)
.

G>,*+*H

�	.�/��F��� ��������� �0��� :���0���-� �	D22������-7 /�	 ��������
�� �'	 ���.��, "����	 ��0��	� :���0���-1 	�	 0	5�� 
-�9 ������	 � �����
����@ � :	��	��-0� �	D22�������0�, ��� D�	0 :��	
���	����� �.�����
��:	.9�	���9 �	5�����	

Q · (a× b) = (Q · a)× (Q · b) ∀Q : Q ·QT = E, detQ = 1.

����:�F�0 ����	� θ ���	�0�A���	'	 ���5��� � ����

θ = Q(ψe) · θ0, θ0 = const, e · θ0 = 0, ψ = ψ̇0t +ψ0, G>,*+(H

'�� �-��5���� �. ψ̇0 	:����.��� 2	�0�.	� G>,*8)H, �	'.���	 G>,*86H �
G>,*+(H7 ����	� ω ���	�0�A���	'	 ���5��� 0	5�	 :���:����9 � ����

ω = Q(ψe) ·ω0, ω0 = ψ̇0

(
(1 − cosθ0) e +

sinθ0
θ0

e× θ0
)
. G>,*+6H

&0���	 :���	� �������� η �����0 ����	� ξ :	 2	�0�.�

η(t) = Q(ψe) · ξ. G>,*+8H

"��@�� :	.�/��0 �-��5���E

η̇ = Q(ψe) ·
(
ξ̇+ ψ̇0e× ξ

)
, η̇ · θ = θ0 ·

(
ξ̇+ ψ̇0e× ξ

)
,

η̈ = Q(ψe) ·
(
ξ̈+ 2ψ̇0e× ξ̇+ ψ̇20e× (e× ξ)

)
.

G>,*++H

�	�.� :	�����	��� �-��5���� G>,*+(HMG>,*++H � ��������� G>,*+*H � :	�
�.���@A�'	 �0�	5��� :	.�/��F�'	� �������� �� QT �.���7 :��1	��0 �
��������@ � :	��	��-0� �	D22�������0�E

Θ

C

(
ξ̈+ 2ψ̇0e× ξ̇+ ψ̇20e× (e× ξ)

)
+ g0ξ −

1

2
θ0 × ξ+

+
Θ(θ0−sin θ0)

2Cθ0(1−cosθ0)
θ0·
(
ξ̇+ψ̇0e× ξ

)
ω0 +

Θ

2C

(
ξ̇+ψ̇0e× ξ

)
×ω0−

−
Θ(1 − g0)

Cθ20
θ0 ·

(
ξ̈+ ψ̇0e× ξ̇

)
θ0 = 0, g0 =

θ0 sin θ0
2(1− cosθ0)

.

G>,*+;H
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��������� G>,*+;H �-'.��� ���90� '�	0	���	7 �	 	�	 �0��� :	��	��-�
�	D22������- � :	�	0� �	:������ :	.�	� ���.��	�����, &����0 � ����0	��
����� 	��	'	��.9�-� 
���� �� :	��	��-1 ����	�	�

e, θ0, e× θ0; e · θ0 = 0. G>,*+=H

&���	� ξ :��������0 � ���� ���.	5���E

ξ = Se+ Tθ0 + Re× θ0, G>,*+>H

'��
e · ξ = S, θ0 · ξ = θ20T, (e× θ0) · ξ = θ20R.

��	����� ��������� G>,*+;H �� 
�����-� ����	�- G>,*+=H7 :	.�/��0 ���
���0� ���1 ���.��-1 ���������E

S̈+
1+ cosθ0

2
ψ̇20S+

θ20
2
ψ̇0Ṫ −

C

2Θ

(
1+

θ0

sin θ0

)
θ20R = 0,

−
ψ̇0 sinθ0
2θ0

Ṡ+
θ0 sinθ0

2(1 − cosθ0)
T̈ −

1 + cosθ0
2

(
1+

θ0

sin θ0

)
ψ̇0Ṙ = 0,

1

2
ψ̇20

sin θ0
θ0

S+ R̈−
sin θ0(θ0 − sinθ0)

2(1− cosθ0)
ψ̇20R+

+

(
3+ cosθ0

2
+

sin θ0(θ0 − sin θ0)

2(1 − cosθ0)

)
ψ̇0Ṫ = 0.

G>,*+3H

��:	0��07 /�	 ��	�	��9 :�������� � D��1 ��������1 	:����.��� 2	�0��
.	� G>,*8)H, "����. �� ��0��0� ��
	�- :	.�-� ���.�� ��������� G>,*+3H7
	'����/�0� ����0	������0 0�.-1 �'.	� �������, "�
���-�� ��.�/��- :	�
���� O(θ20) � ��������� � ��������7 �0���	 G>,*+3H :	.�/��0 �:�	A����@
�����0�E

S̈+
C

Θ
S = 0, T̈ − 2ψ̇0Ṙ =

1

2
ψ̇0Ṡ, R̈ + 2ψ̇0Ṫ = −

C

2Θ
S. G>,*;)H

 � ��	�	'	 �������� G>,*;)H :	.�/��0

Ṫ = 2ψ̇0(R +A) +
1

2
ψ̇0S, G>,*;*H

'�� A O �	������� ����'���	����, �	'�� ����9� ��������� G>,*;)H � �/��	0
G>,*8)H 0	5�� 
-�9 :���:����	 � ����

(R +A)·· + 4C
Θ

(R+A) = −
3C

2Θ
S. G>,*;(H
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 � D�	� �����0- ���	�/��	��9 ��'�.��	� :�������� :�� 0�.-1 �'.�1
������� �:	.�� 	/������, "
����0 ���0����7 /�	 � .��	� /���� ��������
G>,*;*H ��	�� :���	��/���� 2����� ���0���, ��	0� �	'	7 ���	����- � �����
����� G>,*;(H ���	�0	5�-, 4��������.9�	7 /���	�� ���F��'	 �	�������� �
��������� G>,*;(H7 �	'.���	 :���	0� ��������@ G>,*;)H7 �����

√
C/Θ , �	
�

������� /���	�� ����� 2
√
C/Θ , �.��	����.9�	7 ���	����- ���	�0	5�-,

���%�) ,������� ���"	���	���� ��	� ���� �� �!	���� � �������
!	� ��$ ���� ���9����  ���+.��� �������

&-F� 
-.	 :	�����	7 ��� 0	5�	 ���:	����9� ��:	0	'���.9�-0 �	�	�
�	07 /�	
- 0����0�.9�	 �:�	����9 ����/�, ��5� 
���� ����0	���� �	:�	� 	
�	�0	5�	��� ��:	.9�	���� ��:	0	'���.9�	'	 �	�	�� G�� 0�� ��5�0� ���

	�- 	��	��	'	 �	�	��H �. ���
�.������ ���5��� '��	����� :�� ��������
���F��'	 0�.	'	 �.��A�'	 0	0����, �	�	�- 
���0 �/����9 �		��-0�7 � �1
	�� ��:����0 :	 	�� k, ��:	0��07 /�	 :�� ����2	�0��	����	0 	��	�����
	�9 k ����A�'	 ��.� ��:���.��� �������.9�	 ����1, "��	��-� �������� 
-�
.� �-�����- � �����.� >,* O D�	 �������� G>,66HMG>,6;H7 � �	�	�-1 �.�����
:����9 m = n = k, & ��/����� ���F��'	 0	0���� �-
����0 �.��A�� 0	�
0���E

Mex =MP · k, U = 0. G>,*;6H

�:��'	� 	��	����� 
���0 �/����9 ��	��	:�-07 � ��00���-� ����	� �����
��� Θ O F��	�-0, � :�����/���	� �	/�� ����� D�� �:�	A��� �������
	��.9�- � �1��F�@� ��
	/�� :���0���- '��	����� G��:	.9���0	'	 � ��/��
���� ������2�'�H, � ��1��/���	� �	/�� ����� 	�� �:�	A�@� �-/��.���,
� ��	����/���	� �	/�� ����� 	�� �� :�����:��.9�-7 :	��	.9�� ��� 	��	��
�-� :�	
.�0-7 ������-� � �	�0	5�-0� �����	�/��	��0�7 	���@�� � ��5�
���.���@��,

��� :����-1 �	:�A���1 �������� G>,66HMG>,6;H :����0�@� ���

Θ Ω̇+
(
λbα̇+ λcβ̇

)·
k+

(
λbα̇+ λcβ̇

)
Ω× k+ C(θ)θ =Mk ,

θ̇ =Ω+
1

2
θ×Ω+

1− g

θ2
θ× (θ×Ω), g =

θ sin θ

2(1− cosθ)
,

λb
(
α̇ −ωb

)·
+ νb

(
α̇−ωb

)
+ λbk ·Ω = 0,

λc
(
β̇−ωc

)·
+ νc

(
β̇−ωc

)
+ λck ·Ω = 0.

G>,*;8H
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��:	0��07 /�	 ����9 ����	� :	�	�	�� θ � :���� �'.	�� ��	�	��9 Ω
	��	��� � ����A�0� ��.�7 ����.���	0� � �:��'	� 	��	�����,

"��	��	� ��5�0 ��
	�- '��	����� 1������������� ��07 /�	 ����A�� ��.	
�� �	���F��� :	:���/�-1 �	.�
����7 �, �, �0��0

θ̇(t) = θ(t)k, Ω = θ̇(t)k . G>,*;+H

& D�	0 �.�/�� ��	�	� ��������� G>,*;8H 	
��A���� � �	5�����	7 � 	�����
F��� �������� :����0�@� ���

Θ (θ+ λbα + λcβ)
·· + C(θ)θ =M,

λb(α̇−ωb)
· + νb(α̇ −ωb) + λbθ̈ = 0,

λc(β̇−ωc)
· + νc(β̇−ωc) + λcθ̈ = 0.

G>,*;;H

��.� D���'� �:��'	'	 	��	���� �-
���� � ���� ��������/�	� 2	�0-7
�	 5����	��9 c = const, &����0 	
	���/���

x = α̇ −ωb, y = β̇−ωc.

�	'�� G>,*;;H :���:��-����� � �.���@A�0 ����E

Θ θ̈+ λbẋ+ λcẏ+ Cθ =M,

λbẋ+ νbx+ λbθ̈ = 0, λcẏ+ νcy+ λcθ̈ = 0.
G>,*;=H

�	.�/�.� �����0� .�����-1 ��22�������.9�-1 ���������, �� /����	�
��F���� �0��� ���

x = y = 0, θ∗ =M/C. G>,*;>H

$�����������/����� :	.��	0 �. 	��	�	��	� �����0- G>,*;=H �0��� ���

F(p) = a0p
4 + a1p

3 + a2p
2 + a3p+ a4,

'��

a0 = λbλc(Θ − λb − λc) > 0,

a1 = λcνb(Θ − λc) + λbνc(Θ − λb) > 0, a2 = Θνbνc + Cλbλc > 0,

a3 = C(λcνb + λbνc) > 0, a4 = Cνbνc > 0.

G>,*;3H

�	 :����.� 4������ � ��.� ���������� G>,*;3H ����� 	:����.�07 /�	 :	�
.��	0 F(p) �� �0��� ��.�� :�� ��A�������-1 :	.	5���.9�-1 p7 �	 0	5��
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)�� ������� +�	

�0��9 /��-�� ��. :�� 	�������.9�-1 ���������.9�-1 p, &-:��-�� ����
����� �����M�������7 �
�5���0�7 /�	 ��� ��.� :	.��	0� F(p) �0�@� 	����
����.9��@ ���������.9��@ /���9, �.��	����.9�	7 :�� 
	.9F�1 ���0���1 ���
/����-� ��F��� 	��	�	��	� �����0- G>,*;=H ����0�� :	 0	��.@ � ��.@ �
	������ �	.9�	 /����	� ��F���� G>,*;>H,  ���7 :	�.� �����F��� D��:� ����
'	�� '��	���� �-1	��� �� �.���@A�� ��5�0 ��
	�-E

θ = (M/C)k, α̇ = ωb, β̇ = ωc, G>,*=)H

�, �, ����A�� ��.	 ��1	���� � :	.	5���� ����	����7 � �	�	�- ���A�@�� �
:	��	��-0� �'.	�-0� ��	�	��0�, ��� 
���� � ����.9�	0 �.�/�� :�� 	�����
����� �	�0�A����7 �-�-��@A�1 :	:���/�-� �	.�
��� ����A�'	 ��.�, %�	
-
����.9�-� ��5�0 G>,*=)H 	��A�����.� � ���.9�	���7 ��	
1	��0	7 /�	
- 	�

-. ���	�/�� :	 	��	F���@ � 0�.-0 �	�0�A���0,

����0	���0 �	�0�A���	� ���5����E

θε = (M/C)k + εϕ, Ωε = εζ, α̇ε = ωb + εu, β̇ε = ωc + εv. G>,*=*H

<�:��-�� �	�0�A���-� �������� ���5��� G>,*;8H � :	�����. � ��1
:�������.��� G>,*=*H7 :	.�/��0 �����0� ��������� � �������1E

Θ ζ̇+ (λbu̇+ λcv̇)k+ (λbωb + λcωc) ζ× k+ Cϕ = 0 ,

ϕ̇ = ζ+
M

2C
k× ζ+ (1−g)k×(k× ζ), g =

θ sin θ

2(1−cosθ)
, θ =

M

C
,

λbu̇+ νbu + λbk · ζ̇ = 0, λcv̇+ νcv+ λck · ζ̇ = 0.
G>,*=(H

�����0� G>,*=(H ���
������ �� ��� ��������0-� :	������0-7 ��.� ������
���.	5���

ϕ = γk+ψ, k ·ψ = 0, ζ = ζk+ z, z · k = 0.

�	'�� �0���	 G>,*=(H :	.�/�0

Θ γ̈+ Cγ + λbu̇ + λcv̇ = 0,

λbu̇ + νbu + λbγ̈ = 0, λcv̇+ νcv+ λcγ̈ = 0,
G>,*=6H

Θ ż− (λbωb + λcωc)k× z+ Cψ = 0, ψ̇ = gz+
M

2C
k× z. G>,*=8H

�����0� G>,*=6H 
-.� :�	���.����	���� � :���-��A�0 :	������.�7 '��

-.	 :	�����	7 /�	 �� ��F��� ����0�� � ��.@, �	D�	0� 	���.	�9 ���.��
�	���9 �����0� G>,*=8H7 �	�	��@ ��	
��� ��:����9 � ���� 	��	'	 ��������,
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4. D�	'	 �	����	/�	 :�	��22�������	���9 :���	� �� ��������� G>,*=8H �
���.@/��9 ψ̇ � :	0	A9@ ��	�	'	 �������� �� G>,*=8H, & ����.9���� :��1	�
��0 � ��������@

Θ z̈− (λbωb + λcωc)k× ż+ Cgz +
M

2
k× z = 0. G>,*=+H

%����-� ��F��� D�	'	 �������� 
���0 �����9 � ����

z = eqtQ(ptk) ·A, A = const, A · k = 0. G>,*=;H

&-/��. :�	���	��-�7 :	.�/��0

ż = qz + pk× z, k× ż = qk× z− pz, z̈ = (q2 − p2)z + 2pqk× z.

�	�����. D�� �-��5��� � G>,*=+H � :	.�'� �	D22������- :�� z �
k× z ����-0� ��.@7 :	.�/��0 �����0� ���������

q2 − p2 + ap+ b = 0, q = l/(a− 2p), G>,*==H

'�� ������- 	
	���/���

a =
λbωb + λcωc

Θ
, b =

Cg

Θ
, l =

M

2Θ
.

�/��� ���F��� 0	0��� M 0�.-07 �� G>,*==H ����07 /�	 � ��.�/��� q
0�.�, "�
���-�� �� :���	'	 �������� �����0- G>,*==H ��.�/��� q27 ��1	��0
���/��� pE

a− 2p = ±
√
a2 + 4b .

��:��9 �� ��	�	'	 �������� �����0- G>,*==H ����07 /�	 :�� .@
	0 ����� l
	��	 �� ���/���� q 
���� :	.	5���.9�-0,  �-0� �.	��0�7 	��	 �� ���1
/����-1 ��F���� G>,*=+H 
���� ����� :	 0	��.@7 �, �, �0��0 �����	�/��	��9,

�	����	��� ��	�	'	 �	�	�� �0��� ��	�� ��.9@ 
	�9
� � ���	�����0� �
����	'	 �	�� �����	�/��	��0�, ����.9���- ����	� '.��- �� :	�����5��@�
�����@ �	/�� �����, &:�	/�07 D�	 �� �������.9�	, &-F� ����0������.��9
�	.9�	 �����	����-� ��5�0-7 � �	�	�-1 ��:	0	'���.9�-� �	�	� ����� ��

:������	, ������� 0	5�� ��0����9� � �	.5�� ��0����9�7 ��.� � :�	�����
��
	�- ������2�'� ������	 �:���.�9 ��	�	��9@ ���A��� ��:	0	'���.9�	�
'	 �	�	��, ?�	 	���/���7 /�	 � �����0� G>,*;8H :���0���ωb7 �, �, �	0���.9��@
�'.	��@ ��	�	��9 ��:	0	'���.9�	'	 �	�	��7 ��5�	 0���9 �	 ���0��� ������
�-0 	
���	07 �. /�'	 ��	
1	��0	 �0��9 �:����.9��@ �����0� �:���.���,
<���/� D�	'	 ��:� �����	 :	���@�� ���.���/���	0� ��F���@ � ���
�@� ���
����	'	 ��:	.9�	���� �	0:9@����-1 �-/��.����,



�� � � � 7

������#��� ����*� ������ ����"��#1

�/�� #���
�	� ���
����� ������)��) ������ �������)

"��	�- ��	��� �	���1 �:��'�1 ����5��� 
-.� ��.	5��- #, ?�.��	0, ���
��/� ������F�� ��	���� � 0�1����� �:.	F�-1 ����7 ��	�� �	���1 ����5���
	������ 	��	� �� ��0-1 :	.���-1 � � ��	����/���	07 � � :�����/���	0 	��
�	F���1, �	���� ����5�� /���	 �-���:�@� � �	.� D.�0���	� ��1 �.� ��-1
�	���������, ��:��0��7 � �.9���������2�'�17 ��
	��@A�1 � ���:��	�� *+)M
8)) �-�/ 	
	�	�	� � 0�����7 �	�	� �������.������ �� '�
�	0 ����5�� � :���
1	���� ����0�������9 �	�0�����@ ����0��� �	�	�� G�����	'	 ��.�H � �	��
�	'	 ����5�2, ?�	 	/��9 ������ �. ���.��� :�	
.�0�, ������� ��0���	
�:�	A����7 ��.� ����5��9 �/����9 
��-�����	��-03, &		
A�7 ���.��	�����
����0��� � ���	�/��	��� ���A�@A�1� ��.	� 	��	���� � /��.� ��5���F�1
��1��/����1 :�	
.�07 ���	�	�-� �� �	�	�-1 	
��5��@�� � ���'� S;8T,

#������ ��	�� ����5��� �	����.�� 	���.9�-� :���0��7 �	�	�-� ����
/���� �	 ���1 ��1��/����1 ����1 � 	
��.7 0	5�	 ������97 ���	��/����@ 2	��
0�, �� ��	.9 
.�'	:	.�/�	 	
��	�� ��.	 � ��.�����	� ��	���� ����5���, �
	��	� ��	�	�-7 � ��� :	.�/��	 	'�	0�	� /��.	 /����-1 ����.9���	�, � ����
'	� ��	�	�-7 
	.9F� �1 /���97 :	.�/���� � *=88 :	 *3*; '	�-7 � ����	A��
���0 ������ �. �	�:����7 ��� ��� ��.	5��� �� �5� �������F�0 �-�� �
���
�	���� :	 �����	�	���:�-0 ������0, "��������� �	���0���	� 0	�	'���
2�� :	 ��.�����	� ��	��� ����5���7 � �	����	/�	� :	.�	�	� 	���A�@A��

1 4(&�,�(� C&�/ 1�(%7 ����%(� �( �&(&;� E*�F �
 �
 �����) �
 �
 ��,1��%) G
 �
 G�%$
�&�2
 ?�����/�(� &��,�� �&�,-��/ � �� �,���-���� �G,�#7 [[\q <2��7$��0��(,( 3��($
��" � ���&�" ������/�7' 0�'(�����2�' 2����(&��;�7' ���&�05
 �66	
 �
 ���I��	�
 �����	��
�	
��

2 L(#(�( � %,(:���� &%�,#�1� &��( �( 1��2�0 ���,=�����0 �&�,-�� ,(��0�&,��( %
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:���0��7 �.��� ���90� ��0���-0 :�	
�.	0 � 0�1����� �:.	F�-1 ���� �
��.9�	 ��������� ��.9���F�� :�	'���� � D�	� 	
.����, ��5�� ��0 0�	'��
��:���- 	
��5���0	� ��	��� �A� �� ���.��	���-, "�	
���	 D�	 	��	���� �
:�	�����������-0 2	�0�0 ���5��� � ����	���� �:��'�1 ����5���,

4�.�� :���	���� :	�.��	����.9�	� ��.	5���� ��.�����	� ��	��� �	���1
�:��'�1 ����5���, 4���� �	0:����� 2	�0� 	��	��-1 ���������7 ��	
�-1
�. 0���0���/���	'	 ���.��	����7 � :	���-��@�� ���	�	�-� :��0��- �1
:��0�����, "�	
���	��9@ ��.�'��0	� ��	��� ����5��� �.��� �����0��
��/���	� ��:	.9�	����� ����	�� :	�	�	��7 :	��	.@A�'	 ���
	.�� ����������
�-0 	
���	0 	:����9 :	�	�	�- :	:���/�-1 ��/���� ����5�, ��	0� �	'	7
����	� :	�	�	�� 	���-����� ��	
�-0 :�� ����0	������ ����/ �	�0����	�
����0��� ����5� � �	:�5���	'	 � ��0 �����	'	 ��.�, <�0���07 /�	 	
A��
:����	� ��.�����	� ��	��� ����5��� �� ��A�������,

����	��/�.9�-� ������� ���	�� � ��	��� ����5��� � �/��	0 ��2	�0��
��� :	:���/�	'	 ����'� 
-. ����� �	 �.���@A�0 	
��	��.9���	0,  ������
�	7 /�	 ��F��� ��.	'	 ��� ����/ ����0��� ����5��� :���	�� � :����	��
��.9�-0 �.� �� �:	.�� ��-0 ����.9����07 ��A�	��9 �	�	�-1 1	��.	�9 
-
	�	����9 :	.���, �������0 :�	��	� :��0��, ����0	���0 ����0�/����@ ���
��/� �. �	��	.9�	'	 ����5�7 ��'��5���	'	 �	����-0 0����-0 0	0���	0,
��.� 0	��.9 0����	'	 0	0���� 0�. � 0�.- ��/�.9�-� 	��.	����7 �	 0	5�
�	7 ����.	�9 
-7 �	�:	.9�	���9� ��������0� 0�.-1 �	.�
���� ����/���	'	
����5�, �	���:�� ����0 	
���	07 0- :	.�/�0 1	�	F	 :	����.����@ ����/�7
��F��� �	�	�	� 0�.- :	 �	�0� � �� :�����A�@� ������1 ��:����	����, �	
��.� �/���9 � D�	� ����/� ��.�����-� /.��-7 �	 �. ��	.9 �'	��	 0�.	� ��.��
/��- ����A�'	 0	0���� � ��	.9 �'	��	 0�.-1 ��/�.9�-1 ��.	��� 0- :	.��
/�0 D��:	������.9�	 �����A�� �	 ���0��� ��F���, ?�	 �.���� :	.�/�.	
�������� :����	��� ���	.��4, ���.	'�/�	� �.���� �0��� 0���	 � �. 0�	'�1
���'�1 ��:	� �	����-1 0	0���	�, "���/��� .� D�	 	
��	��.9���	 ���	�0	5�
�	��9 ��:	.9�	���� .�������	����-1 ���������` "/��9 �� 1	��.	�9 
- ���
��0��9, � D�	 	���/��� ��	
1	��0	��9 :	���� ���	'�1 ��������� �	'	7 �	'��
0	5�	 ��:	.9�	���9 .�����-� :	�1	�7 � �	'�� ��.9�7 � :	/�0�, 4. ���.���
:	�	
�	'	 �	�� ��	
1	��0	 ���:	.�'��9 ���	'	� ��������� ��:�	���	��/��	�
��	���� ����5���, ��5�� ��0 � .��������� :	�	
�-� ����/� ��F�@�� �� 	��
�	�� �����	0	 :��
.�5���-1 ���������7 � 	������ ����-07 ����� 2���	�-
� �� /�	 	���/�@�,

4 B �(,(#�2�� ?�2��(� � �0
 &(2-� ,("#��7 	
	 � 	
�) 1#� ����-#(�&�� "(#(�( ��
��&�/��%��&� ����-���� ,(%��%���� &%�,#�1� &��( �( ��,�1�0 ����%(��� ��:�1� %�#( �,�
#�/�&%�� %��<��1� 2,�&�:�1� 0�0��&(
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��.������ ��	�� ����5���7 �� �/��-��@A� ��2	�0���@ :	:���/�	�
'	 ����'�7 
-.� :	���	��� �, ���1'	2	0 � ��	���F�����	���� �, �.�
F�0,
?�� ��	�� :�������.��� � ���'� �, #�� S;3T, ��5� �	�:�	���	��� 	��
�	��-� �������� ��.�����	� ����0��� �:��'�1 ����5���57 �-�	� �	�	�-1
	:������ �� ���� ��
	� S=)7 =*T, "�.�/�� D��1 ��������� 	� �.����/����1
���.@/���� � �/��� ��2	�0���� :	:���/�	'	 ����'� � ������� ���A���,
��	0� �	'	7 ��:	.9����� �	���0���� ����	��� ��0�	.���, ��� �'�	���	�
����� :	:���/�	'	 ����'� � ������� ���A��� ��.�'��0� ��	�� :���1	���
� �.����/����@,

& 	��/���	� �	�2�'������ �:��'� .��� ����5� 	:����.��� �������
�0 ����	�� r(s) = sτ , 0 ≤ s ≤ l7 '�� τ O 	�� ����2	�0��	����	� 	�� ����5�
�R s O 0������.9�� �		������� � ����2	�0��	����	0 �	��	���R l O �.���
����2	�0��	����	'	 ����5�, & �����.9�	� �	�2�'������ :	.	5���� �	/��
����5� 	:����.��� ����	�	0 R(s, t)7 '�� t O ���0, "�������� :	:���/�
�	'	 ��/��� ����5� � �	/�� s � 0	0��� ���0��� t 	:����.��� �������0
����	�� :	�	�	�� P(s, t)E

P(s, t) ·PT(s, t) = E , detP(s, t) = 1.

& 	��/���	� �	�2�'������ P = E7 � � ��/�.9�-� 0	0��� ���0���
P(s, 0) = P0(s), 4. :���	��/�.9�	 :�0	.�����-1 ����5��� �������� ����
5��� �0�@� ���

N ′(s, t) + ρ0F(s, t) = ρ0v̇(s, t), G3,*H

M ′(s, t) +R ′(s, t)×N(s, t) + ρ0L(s, t) = ρ0
(
P ·Θ ·PT ·ω)·, G3,(H

'�� N � M O ����	�- ���������1 ���.�� � 0	0���	�R F � L O ����	�-
0���	�-1 :.	��	���� ���F��1 ��. � 0	0���	�R ρ0 O :	'	��� :.	��	��9 0���
�- � 	��/���	� �	�2�'������R ρ0Θ O .������ :.	��	��9 ����	�� �������
����5�R v(s, t) = Ṙ(s, t) O ����	� ��	�	��� :	:���/�-1 ��/���� ����5�R
ω(s, t) O ����	� �'.	�	� ��	�	���, & G3,*H7 G3,(H �/������7 /�	 �:��'� .���
:�	1	��� /���� �����- 0��� :	:���/�-1 ��/����,

&���	� �'.	�	� ��	�	��� ω(s, t) ����� � ����	�	0 :	�	�	�� :	:���/�-1
��/���� ����5� P(s, t) :	�������	0 �������� �����	�� G(,>)HE

Ṗ(s, t) =ω(s, t)×P(s, t) ⇒ ω = −
1

2

[
Ṗ ·PT]×. G3,6H

5 ���� ��#,����� �"��-���� &��,�� �&�,-��/) �,�#��-����/ �
 �
 �����70) 0�-��
�(/&� % 2��1� E	�F
 �����	�� �	
��
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&����0 � ����0	������ ����	�- ��2	�0����E E O ����	� ��2	�0����
����5���M:	:���/�	'	 ����'�7 Φ O ����	� ��2	�0���� ��'�
�M���/���,
"�� 	:����.@�� 2	�0�.�0�

E = R ′ −P · τ, P ′ =Φ×P. G3,8H

��.� ����	�- E � Φ ����- ��.@7 �	 ����5��9 ���5��� ��� 5����	� ���
.	�, ��	
	�	�7 ��.� ����5��9 ��:-�-���� �	.9�	 �0�A���� ��� 5����	� ��.	�7
�	 E � Φ ����- ��.@, &���	�- ��2	�0���� ��	�.���	�@� ��������06

Ė−ω× E = v ′ +R ′ ×ω, Φ̇−ω×Φ =ω ′. G3,+H

4. ��0-���� �����0- ��������� G3,*HMG3,+H ��	
1	��0	 �����9 	:�����
.@A�� ��������7 �, �, ���9 ����	�	� ���.�� � 0	0���	� � ����	��0� ���
2	�0����, ��� D�	0 ��	
1	��0	 �0��9 �������	��97 /�	 	:����.@A�� �����
���� �	'.��	���- � ���������0 
�.���� D���'��E

d

dt

∫ s2
s1

ρ0 (K+ U)ds =

∫ s2
s1

ρ0
[
F · v + L ·ω]ds+ (N · v +M ·ω)∣∣∣∣s2

s1

, G3,;H

'�� K � U O 0���	�-� :.	��	��� ������/���	� � ���������� D���'�� �		��
���������	, & ��������� G3,;H �� �/���- ���0	0�1���/����� D22���-, 4.K
�0��0

K =
1

2
V ·V +

1

2
ω ·P ·Θ ·PT ·ω ,

'��
Θ = Θ1 d1 ⊗ d1 +Θ2 d2 ⊗ d2 +Θ3τ⊗ τ . G3,=H

<���9 d1 � d2 O '.���-� 	�� ������� :	:���/�	'	 ��/���, 4. ����5�
��� � :	:���/�-0 ��/����0 � 2	�0� ���'� �.� :����.9�	'	 0�	'	�'	.9����
Θ1 = Θ2, �	'��

Θ = Θ1(E− τ⊗ τ) +Θ3τ⊗ τ .
�	�.� ���������-1 :��	
���	�����7 �/��-��@A�1 G3,*H7 G3,(H � G3,+H7 :	�

.�/��0 .	��.9��@ 2	�0� �������� 
�.���� D���'��E

ρ0U̇ = N ·
(
Ė−ω× E

)
+M · (Φ̇−ω×Φ). G3,>H

���0�07 /�	 �������� D���'� ������� �	.9�	 	� ����	�	� ��2	�0����
E7 Φ � ����	�� :	�	�	�� P7 �, �,

U = U(E , Φ , P).

6 Q&��7 ������&; C&� �,(%�����) ����'�#�0� �,�#�88�,��=�,�%(&; �� %,�0��� �,(%$
����� �6
+� � �,�%��&� ,�# �����-�7' �,���,("�%(��/ � ���&�0 �,(%����� ��(����( �6
��

�����	�� �	
��
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�	���	7 /�	 �������� D���'� �� �	.5�� 0���9� :�� ��.	5���� ��
�����@ �	�2�'�����@ 5����	'	 �0�A��� �.� 5����	'	 :	�	�	��, ����0	��
��0 	��	:���0����/���	� ��0�����	 ����	�	� :	�	�	�� Q(α)7 �� �����A�1
�� 	� s7 �� 	� t, ����� � �	�2�'������� R(s, t) � P(s, t) ����0	���0 �	��
2�'�����@ R∗(s, t) � P∗(s, t)7 	:����.����@ �-��5����0

R∗(s, t) = a(t) +Q(α) · [R(s, t) −R(0, t)
]
, P∗(s, t) = Q(α) ·P(s, t).

�	'.���	 G3,8H7 �. ����	�	� ��2	�0���� �0��0

E∗(s, t) = R ′
∗ −P∗ · τ = Q(α) · E(s, t),

Φ∗(s, t) = −
1

2

[
P ′

∗ ·PT∗
]
× = −

1

2

[
Q ·P ′ ·PT ·QT]× = Q(α) ·Φ(s, t).

 ���������	��9 ���������� D���'�� 	��	����.9�	 5�����1 �0�A����
	���/���E

U(E∗,Φ∗,P∗) = U
[
Q(α) · E, Q(α) ·Φ, Q(α) ·P] = U(E,Φ,P). G3,3H

4. ����	�� Q(α) :��0�0

d

dα
Q(α) = η(α)×Q(α), Q(0) = E, η(0) = η0.

4�22�������� G3,3H :	 α � :	.�'� ����0 α = 07 :	.�/��0 �	5�����	

−

(
∂U

∂E
× E+

∂U

∂Φ
×Φ

)
· η0 +

(
∂U

∂P

)T
· · (η0 ×P) = 0. G3,*)H

?�	 ��������	 �	.5�	 �-:	.��9� �. .@
-1 ����	�	� η0, &-/��.�0
:�	���	���@ :	 ���0��� 	� U(E,Φ,P)E

dU

dt
=
∂U

∂E
· Ė+

∂U

∂Φ
· Φ̇+

(
∂U

∂P

)T
· · (ω×P) . G3,**H

����:�F�0 �	5�����	 G3,*)H7 ��0���� � ��07 :�	���	.9�-� ����	� η0 ��
����	� ωE

−

(
∂U

∂E
× E+

∂U

∂Φ
×Φ

)
·ω+

(
∂U

∂P

)T
· · (ω×P) = 0. G3,*(H

7 @�2&�, ω �%���&�� 8��2=��/ s � t
 �,��"%��;�7/ %�2&�, η0 % &�-#��&%� �6
��� ��
"(%���& �& C&�' ��,�0���7'
 ?�) ���2��;2� &�-#��&%� �6
��� �� ��#�,-�& �,��"%�#�7'
�� �� s) �� �� t) C&� %������7 8(2&����2� �1,(.& ,��; �(,(0�&,�%
 ��C&�0� #(����
&�-#��&%� ��&(��&�� ��,(%�#��%70) ���� �,��"%��;�7/ %�2&�, η0 "(0���&; �( %�2&�,)
"(%���:�/ �& 2��,#��(&7 � %,�0���
 �����	�� �	
��
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 �:	.9�� �	5�����	 G3,*(H � ���.@/� �� ��������� G3,**H :	�.����� �.��
'��0	�7 :	.�/��0

dU

dt
=
∂U

∂E
·
(
Ė−ω× E

)
+
∂U

∂Φ
·
(
Φ̇−ω×Φ

)
.

� �/��	0 :	�.����'	 ��������� .	��.9�	� ��������� 
�.���� D���'�� :���
��0��� ���(

∂ρ0U

∂E
−N

)
·
(
Ė−ω× E

)
+

(
∂ρ0U

∂Φ
−M

)
·
(
Φ̇−ω×Φ

)
= 0.

?�	 ��������� �	.5�	 �-:	.��9� �. :�	���	.9�-1 ���/���� ����	�	�
Ė−ω×E � Φ̇−ω×Φ7 /�	 �	�0	5�	 �	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	'�� �-:	.�@��
�		��	F��� �	F�M�����E

N = ρ0
∂U

∂E
, M = ρ0

∂U

∂Φ
, G3,*6H

'��7 ��:	0��07 ρ0 O 0���	�� :.	��	��9 � 	��/���	� �	�2�'������, ����0
	
���	07 /�	
- :	.�/��9 ��0�����@ ��	��@ �:��'�1 ����5���7 ��	
1	��0	
�����9 2�����@ U(E , Φ , P)7 ��	�.���	�@A�@ ��������@ G3,*)H7 �	�	�	�
��	
��� :���:����9 � ���'	� 2	�0�7 ��.� �/���9 �	5�����	8E(

∂U

∂P

)T
· · (ζ×P) = −

(
∂U

∂P
·PT

)
×
· ζ.

�	'�� �0���	 G3,*)H � �/��	0 :�	���	.9�	��� ����	�� ζ :	.�/��0

∂U

∂E
× E+

∂U

∂Φ
×Φ+

(
∂U

∂P
·PT

)
×
= 0.

?�	 ��������� � /����-1 :�	���	��-1 :���	'	 :	����7 	
A�0 ����'���
.	0 �	�	�	'	 �.��� :�	���	.9�� 2����� U(PT ·E , PT ·Φ), ��	����F�
2	�0� �. ρ0U �0��� ��� ��������/�	� 2	�0-E

ρ0U =
1

2
E ·P ·A ·PT · E+

1

2
Φ ·P ·C ·PT ·Φ , G3,*8H

'�� A � C O ��00����/�-� :	.	5���.9�	 	:����.���-� ����	�- (�'	 ���'�7
������-� � 	��/���	� �	�2�'������ � �� �����A�� 	� ��2	�0���� ����5�
�7 �, �, 	�� 0	'�� 
-�9 �-/��.��- :	 ����-0 .�����	� ��	���, �.	��	��9

8 L#��; �����;"��&�� &�-#��&%� A · · (ζ × B) = −
(
AT ·BT)× · ζ ) ��,(%�#��%�� #��

�.�7' &��"�,�% A � B � �.��1� %�2&�,( ζ
 �����	�� �	
��
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D���'�� G3,*8H :���1	��� � �.����/����@ S;37 �, 8*=T :�� �'�	���	����� ���
2	�0���� :	:���/�	'	 ����'�9, ����	�- �:��'	��� A � C � 	
A�0 �.�/��
�0�@� ���

A = A1 d1 ⊗ d1 +A2 d2 ⊗ d2 +A3 d3 ⊗ d3,

C = C1 d1 ⊗ d1 + C2 d2 ⊗ d2 + C3 d3 ⊗ d3,

'�� A3 O 5����	��9 �� ����5����R A1 � A2 O 5����	��� �� :	:���/�-�
����'R C3 O 5����	��9 �� ���/����R C1 � C2 O 5����	��� �� ��'�
, & ��.9�
���F�0 
���� ����0�������9� �.�/�� ����������.9�	���	��	:�-1 ����	�	�
�:��'	��� A1 = A2 � C1 = C2E

A = A3τ⊗ τ+A1(E − τ⊗ τ), C = C3τ⊗ τ+ C1(E− τ⊗ τ). G3,*+H

�	�����. G3,*8H � G3,*6H7 :	.�/��0

N = P ·A ·PT · E , M = P ·C ·PT ·Φ . G3,*;H

� �-:�����-0 ��������0 �.����� �	
����9 �����-� ��.	��, <���9 ��5�
�	 ������9 :	 F���9 �����-1 ��.	��� �� ��5�	0 �	��� ����5�, ��:��0��7
�. ��A�0.���	'	 ��� �0��0 R = 07 P = E, 4. ��	
	��	'	 �	��� �0��0
N = 07 M = 0, &	�0	5�- � 0�	'�� ���'�� ��:- �����-1 ��.	���,

����1	� � ��	��� 
�� �/��� ��2	�0���� :	:���/�	'	 ����'� :�	��1	���
� :����.� A1 → ∞7 A2 → ∞, &���	� ���.� :�� D�	0 �	.5�� 	������9�
�	��/�-0, "��@�� �.�����7 /�	 �	.5�	 �-:	.��9� ��������	

E ·P · a = 0 ∀a : a · τ = 0 ⇒ R ′ = (1 + e)P · τ ⇒ E = eP · τ , G3,*=H
'�� e = dS/ds−1 O 	��	����.9�	� ��.������ �:��'	� .����10, & D�	0 �.�/��
�0���	 :���	'	 �� �		��	F���� G3,*;H 0- �	.5�- :����9 ��������	

N = A3 eP · τ+Q , Q ·P · τ = 0, G3,*>H

9 ���&(%��.:(� %�2&�,( #�8�,0(=�� E = R ′ − P · τ) �(�,(%����(� �� ��,0(�� 2
������. #�8�,0�,�%(���1� �&�,-�� P · τ) '(,(2&�,�"��& ,(�&�-���� ��-(&��� �&�,-��

���&(%��.:(� %�2&�,( #�8�,0(=�� E) ��-(:(� % ����2��&� ������� #�8�,0�,�%(���1�
�&�,-��) �("7%(�&�� #�8�,0(=��/ ����,����1� �#%�1(
 ��8�,0(=�� ����,����1� �#%�1(
'(,(2&�,�"��& �1�� 0�-#� 2(�(&��;��/ 2 #�8�,0�,�%(���0� �&�,-�. R ′ � ��,0(�;. 2
������. �&�,-�� % #�8�,0�,�%(���0 ���&����� P · τ
 �����	�� �	
��

10 ��,���<�0 ���&��<���� R ′ = (1+ e)P · τ % %�#�

dR

dS

dS

ds
= (1+ e)P · τ ,

∣∣∣∣dRdS
∣∣∣∣ = 1 ⇒ dR

dS
= P · τ , dS

ds
= 1+ e ,

1#� S � 0(&�,�(�;�(� 2��,#��(&( % #�8�,0�,�%(���0 ���&�����
 �,�%�#���7� %7<� ��$
�&��<���� #�2("7%(.&) �&� e = dS/ds − 1 � �&����&��;��� �#������� ��,�1�/ �����

�����	�� �	
��
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'�� ����	� :������-��@A�1 ��. Q ��1	���� �� ��������� ���5���, ���
D�	0 D���'� G3,*8H :����0��� ���

ρ0U =
1

2
A3 e

2 +
1

2
Φ ·P ·C ·PT ·Φ , e = R ′ ·P · τ− 1 . G3,*3H

&��90� :	:�.��� ��	��7 �� �/��-��@A� �� �	.9�	 ��2	�0���@ :	:��
��/�	'	 ����'�7 �	 � ����5����, & D�	0 �.�/�� �0��0

e = 0 , R ′ = P · τ , ρ0U =
1

2
Φ ·P ·C ·PT ·Φ . G3,()H

&���	� ���.�� N ��1	���� �� ��������� ���5���,
 �.	5���� �-F� ��	�� ����5��� :��0���0� ��� � �.�/�� :�0	.�����

�-17 ��� � � �.�/�� ����	.�����-1 ����5���, "����	 ��.�� ����0������@��
�	.9�	 :�0	.�����-� ����5��7 �, �, �/������7 /�	 τ = const,

�/�� >�
��
���� ������!���� ��������

������������ ����
	� ��������

& ��/����� :�	��	� �..@������� ����0	���0 	��� �� ��0�	'�1 ����/7
�	:����@A�1 �	/�	� D.�0������	� ��F���� :	 ��.�����	� ��	���11, ���0�07
/�	 � G3,*H7 G3,(H ���F��� ��'����� 	��������@�E F = 07 L = 0, �����-�
��.	�� �0�@� ���

s = 0 : R = 0, P = E ; s = l : N = 0, M = M, G3,(*H

'��M = const � �� ������� 	� ��2	�0����,
�������� ������� G3,*H7 G3,(H7 �		��	F��� �:��'	��� G3,*;H � ��.	��

G3,(*H ��@� �.���@A��E

N ′ = 0, M ′ +R ′ ×N = 0 ⇒
⇒ N = 0, M = M , E = 0, R ′ = P · τ .

G3,((H

11 �(��(� "(#(�( � 0(&�0(&����2�/ &��2� ",���� (�(��1���( "(#(�� � �%���#��0 %,($
:���� &%�,#�1� &��(
 �,� C&�0 �0��& 0��&� ���#�.:�� ���&%�&�&%�� 0�-#� '(,(2&�,��&�$
2(0� �&�,-�� � &%�,#�1� &��( 0�0��& % ������� �&�,-�� ���&%�&�&%��& %�2&�,� 2���&���$
�2�1� 0�0��&( &%�,#�1� &��() %�2&�, #�8�,0(=�� �"1��(I2,������ �&�,-�� ���&%�&�&%��&
%�2&�,� �1��%�/ �2�,��&� &%�,#�1� &��() &��"�, -��&2��&� �&�,-�� ���&%�&�&%��& &��"�$
,� ���,=�� &%�,#�1� &��(
 ���,#��(&( %#��; �&�,-�� ���&%�&�&%��& %,�0��� % "(#(�� �
�%���#��0 %,(:���� &%�,#�1� &��(
 ��:��&%����� �&����� "(#(� � �&(&����2�0 #�8�,0�$
,�%(��� �&�,-��/ �& "(#(� #��(0�2� &%�,#�1� &��( "(2�.�(�&�� % &�0) �&� "(#(�� �&(&�2�
�&�,-��/ � C&� 2,(�%7� "(#(��) �) ���#�%(&��;��) ��� 0�1�& �0�&; ���#���&%���7� ,�<�$
���
 B#�(2� ����-#(�0(� % C&�0 ,("#��� "(#(�( �0��& �#���&%����� ,�<����) &(2 �&� %
#(���0 ����(� ��:��&%��& ����(� (�(��1�� � #��(0�2�/ &%�,#�1� &��(
 �����	�� �	
��
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&�	�	� �� �		��	F���� G3,*;H ��:�F�0 � 	
��A���	� 2	�0�E

Φ = P ·C−1·PT ·M . G3,(6H

#�'�	 ���	��� :���-� ����'��. �������� G3,(6HE

h =
1

2
M ·Φ =

1

2
M ·P ·C−1 ·PT ·M = const. G3,(8H

%�	
- �
����9�7 /�	 D�	 ���������.9�	 :���-� ����'��. G3,(6H7 �	����
�	/�	 :�	��22�������	���9 h :	 �		�������7 �	�:	.9�	���9� ���������0
�����	�� G3,8H � ��0�0 ���������0 G3,(6HE

h ′ =
1

2
M · (Φ×P ·C−1 ·PT ·M︸ ︷︷ ︸

Φ

)
−
1

2

(
M ·P ·C−1 ·PT︸ ︷︷ ︸

Φ

×Φ
) ·M =

=
1

2
M · (Φ×Φ) −

1

2
(Φ×Φ) ·M = 0.

����	� :	�	�	�� P � 	
A�0 �.�/�� 	:����.��� ���0 :���0����0�7 ���
:��0��7 �'.�0� ?�.���,

 ���'��. G3,(8H :	���-����7 /�	 �	.9�	 ��� �� ���1 :���0���	� �.@��
��������0-0�, �	D�	0� �	����	/�	 ������9 ���1:���0����/����� ����	� P 7
�	5��������	 ��	�.���	�@A�� ����'��.� D���'�� G3,(8H,

4. ����	�� C 	
A�'	 ���� ����	� P ���	��� 	��	����.9�	 �.	5�	12, �	
�. ����������.9�	���	��	:�	'	 ����	��C ���� G3,*+H ����	�P 	:����.���
��0��.���	 � �0��� ���13

P(s) = Q(ψ(s)M̂) ·Q(ϕ(s)τ), M̂ = M/|M|, G3,(+H

'�� ��:	.9����� ���������	� �. ����	� ���'� 	
	���/����

Q(αm) ≡ (1− cosα)m⊗m+ cosαE+ sinαm× E , |m| = 1 G3,(;H

�. ����	�� :	�	�	�� �� �'	. α �	���' ����	�� m ,

12 @��,�� � �,�#�&(%����� &��"�,( ��%�,�&( % ��:�0 ����(� ����-#(�&�� % <��&�/
1�(%�) ���%�:����/ ,�<���. "(#(�� � �%���#��0 %,(:���� &%�,#�1� &��( � �,��"%��;�70
&��"�,�0 ���,=��
 �����	�� �	
��

13 ���� ��#,���� %��,�� � �,�#�&(%����� &��"�,( ��%�,�&( ����-#(�&�� % ,("#��� �
�)
1#� �,�#�&(%���� ,�<���� "(#(�� � �%���#��0 %,(:���� &%�,#�1� &��( � &,(��%�,�(�;��$
�"�&,���70 &��"�,�0 ���,=��
 �����	�� �	
��
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����	� G3,(+H �	5��������	 ��	�.���	��� G3,(8H :�� .@
-1 ���/���1
�'.	� ψ(s) � ϕ(s) � ��.� ��������

M ·Q(ψM̂) = M , Q(ϕτ) ·C−1·QT (ϕτ) = C−1, G3,(=H

'�� C 	:����.�� ��������	0 G3,*+H,
&���	� ��'�
�M���/��� Φ7 	���/�@A�� ����	�� :	�	�	�� G3,(+H7 �-���

5���� 2	�0�.	�7 ���.	'�/�	� G+,*)HE

Φ = ψ ′ M̂+ϕ ′Q(ψM̂) · τ . G3,(>H

��:��9 ��������� G3,(6H � �/��	0 G3,(+H � G3,(=H :����0��� ���

ψ ′ M̂ +ϕ ′Q(ψM̂) · τ = Q(ψM̂) ·C−1 ·M,
�.� :	�.� �0�	5��� �� QT(ψM̂) �.���E

ψ ′ M̂ +ϕ ′τ = C−1 ·M .

& ���.��	� 2	�0� D�	 ��������� ����	��.9�	 ���0E

ψ ′ +ϕ ′ cosθ =
2h

M
, ψ ′ cosθ+ϕ ′ =

M cosθ

C3
, M ≡ |M| , G3,(3H

'�� θ O �'	. 0�5�� ��:���.����0 M � τ 7 �	������� h 	:����.��� �.����
@A�0 	
���	0E

2h = M ·C−1 ·M =
M2

C3
cos2 θ+

M2

C1
sin2 θ , cosθ = M̂ · τ .

��F� G3,(3H7 ��1	��0 �'.- ψ � ϕE

ψ ′ =
M

C1
, ϕ ′ =

(
M

C3
−

M

C1

)
cosθ . G3,6)H

&���	� R(s) ��1	���� :	 G3,((H � G3,6)HE

R ′ = Q(βs M̂)·τ = (1−cosβs) cosθM̂+cosβsτ+sinβs M̂×τ , β = M/C1,

�.� :	�.� ����'���	����E

βR = (βs − sinβs) cosθM̂ + sinβsτ+ (1− cosβs)M̂× τ . G3,6*H

#�'�	 �����97 /�	 G3,6*H 	:����.�� ����	��@ .���@7 �, �, .���@7 ������@
�� ��.���� ������� Rc = 1/β 7 	�9 �	�	�	'	 ��:���.��� ��	.9 ����	�� M̂,



-��� >�������� ������� �	�
���: ���
)����� ��
	��� ����	� +�6

������- �������- � ���/���7 � ���5� F�'H ����	�	� .����7 	:����.@��
2	�0�.�0�

R−11 = β sin θ , R−12 = β cosθ , H = 2π cosθ /β . G3,6(H

��.� ����	� M̂ 	��	'	��.�� τ7 �	 ����	�� .��� :�����A���� � ��'�
	���5�	���, ��.�7 ��	0� �	'	7 :���0��� βl = 2πk7 k = 1, 2, . . . 7 �	 �����
5��9 ��	��/������ � kM����	��@ 	���5�	��9, "
����0 ���0����7 /�	 �.��
���� ���.�/��9 :	��� ���/��� ����5� � ���/��� �:��'	� .����, ������
���/��� �:��'	� .���� 	:����.��� ��	�	� �� 2	�0�. G3,6(H7 � �	 ���0
��� ���/���� ����5� ��1	���� :	 ����	�� ��'�
�M���/��� �.���@A�0 	
�
���	0, &���	� τ ���9 �	�0�.9 � :	:���/�	0� ��/���@ ����2	�0��	����	'	
����5�, &���	� D = P · τ ���9 �	�0�.9 � :	:���/�	0� ��/���@ ��2	�0��
�	����	'	 ����5�,  0��0 :�������.���E

D ′ =Φ×D ⇒ Φ = (Φ ·D)D+D×D ′.

&�.�/��� Φ ·D ���-����� ���/����0 ����5�7 � 	
����� � ��� ��.��
/��� O ������	0 ���/���, & ����	� ����/� D = R ′7 :	D�	0�

R−1k =Φ ·R ′ =
[
ψ ′ M̂+ϕ ′τ ·QT (ψM̂)

] ·Q(ψM̂) · τ = ψ ′ cosθ+ϕ ′.

 ���7 ������ ���/��� ����5� Rk 	:����.��� 2	�0�.	�

R−1k =
M cosθ

C3
�= R−12 =

M

C1
cosθ .

4	:����07 /�	 ���F��� �	����	� 0	0��� M 0�. :	 ��.�/���∣∣∣∣MlC3
∣∣∣∣ 1 ,

∣∣∣∣MlC1
∣∣∣∣ 1 .

& D�	0 �.�/�� � :	.�	0 ��F���� 0	5�	 	'����/��9� �	.9�	 '.���-0�
/.���0� ���.	5���E

R(s) = sτ+
M

2C1
s2 M̂× τ+ M2

6C21
s3 cosθτ× (M̂× τ) ,

Φ(s) =
M

C1
M̂+

(
M

C3
−

M

C1

)
cosθτ+

Ms

C1

(
M

C3
−

M

C1

)
cosθM̂× τ.

#�����-� :	 M/C1 � M/C3 �.�'��0-� � D��1 �-��5���1 	:����.@��
� .�����	� ��	����7 � ��������/�-� :	 ��0 �.�'��0-� 0�.-7 �	 �� �:	.��
��	7 �	'�� �1 0	5�	 �'�	���	���97 ��� ��� 	�� 	��	'	��.9�- .�����-0
�.�'��0-0 � ��/�������	 0��@� 1������� ��F��� O :.	��� ����� :���
���A���� � :�	������������@,
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%�	
- �� ��'�	0	5���9 ��.	5���� ����A�������-0� ����.0�7 � ��.9�
���F�0 �/����07 /�	 	��� �	��� ����5� ��A�0.��E

R(0, t) = 0, P(0, t) = E.

�	'�� 0	A�	��9 ���F��1 �	��������� �� ����5��9 	:����.��� �-��5��
���0

W =

s2∫
s1

ρ0(F · v + L ·ω)ds +N(l, t) · v(l, t) +M(l, t) ·ω(l, t) . G3,66H

�����������	 5��=��� � �������� �� ������� ����#��������14�
���� �	"����	�� ����� !	��#�� ������ ��+���� � ��� �� ���
��� Π1(R,P) � Π2(R,P)� �� ����������� ���������8

F · v + L ·ω = −
d

dt
Π1(R, P),

N(l, t) · v(l, t) +M(l, t) ·ω(l, t) = −
d

dt
Π2
(
R(l, t), P(l, t)

)
,

G3,68H

��� ������ 	����� N(l, t) � ������ M(l, t) ���������  �������� !	���
#���� R(l, t) � P(l, t),

�	��	.9�� ��.	�� :	������.9�	��� �. 	
	�1 �.�/��� � G3,68H �-:��-�
��@�� 	�����	�	7 �	 � ��.9���F�0 
���0 ����0�������9 �	.9�	 :���	� ��
D��1 �-��5����7 :��/�0 
���0 :����9 Π1 = Π, &-/��.�0 :�	���	���@ :	
���0��� 	� 2������ Π(R, P)E

Π̇(R,P) =
∂Π

∂R
· Ṙ+

(
∂Π

∂P

)T
· ·Ṗ.

��	0� �	'	7 � �/��	0 G3,6H �0��0

L ·ω = −
1

2
L ·
[
Ṗ ·PT

]
×
=
1

2
(L×P)T · ·Ṗ.

�	�����. D�� �-��5��� � G3,68H7 :	.�/��0(
F+

∂Π

∂R

)
· Ṙ+

[
1

2
L×P +

∂Π

∂P

]T
· · Ṗ = 0. G3,6+H

14 ����%�� ��&��=�(�;���&� %��<��' %�"#�/�&%�/ �,�0���&��;�� 2 (����.&�� &%�,$
#�0� &��� ����-#(.&�� % ,("#��� 	
�
 �����	�� �	
��
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�	.�/�.� .������@ 2	�0� ��	�	����7 �	�	�� �. ���1 0-�.�0-1 ����
5���� �	.5�� 	
��A��9� � ��.9, "��@�� ��.9� ���.@/��97 /�	 �	D22����
���- :�� ��	�	��1 �	.5�- 	
��A��9� � ��.97 :	��	.9�� �� ��� �	0:	����-
����	�� :	�	�	�� ��������0-, & ��0	0 ��.�7 �� �������� �����	�� �.�����E

Ṗ ·PT =ω× E ⇒ tr (A · Ṗ ·PT) = (A ·P)T · ·Ṗ = 0 ∀A : A = AT .

�	D�	0� G3,6+H �-:	.���� �	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	'��

F = −
∂Π

∂R
,

1

2
L×P = −

∂Π

∂P
+A ·P.

�0�	5� ��	�	� �� D��1 �������� �� PT �:���� � �-/��. ����	��-� ���
������� 	� 	
��1 /����� :	.�/��F�'	� ���������7 :	.�/��0 ���	0-� ��.	��
:	������.9�	���E

F = −
∂Π

∂R
, L =

(
∂Π

∂P
·PT

)
×
. G3,6;H

<���9 �/���- �	5������

(L×E)× = −2L , A× = 0 ∀A : A = AT .

��.	��� :	������.9�	��� ��.- �:	.�� ���������	7 �	 ��.	��� :	������
�.9�	��� 0	0����7 ����0	7 ����� �� �����/�.	�9, <������ Π ��� 2������ R
� P �	�0	5�	7 �	 �� ���'�� ��	
�	, %���	 
-���� ��	
��� :	.9�	���9� ����	�
�	0 :	�	�	��15, ��:	0��0 �'	 	:����.����, �	'.���	 ��	��0� ?�.��� .@
	�
����	� :	�	�	�� :��������0 � 2	�0�

P = (1− cosθ)m⊗m+ cosθE+ sin θm× E , G3,6=H

'�� θ O �'	. :	�	�	��7m = P·m O ��:	���5�-� ����	� ����	�� P , ����	��
:	�	�	�� G3,6=H 	���/��� �'.	�� ��	�	��9

ω = θ̇m+ sin θ ṁ+ (1− cosθ)m× ṁ . G3,6>H

&���	�	0 :	�	�	�� ���-����� ����	� θE

θ = θm , P = exp(θ×E).

&�	�� �� D��1 2	�0�.7 �.@A�� :���2�����	��	� ��	��0- ?�.��
�� G3,6=H7 �������.����� ���9 0�5�� ����	�	0 :	�	�	�� � ����	�	0 :	�	�	��,
%���� ����	� :	�	�	�� �'.	�� ��	�	��9 �-��5���� 2	�0�.	� G(,*6;HE

ω = Z−1(θ) · θ̇ =

[
sinθ

θ
E+

1− cosθ

θ2
θ× E+

θ− sinθ

θ3
θ⊗ θ

]
· θ̇ .

15 @ ,("#��� 	
� ,�(��"�%(� ��#'�#) ����%(��7/ �( "(#(��� ��&��=�(�( %��<��' %�"$
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�	������.- Π1 � Π2 � G3,68H 0	5�	 ����0�������9 ��� 2������ R � θ,
�	'�� �0���	 G3,6+H :	.�/�016E(

F+
∂Π

∂R

)
· Ṙ+

[
L · Z−1(θ) +

∂Π

∂θ

]
· θ̇ = 0 .

<���9 �5� ��� ��	�	��� .�����	 ��������0- � ��.	�� :	������.9�	���
�	��	� � 	
��A���� �	D22������	� :�� ��	�	��1 � ��.�E

F = −
∂Π

∂R
, L = −

∂Π

∂θ
· Z(θ) ≡ −ZT (θ) · ∂Π

∂θ
. G3,63H

&�	�	� �� D��1 �-��5���� �	�:����� � �-��5����0 G=,*)H7 :	.�/���-0 �
���90	� '.���, � �/��	0 �-��5��� �. ����	�������'���	�� G(,*63HE

Z(θ) = E−
1

2
θ×E+

1− g

θ2

(
θ⊗ θ− θ2E

)
, g =

θ sin θ

2(1− cosθ)
,

�-��5���� �. L 0	5�	 ��:����9 � ����

L = −

[
θ sin θ

2(1−cosθ)

∂Π

∂θ
+
1

2
θ× ∂Π

∂θ
+
2(1−cosθ)−θ sin θ

2(1−cosθ)θ2

(
θ · ∂Π
∂θ

)
θ

]
. G3,8)H

&-��5���� G3,8)H ���F�� �-'.��� �.	5���7 /�0 G3,6;H7 �	 �'	 2����/��
��	� ��:	.9�	����� /���	 	���-����� :�	A�, "�	 ��.9�	 �:�	A���� �. ���
���-���0-1 ��	��	:�-1 :	������.	�7 ����17 /�	

Π(P) = Π(Q ·P ·QT) = F(trP), ∀ Q : Q ·QT = E , G3,8*H

Π(θ) = Π(Q · θ) ⇒ Π = F(θ · θ). G3,8(H

& �.�/�� G3,8*H 2	�0�.� G3,6;H 0	5�� 
-�9 :��	
���	���� �.���@A�0
	
���	0E

dΠ

dP
= F ′(trP)

d(trP)

dP
= F ′(trP)E ,

'�� F���1 	���/��� :�	���	���@ :	 ��'�0���� trP,
�/��0 ��:��9 2	�0�.-

trP = 1+ 2 cosθ , P× = −2 sin θm =
d(trP)

dθ
m

16 L#��; �,�%�#��7 ���#�.:�� �,���,("�%(��� (
∂Π

∂P

)T
· · Ṗ =

∂Π

∂Pij
ejei · · Ṗmnemen = ∂Π

∂Pmn
Ṗmn =

∂Π

∂θ
· ∂θ
∂Pmn

∂Pmn

∂θ
· θ̇ =

∂Π

∂θ
· E · θ̇ =

∂Π

∂θ
· θ̇

� ��&��7 ���&��<����
1

2
(L×P)T · · Ṗ = L ·ω = L · Z−1(θ) · θ̇
 �����	�� �	
��
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� :���:�F�0 G3,6;H � ����

L =

(
∂Π

∂P
·PT

)
×
= F ′(trP)

(
PT
)
× = −F ′(trP)

d(trP)

dθ
m ⇒

⇒ L = −
dF
dθ

m , F(trP) = F(θ) .

G3,86H

��.� �. F(θ) :����9 :�	����F�� �-��5����

F(θ) = −Lθ ⇒ L = Lm , G3,88H

�	 �. L :	.�/��0 �-��5����7 :���.	5���	� � ��
	�� S=6T,
& �.�/�� G3,8(H �-��5���� G3,8)H ����	 �:�	A���� � :����0��� ���

L = −2Π ′(θ · θ)θ , G3,8+H

'�� F���1 	���/��� :�	���	���@ :	 ��'�0���� θ · θ, %�	
- :	.�/��9 0	�
0��� G3,88H7 �	����	/�	 :����97 /�	 Π = −L

√
θ · θ , ?�� D���'� �� �.�F�	0

���/��7 :	��	.9�� 	�� �0��� �'.	��@ �	/�� � ��.�,
����0	���0 ���'	� ��� �	����������	'	 0	0����7 �	�	�-� 	:����.���

D���'���
Π = −Lτ · θ . G3,8;H

�	�����. G3,8;H � G3,8)H7 :	.�/��0

L = L

[
θ sinθ

2(1− cosθ)
τ+

1

2
θ× τ+ 2(1− cosθ) − θ sinθ

2(1− cosθ)θ2
(θ · τ)θ

]
. G3,8=H

��� /���	0 ���/���� ����5� ����	� :	�	�	�� θ = θτ 7 � ����	� 0	0����
	:����.��� :�	��-0 �-��5����0

L = Lτ .

& D�	0 �.�/�� 0	��.9 0	0���� �� ������� 	� :	�	�	��7 �	 � 	
A�0 �.��
/�� G3,8=H 0	��.9 :	������.9�	'	 0	0���� G3,8=H ������� 	� �'.� :	�	�	�
�� θ = |θ|E

|L|2 =
L2(θ · τ)2
θ2

+
L2
[
θ2 − (θ · τ)2]
2(1− cosθ)

. G3,8>H

"/�����	7 /�	 �. :	������.9�-1 ���F��1 �	���������7 �	'.���	 G3,;H �
G3,68H7 �0��0 ����'��. D���'��

s2∫
s1

[
ρ0(K+ U) + Π1(R, θ)

]
ds + Π2

(
R(l, t),θ(l, t)

)
= const . G3,83H
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�/��  ��������)�	� ��
��
���	� ���������%��

������!���� �������

����0	���0 �	��	.9�-� ����5��97 ��'��5���-� ��.�0� � 0	0����0� ��
�������:.���	0 �	���, �����-� ��.	��

s = 0 : R(0, t) = 0, P(0, t) = E ; G3,+)H

s = l : N(l, t) = −a1Nτ− a2NP(l, t) · τ , G3,+*H

M(l, t) = b1Mτ+ b2MP(l, t) · τ+ b3M (τ+P(l, t) · τ)√
2[1+ τ ·P(l, t) · τ ] + b4M . G3,+(H

& G3,+*HMG3,+(H �/���- ���
	.�� :	:�.��-� ��:- �	����-1 ��'��5��
���17, ������ ��.�E a1 �= 0, �.��A� ��.�E a2 �= 0, �����-� 0	0���E
b1 �= 0, �.��A�� 0	0���E b2 �= 0, �	.�������.9�-� 0	0���E b3 �= 0, �	�
������.9�-� 0	0���E b4 �= 0, �/������7 /�	 	���.9�-� ai � bk ����- ���
.@, & .��������� :	.�������.9�-� 0	0��� 	��	�� � :	������.9�-07 �	 D�	
����	 �	.9�	 :��
.�5���	, & ��/����� :	������.9�	'	 
���0 ����0�������9
0	0��� G3,8=H7 :	�	5���0-� :	������.	0 G3,8;HE Π = −Mτ · θ7 � ���5� 0	�
0��� G3,88H7 :	�	5���0-� :	������.	0

Π = −M
√
θ · θ , θ ·R ′ > 0 , M = Mθ/|θ| . G3,+6H

��.	��� θ ·R ′ > 0 ���.@/��� �� ����0	����� /���-� ��'�
 ����5�,
����	����-� �	�2�'������ ��1	��� ��� ��F��� ���������

N ′ = 0, M ′ +R ′ ×N = 0,

N = P ·A ·PT · E , M = P ·C ·PT ·Φ ,
E = R ′ −P · τ , P ′ =Φ×P

G3,+8H

:�� �����-1 ��.	��1 G3,+)HMG3,+(H,
�
���0�7 /�	 ����/� G3,+)HMG3,+(H7 G3,+8H �0��� ��F���� ����

R =
[
s+ u(s)

]
τ , P = Q(ψ(s)τ) ⇒

E = u ′τ , Φ = ψ ′τ , N = A3u
′τ , M = C3ψ

′τ .
G3,++H

17 @ ,("#��� 	
* ,(��0�&,��( "(#(�( � ����-����' ,(%��%���� &%�,#�1� &��( �( ��,�$
1�0 ����%(��� ��:�1� %�#() �,� ����%��) �&� �( &��� #�/�&%�.& 2,�&�:�� 0�0��&7) 2�$
&�,7� �%��.&�� �(�&�70� ����(�0� �6
���
 � �0����) ,��; �#�& � 0�,&%�0) ���#�:�0)
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�	�����. G3,++H � �������� ������� G3,+8H7 � �/��	0 '����/�-1 ��.	���
G3,+)HMG3,+(H :	.�/��0

A3u(s) = −(a1 + a2)Ns , C3ψ(s) = (b1 + b2 + b3 + b4)Ms . G3,+;H

& ����	����	� �	�2�'������ G3,++H7 G3,+;H ����5��9 	������ :�0	.�����
�-07 �	 	���-����� �5��-0 � ����/���-0,  0�@�� .� � ����/� G3,+)HMG3,+(H
���'�� ��F��� � ���	�	 �1 /��.	` & 	
A�0 �.�/�� 	���� ����������, �.��
��@A�� ��5�-� �	:�	�E ���	�/��� .� �	�2�'����� G3,++H7 G3,+;H` & 	
A�0
�.�/�� 	���� � �� D�	� �	:�	� �� :	.�/��7 1	� 0�	'	 /����-1 ����.9���	�
� ��0��1 ������5�0	'	 ����5� �������	 �5� ����	 S;*7 ;(7 ;8T, &	:�	� 	

���	�/��	��� ����5�7 ����/���	'	 �.��A�0 0	0���	07 	
��5����� � ����
��.� 3,*), 4���-� �����. :	��A�� 	:����.���@ ����	����-1 �	�2�'����
��� ����5� �. ����	.9��1 /����-1 �.�/��� /���	 0	0����	'	 ��'��5���
Ga1 = a2 = 0H,  ���7 �0��0

N = 0 ⇒ E = 0 ⇒ R ′ = P · τ , M = const. G3,+=H

���F.� � ����/�7 ���.	'�/�	� ����/� 	 ��'��5���� ����5� 0����-0
0	0���	07 �	 ����9 :	��	��-� 0	0��� M ������� ���������� � :	�.�5��
	:����.���@, ���	� 
- �� 
-. 0	0���M7 :���� /���9 ��F��� D�	� ����/�
�	�:����� � ��07 /�	 
-.	 ��.	5��	 � �����.� 3,(, �	D�	0� 0	5�0 ��:����9

P = Q(ψM̂) ·Q(ϕτ) , M̂ = M/M , M = |M| , G3,+>H

'��

ψ(s) =
Ms

C1
, ϕ(s) =

(
Ms

C3
−
Ms

C1

)
cosθ , cosθ ≡ M̂ · τ . G3,+3H

"���.	�9 	:����.��9 0	0���M, 4�.�� 0	0���M 	:����.��� �. /����
�-1 �.�/��� ���F��'	 ��'��5���,

���)�� 5��	�#���� ��	���� ��������

�	0��� �� �	��� ����5� :	.�/���� 0����-07 ��.� �	D22������- �
�-��5���� G3,+(H :����0�@� ���/���

b1 = 1, b2 = b3 = b4 = 0.

& D�	0 �.�/��

M = Mτ , M = |M|, M̂ = ±τ.
&-
	� ����� � M̂ 
�����.�/��7 � :�0	.������ �	�2�'����� �����

�������,



++* ����� -� +�����$��� ������ 	�
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���$

���)� 5��	�#����  ���+.�� ��������

�	0��� �� �	��� ����5� :	.�/���� �.��A�07 ��.� �	D22������- �
�-��5���� G3,+(H :����0�@� ���/���

b2 = 1, b1 = b3 = b4 = 0.

& D�	0 �.�/��
M = MP(l) · τ.

�	�����. �@�� G3,+>H7 :	.�/��0

M = MQ(ψ(l)M̂) · τ ⇒ M · M̂ = M M̂ · τ ⇒
⇒ M = |M|, M̂ · τ = ±1 ⇒ M̂ = ±τ.

#�'�	 �
����9�7 /�	 � � D�	0 �.�/�� :�0	.������ �	�2�'�����
G3,+8HMG3,+;H �����������,

���)�% 5��	�#���� !����� ����'��� ��������

�	0��� �� �	��� ����5� :	.�/���� �.��A�0 :�� �.���@A�1 ���/����
1 �	D22������	� � �-��5���� G3,+(HE

b3 = 1, b1 = b2 = b4 = 0.

& D�	0 �.�/�� :�0	.������ �	�2�'����� ����������� :�� ��.	���7
/�	

|M| �= (2k+ 1)πC1/l . G3,;)H

& ��0	0 ��.� �. :	.�������.9�	'	 0	0���� �0��0 ��������	

M =
M(τ +P(l) · τ)√
2
[
1+ τ ·P(l) · τ] ⇒ |M| = |M| .

4. ��:���.@A�'	 ����	�� M̂ �0��0 (M > 0 )

M̂ =
(1+ cosαl)τ+ (1− cosαl) cosθ M̂+ sinαl M̂× τ√

2(1+ cos2 θ+ cosαl sin2 θ)
,

'��
αl = Ml/C1, cosθ = M̂ · τ.

��.� sinαl �= 07 �	 M̂ × τ = 0 � M̂ = ±τ, #�'�	 �
����9�7 /�	 :��
.@
	0 �-
	�� ����� 0- �0��0 	��� � �� 5� :�0	.������@ ����	�����@
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�	�2�'�����@, ��.� sinαl = 0 � cosαl = 17 �	 M̂ = τ7 � 0- 	:�9 :��1	��0
� :�0	.�����	� �	�2�'������,

��.� �:�����.��- ���������

sinαl = 0 , cosαl = −1 ⇒ αl = (2k+ 1)π (k = 0, 1, . . . ), G3,;*H

�	 :	.�/��0

M̂ =
cosθ

| cosθ|
M̂ .

�.��	����.9�	7 :�� cosθ > 0 ����	� M̂ 0	5�� 
-�9 .@
-07 � :��
cosθ < 0 ��F��� �� ��A�������7 �, �, 	������ �	.9�	 ��F���� M̂ = ±τ,
& �.�/�� G3,;*H ����	� :	�	�	�� G3,+>H :����0��� ���

P = Q
[
(2k+ 1)π

s

l
M̂
]
·Q
[
(2k+ 1)π

(
C1

C3
− 1

)
s

l
(M̂ · τ)τ

]
.

����	����-� �	�2�'������ ��1	��� ����'���	�����0 �		��	F���

R ′(s) =

[
1− cos

(2k+ 1)πs

l

]
(M̂ · τ)M̂+

+ cos
(2k + 1)πs

l
τ+ sin

(2k + 1)πs

l
M̂× τ ⇒

⇒ R ′(l) = 2(M̂ · τ)M̂ − τ , M̂ · τ > 0 .

G3,;(H

 ���'���� G3,;(H7 :	.�/��0 ����	��@ .���@7 � �	/��� ��0�����	 ����	�
�-1 .����7 ��� ��� ����	� M̂ 	������ ��	:����.���-0,

��F��� G3,;(H :	�.@�� �	.9�	 �. ��������-1 ���/���� 0	0����7
	:����.�0-1 ��������	0 G3,;*H, ����0 	
���	07 ��.� �'�	���	���9 D�� ����
�����-� ���/��� 0	0����7 �	 :�0	.������ �	�2�'����� ����5�7 ��'���
5���	'	 :	.�������.9�-0 0	0���	07 �����������,

���)�) 5��	�#���� !����(���'��� ��������

��.� :����9 :	������. G3,+6H7 �	 �. �����	'	 0	0���� M �0��0
M = Mθ(l)/|θ(l)|7 �, �, M7 � ���.	 
-�9 � M7 ��:���.�� :	 ��:	���5�	0�
����	�� ����	�� P(l)E

M̂ = M̂ ·Q (ψ(l)M̂) ·Q (ϕ(l)τ) = M̂ ·Q (ϕ(l)τ) ,

�, �, ����	� M̂ �.��� ��:	���5�-0 ����	�	0 ����	�� :	�	�	�� Q(ϕ(l)τ),
��.� ϕ(l) �= 2kπ (k = 0, 1, 2, . . . )7 �	 ����	� M̂ ��1	���� 	��	���/�	 �
����� M̂ = τ, �.�/�� M̂ = −τ :	 ��A����� ��/�'	 �� 0����,
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��.� ϕ(l) = 07 �	 :��M �= 0 �0��0 M̂ · τ = 0, �	 D�	� �.�/�� 	/�����	
���.@/�� ��.	���0 θ(l) ·R ′(l) > 0, �	D�	0� ����0	���0 �.�/��

ϕ(l) =

(
Ml

C3
−
Ml

C1

)
(M̂ · τ) =

(
1

C3
−
1

C1

)
lM · τ = 2πk. G3,;6H

&���07 /�	 � ����97 ��� � � �.�/�� � :	.�������.9�-0 0	0���	07 �.
��5�	'	 ���/��� M7 ��	�.���	�@A�'	 G3,;6H7 :	�.��� ��	� ��0�����	
����	�-1 .����,

������/���	'	 ���/��� �-�.���� ������������	��97 ����0	7 �� �0���7
��� ��� 	�� :	�.��� �	.9�	 :�� 
	.9F�1 ���/���1 �����	'	 0	0����M7
�	'�� 0������. ����5� ��1	���� ��.��	 �� :����.�0� �:��'	���,

4. :	������.� G3,8;H ���.��	����� /��.� ��F���� � :�����:� :�	�	�
���� ���.	'�/�	7 �	 �-.������ � ���.�� 	/��9 '�	0	����1 ���������, �	�
D�	0� D�	� ���.�� 	����.�0 � ��	�	��, ��.	5���� D�	� ���.�� � � �	0
�.�/��7 �	'�� ��������� �	0
����� ����0	�����-1 0	0���	�, �	7 /�	 ����9
0	'�� �	�������9 ��������.9�-� ��������7 ����	 �5� �� :��������	'	 ����
.���E �. 0����	'	 � �.��A�'	 0	0���	�7 ���-1 :	 	���.9�	���7 ��F����
����������	7 �	 �. �1 �	0
������ G :	.�������.9�	'	 0	0���� H ��F���� ��
����������	,

�/�" .���������	) ��*��) �������!

�	���.@A�� 
	.9F�����	 ����.9���	�7 :	.�/���-1 � ��.�����	� ��	���
����5���7 	��	��� � �.�/�@7 �	'�� �'�	����@�� ��2	�0���� ����5���
� :	:���/�	'	 ����'�7 � ���5� ������ ���A��� � ���:����.���-� 0	0���,
�	.�� �����0� ��������� � D�	0 �.�/�� �0��� ���

N ′ + ρ0F = ρ0R̈ , M ′+R ′×N = 0, R ′ = P · τ ,
M = P ·C ·PT ·Φ , P ′ =Φ×P .

G3,;8H

<���9 0- �0��0 ����9 ���������-1 2������E F���9 �		������ ����	�	�
R � N � ��� :���0����7 	:����.@A�1 ����	� :	�	�	��, 4�.�� � D�	0 ������
.� 
���0 ����0�������9 /����-� �.�/�� 
��-�����	��	'	 ����5� Gρ0 = 0H
� ����������.9�	���	��	:�-0 ����	�	0 �:��'	��� C, ��.�7 ��	0� �	'	7 ����
:����.���� ��'����� 	���������� GF = 0H7 �	 ������� �:�	A���� �A� 
	.9�
F�7 :	��	.9�� N = const, �����/���� ��:��9 	������ �	.9�	 ��� ���������
�-1 O :���0���-7 	:����.@A�� ����	� :	�	�	��, &���	� R ��1	���� :	
����9�0� ��������@ �����0- G3,;8H ���������	�, "/��9 /���	 :�� ���.���
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D�	'	 �.�/� ��-.�@�� �� ���.	'�@7 �����	�.����@ �, ���1'	2	0 � *>+3 ',7
0�5�� ��������0� ��	��� ����5��� � ��������0� ����0��� �����	'	 ���
.�7 ���A�@A�'	� �	���' ��:	���5�	� �	/�� � 	��	�	��	0 :	.� ��.- �5��
���18, ������ ��.�E a1 �= 0, �.��A� ��.�E a2 �= 0, �.�����7 	����	7 �0��9
� ����7 /�	7 ���	'	 '	�	�7 D�� ���.	'� �:�����.��� �	.9�	 � �	0 �.�/��7 ���
.� ����	� N ����� ��.@19, 4�.	 � �	07 /�	 � ����0��� �����	'	 ��.� �����-
��/�.9�-� ��.	��7 �, �, :�� t = 0 �����- ����	� :	�	�	�� � ����	� �'.	�	�
��	�	���, 4. �	��	.9�	'	 ����5� ����	� :	�	�	�� :�� s = 0 �����7 �	 ����
�	� 0	0���� :�� s = 0 �������� �	.9�	 � �	0 �.�/��7 ��.� N = 0, �	D�	0�
��	��0� ����������	��� �. ��F���� ����/� �	F� � ����0��� �����	'	 ��.�
� ����/� 	
 ��'�
� � ���/����0 �	��	'	 ����5� �5� ��:��0���0�,  0�@��
� ���'�� ���90� ��0���-� 	�.�/�,

& ��.	0 ����/� ��	��� ����5��� 	���-��@�� ���/���.9�	 
	.�� �.	5�
�-0�7 /�0 ����/� ����0��� �����	'	 ��.�,

�	'.���	 ����9�0� � :�	0� ��������@ �����0- G3,;8H �0��0

R ′′ =Φ×R ′ ⇒ Φ = (Φ ·R ′)R ′ +R ′ ×R ′′, Φ ·R ′′ = 0 . G3,;+H

&�	�	� �� D��1 �		��	F���� �-��5��� :�������.���� �����	�� �. ����	�
�� ��'�
�M���/���, ��.� ����	� �:��'	��� C 	:����.��� 2	�0�.	� G3,*+H7
�	 �. 0	0���� M �0��0

M = C1Φ+ (C3−C1)(R
′ ·Φ)R ′ ⇒ M ·R ′ = C3Φ ·R ′ . G3,;;H

�	�����. G3,;;H �	 ��	�	� ��������� �����0- G3,;8H � :�	����� :	.��
/��F��� ��������� �� R ′ � �/��	0 :	�.����'	 �		��	F��� �� G3,;+H7 :	.��
/��0 ����'��. �����	�� G*>*;HE

M ·R ′ = C3Φ ·R ′ = C3Φ = const, G3,;=H

�, �, ����A�� 0	0��� � ����5�� :�� �������� �	.9�	 �	����-1 ��'���	�
�	1����� :	��	��	� :	 �.��� ����5� ���/����, �	'�� �0��0 :�������.���

Φ = ΦR ′ +R ′ ×R ′′, M = C3ΦR
′ + C1R

′ ×R ′′. G3,;>H

18 L(#(�( � %,(:���� &%�,#�1� &��( � &,(��%�,�(�;��$�"�&,���70 &��"�,�0 ���,=��
%�2,�1 ����#%�-��/ &��2� % �#��,�#��0 ���� ���7 &�-��&� ,(��0�&,��( % ,("#��� �
�

�����	�� �	
��

19 ����(/) 2�1#( %�2&�, N ,(%�� ���.) (�(��1���� "(#(�� � �%���#��0 %,(:���� &%�,$
#�1� &��( � &,(��%�,�(�;��$�"�&,���70 &��"�,�0 ���,=��
 K&( "(#(�( ,(��0�&,��( % ,("$
#��� �
�
 �����	�� �	
��
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4�.�� ����0��������� 
��-�����	��-� ����5��9 � 	��������� ���:�����
.���-1 ���F��1 ��., �.��	����.9�	7 ����	� N �� ������� 	� :�	�����������
�	� �		������-

N(s, t) = N(t). G3,;3H

�����-� ��.	�� :��0�0 � ����

R(0, t) = 0, P(0, t) = E ⇒ R ′(0, t) = τ , G3,=)H

N(l, t) = −a1Nτ− a2NR ′(l, t) − a3mR̈(l, t), G3,=*H

M(l, t) = MR ′(l, t). G3,=(H

<���9 0- �	1����0 �	.9�	 �.��A�� 0	0���7 :	��	.9�� D�	 ���� .�
�� ����������-� �.�/��7 �	�	�-� .�'�	 	��A����.��� D��:���0����.9�	,
& G3,=*H ��.@/�� ������	��-� /.�� mR̈(l, t), ?�	 	���/���7 /�	 � �������:�
.���	0� �	��� ����5� :���	������	 �	/�/�	� ��.	 � 0���	� m,

& �	:	.����� � ����'��.� �����	�� G3,;=H �0�@�� �A� ��� 	/�����-1
����'��.�

M(s, t) ·N(t) = A(t) , G3,=6H

1

2
Φ(s, t) ·P(s, t) ·C ·PT(s, t) ·Φ(s, t) +R ′(s, t) ·N(t) = H(t) . G3,=8H

�	'.���	 G3,;>H � G3,=(H �0��0

C3ΦR ′(l, t) + C1R
′(l, t)×R ′′(l, t) = MR ′(l, t) ⇒

⇒ C3Φ = M , R ′′(l, t) = 0.
G3,=+H

&����0 ����������-� 
���� �� �:��'	� .����E R ′7 n7 b = R ′ ×n7 '�� n O
�����/�� �	�0�.9 � ����	�7 b O 
��	�0�.97 �, �,

R ′′(s, t) =
1

Rc(s, t)
n(s, t) , |n| = 1 , b = R ′ × n . G3,=;H

�	�.����� ��������	 � G3,=+H :	���-����7 /�	 �������� �:��'	� .��
��� R−1c (l, t) �� �������:.���	0 �	��� ����5� ����� ��.@, � �/��	0 G3,;>H
� G3,=+H ����'��.- G3,=6H � G3,=8H 0	5�	 :���:����9 � ����

C1

Rc(s, t)
b(s, t) ·N(t) = M(T(l, t) − T(s, t)), G3,==H

C1

2R2c(s, t)
= T(l, t) − T(s, t), T(s, t) ≡ R ′(s, t) ·N(t) , G3,=>H

'�� T(s, t) O :�	�	.9�� ��.� � ����5��,
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&-��5��� G3,;>H �. ����	�� ��2	�0���� ��'�
�M���/��� � ����	��
0	0���� 0	5�	 :���:����9 � �/��	0 G3,=+H7 G3,==H � G3,=>H � �.���@A�0 ����E

Φ(s, t) =
M

C3
R ′(s, t) +

1

Rc(0, t)

√
T(l, t) − T(s, t)

T(l, t) − T(0, t)
b(s, t), G3,=3H

M(s, t) = MR ′(s, t) +
C1

Rc(0, t)

√
T(l, t) − T(s, t)

T(l, t) − T(0, t)
b(s, t). G3,>)H

��	0� �	'	7 �� G3,==H � G3,=>H :�� R−1c (s, t) 7 �� ����	0 �	5��������	 ��.@7
�.����� �		��	F����20

M

2Rc(s, t)
= b(s, t) ·N(t). G3,>*H

 � G3,==HMG3,>)H ����	7 ��	.9 ��5��@ �	.9 �'���� :�	�	.9�� ��.� �
����5��, ����0 	
���	07 :�	���� �������� 0	0���	� �� R ′ ���� ��0 ���
��'��. �����	�� G3,;=H7 :�	���� �� N ���� ����'��. G3,=6H � :�	���� �� Φ
���� ����'��. D���'�� G3,=8H,

��.� ����	�- R ′7 N � Φ .�����	 ��������0-7 �, �, ��.� �-:	.���	 �����
������	

1

Rc(0, t)

√
T(l, t) − T(s, t)

T(l, t) − T(0, t)
n ·N �= 0 ,

�	 ��������� 
�.���� 0	0���	� M ′ +R ′ ×N = 0 � ��.� �������-1 �-F�
���1 :���-1 ����'��.	� ��	�.���	���� �	5��������	, &:�	/�07 :�	����
D�	'	 �������� �� �	�0�.9 n ���� �A� 	��	 :	.���	� �	5�����	

3M

2R3c(s, t)
+

C1

Rc(0, t)

√
T(l, t) − T(s, t)

T(l, t) − T(0, t)
(R ′ ×R ′′) ·R ′′′ = 0 , G3,>(H

�� �	�	�	'	 ����	7 /�	 :�� M = 0 ���/���� �:��'	� .���� 	����������,
4�.9���F�� ����'���	����� ��������� ������5�0	'	 ����5� � 	
A�0

�.�/�� ���� .� �0��� �0-�.7 ��� ��� ��5� �5� :	.�/���-� ����'��.- 	:��
��@�� �� �	:�A��� �.���@A�'	 ��:�E ��.� �������� �� ����� ��.@ �	5�
��������	7 ��.� :�	�	.9�� ��.� � ����5�� �� :	��	��� � �, �, �	D�	0� �
��.9���F�0 	'����/�0� ���.��	0 �	������-1 /����-1 �.�/���,

20 !" C&�1� ���&��<���� %�#��) �&� "(%���0��&; 2,�%�"�7 �&�,-�� �& �,��&,(��&%��$
��/ 2��,#��(&7 ��,�#����&�� 2�������0 �1�( 0�-#� %�2&�,�0 ����,0(�� � %�2&�,�0 N(t)

B&�.#() % �(�&���&�) 0�-�� "(2�.��&;) �&� |R−1c (s, t)| ≤ 2|N(t)/M|
 �����	�� �	
��



+�� ����� -� +�����$��� ������ 	�
�� �	�
���$

&�5�	 :	�/������9 �.���@A��, ���0	�� �� �	7 /�	 �. ������5�0	'	
����5� :	.�/��	 
	.9F	� �	.�/����	 /����-1 ����.9���	�7 ��0 �� 0���� �
	
A�0 �.�/�� �� �	������ ��5� �����F�0	��9 	��	��-1 ��������� G3,;8H :��
�����-1 ��.	��1 G3,=)HMG3,=(H,

�/�& .��������� ������� ����
�) ����)

A;������� 3)����B

"
����0� � ����0	�����@ 	��	� �� ��0-1 ���0����-1 ����/ 0�1�����7
�������	� :	� ��������0 D.������ ?�.��� G*=88 ',H,  ��.��	����� D�	� �����
/� :����.	 � �	�����	����@ �	�-1 �����.	� 0�1����� G��	�� ���	�/��	���
�:��'�1 �	���������H � 0���0���/���	� 2����� G��	�� ����.���� ��F����
��.�����-1 ��������� S=8TH, ��F��� 0�	'�1 ��.�����-1 ����/ ������� �.
�	���1 ����5��� 0	5�	 ����� � ���'� S=+T,

?.�����	� ?�.��� ���-��@� ����/� 	 ��'��5���� :���	��/�.9�	 :��
0	.�����	'	 ����5� :�	�	.9�	� ��.	�7 :��.	5���	� � ��	
	��	0� �	���
����5�, ��� D�	0 ��:	.9����� 0	��.9 ������5�0	'	 ����5�, ?.�����
�� ?�.��� 	:��-����� ��22�������.9�-0� ��������0� G3,;8H � �����-0�
��.	��0� G3,=)HMG3,=(H :��

a1 = 1, a2 = a3 = 0, M = 0.

& D�	0 �.�/�� �����-� ��.	�� :����0�@� ���

s = 0 : R = 0, P = E; s = l : N = −Nτ, M = 0. G3,>6H

�.	���� 2	�0- ����	���� � D�	� ����/� 1	�	F	 ���/��- �A� #, ?��
.��	0, �	��5�07 /�	 ����	����-1 �	�2�'������7 	�.�/�-1 	� :.	���17 ��
��A�������, �	'.���	 G3,;>H � G3,=+H7 � D.������ ?�.��� �. 0	0���� �0��0

M = C1R
′ ×R ′′. G3,>8H

��.� M = 07 �, �, ��.� R ′′ = 07 �0��0 �	.9�	 :�0	.������@ ����	�
�����@ �	�2�'�����@ R = sτ , �	D�	0� ����0	���0 �.�/�� R ′′ �= 0,  ����
'��. G3,=6H :����0��� ���

M(s, t) ·N(t) = −C1Nτ · (R ′ ×R ′′) = 0.

?�	 	���/���7 /�	 ����	�- R ′(s)7 R ′′(s) � τ .�5�� � 	��	� :.	��	���,
�	��	.9�� R ′′(s) �= 07 �	 �:�����.��	 ���.	5����

R ′′(s) = μ(s)τ+ λ(s)R ′(s) = μ(s)
[
τ− (τ ·R ′)R ′ ], μ(s) �= 0 . G3,>+H
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��������� 0	0���	� � �/��	0 G3,>8H ����

R ′ ×
[
C1R

′′′ −Nτ
]
= 0 ⇒ C1R

′′′ = Nτ+ q(s)R ′(s) ,

�, �, ����	� R ′′′ ���5� .�5�� � :.	��	���7 ������	� �� τ �R ′, ��.� R ′′ �= 07
�	 �. 
��	�0�.� b 0	5�0 ��:����9

b = RcR
′ ×R ′′ = RcμR

′ × τ , G3,>;H

'�� �/���	 G3,>+H, 4�22�������� G3,>;H :	 s � ��	�9 ��:	.9�� G3,>+H7 :	.��
/��0

b ′ = (Rcμ)
′R ′ × τ+ RcμR ′′ × τ =

[
(Rcμ)

′ − Rcμ
2(τ ·R ′)

]
R ′ × τ .

��	����� D�	 �-��5���� �� b � �/��	0 G3,>;H � :����0� �	 ���0����7
/�	 b ′ 	��	'	��.�� b7 ��� ��� |b| = 17 :	.�/��0

(Rcμ)
′ − Rcμ

2(τ ·R ′) = 0 ⇒ b = const.

 ���7 ����	� 
��	�0�.� � �:��'	� .���� :	��	��� �� �	.9�	 :	 0	��.@7
�	 � :	 ��:���.���@7 �, �, ����	����� �	�2�'�����7 ��.� 	�� ��A������� �
	�.�/�� 	� :�0	.�����	�7 �.��� :.	��	�,

4. ����	�� R ′(s) �0��0 �-��5����

R ′(s) = Q(θ(s)b ) · τ = cosθτ+ sin θb× τ ,

��� ��� R ′ ���'�� :�����.�5�� :.	��	���7 	��	'	��.9�	� b �7 �.��	����.9�
�	7 0	5�� :	�	��/����9� �	.9�	 �	���' b, �	�����. �-��5���� �. R ′ �
G3,>8H7 :	.�/��0 �-��5���� �. ����	�� 0	0���	�

M = C1θ
′b.

& ����.9���� ��	�	� ��������� G3,;8H � �/��	0 '����/�-1 ��.	��� G3,>6H
��	���� � �������	� ����/� �. �'.� �������E

C1θ
′′ +N sin θ = 0 , θ(0) = 0 , θ ′(l) = 0 . G3,>=H

��F���� ����/� G3,>=H ���5� 1	�	F	 �������	E :�� N < 07 �, �, :�� ����
�5���� �0��0 �	.9�	 ������.9�	� ��F���� θ = 0 R :�� N > 07 �, �, :��
�5���� ����5�7 ��������.9�-� ��F��� :	�.@�� :�� N ≥ π2C1/4l

2,
%��.	 �	:	.����.9�-1 ��F���� ������ � �	��	0 ��.�/��- N, "
����0 ����
0���� �� �.���@A�� 	
��	��.9���	, ����9 N > π2C1/4l

27 �, �, :���9 N

:���-F��� D�.��	�� �����/����@ ��.�, �	'�� �	'.���	 �-F��������	0�7 ���
A�����@�7 ��� 0���0�07 ��� ����	����-� �	�2�'������E :�0	.������ �
:.	��	���	'����,
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 ������ :	�����-����7 /�	 � ���������.9�	��� :�� N > π2C1/4l
2 ���.��

����� �0���	 ��	�	� ��F����7 � :�0	.������ �	�2�'����� �����	�/���,
�	�.����� �����5����� �������	 �	�����9 ��	����/����7 ��.� ����0	����9
0�.-� ���5��� 	��	����.9�	 :�0	.�����	� ����	����	� �	�2�'������,
<���9 0- D�	'	 ��.��9 �� 
���07 �	 � ��.9���F�0 :�	������ ��.	5��� 0��
.-1 ���5���� �� ����	����-� �	�2�'������ 
���� 	:����� �� :��0��� 0	�
��.9�	� ����/�,

& .��������� S=8T :�� ��5����� 	
 ���	�/��	��� ����	����	� �	�2�'����
��� /���	 ��:	.9��@� PD���'���/�����Q �		
��5���7 � �0���	E �� ���1 ����
�	����-1 �	�2�'������ ���	�/��	� �/������ ��7 �	�	�� �0��� 0��9F�@
D���'�@, ���	'	 '	�	�7 ��������� D���'�� ����	����-1 �	�2�'������ ��
�0��� :�0	'	 	��	F��� � :	���@ ���	�/��	���, ����	����� �	�2�'����
�� �	����������	� �����0- ���	�/���7 ��.� �. ��� :	������.9�� D���'�
�0��� ��	.��	����-� .	��.9�-� 0���0�07 �	�	�-� ����� �� ����� � D����
'��� ���'	� ����	����	� �	�2�'������, ��0 �� 0���� �� ���1 �	�0	5�-1
����	����-1 �	�2�'������ ����	��7 ��.� D�	 �	�0	5�	7 �-
����� �	�2�'��
����@ � 0��9F�� D���'���, �	D�	0� � D.������ ?�.��� ���	�/��	� �/������
�0���	 ��	'���� �	�2�'�����7 :	��	.9�� :	������.9�� D���'� � D�	0
�.�/�� 0��9F� O �0,7 ��:��0��7 S=8T, "����	 ��:	.9�	����� D���'���/����1
�		
��5���� �. ���.��	���� ���	�/��	��� � D.������ ?�.��� �-�-����
�	���5����, 4�.	 � �	07 /�	 � ����0�������0	0 �.�/�� 0���0�0 D���'��
�� ��	.��	���, �����/���� 0- �0��0 ��0�����	 ����	����-1 ��	'���-1 �	��
2�'������7 � ��� 	�� 	
.���@� 	�����	�	� D���'���, 4��������.9�	7 :	.��
/���	� ��F���� :	��	.�� 	��	���/�	 ����� �'	. :	�	�	�� θ �	���' ����	��

��	�0�.� b7 �	 ��0 ����	� b 
-. 	:����.�� � �	/�	��9@ �	 :�	���	.9�	'	
:	�	�	�� �	���' τ, ����0 	
���	07 ��� 0�	5����	 ��F���� � D.������ ?�.���
��/��:-����� ���1:���0����/����0 0�	5����	0 ����	�	� :	�	�	��E

P = Q(θk(s)b), b = Q(ψτ) · b0 , ψ = const(s). G3,>>H

<���9 k = 0, 1, . . . , n 7 '�� n 	:����.��� ��.�/��	� N > 07 :���
/�0 θ0 = 0, ��F���� ������� 	� 	��	'	 ����	�� b0 G |b0| = 17 b0 · τ = 0 H �
	��	'	 :���0���� ψ7 �	�	�-� 0	5�� �������97 ��:��0��7 	� ���0���:	�	
�	�
'	 :���0����,  � �-��5���� G3,>>H 1	�	F	 ����	7 /�	 1	� D���'� � �	����
'��� 0���0�0� � ��	'���	� ����	����	� �	�2�'������7 �	 D�	� 0���0�0 ��
��	.��	���,  0���� �� 	���7 � �	������0 ����	����-1 �	�2�'������7 �, �,
��.��	 ������� ��:� ������.9�	'	 ����	����, & D�	0 �.�/�� D���'���/��
���� �����5���� 	
 ���	�/��	��� �� �:	.�� �
�����.9�-,

":����.���� ����	�� :	.	5���� :	 ��������� R ′ = P · τ �� ��0�����7
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��.� �0���	 ����	�� G3,>>H ����0	����9 ����	�

P = Q(θk b) ·Q(ϕ(s)τ).

&-/��. �. D�	'	 ����	�� ����	� ��'�
�M���/���7 :	.�/��0

Φ = θ ′ b+ϕ ′R ′ ⇒ ϕ ′ = 0 ,

/�	 ��0��.���	 �.����� �� G3,=3H, �	D�	0� G3,>>H ���� 0����0�.9�	 :	.�	�
�-��5���� �. ����	�� :	�	�	�� � D.������ ?�.���,

��.� �	:�����97 /�	 �'.	�	� :���0��� ψ ������� 	� ���0���7 �	 0	5�	
�-/��.��9 �'.	��@ ��	�	��9

ω = ψ̇Q(ψτ)·[(1−cosθk)τ− sinθkb0 × τ
]
= ψ̇

[
(1−cosθk)τ− sinθkb× τ

]
.

����0 	
���	07 ��.� � D.������ ?�.��� 0- �		
A�0 ��	'���	0� ����5�
�@ ��	.9 �'	��	 0�.�@ �'.	��@ ��	�	��97 �	 	� 
���� 0��.���	 ���A��9�
G:��������	���9H �	���' ����	�� τ7 :�	
�'� ��� 0�	5����	 ����	����-1 �	��
2�'������, ���/�0 �. D�	'	 �� ���
���� :��.	5��� ���F��1 0	0���	�,
�.����� :	�/������97 /�	 ��/9 �� ���� 	 ���A���1 ����5� ��� 5����	'	 ���
.	'	, ��:��0��7 ����.���-� �	��� ����5� �� :	�	��/������7 �
	 :�� s = 0
����	� :	�	�	�� ����	���� �����/�-0 ����	�	0 :�� .@
	0 ���/����ψ, ��/9
���� 	 �	07 /�	 ����5��9 �� �	:�	���.��� ����0 �:����.9�-0 ����0 ���
2	�0����7 /�	 �. ���.9�-1 ����5��� �� �		���������� ���������.9�	���,
�.��	����.9�	7 �������-� 2��� ��5�	 	������ � ���	�0� ��2���� ��0	� ��	�
��� ����5���7 �	�	�-� �	 ��1 :	� �� �������� �� � 	��	� �� ��A�����@A�1
������ ��	��� ����5���, "�0���07 /�	 	� �������	'	 ��2���� ���	�0	5�	 ���

����9� ������0� 0���:�.��0� � ���������� D���'��� ����5�, �	��/�	7
0	5�	 � D�	� ���� '	�	���9 	 ������ � �	0� :	�	
�-1 ��A�1 � ��.	���9�
	� ��F��� :�	
.�0-, �	 :�	
.�0� ��A�������7 � �� ��	
1	��0	 �����F��9,

�	5�� :	�����9�7 /�	 ��� �����5����7 ������-� � ���A����0 ����5�7
�� �:	.�� �	������-7 �
	 ����0������.��9 �����/����� ��������, & ������
.� 3,3 0- ����0	���0 D.������ ?�.��� � ����0�/���	� :	����	���,

�/�, .��������� ������� �����7�) ����)

��'��5���� ����5� �	����	� �.��A�� ��.	�

a2 = 1, a1 = a3 = 0, M = 0

0�.	 	�.�/���� 	� D.������ ?�.��� :	 1�������� ���.��	����7 �	 ����.9�
���- ���.��� 	���-��@�� ���'�0�, <���9 ���5�7 ��� � D.������ ?�.���7
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�	���-�����7 /�	 ����	����-� �	�2�'������ 0	'�� 
-�9 �	.9�	 :.	���0�,
���.�/�� :	.�/���� � ����/� ��1	5���� �'.� ������� θ, &0���	 G3,>=H :	�
.�/��0 ����/�

C1θ
′′ +N sin(θ − θ(l)) = 0 , θ(0) = 0 , θ ′(l) = 0 ,

�.� :	�.� ��0��- :���0���	� ψ = θ− θ(l)

C1ψ
′′ +N sinψ = 0 , ψ(l) = 0 , ψ ′(l) = 0 . G3,>3H

4. 2������ ψ(s) :	.�/�.� ����/� �	F�7 � �� ������@ ����/� ���
:� G3,>=H,  ������	7 /�	 ����/� �	F� G3,>3H �0��� �	.9�	 ��.��	� ��F����
ψ(s) = 07 �, �, θ(s) = θ(l), �	 :�� s = 0 �'	. θ ����� ��.@7 �7 �.��	���
��.9�	7 	� ����� ��.@ :�� ���1 s, ����0 	
���	07 :�� ��'��5���� ����5�
�.��A�� ��.	� �0��0 �	.9�	 :�0	.������@ ����	�����@ �	�2�'�����@,

�/�- .��������� ������� ����
�) ����)

� �����7�� ��������

����0	���0 �	��	.9�-� ����5��97 ��'��5���-� 0����	� ��.	� � �.���
A�0 0	0���	07 �, �, � G3,+*HMG3,+(H :��0�0E

a1 = 1, b2 = 1, a2 = b1 = b3 = b4 = 0.

4	��5�07 /�	 � D�	0 �.�/�� ����	����� �	�2�'����� G3,+;H ����������
��, ����0 ����0�������9 ����5�0-� ����5��9 � �/��	0 ��2	�0���� :	:��
��/�	'	 ����'�, "
��A� :���	� �� �		��	F���� G3,*;H � �/��	0 ���������
N = −Nτ 7 :	.�/��0

R ′ = αm−
N

A1
τ , m ≡ P(s) · τ , α ≡ 1+

(
N

A1
−

N

A3

)
m · τ . G3,3)H

��������� 0	0���	� :����0��� ���

M ′ + αNτ×m = 0. G3,3*H

4. ����	�� ��'�
�M���/��� �0��0 :�������.���� �����	��E

Φ = (Φ ·m)m+m×m ′ ⇒
⇒ M = C3(m ·Φ)m+ C1m×m ′ .

G3,3(H
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 � ��	�	'	 �-��5��� G3,3(H :	.�/��0 M ·m ′ = 0, �/��-�� D�	 ������
���	 � :�	����� G3,3*H �� m7 :	.�/��0 ����'��. �����	��E

M ′ ·m = (M ·m) ′ −M ·m ′ = 0 ⇒
⇒ M ·m = C3m ·Φ = C3Φ = const.

G3,36H

�	 �����	0� ��.	��@ M(l) = Mm(l) � �/��	0 G3,3(H7 G3,36H :	.�/��0
C3Φ = M, ��	0� �	'	7 �� G3,3(H :	.�/��0 ��.	��� m ′(l) = 0,

 ���7 :	.�/��- �		��	F���

M = Mm+ C1m×m ′ , Φ =
M

C3
m+m×m ′ , m ′(l) = 0. G3,38H

��	����� G3,3*H �� τ � �/��-�� G3,38H7 :	.�/��0 ����'��.

Mm · τ+ C1(m×m ′) · τ = M ⇒ m(l) · τ = 1 ⇒ m(l) = τ . G3,3+H

����� /���9 :���	'	 �� �		��	F���� G3,3+H �.�����7 ��.� G3,3+H ��:����9
:�� s = 0, "
����0 ���0����7 /�	 :	�.����� ��������	 � G3,3+H �:�����.��
�	 �	.9�	 :�� M �= 0, �0�	5� G3,3*H ���.��	 �� Φ7 :	.�/��0 ����'��.
D���'��7 �	�	�-� � �/��	0 G3,38HMG3,3+H 0	5�	 ��:����9 � ����

C1 |m
′|2 = −N(1−m · τ)

[
1 +

1

2

(
N

A1
−

N

A3

)
(1 +m · τ)

]
. G3,3;H

<�:��-�� D�	 �-��5���� :�� s= 0 � �/��-�� ��.	��� m(0) = τ 7 :	�
.�/��07 /�	 m ′(0) = 0, �	�����. :���	� �� �-��5���� G3,38H � G3,3*H7
:	.�/��0 ����/� �	F�E

C1m×m ′′ +Mm ′ + αN τ×m = 0, m(0) = τ , m ′(0) = 0,

�	�	�� �0��� ����������	� ��F����

m(s) = τ ⇒ P(s) · τ = τ ⇒ P = Q(ψ(s)τ). G3,3=H

��:��9 :	 G3,3)H :	.�/��0

R ′ =

(
1−

N

A3

)
τ ⇒ R =

(
1−

N

A3

)
sτ .

& ����.9���� :��F.� � ����	����	� �	�2�'������ G3,+;H, �	��	.9�� :��
D�	0 ��:	.9�	��.��9 �	.9�	 ��	
1	��0-� ��.	��7 �	 D��0 �	���-�����
����������	��9 �	�2�'������ G3,+;H,
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& ����	� ����/� 0	5�	 	�0����9 ��� .@
	:-��-1 	
��	��.9����,
����	�, �	'�� 0- ��F��0 ����/� :�� �����-1 ��.	��1 N(l) = −Nτ 7
M(l) = MP(l) · τ 7 �	 0	5�	 	5����97 /�	 �� ��F��� :�� M �= 0 :��
:����.9�	0 :���1	�� M → 0 0- :	.�/�0 ��F���� ����/� N(l) = −Nτ 7
M(l) = 0 , "����	 D�	 �� �	���0 ���, ��.� M �= 0 7 �	 ��F���� ����/� �����
������	, ��.� 5� M = 0 7 �	 0- �0��0 ��.	 � D.�����	� ?�.��� � �������
������-0� ��F���0�, ���'���� P:����	���Q � �	07 /�	 :�� ��	.9 �'	��	
0�.	0 M �= 0 7 0- �0��0 :	 G3,3+H ��������	 m(l) = τ 7 �	�	�	� �� 	
���	
�-:	.��9� :�� M = 0 , "�	 � �� �-:	.���� � D.������ ?�.���,

&�	�	� 	
��	��.9���	 	
C����9 �������7 � 	�	 ���.@/���� � �.����
@A�0, &		
����0 ��
�7 /�	 �	��	.9�-� ����5��9 ��'��5�� 0����	� ��.	�
N = −Nτ 7 '�� N > π2C1/4l

27 �, �, N 
	.9F� D�.��	�	� �����/���	�, &
D�	0 �.�/�� �0�@��7 ��� 0���0�07 ��� ����	����-� �	�2�'������E :�0	�
.������ � ��	'����, ����0	���0 ������.����@ ����	�����@ �	�2�'����
��@, 4	:����07 /�	 � �������:.���	0� �	��� � �	:	.����� � 0����	� ��.�
:���.��-����� ��	.9 �'	��	 0�.-� �.��A�� 0	0���, ��� D�	0 ����	�����
����F���� � ����5��9 :��1	��� � ���5����, ��.� ����5��9 
-. ��	'��� �	�
����	/�	 ��.9�	7 �	 
.����1 ����	����-1 �	�2�'������ �� ��A�������, �	�
D�	0� �	�0	5�� �.9���������E .�
	 �H :	� ��������0 ��	.9 �'	��	 0�.	'	
0	0���� ����5��9 :�����	/�� � ��.��	 	���	A�@ :�0	.������@ ����	����
��@ �	�2�'�����@7 /�	 ���������	 0�.	���	��	7 .�
	 
H ����5��9 :�����
� 
��	����	�	/�	� ���5����, & :	�.����0 �.�/�� ��5�	 
-.	 
- �����	���9
1������� D�	'	 ���5���E ����1�@A�� G ����0.���� � :�0	.�����	� ����	�
����	� �	�2�'������ H7 �������@A�� :	 �0:.����� G �����	�/��	��9 H �.�7 ���
�	���7 �����	����-� ���A���, <���/� :	�	
�	'	 ��:� �	 ��1 :	� �� ���.��
�	���-,

�/�/ ���%������	� 
��7���� 
 ;������� 3)����

<�:�F�0 �������� ���5��� ������5�0	'	 '�
�	'	 ����5� G3,;8H7 ���
�.@/�� �� ��1 ����	� R, 4. D�	'	 :�	��22���������0 :���	� ���������
G3,;8H :	 :�	�����������	� �		�������, ��	0� �	'	7 :��0�0 �	 ���0����7 /�	
� D.������ ?�.��� �-��5���� �. ����	�� 0	0���� �:�	A���� � :����0���
��� G3,>8H, & ����.9���� :	.�/�0 �.���@A�@ �����0� ���������E

N ′′ = ρ0R̈
′, M ′ +R ′ ×N = 0, M = C1R

′ ×R ′′, R ′ = P · τ. G3,3>H

<�0���07 /�	 � G3,3>H �� �/��-����� ������ ���A���,  0���	 D�	
�:�	A���� :	��	.�� ��:	.9�	���9 :	.�/����@ � �����/���	� ����/� 2	�0��
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.� G3,>8H �. ����	�� 0	0����, �����-� ��.	�� :����0��0 � 2	�0� G3,>6H,
�	��	.9�� :	�.� :���1	�� 	� G3,;8H � G3,3>H :	��	� �����0- ��������� :	�
�-��.�7 ��	
1	��0	 �2	�0�.��	���9 �	:	.����.9�	� �����	� ��.	���, ?�	
��.	��� �.��� �.�������0 :���	'	 �������� G3,;8H � :���	'	 �������
�� G3,>6H,  ���7 �����-� ��.	�� �0�@� ���

s = 0 : R = 0, P = E, N ′ = 0; s = l : N = −Nτ, M = 0. G3,33H

��F���� ����/� G3,3>H7 G3,33H �A�0 � �.���@A�0 ����E

P(s, t) = Q [ψ(t)τ)] ·Q [θ(s)e)] ·QT [ψ(t)τ)] , e · τ = 0, G3,*))H

'�� e O :	��	��-� �����/�-� ����	�,  � :�������.��� G3,*))H �.�����7 /�	
:�� s = 0 � θ(0) = 0 ����	� :	�	�	�� 	
��A���� � �����/�-� ����	�7 �, �,
:	�	�	� ����.���	'	 �	��� ����5� 	����������, &���	� ��'�
�M���/���7
	���/�@A�� ����	�� :	�	�	�� G3,*))H7 �0��� ���

Φ = θ ′(s)Q [ψ(t)τ)] · e = θ ′(s)e∗, e∗(t) ≡ Q [ψ(t)τ)] · e. G3,*)*H

4. ������.9�	� � �����.9�	0 :	.	5���� � �� ��	�	� :�	���	��	� :	
���0��� �0��0 �-��5���

R ′ = cosθ(s)τ + sin θ(s) e∗(t)× τ. G3,*)(H

R̈ ′ = sin θ(s)
(
ψ̈e∗(t) − ψ̇

2e∗(t)× τ
)
. G3,*)6H

&���	� ���.� N :��������0 � ���� ���.	5���

N = −Nτ +Q∗e∗ +Qe∗ × τ. G3,*)8H

�	'.���	 G3,33H7 �����-� ��.	�� �. N7 Q � Q∗ �0�@� ���

N ′(0, t) = Q ′
∗(0, t) = Q

′(0, t) = 0, Q∗(l, t) = Q(l, t) = 0, N(l, t) = N.

�	�����. �-��5���� G3,*)8H � :���	� ��������� �����0- G3,3>H � :�	�
����� :	.�/��F��� ��������� �� 	�� τ7 e∗ � e∗ × τ7 :	.�/��0

Q ′′ = −ρ0ψ̇
2 sin θ, Q ′′

∗ = ρ0ψ̈ sin θ, N(s, t) = N, G3,*)+H

'�� :	�.����� ��������	 :	.�/��	 � ��:	.9�	�����0 �����-1 ��.	���,
� �/��	0 G3,*)(H7 �-��5���� �. ����	�� 0	0���� :����0��� ���

M = C1R
′ ×R ′′ = C1θ

′e∗. G3,*);H
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�	��	.9�� :�	���� ��	�	'	 �������� �����0- G3,3>H �� ����	� R ′ ��
.��� �	5�����	07 D�	 ����	��	� ��������� D�����.����	 ���0 ���.��-0,
�	�����. �-��5��� G3,*)(H7 G3,*)8H � G3,*);H �	 ��	�	� ��������� ������
0- G3,3>H � :�	����� D�	 ��������� �� ����	�- e∗ � τ7 :	.�/��0

C1θ
′′ +N sin θ+Q cosθ = 0, Q∗ = 0. G3,*)=H

�	�.����� ��������� � G3,*)=H � ��	�	� ��������� �����0- G3,*)+H :	���
�-��@�7 /�	 � D.������ ?�.��� �	�0	5�- �	.9�	 �����	����-� ���A���E

ψ̈ = 0 ⇒ ψ̇ ≡ ω = const. G3,*)>H

"�	�/���.9�	 :��F.� � �.���@A�� �����0� ���������E

Q ′′ = −ρ0ω
2 sinθ, C1θ

′′ +N sin θ+Q cosθ = 0. G3,*)3H

� �����0� G3,*)3H ��	
1	��0	 :���	������9 �����-� ��.	��

s = 0 : Q ′(0) = 0, θ(0) = 0; s = l : Q(l) = 0, θ ′(l) = 0. G3,**)H

�	/�� ����.��� ��F���� S=8T ��1	��� � D�	� ����/� ���90� :�	��	 ��
.�������	����	� ����/�E

Q ′′ = −ρ0ω
2θ, C1θ

′′ +Nθ+Q = 0 ⇒
⇒ C1θ

′′′′ +Nθ ′′ − ρ0ω
2θ = 0.

G3,***H

� ��������@ G3,***H ��	
1	��0	 :���	������9 �����-� ��.	��

s = 0 : θ = 0, C1θ
′′′ = −Nθ ′; s = l : C1θ

′′ = −Nθ, θ ′ = 0. G3,**(H

���F.� � 1	�	F	 �������	� �:�����.9�	� ����/�7 �������- �	
������-1
/���. ω2 ≡ ψ̇2 � �	�	�	� ��A�������-, &:�	/�07 :	�.����� �����5�����
���
��� 	���.9�	'	 �	������.9����, � D�	� ��.9@ ���/�.� :������0 ����/� �

�����0���	0� ���� :	�������	0 ������� 	
	���/����

s = l ξ, λ2 = Nl2/C1, Ω2 = ρ0l
4ω2/C1.

& D��1 	
	���/���1 ����/� G3,***H7 G3,**(H :����0��� �.���@A�� ���E

θ ′′′′ + λ2 θ ′′ −Ω2 θ = 0, θ ′ ≡ dθ/dξ; G3,**6H

ξ = 0 : θ = 0, θ ′′′ = −λ2 θ ′; ξ = 1 : θ ′′ = −λ2 θ, θ ′ = 0. G3,**8H

& ����/� G3,**6H7 G3,**8H :���0��� λ2 �.��� ��A�������-07 � ��A�������
�	��9 :���0���� Ω2 ���
���� �	�����9, 4	������.9���	 
���0 :�	�	���9 	�
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:�	����	'	, 4	:����07 /�	 :���0��� Ω2 �.��� �	0:.����-0, ����9 �	
�
������	0� /��.�Ω2 	���/��� �	
������� 2����� θ, �	���	7 /�	 �	0:.����
�	 �	:�5���� 2����� θ̄ ���5� �.��� �	
������	� 2������� � 	���/��
�� �	0:.����	 �	:�5���	0� �	
������	0� /��.� Ω̄2, �0�	5� ���������
G3,**6H �� 2�����@ θ̄ � ����'���� :	.�/��F��� ��������� :	 �������.�
(0, 1)7 :	�.� ���������-1 :��	
���	����� :	.�/��0 �	5�����	

(Ω2 − Ω̄2)

∫ 1
0

θθ̄dξ = θ ′′′1 θ̄1 − θ̄
′′′
1 θ1 + θ

′′
0 θ̄

′
0 − θ̄

′′
0 θ

′
0, θ(0) = θ0, θ(1) = θ1.

�0�	5� ��������� G3,**6H �� 2�����@ θ̄ ′′ � :�	�	� �� 5� �����5����7
:	.�/��0 �A� 	��	 �	5�����	E

(Ω2 − Ω̄2)

∫ 1
0

θ ′θ̄ ′dξ = λ2
[
θ ′′′1 θ̄1 − θ̄

′′′
1 θ1 + θ

′′
0 θ̄

′
0 − θ̄

′′
0 θ

′
0

]
.

 � ���1 �-F��������-1 �	5����� �.����� ���	0	� �	5�����	

(Ω2 − Ω̄2)

∫ 1
0

(
θ ′θ̄ ′ − λ2θθ̄

)
dξ = 0 ⇒ Ω2 = Ω̄2.

��.������ ������ ����/� /������	'	 :	���� G3,*)3H7 G3,**)H �	����	/�
�	 �.	5�� �. �	/�	'	 ���.���7 :	��	.9�� �	:������ �	.9�	 	��� :���-�
����'��., �	 �. ��F�1 ��.�� ��� ��5�- � :	.�/���� �	/�	'	 ��F���,
�- ����.�7 /�	 � D.������ ?�.��� ����� � ����	����-0� �	�2�'������
0� �0�@�� ���A�@A��� P����	����-�Q �	�2�'������217 :��/�0 ��	�	��9
���A��� 	���.��9 ��	:����.���	�, <���9 ��0 ��5�	 :	�����97 /�	 �/�� ��.
������� �� ���/�	5��� ��.�/�� ���A�@A�1� P����	����-1Q �	�2�'������7
1	� � ��	��� ���	�	�-� ��	/����, ���5�� ���'	7 0- �����	��.�7 /�	 ����
A��� 0	'�� :�	��1	���9 �	.9�	 � :	��	��	� �'.	�	� ��	�	��9@, 4�.�� 0-
	'����/�0� ����0	������0 �.�/� 0�.-1 ��	�	���� ���A���7 :	��	.9�� �
����	� �������� ����/� 0	5�	 .�������	���9, ��� 0�.-1 ω2 :	:���/��
��.� Q 0�.�, "��.	����� �:��'	� .���� 	� �������.�7 �, �, �'	. �������
θ7 ���5� �����/���.9�	 0�����, �	D�	0� 
���0 �����9 �	�0�A���-� �'	.
������� � ���� ���.	5���E

θ(s) = θst(s) + ϑ(s), |ϑ(s)|  1,

21 �(2 �,(%���) #��(0����2(� ��&�/��%��&; �����#��&�� �� ����/��0� �,����-���.

B#�(2�) % ,�#� ����(�% �#(�&�� �(/&� �(�&��� ,�<���� ������/��/ "(#(��) ��:��&%�%($
��� 2�&�,�1� #�2("7%(�& ����&�/��%��&; ,(%��%����/ 2��8�1�,(=��
 !0���� C&�& ��&;
,�(��"�%(� % #(���0 ,("#���
 �����	�� �	
��
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'�� θst(s) ���9 ����.��	� ��F���� �����/���	� ����/� :�� N > Ncr,
�	�����. D�	 ���.	5���� � G3,*)3H7 G3,**)H � 	'����/����9 /.���0�

:���	'	 :	���� :	 ω27 :	.�/��0 �.���@A�@ ������@ ����/�E

Q ′′ = −ρ0ω
2 sin θst, C1ϑ

′′ + (N cosθst) ϑ = Q cosθst; G3,**+H

s = 0 : Q ′(0) = 0, ϑ(0) = 0; s = l : Q(l) = 0, ϑ ′(l) = 0. G3,**;H

�������	 �	�����97 /�	 ����/� G3,**+H7 G3,**;H �0��� ����������	� ��F��
���7 �	�0� �	�	�	'	 0�.�7 ��.� 0�.� ��.�/��� ω2,

����0 	
���	07 �/�� ��. ������� �� �.��� �� �-�	� 	 ��.�/�� ���A�@�
A�1� P����	����-1Q �	�2�'������, ?�	 	���/���7 /�	 ��	'���-� ����	����
�-� �	�2�'������ � D.������ ?�.��� �����	�/��-7 �
	 :�� ��	.9 �'	��	 0��
.-1 �	�0�A���1 ��	'���� �	�2�'����� ��/��� �	���F��9 ���A���.9�	�
���5���� �	���' ����	�� τ � /���� ���	�	�	� ���0 :	�.� ��/�.� ���5���
�5� �� 
���� ��	.9 �'	��	 
.���	� � ��1	��	� ����	����	� �	�2�'������,

�.����� :	�/������97 /�	 D��:���0��� �� :	�����5���� �-�	�� 	 ��.�/��
���A�@A�1� P����	����-1Q �	�2�'������, ���
-� D��:���0���7 :�	������
�-� ���	�	07 :	����.7 /�	 ��.� ��	'����@ ����	�����@ �	�2�'�����@ �.�'��
�	.����97 �	 ��/���@�� ����	/���	��-� �	.�
��� 	��	����.9�	 ����	����
�	� �	�2�'������7 �	 �� ���A���, ?�	 	���/���7 /�	 ����� 	���� ���� ��
���� ����+�� ������ �������� ������	� ���	�#��, ��5�� ��0 �0���	
D�� 0	��.9 F��	�	 ��:	.9����� :�� ���.��� 0�	'�1 :�	
.�0 ���	�/��	���7
��:��0��7 ���	�/��	��� :	.	5��� ����	���� ����/���	'	 ����5� G:����
�	�� ���	.��H, & :	�.����0 �.�/�� :	���@ ���	�/��	��� ����/���	'	 ��	.9
�'	��	 0�.-0 0	0���	0 ����5� 	
C��@� ���	����������	��9@ ����/�,
�	 0����@ ���	��7 D�	 P	
C������Q ��:���0.�0	7 �
	 :	��� ���	�/��	���
:�	��1	��� ��5� � �	0 �.�/��7 �	'�� ���/���� ����5� :�	���	���� :	����
���.9�-0 0	0���	07 �, �, ����/� �.��� �	����������	�, ��	0� �	'	7 D��:��
��0��� ���5� �� :	�����5���� ��A����	����� :����	��� ���	.��22, �	D�	0�
�.����� �����9 ���'�� :��/��-, & /����	���7 ��	
1	��0	 ���0���.9�	 :�	�
���.����	���9 ��� �	:�A���7 ���.���-� ��0� :�� �-�	�� ��	��� ����5���
� :�� :���1	�� � 0	��.�7 	:��-���0	� ��������0� G3,3>H,

����� 	
A�1 �	:�A���� ��	��� ����5��� '.���-0 �.��� �������
���������� D���'�� � ���� ��������/�	� 2	�0- G3,*8H, �	5�	 :	�����97
/�	 :�� .@
	0 ������� ���������� D���'�� �. ����5� � ����������.9�	�
��	��	:�	� D���'��� :����	�� ���	.�� �� ��/�����, �� ��/���@� � �����	����
�-� ���A��� � D.������ ?�.���7 �	�	�-� :	 ��A����� � �.@�� :��/��	�
�	�����	���� :����	��� ���	.��,

22 �2("(��7/ C2���,�0��& ����-#(�&�� % ��#,("#��� 	
	
	
 �����	�� �	
��



-��.� �������� ��
)����� �	�
���� ��
���� +����� +*�

��� :���1	�� 	� 	
A�� ��	��� ����5��� � 0	��.� ������5�0	'	 ����5�
� G3,3>H 
-.� ���.��- ��� �	:�A���, ����	�E :����
��'�.� ��2	�0�����
:	:���/�	'	 ����'�, &�	�	�E 	�
���-��.� ��2	�0���@ ����5���,  7 ���	�
���7 ����9� �	:�A���� �	��	.	 � �'�	���	����� ������� ���A���,  �����
�� :	�����-���� G� �	 0�	'�1 �.�/�1 D�	 0	5�� 
-�9 �	�����	H7 /�	 :���
�-� ��� �	:�A��� �:	.�� 	:������-, �	.�� �	'	7 	���� 	� D��1 �	:�A����
�� ��
��.�� �� 	� :����	��� ���	.��7 �� 	� �	�����	���� �����	����-1
���A����, "������ ����9� �	:�A����, "�	 :����0���� �	 ���1 ��
	��1 :	
��	��� ����5���, ��� :.	���1 ���5���1 �/�� ������� ���A��� 	���-���
��� ��5�-0 �	.9�	 :�� ���.��� �-�	�	/���	��-1 ����'	�-1 �	.�
����, &
��F�0 �.�/�� ��/9 ���� 	 0��.���-1 ���5���17 � �	�	�-17 ����.	�9 
-7
�/�� ������� ���A��� �	���F���	 �� ��5��, � ���'	� ��	�	�-7 :�� ����
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A����� (; 0� � (3 ����
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���.	'�/�	'	 �.��� � :�� �������� ����A�'	 0	0����E :�� 0�.-1 ���/��
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����-07 ��	 �����. �� �	�0	5��@ :��/��� ��	.9 ������	'	 :	������
����5� :�� ���/����7 
-. �, �, ��:�	��/, � �0���	7 	� �����.7 /�	 ��/9
���� 	 ���	����������	� ����/�7 � �.��	����.9�	7 � �����0� 0	5�� �����
/����9� D���'�, ?�	 	
C������ :��0���.	 :���������@A�1 � :����	��
�	0 ���	.��, & ��0	0 ��.�7 ����0	���07 ��:��0��7 .�����-� 	���..�	� �	
��	.9 �'	��	 0�.-0 ���F��0 �	�
�5�����07 :�	:	���	��.9�-0 ��	�	���E

mẍ+ cx = εẋ, 0 < ε 1.

& D�	0 �.�/�� �0��0 	�������.9�	� ������ � ��F���� D��:	������.9�	
��������� �	 ���0��� :�� ��	.9 �'	��	 0�.	0 ε, ��� 
- �	 �� 
-.	7 �	 	
�
��5���0-� �		
A��� �, #, ���	.�� :	.	5�.� ��/�.	 �	�	0� � /����-/���	
��5�	0� �����.� 0�1����� O ��	��� ���	�/��	��� ���	����������-1 �����0,

������ �� ������� ����*�

����0	���0 �.���@A�@ ����0�/����@ ����/� �. ������5�0	'	 '�
�	�
'	 ����5�, &-:�F�0 �������� ���5���7 ���.@/�� �� ��1 R :���0 ��2�
2�������	���� :���	'	 �������� :	 :�	�����������	� �		�������E

N ′′ = ρ0R̈
′, M ′ +R ′ ×N = ρ0

(
P ·Θ ·PT ·ω)·. G3,**=H

����5��9 �/����0 ������5�0-07 �, �, �	1����0 ��.	�� G3,()H, �	'��7
�	'.���	 G3,;+H7 �0��0

R ′ = P · τ ⇒ Φ = (Φ ·R ′)R ′ +R ′ ×R ′′, G3,**>H

� �-��5���� �. ����	�� 0	0���� :����0��� ���

M = C3 (Φ ·R ′)R ′ + C1R
′ ×R ′′. G3,**3H

����	� ������� ��/��� ����5� �/������ ����������.9�	���	��	:�-0E

P ·Θ ·PT = Θ1E+ (Θ3 −Θ1)R
′ ⊗R ′.

����:	.�'����7 /�	 	��	����� ����5� ����.��	7 � ��	
	��-� �	��� ���
'��5�� �.��A�0 0	0���	0, & D�	0 �.�/�� �����-� ��.	�� �0�@� ���

s = 0 : R = 0, P = E, N ′ = 0, s = l : N = 0, M = MR ′. G3,*()H

��/�.9�-� ��.	�� 	
����0 :	�����,
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������% K�9����  ����*� ��$ ����*�

��/��0 � ��F��� �����/���	� ����/�, & D�	0 �.�/�� �������� G3,**=HM
G3,*()H ����'����@�� D.�0������	E

N = 0, M = MR ′ = Mτ ⇒ R = sτ, Φ = (M/C3)τ. G3,*(*H

"���.	�9 ����� ����	� :	�	�	��

P ′ =Φ×P = (M/C3)τ×P.

"��@�� ��0��.���	 �.����� �-��5���� �. ����	�� :	�	�	��E

P = (1 − cos(Ms/C3))τ⊗ τ+ cos(Ms/C3)E + sin(Ms/C3)τ× E. G3,*((H

�	���	���� ����	����� �	�2�'����� �.��� ����������	�23,

������) 4���� ����
���+  �	�*������  ��	#�+

����9 � ��/�.9�-� 0	0��� ���0��� t = 0 ����5��9 
-. �����/���.9�	
��	'���7 ��� /�	 �'	. 0�5�� ������.9�	� � ��2	�0��	����	� �:��'	� .����
� ����	�	0 τ �.��� 0�.-0, ��� t > 0 ���5���� ����5� 	:��-�����
��������0� G3,**=H � �����-0� ��.	��0� G3,*()H, �	 ������� 0��� :��
�����/���.9�-1 :�	0�5����1 ���0��� 	�9 ����5� 
���� 	������9� 
.���	�
� :�0	.�����	� 2	�0�,  ��.����0 D�� 0�.-� ���5���, ����	� :	�	�	��

���0 �����9 /���� �'.- ?�.��� G(,=*HE

P = Q[ψ(s, t)τ] ·Q[ϑ(s, t)e] ·Q[ϕ(s, t)τ], e · τ = 0, G3,*(6H

'�� ψ7 ϑ7 ϕ ���9 �'.- :��������7 ������� � �	
������	'	 ���A���7 �		�����
������	R �����/�-� ����	� e 0	5�� �0��9 .@
	� ��:���.����7 	��	'	��.9�
�	� τ,

#�'�	 �����	���9 �0-�. �'.� ������� ϑ, 4. D�	'	 �	����	/�	 �-/��.��9
���.��	� :�	���������E

R ′ · τ = τ ·P · τ = τ ·Q[ϑ(s, t)e] · τ = cos ϑ(s, t).

�	 :���:	.	5���@ D�	� �'	. 0�. :�� t = 0, �.��	����.9�	7 	� 
����
	������9� 0�.-07 :	 ������� 0���7 :�� 0�.-1 ���0���1, %�	
- ��:	.9�	�
���9 D�	 	
��	��.9���	7 :���:�F�0 ����	� :	�	�	�� � �	5��������	0 ����E

P = Q(ϑe∗) ·Q(βτ), β = ϕ+ψ, e∗ ≡ Q(ψτ) · e. G3,*(8H

23 9�<���� (�(��1����/ "(#(�� #�� &%�,#�1� &��( �( ��"7��,=�����0 ��,�1�0 ��$
��%(��� ��:�1� %�#( �,�#�&(%���� % ,("#��� 	
*) 1#� ,(��0�&,��7 &(2-� � #,�1�� %�#7
2,�&�:�1� 0�0��&(
 @ ,("#��� 	
	 ����-#(�&�� %��,�� �� ��&�/��%��&� ,(%��%����/ 2��$
8�1�,(=�� �,� ,("����7' %�#(' 2,�&�:�1� 0�0��&(
 �����	�� �	
��
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&	�:	.9���0� ��:��9 0�.	��9@ �'.� ϑE

Q(ϑe∗) = E+ ϑ× E, ϑ ≡ ϑe∗.

$	� 0	��.9 ����	�� ϑ 0�.7 �	 	� 0	5�� :	�	��/����9� �� :�	���	.9�-�
�	��/�-� �'	. :�������� ψ, ���	
���	��� G3,**>H7 G3,**3H � ��:	.9�	�����0
�-��5��� �. ����	�� :	�	�	�� G3,*(6H � 	'����/��F��9 .�����-0� /.����
0� :	 ϑ7 :	.�/�0 :�������.���

R ′ = τ+ ϑ× τ, Φ = ϑ ′ + β ′R ′, M = C3β
′R ′ + C1ϑ

′. G3,*(+H

��� �-/��.���� �'.	�	� ��	�	��� �.����� :	0���9 	 �	�0	5�	0 ��.��
/�� ���A���� �����.9�	� �	�2�'������ ����5�24, ?�	 	���/���7 /�	 �'.-
:�������� ψ � �	
������	'	 ���A��� ϕ �0�@� �.���@A�� ���	����E

ψ(s, t) = γ(t) + ψ̃(s, t), ϕ(s, t) = −γ(t) + ϕ̃(s, t),

β(s, t) = ψ̃(s, t) + ϕ̃(s, t).

&���07 /�	 �'	. ���/��� β �� ������� 	� �'.� :	�	�	�� γ7 �	 �'	. :���
������ ψ �7 �.��	����.9�	7 ����	� :	�	�	�� ϑ ������ 	� γ, ��� D�	0 �.�����
�0��9 � ����7 /�	 �'	. γ � :�	���	��-� 	� ��'	 :	 ���0��� �� �.@��
0�.-0�,

&���	� :	�	�	�� ϑ :��������0 � �.���@A�0 ����E

ϑ = Q(γτ) · ϑ̃, ϑ̃ = ϑ̃(s, t)ẽ, ẽ ≡ Q
[
ψ̃(s, t)τ

]
· e. G3,*(;H

���.	'�/�-0 	
���	0 :��	
����@�� :�������.��� G3,*(+HE

R ′ = Q(γτ) · R̃ ′, Φ = Q(γτ) · Φ̃, M = Q(γτ) · M̃, G3,*(=H

'��

R̃ ′ = τ+ ϑ̃× τ, Φ̃ = ϑ̃
′
+ β ′R̃ ′, M̃ = C3β

′R̃ ′ + C1ϑ̃
′
. G3,*(>H

24 �,� �(��-���� 0(��1� %�"0�:���� �( ,(%��%����. 2��8�1�,(=�. �&�,-��; �"1�$
�(�&��) �&2������; �& ��,%��(�(�;�� �,�0�����/��1� ����-����
 @ ���� ��00�&,�� "($
#(�� �(�,(%����� �"1��( �� �0��& "�(�����
 K&� �"�(�(�&) �&� (2&�(�;��. 2��8�1�,(=�.
0�-�� ��%�,��&; 2(2 -��&2�� =���� %�2,�1 ��� ��#�8�,0�,�%(���1� �&�,-�� �( �,��"$
%��;�7/ �1�� ψ = γ � ��%(� (2&�(�;�(� 2��8�1�,(=�� &(2-� ��#�& �#�%��&%�,�&; #�8$
8�,��=�(�;�70 �,(%�����0
 B#�(2� �,� C&�0 �(,�<(�&�� 1,(������ ����%�� P

∣∣
s=0

= E

��� &�1� �&��7 ���,(%�&; ��&�(=�.) ����'�#�0� #��(%�&; ����&%����� %,(:���� �&�,-��
�( �1�� ϕ = −γ
 �(��7� ,(���-#���� �(%�#�& �( 07��; � %�"0�-��0 �(����� %,(:���/
(2&�(�;��/ 2��8�1�,(=�� �&�,-��
 �����	�� �	
��
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&-/��.�0 �'.	��@ ��	�	��97 	���/�@A�@ ����	�� :	�	�	�� G3,*(+H7 �
���'�� ��	
1	��0-� ��.�/��-E

ω = Q(γτ) ·
(
β̇R̃ ′ +

˙̃
ϑ+ γ̇τ× ϑ̃

)
,

τ× ¨̃R
′
= Q(γτ) ·

[
¨̃
ϑ− γ̇2ϑ̃+ τ×

(
γ̈ϑ̃+ 2γ̇

˙̃
ϑ
)]
,(

P ·Θ ·PT ·ω)· = Q(γτ) ·
[
Θ3β̈R̃

′ +Θ3β̇
(
γ̇ϑ̃+

˙̃
ϑ× τ

)
+

+Θ1

(
¨̃
ϑ+ 2γ̇τ× ˙̃

ϑ− γ̇2ϑ̃+ γ̈τ× ϑ̃
)]
.

G3,*(3H

&���	� ���.� N :��������0 � �.���@A�� 2	�0�E

N = Q(γτ) · Ñ. G3,*6)H

�������� G3,**=H � .�����	0 :��
.�5���� :����0�@� ���

τ× Ñ ′′ = ρ0

[
¨̃
ϑ− γ̇2ϑ̃+ τ×

(
γ̈ϑ̃+ 2γ̇

˙̃
ϑ
)]
,

C3β
′′R̃ ′ + C1ϑ̃

′′
+ C3β

′ϑ̃
′ × τ+ τ× Ñ =

= ρ0

[
Θ3β̈R̃

′ +Θ1

(
¨̃
ϑ+ 2γ̇τ× ˙̃

ϑ− γ̇2ϑ̃+ γ̈τ× ϑ̃
)
+Θ3β̇

(
γ̇ϑ̃+

˙̃
ϑ× τ

)]
,

'�� Ñ � ϑ̃ 	��	'	��.9�- τ, "��	'	��.9�	��9 ϑ̃ � τ �.����� �� G3,*(;H, 4.
�	������.9���� 	��	'	��.9�	��� Ñ � τ ���	 �	�:	.9�	���9� :���-0� �����
����0� G3,**=H7 G3,*(=H � G3,*(>H7 � ���5� �����-0� ��.	��0� G3,*()H � �	�
	��	F����0 G3,*6)H,

 � D��1 ��������� ����07 /�	 ����/� ���/��� � ��'�
� �����.@��,
4. ����/� ���/��� :	.�/��0 �	.�	�	� ���������

C3β
′′ = Θ3β̈, β(0) = 0, β ′(l) = M/C3. G3,*6*H

4. ����/� ��'�
� :	.�/��0 �.���@A�@ �����0�E

τ× Ñ ′′ = ρ0

[
¨̃
ϑ− γ̇2ϑ̃+ τ×

(
γ̈ϑ̃+ 2γ̇

˙̃
ϑ
)]
,

C1ϑ̃
′′
+ C3β

′ϑ̃
′ × τ+ τ× Ñ =

= ρ0

[
Θ1

(
¨̃
ϑ+ 2γ̇τ× ˙̃

ϑ− γ̇2ϑ̃+ γ̈τ× ϑ̃
)
+Θ3β̇

(
γ̇ϑ̃+

˙̃
ϑ× τ

)]
.

G3,*6(H

� ��������0 G3,*6(H ��	
1	��0	 :���	������9 �����-� ��.	��7 �	�	�-�
� .�����	0 :��
.�5���� ��:��-��@�� � �.���@A�� 2	�0�E

s = 0 : Ñ ′ = 0, ϑ̃ = 0; s = l : Ñ = 0, ϑ̃
′
= 0. G3,*66H
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���� D�	� �����0- �	���5��� :	�/������	� �.�'��0	�, "�	 ��A�������	
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2	�0���� :	:���/�	'	 �� 0	'�� 
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- 0- ���
5� ��1	��.� ����0	����9 �-�	�	/���	��-� �	.�
��� � �/.� 
- ��2	�0��
��� ����5��� � ����'�7 �	 �� ������/����� �:���� :	�/������-� � G3,*6(H
�.�'��0-� �� 	����.� 
- �����	'	 �.��� � �1 0	5�	 
-.	 
- 	�
�	���9,
"�� ��A�������- �	.9�	 :�� 	:������ 
-���-1 ���5����, �	�0�.9�-0 :	�
�	�	0 �. 	�
���-���� :	�/������-1 � G3,*6(H �.�'��0-1 ����	���� �.��
��@A�� �����5�����, ��.� �� ��	�	'	 �������� �����0- G3,*6(H ���.@/��9
:	�/������-� �.�'��0-� � :	0	A9@ :���	'	 �������� D�	� 5� �����0-7 �	 �
:	.�/��F�0� ��������� :	���� �.�'��0	�7 �	�	�	� �����	0	 0�	'	 0��9�
F� �.�'��0	'	 τ × Ñ7 �	���5�A�'	� � D�	0 ���������, �	D�	0� �'	 0	5�	
� ��5� ��	
1	��0	 	�
�	���9,

����0 	
���	07 �0���	 �����0- G3,*6(H �	:����0	 ����0�������9 
	.��
:�	���@ �����0�E

τ× Ñ ′′ = ρ0

[
¨̃
ϑ− γ̇2ϑ̃+ τ×

(
γ̈ϑ̃+ 2γ̇

˙̃
ϑ
)]
,

C1ϑ̃
′′
+ C3β

′ϑ̃
′ × τ+ τ× Ñ = ρ0Θ3β̇

(
γ̇ϑ̃− τ× ˙̃

ϑ
)
.

G3,*68H

����1	� � �.����/����0 ��������07 �:���-� ���.��	����-0 �, ���F�0
G*3+(H � 	:�����-0 � ���'� &, &, �	.	���� S;8T7 :�	��1	��� :�� :������
�.���@A�1 	'����/����E

γ = 0, β = Ms/C3, β̇ = 0. G3,*6+H

������� :���	'	 �� D��1 	'����/���� �	�0	5�	 ���'��, �'	 ��:	.9�	�
����� ���'	 .�F9 ��������� ��� ���.�� 	��	��	� �����0-7 ��� � �����:���
����@ :	.�/��0-1 ����.9���	�, ������� ��	�	'	 � ����9�'	 	'����/����
���5� �	�0	5�	7 �	 :�� D�	0 ����0��������� /����-� �.�/�� �	�0�A����7
	��	����.9�	 �	�	�-1 ���.������ ���	�/��	��9257 � �0���	E ��	�	� � ����
�9� 	'����/��� �		��������@� �.���@A�0 ��/�.9�-0 ��.	��0 �. ����/�
���/��� G3,*6*HE

t = 0 : β(s, 0) = Ms/C3, β̇(s, 0) = 0 ⇒ β(s, t) = Ms/C3. G3,*6;H

25 @ ��:�0 ����(� %�"0�:����0� �%��.&�� #������&��;��� 2,������ � �"1��
 �,�$
��&�� %&�,�1� � &,�&;�1� �1,(������/ �,�%�#�& 2 ,(��0�&,���. �(�&��1� ����(� %�"0�$
:���/) ( �0���� �"1��( ��" #������&��;��1� 2,������
 �����	�� �	
��
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����0 	
���	07 �.����/���� �����0� �.����� �� ��������� G3,*68H � �0��
�� ���

τ× Ñ ′′ = ρ0
¨̃
ϑ, C1ϑ̃

′′
−Mτ× ϑ̃ ′

+ τ× Ñ = 0. G3,*6=H

�����-� ��.	�� �. �����0- G3,*6=H �0�@� :��5��� ��� G3,*66H, ��F��
��� �����0- G3,*6=H :�� �����-1 ��.	��1 G3,*66H 
-.	 :	���	��	 �, ���F�0
G*3+(H7 �	�	�-� :	����.7 /�	 	�	 �	���5�� D��:	������.9�	 �����A�� �	 ����
0��� �.�'��0-� :�� .@
	0 ��	.9 �'	��	 0�.	0 ���/���� ����A�'	 0	0���
�� M, "��@�� �-������ :����	���.9�-� �-�	� 	 �	07 /�	 ����	����� �	��
2�'����� ����/���	'	 ����5�7 	:����.�0� 2	�0�.�0� G3,*(*H � G3,*((H7
�����	�/��� :�� ��	.9 �'	��	 0�.	0 ���/���� ����A�'	 0	0���� M, ?�	
�.���� �������	 � 0�1����� :	� ��������0 :����	��� ���	.��7 :	��	.9��
�0���	 	� �:���-� 	
����5�. �'	7 �	 �, #, ���	.�� ����0������. 
��-����
��	��-� ����5��9 � �	/�/�	� 0���	� �� ��	
	��	0 �	��� ����5�, �����	��
���	.�� 	
C��@� ���	����������	��9@ ����/� 	 ���/���� ����5�7 :	����
��0��� :�� D�	07 /�	 � �����0� ����/������ D���'�, �, h�'.�� � ��
	�� S;(T
:���	��� :	�����5��@A�� D�	 �����5����� :����	:	�	
�-� �����5����,
"����	 ���	� 	
C������7 1	� � �	�0	5�	7 �����	 :������9 ���	
C�0.@�
A�0, ��:��0��7 � ��
	�� S=6T :	�����	7 /�	 :����	�� ���	.�� �0��� 0���	 �
����/� 	 ���/���� ����5� �	����������-0 �.��A�0 0	0���	07 �	'�� ���
��/�� D���'�� � �����0� �����	0	 ���	�0	5��26, �	D�	0� ��	
1	��0	 �����9
� ���'�� 	
C�����, � �	0� 5� ����.9���- �, ���F�7 �	�:�	��������-� �
��
	�� S;8T7 �����	 :������9 ��	�.���	����.9�-0� � /���	 0���0���/���	�
�	/�� �����7 :	��	.9�� 	� �/�. �	.9�	 :	.	���� �	���� 1�����������/��
��	'	 ��������27, &:�	/�07 ��.� ��� ���.��9 :����.9�	7 �	 	��	��	� �-�	�
�, ���F� �� ��0�����,

� 2	�0�.9�	� �	/�� ����� �����0- G3,*68H � G3,*6=H D�����.����- �.
/����	'	 �.�/� �	�0�A���� G3,*6;H, �.����� :�� D�	0 �0��9 � ����7 /�	
� �����0� G3,*6=H ����	� ϑ̃ �		���������� ����	�� ϑ � �����0� G3,*68H, ��:��9
:��������0 ��
� ����@ �������@, ����9 ��F���� ����/� G3,*68H 	
.����� �.��
��@A�0 ��	����	0E ϑ → 0, γ̇ → ∞7 �, �, :	 :���0���	� γ �0��0 �����	�/��

26 G�& 8(2&) �&� �(,(#�2� ?�2��(� �0��& 0��&� % ����(� 2����,%(&�%��1� 2,�&�:�$
1� 0�0��&() #�2("7%(�&�� % ,("#��� 	
	 �( �,�0�,� "(#(�� �� ��&�/��%��&� ����-����
,(%��%���� &%�,#�1� &��( �( ��"7��,=�����0 ��,�1�0 ����%(��� ��:�1� %�#(
 �����	��
�	
��

27 �
 G,�< ���� %�"0�-�70 �� ,(��0(&,�%(&; 2�0���2��� ���,�-���7� 2�,�� '(,(2$
&�,��&����2�1� �,(%����� � �&%��(.:�� �0� �(�&�7� ,�<����
 @ ��:�0 ����(� �(�&�&���
�,(%����� ��&; ��,�#���&��; %��;0�1� ��,�#2() ( �� ��&%�,&�1�
 ���� &�1�) C&�& ��,�#�$
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�	��9, �	 � 2���/���	� �	/�� ����� D�	� ��� �����	�/��	��� �	���F���	
����A��������7 �
	 �����	�/��� :���0���� ��/����� � 	�	�/���.9�	0 ���
F����7 ��� D�	 ����	 �� �-��5��� G3,*(;H, �	���F���	 ���/� 	
��	�� ��.	
:�� ���.��� �����0- G3,*6=H, & ��� �����	�/��� :���0���� γ �1	��� � �	�
���� ����	�� ϑ̃, �	D�	0�7 ��.� 	'����/��9� �	.9�	 �-/��.����0 �	
������-1
/���	� � �� :�	�	���9 ��.9���F�� ���.�� :	.�/��F�'	� ��F���7 0- :	.��
/�0 �-�	� 	 �����	�/��	��� ����	����	� �	�2�'������ ����/���	'	 ����5�
� :�� ��	.9 �'	��	 0�.	0 ���/���� ����A�'	 0	0����7 �, �, :����0 � ���
���-���0	0� :����	��� ���	.��28,

28 ��� ��������� ��&� �,����07 �,�%�#�0 �,(%����� � C�(�&�2�/ K/��,(
 �,� #�/$
�&%�� �( �&�,-��; �-�0(.:�/ ���7) �,�%7<(.:�/ 2,�&����2�� "�(�����) �,�0�����/$
�(� 2��8�1�,(=�� �&�,-�� �&(��%�&�� ����&�/��%�/) �� ���%���&�� �"�1��&(� ,(%��%��$
�(� 2��8�1�,(=��) 2�&�,(� �%���&�� ��&�/��%�/
 ! "#��; ��& ��2(2�1� �(,(#�2�(
 ��%��0
��(� ��&�(=�� %�"��2(�& �,� #�/�&%�� �( �&�,-��; 2,�&�:�1� 0�0��&(
 �,�0�����/�(�
2��8�1�,(=�� ����&�/��%( �,� �2��; �1�#�� 0(��0 0�0��&�) ( #,�1�/ ,(%��%����/ 2��8�$
1�,(=�� ��&
 �(2 &(2�� 0�-�& �7&;Z Q&� �,���'�#�& �� �&�,-��0Z Y�,0(�;�� 0(&�0(&���$
�2� �&%�& �����(�&�� &(2�/ �&�,-��; ��#�& #%�1(&;��) �,���0 &(2) �&� �1� �&2������� �&
,(%��%����/ 2��8�1�,(=�� ��#�& ���1,(������� %�",(�&(&;
 ?� ���� C&�& �,�=��� �%�"(�
� ���1,(������70 %�",(�&(���0 2(2�'$���� #�8�,0(=�/ % �&�,-��) &� ���"��-�� �,�$
�"�/#�& �1� ,(",�<����
 @7%�# � ,(",�<���� �&�,-�� �,� #�/�&%�� �2��; �1�#�� 0(��1�
2,�&�:�1� 0�0��&( �('�#�&�� % ���%�#��0 �,�&�%�,���� � &�0) �&� �(��.#(�&�� % �,�,�$
#� � &�'��2�
 !0���� % C&�0 � ���&��& �(,(#�2� ?�2��(� � 8�,0(�;�� 0(&�0(&����2��
,�<���� �('�#�&�� % �,�&�%�,���� � �(��.#(�070� �%�����0�
 �,����0( ,�<(�&��) ����
#%�-����) �%�"(���� � ���1,(������� %�",(�&(.:�0 �&2�������0 �& ,(%��%����/ 2��8�$
1�,(=��) �,���'�#�& &(2�0 ��,("�0) �&� #�8�,0(=�� ��&(.&�� 0(�70�
 G(2�� ,�<���� �
8�,0(�;�� 0(&�0(&����2�/ &��2� ",���� �%���&�� ����&�/��%70) �� ��� �� #��-�� �,�$
%�#�&; 2 ,(",�<���. �&�,-��) � ��C&�0� ��2(2�1� �(,(#�2�( ��&
 �
 �
 ����� %7#����
��,�0����. γ) 2�&�,(� �� "(%���& �& �,��&,(��&%����/ 2��,#��(&7 s � �� 2�&�,�/ ��&;
����&�/��%��&;) � ������� ���&�0� �,(%����/ �6
����
 B� ���(1(�) �&� (�(��" C&�/ ���&�$
07 #��-�� �,�%��&� 2 %7%�#� �� ��&�/��%��&� �� &�0 ��,�0���70) 2�&�,7� �%�"(�7 �
#�8�,0(=��/ �&�,-��
 B#�(2� C&� ���&�0� �
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0���� � ���.��� �.����/���	'	 �.�/� ���A��� �����	'	 ��.� �� 
��-����
��	��	0 '�
�	0 ����5��2, $	� D�	� �.�/�� ����0	���� �	 0�	'�1 ��
	��17
	
�	� �	�	�-1 0	5�	 ����� � ���'� &, &, �	.	���� P���	����������-� ���
��/� ��	��� �:��'	� ���	�/��	���Q S;8T7 ��0 �� 0���� 0�	'	� ����9 	������
���-�����-0, & �	 5� ���0 D�� ����/� �.��� 	��	� �� ��5���F�1 �
:�����/���	0 	��	F����7 :	��	.9�� 	�� 0	��.����� ����0�/���	� :	�������
��.	�7 �	�	�-� �'��@� ������.9��@ �	.9 �	 0�	'�1 0�F���1, ?��:���0���
�- ��.��	 �� ���'�� 	���/�@� ����.9����0 �������-1 ��	���, & /����	���7

1 4(&�,�(� C&�/ 1�(%7 ����%(� �( �&(&;� E**F �
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 �����) �
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 ��,�2�� 34��;$
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2 @ �,��=��� "(#(�( � %,(:���� &%�,#�1� &��( �( ��"7��,=�����0 1��2�0 �&�,-�� ��
8�"����2�0� ��#�,-(��. (�(��1���( "(#(�� � #%�-���� &%�,#�&��;��1� ��=����&�,() 2�$
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&�1#( 2(2 % "(#(�� � %,(:���� &%�,#�1� &��( �( ��"7��,=�����0 1��2�0 �&�,-�� �,(%��$
��� #��(0�2� &%�,#�1� &��( �1,(.& ,��; 1,(����7' ����%�/ % "(#(�� � #�8�,0�,�%(���
�&�,-��
 @�$%&�,7') % ��#;0�/ 1�(%� �,�#�&(%��� �(07/ ��:�/ %�# 2����,%(&�%��1� 0�$
0��&() ( % ����(� &%�,#�1� &��( �( 1��2�0 �&�,-�� %�# ��,�1�1� 0�0��&() #�/�&%�.:�1�
�( &���) ������&;. ��,�#����&�� 0�#��;. �&�,-�� � ����%��0� "(2,������� ��-��1�
2��=( �&�,-��
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C���. D�	 �.���� ��.�/��0 ���������'	 ����� � 0������.� ��.�, ?�� ���
����� � *36= ', 
-.� :	��	
�	 ���/��� � 	:����� � ��
	�� �, #, ���	.�� S;*T,
� ��1 :	� �������.	�9 0����� 	 �����
�.�����@A�� �	.� ���������'	 ����
�� S=;T, ��	����/����� ����.9���- :�	������	'	 �, #, ���	.�� � 0�	'�0�
���'�0� ���	��0� ���.���7 ����0����7 �� 0	'�� 
-�9 	�:	���-, ��0 �� 0��
��� �	� 2���7 /�	 ���������� ������ �:	�	
������ ����/�� D���'�� � �����0�7
�0���	 �	'	7 /�	
- �� ���������97 �������� �-�-���� ���	�	�	� ����.����, �	�
0���� �����-7 '.���-0 	
���	07 � :����	� 0	��.9@ ���������'	 �����,
& ��0	0 ��.�7 ��:	.9�	����� 	:����.@A�'	 �������� ��:�

τ = C · ·ε+B · ·ε̇
:���	��� � ��22�������.9�-0 ��������0 :���
	.�/���	'	 ��:�7 /�	 0�	�
'�0� ����0��������� ��� ���9���-� ���	����	� � 2����0����.9�	0 :.���,
& *38= ', :	��.��9 
	.9F� ��
	��  , �, ���'��� S==T7 � �	�	�	� D��:����
0����.9�	 :	�����	7 /�	7 ���0	�� �� ��/�������	� �	�:������ ����.9���	�
���.��� �, #, ���	.�� � D��:���0���	07 �	.�/�������	� ���	�:������ ���9�
0� ���/���.9�	, %�	
- �	
��9� �	.�/�������	'	 �	�:�����7  , �, ���'��
:���.	5�. ��:	.9�	���9 0	��.9 ��.�����	'	 ���������'	 �����, �	�.� D�	�
'	 :�� �-�	��1 ��	�	��1 ���A��� ���.	�9 �	
��9� 1	�	F�'	 �	.�/�������
�	'	 �	�:����� ��	���  , �, ���'��� � D��:���0���	0, "����	 D��:���0���
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.	5��97 /�	 ��A�����@� � ���'�� 0�1����0- ��0	�	�
�5���� :	:���/�-1
�	.�
���� �	 ���A�@A�1� ��.�17 :	0�0	 ���������'	 �����, "��� ���	�
0�1����0 
���� ����0	���� � ����	� '.���,
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�	� ���
�����

����0	���0 �����	� ��.	 � ����������.9�	���	��	:�-0 ������.9�-0 ����
�	�	0 �������

Θ = λk⊗ k+ μ(E− k⊗ k). G*),*H

����0 �/����97 /�	 ����� 0��� ��.� ���:	.	5�� �� 	�� ��00����� ��.�,
� ������ 0��� ��.� 5����	 :�����:.�� '�
��� ����5��97 ��� /�	 :	�	�	�



�.��� ��	����� ������ � ������ )
������� +	�

�	����	'	 :	:���/�	'	 ����5� �	�:����� � :	�	�	�	0 ��.�, &�	�	� �	���
����5� �����:.�� � :	�F�:����17 �	�	�-� �	:����@� ��	
	��	� ���A����
����5� �	���' �	
������	� 	��,

����5��9 
���0 �/����9 
��-�����	��-0 � ������5�0-07 ��� D�	 	
�
A�:����	 � .���������, ����0 �/����97 /�	 � ����2	�0��	����	0 �	��	�
��� ����5��9 :�0	.����� � �'	 	�9 ��:���.��� :	 �����/�	0� ����	�� k,
�	.	5���� :	:���/�	'	 ��/��� ����5� � 	��/���	� G����2	�0��	����	�H
�	�2�'������ 
���0 	:����.�9 �		������	� sE 0 ≤ s ≤ l, &���	� :	.	�
5��� �	/�� ����5� � 	��/���	� �	�2�'������ 
���0 	
	���/��9 ����	�	0
r(s) = sk, &���	� :	.	5��� �	/�� ����5� � �����.9�	� �	�2�'������ 
��
��0 	
	���/��9 ��0�	.	0R(s, t), ����9 ����	�-N(s, t) �M(s, t) 	
	���/�@�
����	�- ���������1 ���.�� � 0	0���	� � ����5��,

<�:�F�0 �������� ���5��� 
��-�����	��	'	 ����5�7 �, �, ��������
���������	����E

N ′(s, t) = 0, M ′(s, t) +R ′(s, t)×N(s, t) = 0, f ′ = ∂f/∂s. G*),(H

�		��	F��� �:��'	��� �0�@� ���

M(s, t) = P ·C ·PT ·Φ, G*),6H

'�� P(s, t) O ����	� :	�	�	�� :	:���/�	'	 ��/��� ����5�RΦ(s, t) O ����	�
��'�
�M���/���7 ����	� 5����	���C �/������ ����������.9�	���	��	:�-0E

C = C1(E− k⊗ k) + C3k⊗ k , G*),8H

'�� C1 � C3 O 5����	��� ����5� �� ��'�
 � ���/���� �		����������	,
&���	� ��'�
�M���/��� Φ(s, t) ����� � ����	�	0 :	�	�	�� ���������0

�����	��E
P ′(s, t) =Φ(s, t)×P , R ′ = P · k , G*),+H

'�� ��	�	� ��������	 �-��5��� ��.	��� ������5�0	���, &���	�- �����.�
��	��	� v(s, t) � �'.	�	� ω(s, t) ��	�	���� 	:����.@�� :	 2	�0�.�0

v(s, t) = Ṙ(s, t), Ṗ(s, t) =ω(s, t)×P(s, t), ḟ = ∂f/∂t. G*),;H

4�22�������� G*),+H :	 ���0��� � �/��-�� G*),;H7 :	.�/��0

(P ′)· = Φ̇×P+Φ× (ω×P).

4�22�������� ��	�	� ��������� � G*),;H � �/��-�� G*),+H7 :	.�/�0

(Ṗ) ′ =ω ′ ×P+ω× (Φ×P).



+	+ ����� �.� �
�7���� 	��
�� 	��� �� %�����
!���� ��%�� �	�
���

�	��	.9�� ��22�������	���� :	 �		�������0 � ���0��� :�������	�	/�
�-7 �	 �� :	�.����1 ���1 ��������� �.����� ��������	 �1 :���-1 /�����E

Φ̇×P +Φ× (ω×P) =ω ′ ×P+ω× (Φ×P).

�0�	5� D�	 ��������	 �:���� �� PT 7 :	.�/��0

Φ̇×E+Φ× E×ω =ω ′ × E+ω×E×Φ.

&-/��. ����	��-� ���������- 	� 	
��1 /����� D�	'	 ���������7 :	.��
/��0

−2Φ̇+ω×Φ = −2ω ′ +Φ×ω,
�.� � ���'	� 2	�0�E

Φ̇(s, t) =ω ′(s, t) +ω×Φ(s, t). G*),=H

��������� G*),=H � '�	0����� �������	 :	� ��������0 ��������� ������
���- ?, �������, � ��� 	�� :	��	.@� �-/��.�9 :�	���	��-� 	� ����	��
��'�
�M���/��� :	 ���0���, �������� G*),=H � 0�1����� :����	 ���-���9
����0���/����0� ��������0� �	�0����	��� ��2	�0����, "
����0� � 2	��
0�.��	��� �����-1 ��.	���, ����0 �/����97 /�	 �	��� ����5� s = 0 �����:�
.�� � :	�F�:����1, �	'��

s = 0 : R(0, t) = 0 , P(0, t) = (1−cosα)k⊗k+cosαE+sinαk×E , G*),>H

�, �, :	�	�	� �����:.���	'	 �	��� ����5� :�	��1	��� ���	'	 �	���' ����	�
�� k, 4. �'.� α(t) :	.�/��0 ���������

α̇(t) =ω(0, t) · k , G*),3H

�, �, �'	. α7 �		
A� '	�	�7 ������� �� 	:����.��, � �	��� ����5� s = 0

:��.	5�� 0	0��� Mmot7 ��������0-� ���'���.�0E

Mmot =Mmot k . G*),*)H

�����/�	� ��.	��� �� �	��� ����5� s = 0 ���� �	:	.����.9�	� �������
���

Mmot = −k (k ·M(0, t)) ⇒ Mmot = −k ·M(0, t), G*),**H

:	��	.@A�� 	:����.��9 �'	. α7 �, �, �'	. :	�	�	�� ��/�.9�	'	 ��/���
����5�,

��	0� �	'	7 :��0�0 �. ���'���. :�	����F�@ 1�������������

Mmot = −ν(α̇ −ω0), ν > 0 , G*),*(H



�.�0� �	�!���
�� �
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'�� :���0��� ν 1������������ 0	A�	��9 ���'���.E ν = ∞ O ����.9�-�
���'���.9 ��	'����/���	� 0	A�	���R ω0 O �	0���.9�� /���	�� ���'���.,

����0 	
���	07 	�	�/���.9�	 �����-� ��.	�� :�� s = 0 �0�@� ���

R(0, t) = 0, ν(α̇ −ω0) = k ·M(0, t) ,

P(0, t) = (1 − cosα)k⊗ k+ cosαE+ sinαk×E .
G*),*6H

%�	
- :	.�/��9 �����-� ��.	�� �� �	��� s = l7 ��	
1	��0	 ��:����9
�������� ����0��� �. �����	'	 ��.�7 :�����:.���	'	 � D�	0� �	��� ����5�
�, ��� D�	0 �/����07 /�	 ����	� :	�	�	�� �����	'	 ��.� ����� ����	�� :	�
�	�	�� �	����	'	 ��/��� s = l, �	'��7 	/�����	7 �0��0 ��������

mR̈(l, t) = −N(l, t) ,[
P(l, t) ·Θ ·PT(l, t) ·ω(l, t)

]·
= −M(l, t) +Mex ,

G*),*8H

'�� m O 0���� ��.�7 Mex ���9 ���F��� 0	0��� G��'�����H7 :��.	5���-� �
�����	0� ��.�,

4. ���F��'	 0	0���� 0	5�	 :���.	5��9 0�	'	 ���.�/�-1 :�������.��
���7 �	�	�-� ��A�������	 ������ 	� �	������-1 ��.	��� ����/�, & ����	�
��
	�� 
���� ����0	���� :�	����F�� �.�/�� �.��A�'	 0	0����

Mex = MP(l, t) · k . G*),*+H

%�	
- ���	�/��9 :	����	��� ����/�7 ��	
1	��0	 �2	�0�.��	���9 ��/�.9�
�-� ��.	��, "����	 ��� ���������� ���	�/��	��9 �����	����	'	 ��5�0� ����
A���7 � �� �	������	� :	������� �����0- :�� ������-1 ��/�.9�-1 ��.	���
1, �	D�	0� �	:�	� 	 ��/�.9�-1 ��.	��1 	�����0 � ��	�	��,

��0�� ���%�������� 
��7���� �
������ ����

��F���� ����/� G*),(HMG*),+H7 G*),*6HMG*),*+H 
���0 �����9 � ���� ������
	����	'	 ���A���7 :�� �	�	�	0 ����5��9 	������ :�0	.�����-07 � ��.	
���A���� �	���' ��	�� 	�� ��	��	:�� k,

����	� :	�	�	�� :�� D�	0 �0��� ���

P = (1− cosϕ)k⊗ k+ cosϕE+ sinϕk× E, G*),*;H

'�� �'	. :	�	�	�� :	:���/�	'	 ��/��� ����5� ���9 2����� s � t7 �, �,
ϕ = ϕ(s, t), & D�	0 �.�/�� ����	� ��'�
�M���/��� � �'.	�� ��	�	��9 �-�
/��.@�� :	 :�	����F�0 2	�0�.�0

Φ(s, t) = ϕ ′(s, t)k, ω(s, t) = ϕ̇(s, t)k. G*),*=H



+	* ����� �.� �
�7���� 	��
�� 	��� �� %�����
!���� ��%�� �	�
���

�	��	.9�� ����5��9 	������ :�0	.�����-0 � ������5�0-07 �	 :	.��
/�0

R(s, t) = r(s) = sk. G*),*>H

����	� ��������� �����0- G*),(H � :���	� ��.	��� �� G*),*8H ��@� � �/��
�	0 G*),*>H7 /�	 ����	� ���������1 ���.�� ����� ��.@E N = 0, �	'�� ��	�	�
��������� �����0- G*),(H ����

M(s, t) = M(t). G*),*3H

� ���'	� ��	�	�-7 �� G*),6H7 G*),8H � G*),*=H �.�����

M(s, t) = C ·ϕ ′k = C3ϕ
′(s, t)k. G*),()H

��������� G*),*3H � G*),()H ����7 /�	

M(s, t) =M(t)k, ϕ(s, t) = sM(t)/C3 + α(t). G*),(*H

<���9 �/���	7 /�	 α(t) = ϕ(0, t), �	�����. G*),(*H � G*),*6H7 :	.�/��0

ν(α̇ −ω0) =M(t), ω0 = const. G*),((H

��:��9 ����0	���0 ��	�	� �� ��.	��� G*),*8H, �	�����. � ��'	 G*),*;H
:��

ϕ(l, t) = lM(t)/C3 + α(t)

� �/��-�� ��	�	� �� �������� G*),*=H7 :	.�/��0

Θ · ϕ̈(l, t)k = −M(t)k +Mk.

� �/��	0 �-��5��� �. ����	�� ������� G*),*H :	�.����� ��������� :���
��0��� ���

λ
(
l M̈(t)/C3 + α̈(t)

)
= −M(t) +M. G*),(6H

 ��.@/� 	��@�� 0	0��� M(t) � :	0	A9@ �������� G*),((H7 :	.�/��0
��������� �. �'.� αE

γ(α̇ −ω0)
·· + λα̈ = −ν(α̇ −ω0) +M, γ ≡ νλl/C3. G*),(8H

&����0 �	��@ :���0����@

x(t) = α̇(t) −ω0. G*),(+H

�	'�� ��������� G*),(8H :��0�� ���

γẍ+ λẋ+ νx = M. G*),(;H



�.��� 4����� )�	$����	� �	�!���
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�7���� 	��
�� 	��� �� ��%�� �	�
��� +		

��� .�'�	 �����97 :�� .@
-1 ��/�.9�-1 ��.	��1 ��F���� �������
�� G*),(;H ����0��� � �����	����	0� ��F���@

x = M/ν, α = (ω0 +M/ν)t. G*),(=H

"
-/�	 M < 0 G0	0��� P�����Q �.� ���'� ��'�����H7 ��� /�	 �'.	��
��	�	��9 �����	����	'	 ���A��� 	���-����� ����	.9�	 0��9F�7 /�0 �	0��
��.9�� �'.	�� ��	�	��9 ���'���.,

�	�/�����07 /�	 :	���	���	� /����	� ��F���� G/����-� ��5�0 ���A��
��H �.��� �	/�-0 ��F����0 ��1	��	� � ��.9�	 ��.�����	� ����/�, &	�
:�	� 	 ���.������ ���	'	 ��F��� � ���������.9�	��� ����	 ����� � :�	
.��
0	� �'	 ���	�/��	���,

��0�� 4����� ����)�
���� ���%��������� 
��7����

�
������ ���� �� ��*��� �������

����)�� C	������+ � ��	��(�+"

&-F� 
-.	 :	�����	7 /�	 ����/� G*),(HMG*),+H7 G*),*6HMG*),*+H �	:������
�	/�	� ��F����7 	:��-���0	� 2�����0�E

R(s, t) = sk , N = 0 ,

P(s, t) = Q(ϕk) = (1 − cosϕ)k⊗ k+ cosϕE+ sinϕk× E ,

M = Mk, ϕ = sM/C3 + α(t), α = ωt, ω = ω0 +M/ν.

G*),(>H

%�	
- ���.��	���9 ���	�/��	��9 ��F��� G*),(>H7 ��	
1	��0	 ����0	��
���9 �	�0�A���	� ���5����E

Rε(s, t) = sk+ εu(s, t), Nε = εN(s, t), |ε|  1, G*),(3H

Pε(s, t) = (E+ εθ(s, t)× E) ·Q(ϕk). G*),6)H

4. �	�0�A���	'	 ����	�� ��'�
�M���/��� �:�����.��� 2	�0�.�

Φε = εθ
′ +

M

C3
(k+ εθ× k). G*),6*H

4. �	�0�A���	� �'.	�	� ��	�	��� �0��0 ���.	'�/�	� :�������.����E

ωε = εθ̇ +ω (k+ εθ× k), G*),6(H
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!���� ��%�� �	�
���

'�� ω 	:����.��	 �-��5����0 G*),(>H, �	�����. G*),6)H � G*),6*H � G*),6H7
:	.�/��0 �-��5���� �. �	�0�A���	'	 ����	�� 0	0����E

Mε = Mk+ ε (C1γ
′ −Mk× γ+ C3β

′k), G*),66H

'�� �. �������� θ ����	�� :	�	�	�� :����	 ���.	5����

θ = γ+ βk, γ · k = 0. G*),68H

�	�����. �-F�:��������-� :�������.��� � �������� ������������
����5� G*),(H7 G*),6H7 :	.�/��0

N ′ = 0, C1γ
′′ −Mk× γ ′ + C3β

′′k+ k×N = 0. G*),6+H

&�	�	� �� �������� G*),+H ����

u ′ = γ× k. G*),6;H

�����-� ��.	�� G*),*H �. �����	����	'	 ���5��� :����0�@� ���

u(0, t) = 0, β ′(0, t) = 0, γ(0, t) = 0. G*),6=H

�����-� ��.	�� G*),*8H :	�.� ���.	5�-1 :��	
���	����� ��	��� � �.��
��@A�0E

mü(l, t) = −N , G*),6>H

μγ̈(l, t) − λωk× γ̇(l, t) + C1γ ′(l, t) = 0, G*),63H

λβ̈(l, t) + C3β
′(l, t) = 0. G*),8)H

<���/� G*),6+HMG*),8)H �.�� �	
	� �����0� ��������� � �������1, ��.�
	�� �0��� �	.9�	 	'����/���-� �� ���0 ���0���	0 �������.� ��F���7 �	 ���
�.����0	� �����	����	� ���A���� �����	'	 ��.� �� '�
�	0 ����5�� �/������
���	�/��-0,

��	����� ��	�	� �� ��������� G*),6+H �� 	�� k7 :	.�/��0

β ′′(s, t) = 0 ⇒ β ′ = 0 ⇒ β(s, t) = β(t).

��.	��� β ′ = 0 �.����� �� G*),6=H, ��:��9 ��������� G*),8)H :����0���
���

β̈ = 0 ⇒ β(t) = a+ bt.

 �-0� �.	��0�7 �0��0 �����	�/��	��9 :	 �'.� β7 �	 D�	� ��� �����	�/��
�	��� �� 	:����7 � � ��5�����	0 :.���7 ��� :����.	7 �� ���������, �	D�	0�
� ��.9���F�0 
���0 ����0��9� �	.9�	 :	:���/�-0� �	.�
���0�7 :��/�0
����	� :���0�A��� u 
���0 �/����9 	��	'	��.9�-0 k7 ��� D�	 ����	 ��
�������� G*),6;H,



�.��� 4����� )�	$����	� �	�!���
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�7���� 	��
�� 	��� �� ��%�� �	�
��� +	6

����)� >����� � ��$*��� �� !	� �� �� ���� ���9���� �������

�	.�� �����0� ��������� � �������1 �.��� ���90� '�	0	���	�7 �
��.��		
����	 ���/�.� ����0	����9 �.����/����� �.�/�� M = 0,

 � ��������� G*),6+H :�� M = 0 �.�����

N = N(t), C1γ
′′ = −k×N(t), u ′ = −k× γ. G*),8*H

 ���'���� �����0� G*),8*H � :�	�	� ���	�	�-� �-/��.���7 :	.�/��0

N(t) =
12C1

l3
u(l, t) +

6C1

l2
k× γ(l, t),

γ ′(l, t) = −
6

l2
k× u(l, t) +

4

l
γ(l, t).

�	�����. D�� �-��5��� � �������� G*),6>H � G*),63H7 :	.�/��0 ������
0� ���1 ��������� �. 	:����.��� 2������ u(l, t) � γ(l, t)7 �	�	�-� ��5�
	
	���/�@�� ul(t) � γl(t)E

mül +
12C1

l3
ul +

6C1

l2
k× γl = 0, G*),8(H

−
6C1

l2
k× ul + μγ̈l − λωk× γ̇l +

4C1

l
γl = 0. G*),86H

 ��.@/� :���0����@ γl(t) �� �������� G*),86H � :	0	A9@ �������
�� G*),8(H7 :	.�/��0 �����F�@A�� ��������� �. 2������ ul(t)7 �, �, �.
����	�� :	:���/�	'	 �0�A��� �	��� ����5� � �����-0 ��.	0E

μml2

6C1
u····l−

λωml2

6C1
k×u···l+

(
2μ

l
+
2ml

3

)
ül−

2λω

l
k×u̇l+

2C1

l2
ul = 0. G*),88H

%����-� ��F��� D�	'	 �������� �A�0 � ���� ���A�@A�1� �	���' k
:	��	��-1 ����	�	� a7 �	�	�-� 	��	'	��.9�- kE

ul(t) = Q(ptk) · a . G*),8+H

�	'.���	 G*),8+H7 �-��5��� �. :�	���	��-1 �0�@� ���

u̇l = pk× ul, ül = −p2ul, u···l = −p3k× ul, u····l = p4ul.
�	�����. D�� :�������.��� � G*),88H7 :	.�/��0

μml2

6C1
p4 −

λωml2

6C1
p3 −

(
2μ

l
+
2ml

3

)
p2 +

2λω

l
p+

2C1

l2
= 0. G*),8;H
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��.� �	��� D�	'	 �������� ��A�������-7 �	 ���A��� ���	�/��-7 ��.�
:	�.@�� �	0:.����-� �	���7 �	 ���'	�	0����/����� 2������ �	0:.����
�	'	 ��'�0���� 
���� �	���5��9 � ��
� '�:��
	.�/����� 2������7 �, �, ����
��A�� :	 0	��.@ ��F���, 4. �������� G*),8;H ��A�������	��9 ���1 �'	
�	���� :	���-����� D.�0������	, & ��0	0 ��.�7 	
	���/�0 .���@ /���9 �����
���� G*),8;H /���� F(p)7 �	�	��@ ��:�F�0 � ����

F(p) ≡ μml
2

6C1
p4 −

2λω

l
p

(
ml3

12C1
p2 − 1

)
−

(
2μ

l
+
2ml

3

)
p2 +

2C1

l2
.

&-/��.�� ���/��� D�	� 2������ � �	/��1 p = ±
√
12C1/(ml3) 7 :	.�/�0

F

(
±
√
12C1

ml3

)
= −

6C1

l2
< 0,

:��/�0 D�	 ����������	 �:�����.��	 :�� ���1 ���/���1 ω, �/��0 ��:��9
	/�����-� �����������E

F(±∞) = +∞ > 0, F(0) = 2C1/l
2 > 0.

���.�� '��2��� 2������ F(p) �
�5����7 /�	 F(p) �0��� ��� 	�������.9�
�-1 � ��� :	.	5���.9�-1 �	��,

 ���7 :�� M = 0 ���A��� �����	'	 ��.� �� '�
�	0 ����5�� ���	�/��-
	��	����.9�	 0�.-1 �	�0�A����, ?�	� ����.9��� ����	 � 1	�	F	 ��������,
<���9 :�	��	 :	�����	7 /�	 ��:	.9���0-� � ��
	�� :	�1	� :	.�	��9@ �		��
��������� �.����/���	0�,

����)�% ����� 	��	�9�?.��� �	������+
!	� ��$ ���� ���9���� �������

��.� ���F��� 0	0���7 �������@A�� �� ��.	7 	�.�/�� 	� ��.7 �	 ����/�
���/���.9�	 ��.	5���� :	 ��������@ � ����/��7 ����0	�����	� � :���-�
��A�0 :	������.�, ����������.9�	 ����0	���0 ��:	0	'���.9��@ ����/�7 �	�
��	A�@ � ����'���	����� ��	�	'	 �������� �� �����0- G*),6+HE

C1γ
′′ −Mk× γ ′ = −k×N, N(s, t) = N(t). G*),8=H

& ��/����� �����-1 ��.	��� :��0�0 �.���@A��E

s = 0 : γ(0, t) = 0, s = l : γ(l, t) = γl(t). G*),8>H



�.��� 4����� )�	$����	� �	�!���
�� �
�7���� 	��
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��� +��

��F�� �	��/�	� ��.9@ �� D�	0 :���������.9�	0 D��:� �.��� �-���
5���� 2������ γ ′(l, t) � N(t) /���� 2������ γl(t) � u(l, t), ��.� D�	 
��
��� ���.��	7 �	 �������� G*),6>H � G*),(3H �	����� �����0� ���1 	
-��	�
����-1 ��������� �. 2������ γ(l, t) � u(l, t)7 ��F���� �	�	�-1 :	��	.��
���.��9 �-�	� 	
 ���	�/��	��� �.� �����	�/��	��� �����	����	'	 ��5�0�
���A��� �����	'	 ��.� �� '�
�	0 ����5��, "
����0� � ��F���@ ����/�
G*),8=H7 G*),8>H, �0�	5� 	
� /���� �������� G*),8=H ����	��	 �� k �.���7
:	.�/��0

C1k× γ ′′ +Mγ ′ = N.

 ���'���� D�	 ��������� 	��� ���7 :	.�/��0

C1k× γ ′ +Mγ = C1k× γ ′
0 + sN, γ ′

0 = γ
′(0, t).

 ��.@/� � :	0	A9@ D�	'	 �������� ����	� k×γ ′ �� �������� G*),8=H7
:��1	��0 � ��������@

γ ′′ +
α2

l2
γ = −

1

C1
k×N+

αs

lC1
N +

α

l
k× γ ′

0, α ≡ Ml

C1
. G*),83H

�	.�/�.� .�����	� ��22�������.9�	� ��������� � :���	� /���9@, �'	
	
A�� ��F����7 ����.	�9 
-7 0	5�	 :���������9 � ���� ��00- .@
	'	 /����
�	'	 ��F��� ��	��	�	��	'	 �������� � 	
A�'	 ��F��� 	��	�	��	'	 �����
����, "��	 �� /����-1 ��F���� G*),83H �0��� ���

γ∗ =
l2

α2

(
−
1

C1
k×N +

αs

lC1
N+

α

l
k× γ ′

0

)
.

"����	 ��:	.9�	���9 D�	 /����	� ��F���� ��.9�7 :	��	.9�� :�� α → 0

	�	 :�������� ��A����	���9, �	D�	0� 	
A�� ��F���� ���5� �	.5�	 �	����
5��9 	�	
���	���7 �	�	�-� �	.5�- �	0:�����	���9 	�	
���	��� � /����	0
��F����, & ����.9���� :	.�/���� 	/��9 �.	5�� � '�	0	���� 2	�0� :����
����.��� ��F���, �	D�	0� ��5��� :���:	/����.9�-0 �	�:	.9�	���9� 0��
�	�	0 �������� :�	���	.9�-1 :	��	��-1, $	� D�	� :��9 
-����� :���	���
� ��.�7 �	 ��� 5� 	� 	/��9 �.����7 � ���� .� �0��� �0-�. �	�:�	���	���9 �'	
� ����	� ��
	��, �	D�	0� ����9 0- �	�:	.9���0� :��
.�5���-0 ��F����0
�������� G*),83H7 �	�	�	� � �	/�	��� �	�:����� � '.���-0� /.���0� ���0:�
�	��/���	'	 ���.	5��� �	/�	'	 ��F��� �������� G*),83H :�� 0�.-1 α,

& ��.9���F�0 
���0 �/����9 �:�����.��-0 ��.9�	� ����������	

|α| =

∣∣∣∣MlC1
∣∣∣∣ 1. G*),+)H
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� :�����/���	� �	/�� ����� D�	 	'����/���� ����A�������	7 ��� ��� ���
5� �. ���/���� ����A�'	 0	0����7 :���	�A�1 � �	�����	����@ :.�����
/����1 ��2	�0���� � ����5��7 0	��.9 α �� :���	�1	��� ���/��� |α| = 0, 01,
��.� :����9 G*),+)H7 �	 � �	/�	��9@ �	 0�.-1 ��	�	'	 :	���� �0���	 G*),83H
0	5�0 ��:����9

γ ′′ = −
1

C1
k×N+

αs

lC1
N+

α

l
k× γ ′

0. G*),+*H

?�	 ��������� ����'������� �5� D.�0������	E

γ ′ = −
s

C1
k×N+

αs2

2lC1
N+

αs

l
k× γ ′

0 + γ
′
0 . G*),+(H

 ���'���� D�	 �		��	F����7 ��1	��0

γ(s, t) = −
s2

2C1
k×N +

αs3

6lC1
N+

αs2

2l
k× γ ′

0 + sγ
′
0. G*),+6H

�	.�'� ����9 s = l7 :	.�/��0

γl = −
l2

2C1
k×N+

αl2

6C1
N+

αl

2
k× γ ′

0 + lγ
′
0. G*),+8H

�	�����. G*),+6H � G*),6;H � ����'���� :	.�/��F��� ��������	7 ��1	�
��0 �-��5���� �. ����	�� :	:���/�-1 �0�A����E

u(s, t) = −
s3

6C1
N −

αs4

24lC1
k×N+

αs3

6l
γ ′
0 −
s2

2
k× γ ′

0. G*),++H

<�0���07 /�	 �	'.���	 G*),++H ����	� u(s, t) O :.	����7 �, �, u · k = 0,  �
G*),++H :	.�/��0

ul(t) = −
l3

6C1
N−

αl3

24C1
k×N+

αl2

6
γ ′
0 −
l2

2
k× γ ′

0. G*),+;H

��������� G*),+8H � G*),+;H :	��	.@� �-�����9 ����	�- N(t) � γ ′
0(t) /��

��� ����	�- ul(t) � γl(t)E

N =
12C1

l3
ul +

6C1

l2
k× γl +

αC1

l2
γl , G*),+=H

γ ′
0 = −

2

l
γl +

α

2l
k× γl +

α

l2
ul +

6

l2
k× ul . G*),+>H

& D��1 �-��5���1 ���5� 	�
�	F��- �.�'��0-� :	����O(α2), ���	���7
��:	.9�� G*),+=H � G*),+>H7 .�'�	 :	.�/��0 �-��5���� �. γ ′

l(t)E

γ ′
l =
4

l
γl −

6

l2
k× ul +

α

2l
k× γl +

α

l2
ul . G*),+3H
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��:��9 �5� 0	5�	 �-:����9 �����F�@A�� ��������7 	:��-��@A�� ���
��0�/���	� :	������� �����	'	 ��.� �� '�
�	0 ����5�� �
.��� �����	����	'	
���A���, "�� :	.�/�@�� :	�.� :	�����	��� �-��5���� G*),+=H � G*),+3H �
�������� G*),6>H � G*),63HE

mül +
12C1

l3
ul +

6C1

l2
k× γl +

αC1

l2
γl = 0, G*),;)H

−
6C1

l2
k× ul +

αC1

l2
ul + μγ̈l − λωk× γ̇l +

4C1

l
γl +

αC1

2l
k× γl = 0. G*),;*H

�	.�'� ����9 α = 07 :��1	��0 � ��������07 �5� ����0	�����-0 � :	��
�����.� *),8,(7 '�� 
-.	 :	�����	7 /�	 �1 ��F��� 	'����/��- �	 ���0���7
�, �, ��0 0- �0�.� ���	�/��	��9 �����	����-1 ���A����, ��.� � G*),;)H7
G*),;*H :	.	5��9 ����-0� ��.@ 0	0���- ������� μ � λ � �/���9 �		��	F��
��� α ≡ Ml/C17 �	 :	.�/�0 ���������

mül +
3C1

l3
ul +

9M

8l2
k× ul = 0. G*),;(H

?�	 ��������� ���5� 	/��9 1	�	F	 �������	E 	�	 �	������� :�� ���.���
���	�/��	��� :	.	5���� ����	���� ����5�7 ����/���	'	 0	0���	0M,  ��
�����	7 /�	 :�� .@
-1 ��	.9 �'	��	 0�.-1 ���/���1M ��F��� ��������
G*),;(H ��	'����/���	 �	������@� �	 ���0���,  �-0� �.	��0�7 ����	�����
�	��	.9�	'	 ����5�7 ����/���	'	 ��	.9 �'	��	 0�.-0 �.��A�0 0	0���	07
�����	�/��	3,

&	:�	�7 	���� �� �	�	�-� ��0 ��	
1	��0	 �����7 ���.@/���� � �.���@�
A�0E ��� :	�.��� 0�.-� �.��A�� 0	0��� �� �����	����-� ���A���7 ��
�	������� .� � ����9 �.����7 ���.	'�/�	� :����	��� �, #, ���	.��`

����)�) >����� � ��$*��� ��  ��(����	��" �	�.���$
!	� ��$ ���� ������  ���+.��� �������

&����0 � ����0	������ 	
-��	����-� ��22�������.9�-� 	:����	�-E

Lm =m
d2

dt2
+
12C1

l3
, Lμ = μ

d2

dt2
+
4C1

l
, Lω = λω

d

dt
−
αC1

2l
. G*),;6H

3 !����#�%(��� ��&�/��%��&� ,(%��%����/ 2��8�1�,(=�� 2�����;��1� �&�,-��) �2,�$
�����1� �2��; �1�#�� 0(�70 ���#�:�0 0�0��&�0) 0�-�� �(/&� % ,("#��� 6
��
 !����$
#�%(��� ��&�/��%��&� ,(%��%����/ 2��8�1�,(=�� &%�,#�1� &��( �( ��,�1�0 ����%(���)
�('�#�:�1��� ��# #�/�&%��0 �2��; �1�#�� 0(�7' 2,�&�:�' 0�0��&�% ,("��1� %�#() % &�0
����� � ���#�:�1� 0�0��&() ��#�,-�&�� % ,("#��(' 	
	 � 	
�
 �����	�� �	
��
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&����0 :.	���� ����	��-� 	:����	�-E

A = (E − k⊗ k)Lm, B = −
6C1

l2
k× E+

αC1

l2
(E − k⊗ k),

C = (E − k⊗ k)Lμ − k×ELω .

G*),;8H

��� .�'�	 �
����9�7 D�� 	:����	�- :�������	�	/�-, �����0� ���������
G*),;)H7 G*),;*H :���:�F�0 � ����

A · ul +BT · γl = 0, B · ul +C · γl = 0. G*),;+H

�	������	��� 	:����	�	0 C �� :���	� ��������� G*),;+H � ����0 ���.@�
/�� γl � :	0	A9@ ��	�	'	 �������� G*),;+H7 :	.�/�0 �.���@A�� ���������
�. ����	�� ulE (

A ·C−BT ·B) · ul = 0. G*),;;H

& ���������	0 ���� :	�.����� ��������� �0��� ���(
LμLm −

36C21
l4

)
ul −

(
LmLω +

12αC21
l4

)
k× ul = 0. G*),;=H

����:�F�0 D�	 ���������7 �-��.�� � ��0 �.�'��0-�7 :�	:	���	��.9�
�-� αE(
LmLμ −

36C21
l4

)
ul−λωLmk× u̇l+

αC1

2l

(
m
d2

dt2
+
12C1

l3

)
k×ul = 0. G*),;>H

��.� ����9 :����9 α = 07 �	 :	.�/�0 ��������� G*),88H7 ��F���� �	�	�	�
'	 
-.	 :	���	��	 � :	������.� *),8,(, ��0 
-.	 :	�����	7 /�	 	
A�� ��F����
�.��� ��:��:	������ /��-��1 ���A�@A�1� �	���' k ����	�	�7 0	��.� �	�
�	�-1 :	��	��-, #�'�	 �
����9�7 /�	 :�� α �= 0 ��������� G*),;>H ��F����
���	'	 ��:� �� �	:������, �0:.����� ���A���� G�����	��� 	� �:���� �	 	��
kH �� 0	5�� 
-�9 :	��	��	� �� :�� ����1 ��/�.9�-1 ��.	��1, �.��	���
��.9�	7 �����	� ��.	 
���� .�
	 ��.	��9� 	� 	�� k7 .�
	7 ��:�	���7 �����
0��9� � 	��, &	 ��	�	0 �.�/�� �0��0 ���	�/��	��9 �����	����-1 ���A����7
� � :���	0 �.�/�� O �����	�/��	��9, "
A�� ���.�� ���	�/��	��� ��	����
� 	:����.���@ �	���� :	.��	0� �	�90	� ���:���7 /�	 0	5�	7 �	��/�	7 ����
.��97 �	 D�	 �-.������ � �	�	.9�	 
	.9F�� �-/��.���, �	 D�	� :��/���
� ����	� ��
	�� 	'����/�0� :��
.�5���-0 G���0:�	��/����0H ���.��	07
�	�	�-� ��0 
	.�� �0�����7 /�	 ��0	 ��������� G*),;>H �-�����	 � �	/�	��9@
�	 /.��	� :	���� O(α2), ����0 �����5���9 �.���@A�0 	
���	0, ��� α = 0

��5�	� /����	� ��F���� �������� G*),;>H �..	�9 ���A����0 � :	��	��	�
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�0:.����	�, ����������	 ��0��97 /�	 :�� 0�.-1 α 0- 
���0 �0��9 ���A����
� 0��.���	 0��@A��� �0:.����	�,  �:	.9���0 D�	 	
��	��.9���	 � 
���0
�����9 /����-� ��F��� �������� G*),;>H � ����

ul = Q(ptk) · v(t), p = const. G*),;3H

��� α = 0 ����	� v(t) :	��	���7 ��� D�	 
-.	 :	�����	 � :	�������
.� *),8,(, ���0�07 /�	 :�� 0�.-1 α �0��� 0���	 ���0:�	��/���	� �		�����
�����

v̇ ∼ αv. G*),=)H

&-/��.�0 :�	���	��-� 	� ul � �/��	0 �		��	F��� G*),=)H � :�� D�	0
	'����/�0� �	.9�	 /.���0� �	 :���	'	 :	���� 0�.	��� ��.@/���.9�	,

�	.�/�0E

u̇l = pk× ul +Q · v̇ , ül = −p2ul + 2pk×Q · v̇ ,
u···l = −p3k× ul − 3p

2Q · v̇ , u····l = p4ul − 4p3k×Q · v̇ .
�	�����. D�� �-��5��� � G*),;>H7 :	.�/��0 ���������

F(p)ul − F
′(p)k ×Q · v̇ +

αC1

2l

(
12C1

l3
−mp2

)
k×Q · v = 0, G*),=*H

'�� F ′(p) = dF/dp7 � :	.��	0 F(p) �0��� ���

F(p) ≡ μml
2

6C1
p4 −

λωml2

6C1
p3 −

(
2μ

l
+
2ml

3

)
p2 +

2λω

l
p+

2C1

l2
. G*),=(H

4. �	'	 /�	
- ��������� G*),=*H 
-.	 �-:	.���	7 �	����	/�	 :����9

F(p) = 0, F ′(p)v̇ +
αC1

2l

(
mp2 −

12C1

l3

)
v = 0. G*),=6H

��� 
-.	 :	�����	 �-F�7 2����� F(p) �0��� �	��	 /��-�� ��A�������
�-1 ��., ������0����0 �1 � �.���@A�0 :	����E p1 < p2 < p3 < p4, �	���
p1 � p2 	�������.9�-7 � �	��� p3 � p4 O :	.	5���.9�-, ��	0� �	'	7 �:���
���.��- �����������E

p21,4 >
12C1

ml3
, p22,3 <

12C1

ml3
. G*),=8H

��F���� ��	�	'	 �� ��������� G*),=6H �0��� ���

v(t) = Ae−qt, q =
αC1

2l

mp2 − 12C1/l
3

F ′(p)
. G*),=+H
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��� :	.	5���.9�-1 q P�0:.����-Q ����0�� � ��.@7 �, �, 	�9 ��00���
��� �����	'	 ��.� ����0��� � 	�� k7 �, �, ���	� /����	� ��F���� ���	�/��	,
����0	���0 :	�.��	����.9�	 ��� /��-�� ���/��� �	��E p17 p27 p37 p4,

����0	���0 �	���9 p1, & ��.� G*),=8H /��.���.9 � G*),=+H :	.	5���.��
G
�� �/��� ����� αH, <��/���� 2������ F ′(p) � �	/�� p = p17 	/�����	7 	��
������.9�	, �.��	����.9�	7 ���� q :�	���	:	.	5�� ����� α, ����0 	
���
�	07 /����	� ��F����7 	���/�@A�� �	��@ p17 �
-���� :�� α < 0 � ������
:�� α > 0,

����0	���0 �	���9 p4, & D�	0 �.�/�� ���/���� 2������ F ′(p) � �	/��
p = p4 :	.	5���.9�	, �.��	����.9�	7 q > 0 :�� α > 0 � q < 0 :�� α < 0,
 �-0� �.	��0�7 �. /����	'	 ��F���7 	���/�@A�'	 �	��@ p = p47 �0��
�0 �������@7 :�	���	:	.	5��@ �.�/�@ p = p1, ?�	 	���/���7 /�	 � .@
	0
�.�/�� :�� .@
	0 ���/���� �'.	�	� ��	�	��� � :�� .@
	0 ���/���� α7 �, �,
���F��'	 0	0���� M7 �0��0 �����	�/��	��9,

��� 
-.	 :	�����	 �-F�7 ��	.9 �'	��	 0�.-� �.��A�� 0	0��� :	�	5���
�� �����	�/��	��9 ���A��� �����	'	 ��.� �� '�
�	0 ��.�, �	5�	 �
����9�7
/�	 0����-� ���F��� 0	0��� ���5� :���	��� � �������@ �����	�/��	���,
�	.�� �	'	7 ���F��� G��	.9 �'	��	 0�.-�H �	��������7 ��� :����.	7 �����
� �����	�/��	��0, ��.	� ������7 ���F��� �.� ����������7 0	5�� ���5� :	�
�	5���9 �����	�/��	��97 �	 0	5�� � ���
�.����	���9 ���5���� ��.�, �	����
��� �:�/��.����7 /�	 ���A�@A��� ��.- 	���-��@�� ��
	�	�:	�	
�-0� ��
:	�	0�7 /�	 .�������	���- :��/��-7 �-�-��@A�� �����	�/��	��97 �7 ��	
	�
�	�7 ��.������� ��
-��� D��1 :��/��, & ����.9���� 	��� �����	�/��	��9 '����
���'�@,  0���	 ��� 	
��	�� ��.	 :�� �	�	��:�	0 �������� �.��A�'	 � 0����
�	'	 0	0���	�, ��� �����.9�	0 �������� ��5�-� �� ��1 ����� � �����	�/��
�	���7 �	 ��.� �1 ��.�/��- 	�����	�-7 �	 :	������� �����0- ���	�/��	,

"
����0� � D��:���0����.9�	� ��
	��  , �, ���'��� S==T, ���.��7 ���
��	.9�	 	� �	�0	5�� :	 :���	��0-0 2	�	'��2�07 :	���-����7 /�	 1�������
�����	�/��	��� ���/���.9�	 .�/F� 	:��-����� ��:	0 �����	�/��	���7 :����
����-���0-0 ����.9����0� ����	'	 �����.�7 ��5�.� ��:	0 �����	�/��	���7
	:����.�0-0 ���������0 ������0, 4��������.9�	7 ���������� 	��.	����
	� �������.9�	� 	�� �0��� 0���	 :�� .@
-1 ω, &:�	/�07 ����-�7 :���	���
0-� � S==T7 ��	 ���	����	/�- �. �	'	7 /�	
- �����9 ����� 
- �	 �� 
-.	
	�	�/���.9�-� ��5����,
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s0��, "��	��-0 �	��
���������-0 ��F����0 �.��� �����	��� �� '�
�	0 ����5��7 :��/�0 :��
��0���- ����5� � �	�	�� ���	�-7 /�	 ����5��9 �5� ��.9� �/����9 
��-�
�����	��-0, �	:-��� ��F��� D�	� ����/� �������-7 �	 	�� :���	�� �
/����-/���	 '�	0	����0 ��������07 �����	 :	���@A�0� ���.���/���	0�
���.��	����@2,
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1�1� ����%(��� "(2�.�(�&�� % &�0) �&� �,�'�#�&�� ,�<(&; �,(%����� % �(�&�7' �,��"%�#$
�7'
 @ "(#(�� � %,(:���� &%�,#�1� &��( �( 1��2�0 �&�,-�� �,(%����� #��(0�2� &%�,#�1�
&��( �1,(.& ,��; 1,(����7' ����%�/ % "(#(�� � #�8�,0�,�%(��� �&�,-��
 >��� �&�,-��;
�%���&�� ��"7��,=����70) 2(2 C&� �,�#���(1(���; % #���&�/ 1�(%�) �,(%����� #%�-����
�&�,-�� �,�#�&(%��.& ����/ �,(%����� 2%("��&(&�2� % &�0 �07���) �&� %,�0� % C&�'
�,(%�����' �1,(�& ,��; �(,(0�&,(
 �(1�#(,� C&�0� "(#(�( ,(��(#(�&�� �( #%� ��"(%���$
07�
 ��,%(� "(#(�( "(2�.�(�&�� % ��&�1,�,�%(��� �,(%����/) ����7%(.:�' #�8�,0(=�.
�&�,-��
 @ ,�"��;&(&� �� ,�<���� ��,�#����&�� 2��2,�&�7/ %�# %7,(-���/ #�� ���7 �
0�0��&() #�/�&%�.:�' �( &%�,#�� &��� �� �&�,��7 �&�,-��
 @&�,(� "(#(�( "(2�.�(�&�� %
��&�1,�,�%(��� �,(%����/ #��(0�2� &%�,#�1� &��() 2�1#( %�� #�/�&%�.:�� �( ��1� ���7
� 0�0��&7 %7,(-��7 ��,�" '(,(2&�,��&�2� #%�-���� C&�1� &��(
 @ ����(� ���,=�����1�
�&�,-�� "(#(�( �2("7%(�&�� ��:��&%���� ���-���
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& ����	� '.��� 	:��-����� 0��	�7 :	��	.@A�� ������ ����/� � ��F��
��@ 	��	����.9�	 :�	��	'	 ����'�	���22�������.9�	'	 ��������7 � �����
� �:	�	
 �'	 :��
.�5���	'	 ����'���	����, ����0	������ 	'����/��	 :�	�
����F�0 �.�/��07 �	'�� 	
� �	��� ����5� �����:.��- 	� :	:���/�-1 �0��
A���� O D�	 	��� �� ��5�0	� ��
	�- ���.9�	 ��A�����@A�� �.9����������
2�'�,

������� �� ������� ����*�

& ��/����� ��1	��-1 ���������7 	:��-��@A�1 ��.������@ ����0���
�:��'�1 ����5���7 :��0�0 ��������7 :�������.���-� � ����	� '.���7 �	
�'�	����@A�� ������@ ���A���E

N ′ = ρ0R̈, M ′ +R ′ ×N = 0, G**,*H

'�� R(s, t) = sk + u(s, t) O ����	� :	.	5��� �	/�� ����5� � �����.9�	�
�	�2�'������R s O �����	��� ��	.9 ����2	�0��	����	� 	�� :�0	.�����	�
'	 ����5�R ρ0 O :	'	��� :.	��	��9 0���- � 	��/���	� �	�2�'������R N �
M O ����	�- ��.- � 0	0���� � ��/���� ����5�,

�		��	F��� �:��'	��� �0�@� ���

N = P ·A ·PT · E , M = P ·C ·PT ·Φ , G**,(H

'�� P(s, t) O ����	� :	�	�	�� :	:���/�	'	 ��/��� ����5�RA � C O ����	�-
�:��'	���7 �-/��.���-� � 	��/���	� G����2	�0��	����	�H �	�2�'������ �
�/���@A��� ����������.9�	���	��	:�-0�E

A = A3 k⊗ k +A1(E − k⊗ k ), C = C3 k⊗ k + C1(E− k⊗ k ). G**,6H

<���9 A37 A17 C37 C1 O 5����	��� �� ����5����7 :	:���/�-� ����'7 ����
/���� � ��'�
 �		����������	R k O �����/�-� 	�� ����2	�0��	����	� 	��
����5�,

&���	�- ��2	�0���� E � Φ 	:����.@�� �		��	F���0�

E = R ′(s, t) −P(s, t) · k , P ′(s, t) =Φ(s, t)×P(s, t) . G**,8H

"
����0� � 2	�0�.��	��� �����-1 ��.	���, %���9 �� ��1 	/������ �
��:��-����� � �.���@A�0 ����E

R(0, t) = 0 , P(0, t) = Q(α(t)k),

R(l, t) · (E− k⊗ k) = 0 , N · k = 0.
G**,+H
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 G%�,#�� &��� � ����#%�-��/ &��2�/ �( ��,�1�0 �&�,-��

�/����07 /�	 �	��� s = 0 ����5� ���A���� ���'���.�0 � �	0���.9�
�	� �'.	�	� ��	�	��9@ ω0 , �	0���7 ��������0-� ���'���.�07 	:����.�0 :	
:�	����F�� 1�������������E

Mmot = −ν(α̇ −ω0), ν > 0, G**,;H

'�� ν O 1������������� 0	A�	��� ���'���., ��.� 0	A�	��9 ���'���. �/��
���9 ��	'����/���	�7 �	 ν = ∞ � α̇ = ω0 , "'����/���� 0	A�	��9 ���'���.
:�	�.��� �	.9�	 � ��5�0�1 ���'	�� � �	�0	5���,

�	�.����� ��� ��.	�� � G**,+H 	���/�@� 	��������� :	:���/�-1 �0�A��
��� � 	���	� ��.- �� �	��� s = l,

& �	:	.����� � G**,+H ��	
1	��0	 �2	�0�.��	���9 �A� ��� ��.	��7 ���
.�'��0-1 �� ����	� 0	0����, �	.9 D��1 ��.	��� �-:	.�@� �������� �����
0��� �. �����	'	 ��.� G�	�	��H7 �0�@A�'	 ��:	���5��@ �	/�� G���, **,*H,
&�	�	� ���	� ����0��� ?�.��� �. �	�	��E[

P(l, t) ·Θ ·PT(l, t)×ω(t)
]·

= M(l, t), G**,=H

'�� Θ O ����	� ������� �	�	�� � 	��/���	� �	�2�'������7 �-/��.���-�
	��	����.9�	 ��:	���5�	� �	/��, ?�	� ����	� �0��� ���

Θ = Θ3 k⊗ k +Θ1(E− k⊗ k), G**,>H
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'�� Θ3 � Θ1 O 	���	� � D����	���.9�-� 0	0���- �������, �	.�0 ��.- ��
5���� :����
��'��0, 4. �������.9�	 �����	�.���	� ������2�'� D�	 �:	.��
�	:����0	,

��.� � ��������0 G**,*HMG**,>H �	
����9 ��/�.9�-� ��.	��7 �	 :	.�/�0
:	����.����@ ��.������@ ����0�/����@ ������@ ����/�, & 	
A�� :	����	��
�� �� ��F���� ����������.9�	7 �� � ���� .� � D�	0 ���9 ��	
1	��0	��9, 4�.��
����0��������� .���������	����� :	����	���,

������ J����	���(�+ � �����" �	������$

����	� :	�	�	�� :��������0 � ��:	.9�	�����0 �'.	� ?�.��� G(,=*HE

P(s, t) = Q(ψk) ·Q(ϑi) ·Q(ϕk), G**,3H

'�� �'.- :�������� ψ7 ������� ϑ � �	
������	'	 ���A��� ϕ �.@�� 2����
��0� �		������- s � ���0��� t7 � :	�	�	�- :�	��1	�� �	���' 2�����	����
�-1 	���, &�	�	� �� ��.	��� G**,+H ����

ϑ(0, t) = 0, α(t) = ψ(0, t) +ϕ(0, t).

& ����0�������0	� ����/� �	:����0	 :����97 /�	 �'	. ������� ϑ(s, t)
0�. :	 0	��.@ �. ���1 ���/���� s � t, & D�	0 �.�/�� �-��5���� G**,3H
0	5�	 .�������	���9 :	 ϑ � ��:����9 �.���@A�0 	
���	0E

Q(ϑi) = E+ ϑi× E, P(s, t) = (E+ γ× E) ·Q(βk), G**,*)H

'��
β(s, t) = ϕ(s, t) +ψ(s, t), γ(s, t) = ϑ(s, t)Q(ψk) · i , G**,**H

� ���A�@A��� ����	� ������� γ 0�. :	 0	��.@,
�	 G**,*)H .�'�	 ����� �'.	��@ ��	�	��9 �	�	��7 ��:	.9�� :����.	 �.	�

5��� �'.	�-1 ��	�	���� G(,*+8HE

ω(t) = β̇(l, t)k+ γ̇(l, t) + β̇(l, t)γ(l, t)× k .

��	0� �	'	7 ��:	.9�� ��	��@ �� 2	�0�. G**,8H7 �-/��.�0 ��	�	� ����	�
��2	�0���� Φ(s, t)E

Φ(s, t) = β ′(s, t)k+ γ ′(s, t) + β ′(s, t)γ(s, t)× k .

#�������� ��	�	� �� �		��	F���� G**,(H :	 γ7 :	.�/��0E

M(s, t) = C3β
′(s, t)k+ C1γ

′(s, t) + C3β
′(s, t)γ(s, t)× k . G**,*(H
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���.	'�/�	� �-��5���� :	.�/��0 �. ����	�� ������/���	'	 0	0����
�	�	��E

P ·Θ ·PT ·ω = Θ3β̇(l, t)k+Θ1γ̇(l, t) +Θ3β̇(l, t)γ(l, t)× k . G**,*6H

&-��5��� G**,*(H � G**,*6H 0	5�	 �:�	����97 ��.� :����9 �	 ���0����
�.���@A�� �		
��5���, �'	. β = ϕ+ψ ��.9� �/����9 0�.-0, "����	 �'	
0	5�	 :���������9 � ����

β(s, t) = α(t) + φ(s, t) ⇒ β ′(s, t) = φ ′(s, t), G**,*8H

'�� �'	. φ(s, t)7 	:����.@A�� �:��'	� �����/������ ����5�7 ��.	5���	�
�� :	�	�	� α(t)7 0	5�	 �/����9 0�.-0, �	D�	0� �0���	 G**,*(H � G**,*6H 0	5�
�	 ��:����9

M(s, t) = C3φ
′(s, t)k+ C1γ

′(s, t), G**,*+H

P ·Θ ·PT ·ω = Θ3β̇(l, t)k+Θ1γ̇(l, t) +Θ3α̇(t)γ(l, t)× k . G**,*;H

�	5�	 :	�����97 /�	 ��2	�0���0� ����5��� � :	:���/�	'	 ����'� �
����	� ����/� �	:����0	 :����
��/9, �	'�� �0��0

E = 0 ⇒ R ′ = k+ γ× k ,

R = sk+w, w · k = 0, w ′ = γ× k .
G**,*=H

<�0���07 /�	 �.�/�� E �= 0 ��/�'	 ��������	'	 � ����0�������0	0� ��5�
�.�/�@ �� �	
��.��, �������� ���5��� G**,*H � .���������	����	� 2	�0�
�0�@� ���

N ′ = ρ0ẅ, M ′ +R ′ ×N = 0 , N · k = 0. G**,*>H

��	����� ��	�	� �� D��1 ��������� �� k7 :	.�/��0

M(s, t) · k = const ⇒ M · k = −Mmot = ν(α̇ −ω0). G**,*3H

 � G**,*=H � G**,*>H �.����� ��������� :	:���/�-1 �	.�
����

C1w
′′′′(s, t) + ρ0ẅ(s, t) = 0 . G**,()H

��	����� ��������� G**,=H �� k � �/��-�� G**,*8HMG**,*;H � G**,*3H7 :	�
.�/��0

Θ3α̈ = ν(α̇−ω0) ⇒ α̇ = ω0 + (α̇0 −ω0) exp(−νt/Θ3), G**,(*H

'�� α̇0 O ��/�.9�� ��	�	��9 ���'	��,
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<�:�F�0 �����-� ��.	�� �. �������� G**,()HE

w(0, t) = 0 , w ′(0, t) = 0 , w(l, t) = 0 ,

Θ1γ̈(l, t) +Θ3α̇γ̇(l, t)× k+Θ3ν(α̇−ω0)γ(l, t)× k = −C1γ
′(l, t).

G**,((H

�	�.����� �� D��1 ��.	��� �-������ �� G**,=H7 G**,*+H7 G**,*;H � G**,(*H,
��.� 
- D�	 ��.	��� �� �	���5�.	 γ ′(l, t)7 �	 ��� 
- 
-.	 :�	��	7 ��� ���
0	5�	 
-.	 
- ����� ����	� γ(l, t), & :�������.���	0 ���� ����/� G**,()H7
G**,((H ��F���� �� ��� :�	��	, "
����07 	����	7 ���0���� �� �	7 /�	 	��
.������, ��� :	.�/�.	�9 �	.9�	 :	�	0�7 /�	 ����/� �2	�0�.��	���� /����
0�.-� ���A�@A��� ����	� ������� γ, ��.� 
- 0- :	:-��.��9 :	.�/��9
��������� �. ϑ7 �	 	�	 
-.	 
- ��.�����-0 :�� ��	.9 �'	��	 0�.-1 �'.�1
�������3,

������% ����� � ������� L	��	�9�?.���M �	������+

"��	��� �����	��9 � ��F���� ����/� G**,()H7 G**,((H ���.@/���� � �	07
/�	 	�� �� �	:������ �����.��� :���0���-17 ��� ��� � :	�.����0 �� ��.	�
��� G**,((H �	D22������- ������ 	� ���0���, ��.� α̇ = ω07 �, �, ��.� ����
�0��������� �����	���F��� ��5�07 �	 � :�����:� ����/� 0	5�	 ��F��9
0��	�	0 ���9�, 4�.�� ��.�'���� ���'	� :	�1	� � ��F���@7 ��	�A�� �����
/� � ����'�	���22�������.9�	0� ��������@,

����0	���0 ���/�.� ��:	0	'���.9��@ ����/� �. �������� G**,()H � ����
��-0� ��.	��0�E

w(0, t) = 0 , w ′(0, t) = 0 , w(l, t) = 0 , w ′(l, t) = a(t), G**,(6H

'�� a(t) �/������ ������	� 2������� ���0���,
��F���� ����/� G**,()H7 G**,(6H 
���0 �����9 � ����

w(s, t) = v(s, t) − a(t)s2(l− s)/l2. G**,(8H

�	'�� �. 2������ v(s, t) :	.�/��0 ��	��	�	��	� ��������� � 	��	�	��
�-0� '����/�-0� ��.	��0�E

C1v
′′′′ + ρ0v̈ = ρ0ä s

2(l− s)/l2, G**,(+H

v(0, t) = 0 , v ′(0, t) = 0 , v(l, t) = 0 , v ′(l, t) = 0 . G**,(;H

3 ��#���(� ��&�(=�� %�"��2(�& � % #,�1�' "(#(�(' #��(0�2� &%�,#�1� &��( � �0
)
�(�,�0�,) ��#,("#��7 	
�
� � �
�
�
 �����	�� �	
��
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��F���� ����/� G**,(+H7 G**,(;H 
���0 �����9 � ���� ��� :	 �	
������-0
2�����0 �. ��A�0.���	� 
�.��E

v(s, t) =

∞∑
k=1

fk(t)vk(s) , G**,(=H

'��
v ′′′′k − λ4kvk = 0, vk(0) = vk(l) = 0, v ′k(0) = v

′
k(l) = 0. G**,(>H

��F��� �:�����.9�	� ����/� G**,(>H 1	�	F	 �������- S>)TE

vk = Ak
[
ch(λks) − cos(λks) − nk

(
sh(λks) − sin(λks)

)]
,

nk =
ch(λkl) − cos(λkl)

sh(λkl) − sin(λkl)
.

<���9 � �	����	/�	� �	/�	��9@ 0	5�	 :����9E

Ak = 1/
√
l, nk = 1, λk = (2k+ 1)π/2l, v ′′k(l) = 2λ

2
k(−1)

k+1/
√
l.

4. 2������ fk(t) �� G**,(+H :	.�/��0 ��������

f̈k(t) + σ
2
kfk(t) = gk(t),

σ2k ≡ C1λ4k/ρ0, gk(t) = äv ′′k(l)/λ
4
k.

G**,(3H

��F���� �������� G**,(3H �0��� ���

fk(t) = Ck cos(σkt) +Dk sin(σkt) + σ
−1
k

t∫
0

gk(τ) sin(σk(t − τ))dτ, G**,6)H

'�� Ck7 Dk O :	��	��-� ����	�-7 	:����.�0-� :	 ��/�.9�-0 ��.	��07
��.�'��0-0 �� 2�����@ w(s, t), �	�����. G**,6)H � G**,(=H � :�	�	� :���
	
���	����7 :	.�/��0E

v(s, t) = ṽ(s, t) +

t∫
0

ä(τ)

∞∑
k=1

v ′′k(l)

λ4k

sin(σk(t − τ))

σk
vk(s)dτ, G**,6*H

'��

ṽ(s, t) ≡
∞∑
k=1

(
Ck cos(σkt) +Dk sin(σkt)

)
vk(s) . G**,6(H

����0 	
���	07 ���	�� 
- �� 
-.� 2����� a(t)7 0- 0	5�0 ����� :	
G**,6*H � G**,(8H 2�����@ w(s, t)7 ��	�.���	�@A�@ :���-0 ���0 ��.	��0
�� G**,((H,
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%������	� ��.	��� �� G**,((H ���� ��������� �. 	:����.��� 2������
a(t)7 �	�	�	� �0��� ���

Θ1ä(t) +Θ3α̇ ȧ× k+Θ3ν(α̇−ω0)a× k+ 4l−1C1a+

+C1

t∫
0

ä(τ)
∞∑
k=1

[
v ′′k(l)

]2
λ4k

sin(σk(t − τ))

σk
dτ = −C1ṽ

′′(l, t).
G**,66H

& :���	� /���� D�	'	 �������� ��	�� �������� 2����� ���0���7 ��.�
�����- ��/�.9�-� ��.	�� �. 2������ w(s, t) � ẇ(s, t)7 � �	�	�-�7 �	��/�	7
�1	�� � ��/�.9�-� ���/��� a(0) � ȧ(0)7 �	 	�� ���5� �������-,

��������� G**,66H 
���0 ���-���9 	��	��-0 �.� �����F�@A�0, & 	
A�0
�.�/�� 	�	 �	����	/�	 �.	5�	�7 �
	 D�	 ���'�	���22�������.9�	� ���������
� :���0���-0� �	D22�������0� G����� ��.�/� 2������ α̇(t)7 	:����.�0	�
2	�0�.	� G**,(*HH, 4. 
��-�����	��	'	 ����5� 	�	 ���/���.9�	 �:�	A��
��� � :����0��� ���

Θ1ä+Θ3α̇ ȧ× k+Θ3ν(α̇−ω0)a× k+ 4l−1C1a = 0.

?�	 �5� 	
-��	����	� ��22�������.9�	� ���������7 ��F��0	� ���������
�-0� 0��	��0�, ��.�/�� ����'��.9�	'	 /.��� � G**,66H :	���-����7 /�	 ���
���� ����5� ����� :�	��1	�A�1 � ��0 �	.�	�-1 :�	����	� 	:����.���
�� ���� �'	 �.��	�7 � ���	�� /���9@ �.��-7 �����A�� 	� ����0�������0	'	
0	0���� ���0���,

"���.9�	'	 :	����� ���
��� �0-�. :���	� /���� �������� G**,66H, ?�	
�� /�	 ��	�7 ��� 0	0���7 �������@A�� �� �	�	� � :	�	5����-� ��	
	��-0�
�	.�
���0� ����5�7 	:����.�0-0� ��/�.9�-0� ��.	��0�, ���0�07 ���
:��0��7 �.���@A�� ��/�.9�-� ��.	��E

w(s, 0) = −a(0)s2(l − s)/l2,

ẇ(s, 0) = −ȧ(0)s2(l − s)/l2.
G**,68H

& D�	0 �.�/�� ��/�.9�-� ��.	�� �. 2������ v(s, t) � ṽ(s, t) 
����
��.��-0�7 ��� D�	 ����	 �� G**,(8H7 G**,6*H � G**,6(H7 �	D22������- Ck � Dk
� G**,6(H 
���� ����- ��.@, �.��	����.9�	7 � :���� /���9 � G**,66H �����
��.@, 4. ��/�.9�-1 ��.	���7 	�.�/�-1 	� G**,68H7 :���� /���9 � G**,66H

���� :��������	���9,
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������) C!	�.���� 	��	�9�?.��� �	������+

��������� G**,66H 0	5�	 :���:����9 � 	:����	��	0 ����E

L · a(t) + C1
t∫
0

K(t − τ)ä(τ)dτ = −C1ṽ
′′(l, t), G**,6+H

'��

L =

(
Θ1
d2

dt2
+
4C1

l

)
E−Θ3

[
α̇
d

dt
+ ν(α̇ −ω0)

]
k× E , G**,6;H

K(t − τ) =
d2

dτ2
F(t− τ), F(t − τ) = −

∞∑
k=1

[
v ′′k(l)

]2
λ4k

sin(σk(t − τ))

σ3k
. G**,6=H

��:��9 ����'��.9�-� 	:����	� � G**,6+H 0	5�	 :���:����9 �.���@A�0
	
���	0E

t∫
0

ä(τ)K(t − τ)dτ =

∞∑
k=1

[
v ′′k(l)

]2
λ4k

1

σ2k
ä(t) +

t∫
0

d4a(τ)

dτ4
F(t − τ)dτ−

− ä(0)
dF(t − τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

+ a···(0)F(t).

�	�����. G**,6=H � G**,6+H7 :	.�/��0

L∗ · a+ C1

t∫
0

d4a(τ)

dτ4
F(t− τ)dτ = f(t), G**,6>H

'�� f(t) O �������� 2����� ���0���7 �	 � ��� �1	�� :	��	��-� ä(0)

� a···(0)7 �	�	�-� �	.5�- 
-�9 ������- :	 G**,6+HE ä(0) ��1	���� �����
�� G**,6+HR a···(0) O :	�.� ��22�������	���� G**,6+H :	 ���0��� � :����
�� t = 0,

":����	� L∗ :	.�/���� �� L ��0��	� � G**,6;H 0	0���� ������� Θ1 ��
��.�/��� Θ∗

1 = Θ1 + gC17 '�� g 	:����.��	 2	�0�.	�

g =

∞∑
k=1

[
v ′′k(l)

]2
λ4k

1

σ2k
.

����1	� 	� G**,6+H � G**,6>H �.��� �	/�-0, ��:��9 ��0���07 /�	
�� G**,6=H �1	���� 	/��9 
-���	7 �
	 σ3k ∼ (2k + 1)6, �	D�	0� �������
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��� G**,6>H 0	5�	 :���:����9 � �:�	A���	0 ����E

L∗ · a− C

t∫
0

d4a(τ)

dτ4
sin(σ1(t − τ))dτ = f(t) , G**,63H

'��
C = C1

[
v ′′1 (l)

]2
/λ41σ

3
1 ,

:��/�0 ��.�/��� C � 	:����.���	0 �0-�.� 0�.�7 ��� /�	 ����'��.9�-� /.��
� G**,63H �		
A� 0	5�	 	�
�	���9, & ����.9���� :	.�/�0 ���������

(Θ1 + gC1)ä(t) −Θ3α̇k× ȧ−Θ3ν(α̇−ω0)k × ȧ+ 4l−1C1a = f(t) . G**,8)H

��� 5�.���� G**,8)H 0	5�	 ��	/���9, 4. D�	'	 ��5�	 ���.@/��9 �����
'��.9�	� �.�'��0	� �� G**,6>H7 /�	 	��A����.��� �.���@A�0 	
���	0, ����9
���� 2�����

b(t) =

t∫
0

c(τ) sin(σ1(t− τ))dτ.

4�22�������� 	
� /���� D�	'	 ��������� :	 t ���5�-7 :	.�/��0

b̈(t) = σ1c(t) − σ
3
1b(t). G**,8*H

4�22�������� G**,63H :	 ���0��� ���5�- � ���.@/� �� :	.�/��F�'	�
�������� ��	��@ :�	���	���@ 	� ����'��.9�	'	 /.��� � :	0	A9@ G**,8*H7
� ����0 ���.@/� �� ����.9���� ��0 ����'��.9�-� /.�� � :	0	A9@ G**,63H7
:	.�/��0 ��������� /������	'	 :	���� �. ����	�� a(t),

<�0���07 /�	 ��������� G**,63H /���	 �.��� �:	.�� :���0.�0-0 ��
��	.9�	 � ��.� 0�.	��� �	D22������� C :�� ����'��.9�	0 	:����	��7 ��	.9�
�	 ����� �	'	7 /�	 :	� ����'��.	0 ��	�� 
-���	0��@A�� �	 ���0��� 2����
��7 ��� ��� σ1 �.��� 
	.9F�0 /��.	0,

4���0 :��
.�5����@ 	����� �. ����	�� a(t), � D�	� ��.9@ �:�	�
���0 G**,8)H �A� 
	.9F�, � �0���	7 :�� 
	.9F�1 t ��.�/��� α̇ 
-���	 �����
0��� � ω0, �	D�	0� �. �����	���F�1� ���A���� �0���	 G**,8)H 0	5�	
����0�������9 ���������

(Θ1 + gC1) ä(t) −Θ3ω0k× ȧ+ 4l−1C1a = f(t) . G**,8(H

?�	 �5� �	���0 :�	��	� ��������� � :	��	��-0� �	D22�������0�7 ���
F���� �	�	�	'	 ���	��� 
�� �����, %����-� ��F��� 	��	�	��	'	 �������
�� G**,8(H �A�0 � ����

a = Q(ptk) ·m, m · k = 0 , m = const.
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"��@�� :	.�/��0
ȧ = pk× a, ä = −p2a .

�	�����. D�� �-��5��� � G**,8(H :�� f(t) ≡ 0 7 :	.�/��0 1���������
���/���	� ��������� �. ��1	5���� ���/��� pE

−(Θ1 + C1g)p
2 +Θ3ω0p+ 4l

−1C1 = 0.

"��@�� :	.�/��0 ��� ���/��� pE

p1,2 =
Θ3ω0 ±

√
Θ23ω

2
0 + 16(Θ1 + C1g)C1/l

2(Θ1 + C1g)
.

"
A�� ��F���� �������� G**,8(H ��1	���� 0��	�	0 �������� :�	���	.9�
�-1 :	��	��-1 � �0��� ���

a(t) = Q(p1tk) ·m1 +Q(p2tk) ·m2+

+
1

p2 − p1

t∫
0

[
Q
(
p2(t− τ)k

)
−Q

(
p1(t− τ)k

)] · (f(τ) × k)dτ .

�	��	��-� ����	�- m1 � m2 ��1	��� �� ��/�.9�-1 ��.	���,

������� �!	�������� ����� !	�(�  �� �  �
 �������� �	�.���+

�	�.� �	'	 ��� ������ ���A�@A��� ����	� ������� γ(s, t)7 ��	
1	��0	
����� �'.- ������� ϑ(s, t) � :��������, �	��5�07 ��� D�	 ��.���� �	.9�	 �.
��.�/�� ϑ(l, t) � ψ(l, t)7 �, �, �. �'.	� ������� � :�������� �	�	��, �	'.���	
G**,*=H � G**,**H �0��0

γ(l, t) = k×w ′(l, t) = k× a(t) = Q(ψk) · ϑ i.
"��@�� 0	5�	 ����� ψ(l, t) � ϑ(l, t)7 ��.� �������� a, & ��0	0 ��.�7

k× a(t) = ϑ
[
cosψ i+ sinψ j

]
.

"��@�� :	.�/��0 ���������E

ϑ(l, t) = a · (i sinψ− j cosψ), tgψ(l, t) = −(a · i)/(a · j).
�'	. �	
������	'	 ���A��� ��1	���� :	 �		��	F���@ G**,*8H7 ��.� �

��0 	�
�	���9 �:��'	� �����/������E

ϕ(l, t) = α(t) −ψ(l, t).
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�������	 ����� � ��.�/��- ψ(s, t)7 ϑ(s, t) � ϕ(s, t), �	 	�� �� :��������
.@� :�����/���	'	 ��������,

&-F� :	������ �1�0� ��F��� ����/� 	 ���A���� �����	'	 ��.� �� �����
��	��	0 ����5��, � �	5�.���@7 :	.�-� ���.�� ��.@/��� 0�	'	 /����-1 �.��
/��� � �-1	��� �� ��0�� ����	� ��
	�-, <���9 0- 1	��.� :	�����9 �	.9�	
:�����:��.9��@ ��	�	�� :�	
.�0-7 :��/�0 � �� 0���0���/���	07 � �� ��5��
����	0 ��:����, �	�.����� ���
��� ��� 0���0�0 �/��� ���1 �	:	.����.9�-1
2���	�	�E ���F��'	 ����� � �������	��F���	��� �	�	��4, & :�����:� 	
�
D�� 2���	�� �� 0��@� �1�0- ��F���7 �	 ���/���.9�	 ���.�/���@� 	
C�0
�-/��.����, ��0 �� 0���� ��5� � �/��	0 D��1 2���	�	� ����/� :�����/����
�	 �	��� ��F���� � ���.���/���	0 ���� � :���	��� � ��������.9�	 :�	��-0
�	��/�-0 2	�0�.�0,  ��.@/���� �	����.�� ����0	������ ��5�0� ���'	��,
<���97 � �	5�.���@7 0	5�	 ����/��-���9 �	.9�	 �� /��.���	� ��F����,

����� �
������ �
������ ���� �� ����%�����) $�������

����0��������� ���5���� �����0-7 �	��	A�� �� �5�.	'	 ��00����/�
�	'	 �����	'	 ��.� � �:��'	� :.�����-7 �0�@A�� 2	�0� �	.9��, &��F���
�	���� :.�����- 5����	 ��A�0.��, &��������� �	���� :.�����- �	������ �
�����-0 ��.	0 :	�������	0 :	�F�:���� ���7 /�	 ��.	 0	5�� ��	
	��	 ����
A��9� �	���' 	�� ��00�����, h���� 0��� ��.� ���:	.	5�� �
.��� 	�� ��0�
0�����, �� ��.	 �������@� 0	0��� ���'���. 	'����/���	� 0	A�	��� � ����
��:�����-� 0	0���, �'	. ������� ��.� �/������ 0�.-0, �	D�	0� ���5����
:.�����- 0	5�	 	:��-���9 � :	0	A9@ .�����	� ��	���, $	�	F	 �������	7
/�	 D�� ����/� ��	���� � �����0� .�����-1 ��22�������.9�-1 ���������
� /����-1 :�	���	��-1, ��.� ����0��������� �����	����-� ��5�0 ���5��
��7 �	 ����/� ��F���� 0��	�	0 ���9�, & �.�/�� �������	����	'	 ��5�0�
���5��� ����/� ��.	5����7 :	��	.9�� �	D22������- � 	��	0 �� '����/�
�-1 ��.	��� 	���-��@�� 2�����0� ���0��� �7 �.��	����.9�	7 �����.����
:���0���-1 ����	���� ���	�0	5�-0, ��5� :��0����� 0��	� ��F���7 ���
.	5���-� � �����.� **,* �� :��0��� ����/� 	 ���A���� �����	'	 ��.� ��
����5��, 4. �����	'	 ��.� �� :.������7 ��� 5� ��� � � �.�/�� �����	'	 ��.�
�� ����5��7 D�	� 0��	� :	��	.�� ������ ����/� � ��F���@ 	
-��	����	'	
����'�	���22�������.9�	'	 ��������,

4 @ ,("#��� ��
� ,(��0�&,��( ���&(��%2( "(#(�� � #%�-���� &%�,#�1� &��( �( ��,�$
1�/ ��(�&��� � ���&�0 %��<��1� &,���� � ���,(%��%�<�����&� ,�&�,(
 ��2("(��) �&� � %
C&�0 ����(� 0�-�� �����;"�%(&; �,�#��-����. �'�0� ,�<���� ��" 2(2�'$���� �"0�����/

�����	�� �	
��
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4. 	:����� ���5��� :.�����- ��:	.9����� .������ ��	�� :.�����
��:� ���������7 �/��-��@A� ������@ ���A��� � ��2	�0���@ :	:���/�	'	
����'�, �������� ����	� ��	��� :.����� �0�@� ��� S>*7>(TE

∇ ·N = ρhẅ , ∇ ·M−N =
ρh3

12
Ψ̈ ,

M = D
[
(1 − μ)κ+ μ (trκ)(E − k⊗ k)

]
,

N = GhΓ (∇w+Ψ ) , κ =
1

2

(
∇Ψ+∇ΨT

)
.

G**,86H

<���9 ∇ O 	:����	� '�������� � :.	��	��� :.�����-R w O :	:���/�-�
:�	'�
RΨO ����	� :	�	�	��RNO ����	� :	:���/�-1 ��.RMO ����	� 0	0���
�	�R κO ����	� ��2	�0���� ��'�
�M���/���R kO ����	� �����/�	� �	�0�.�
� :.	��	��� :.�����- � 	��/���	� �	�2�'������R ρ O 	
C�0�� :.	��	��9
0���-R h O �	.A��� :.�����-R D = Eh3/[12(1 − μ2)] O ��'�
�� 5����	��9R
E O 0	��.9 t�'�R μ O �	D22������ �����	��R GhΓ O 5����	��9 �� :	:��
��/�-� ����'R G O 0	��.9 ����'�R Γ O �	D22������ :	:���/�	'	 ����'�,

����� �	�.���� ���	���� ���� ���	�� ��!����#��$ ��*��

����0��������� ���5���� ����0�/���� ��00����/�	'	 �����	'	 ��.� �
0�.-0 ���
�.���	0 0���-7 �����:.���	'	 �� �:��'	� :.������ G���, **,(H,
����:	.�'����7 /�	 ��.	 �0��� ��:	���5��@ �	/��7 .�5�A�@ �� �'	 	��
��00�����, �.������ �0��� 2	�0� �	.9��R ���F��� �	���� :.�����- 5����	
��A�0.��7 ���������� �	���� :.�����- �	������� � �����-0 ��.	0 � :	0	�
A9@ :	�F�:���� ����0 	
���	07 /�	 ��.	 0	5�� ��	
	��	 ���A��9� �	���'
	�� ��00�����, h���� :.�����- �	�:����� � ��:	���5�	� �	/�	� �����	'	
��.�R � ����2	�0��	����	0 �	��	��� :.	��	��9 :.�����- :��:������.��
�� 	�� ��00����� ��.�, �����/�-� ��.	�� �� ���F��0 �	����� :.�����-
�-'.�� ���E

w|r=r2 = 0, Ψ|r=r2 = 0. G**,88H

�����/�-� ��.	�� �� ���������0 �	����� :.�����- ������ 	� ���5���
�����	'	 ��.�, &��A���.9�	� ���5���� �����	'	 ��.� 	:��-����� � :	0	A9@
����	�� :	�	�	��

P(t) = P2(γ) ·P1(αk). G**,8+H

����	� :	�	�	�� P1(αk) 	:����.�� ���A���� ��.� �	���' 	�� ��00�����7
����	� :	�	�	�� P2(γ) 	:����.�� ������	��-� �	.�
��� ��.�, �	��	.9��
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 G%�,#�� &��� � ����#%�-��/ &��2�/ �( ��,�1�/ ��(�&���

�'	. ������� �/������ 0�.-07 ����	� :	�	�	�� P2(γ) 0	5�	 ��:����9 � :���

.�5���	� 2	�0�E

P2(γ) = E+ γ×E , k · γ = 0. G**,8;H

&���	� �'.	�	� ��	�	��� �����	'	 ��.� ω �-/��.��� :	 2	�0��
.� G(,*+8HE

ω = γ̇+P2(γ) · α̇k . G**,8=H

� �/��	0 G**,8+H7 G**,8;H ��.	�� �	:�5��� �����	'	 ��.� � :.�����-
2	�0�.���@�� �.���@A�0 	
���	0E

γ = k× Ψ|r=r1 , w|r=r1 k = γ× r1 er , G**,8>H

'�� er O 	�� :	.��	� �����0- �		������, �		��	F��� G**,8>H :	��	.@�
:	.�/��9 ����0���/���	� '����/�	� ��.	��� �� ���������0 �	����� :.�����
�-E

(w+ rΨr)|r=r1 = 0. G**,83H

�������� ���5��� �����	'	 ��.� G:���-� � ��	�	� ���	�- ����0���
?�.���H �0�@� ���

mR̈C = FR +mg , RC = P(t) · [ak+ εj ] ; mg = −mgk ;(
Θ(t) ·ω)· = Mmot +Mfr +RC ×mg +Mpl ;

Mmot = −ν(α̇ −ω∗)
[
ηk+ (1 − η)n

]
,

Mfr = −
[
k3n⊗ n + k1(E− n⊗ n)

] ·ω , n = P(t) · k ;

Θ(t) = P(t) ·Θ ·PT(t) , Θ = Θ3k⊗ k+Θ1(E − k⊗ k).

G**,+)H
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<���9m O 0���� ��.�RRC O ����	� :	.	5��� ������ 0��� ��.� � ����-�
0	0��� ���0���7 :��/�0 ε  aR ��.� FR O ������ � F������R Θ O ����	�
������� �����	'	 ��.� � 	��/���	� �	�2�'������7 �-/��.���-� 	��	����.9�
�	 �'	 ��:	���5�	� �	/��R nO �����/�-� ����	�7 ����@A�� ��:���.���� 	��
��00����� ��.� � ����-� 0	0��� ���0���R Mmot O 0	0��� ���'���. 	'���
��/���	� 0	A�	��� Gν O 1������������� 0	A�	��� ���'���.7 η O :���0���7
1����������@A�� ��:���.���� 0	0���� ���'���.E 0 ≤ η ≤ 17 ��.� η = 07
Mmt O �.��A�� 0	0���7 ��.� η = 17 Mmt O 0����-� 0	0���HR Mfr O 0	�
0��� ���	'	 ����� Gk1 = const � k3 = constO�	D22������- �����HRMpl O
�:��'�� 0	0���7 �������@A�� �� ��.	 �	 ��	�	�- :.�����-, �	0���Mpl �-�
��5���� /���� ��.�/��-7 1����������@A�� ��:�5���	���2	�0��	����	�
�	��	��� :.�����-7 :	 2	�0�.�

Mpl = r1

∫ 2π
0

[
(Mrr − rNr)eθ −Mrθ er

]∣∣
r=r1

dθ , G**,+*H

'�� r � θ O :	.��-� �		������-, �	�����. �-��5���� G**,+*H � ���������
G**,+)H � ��:	.9�� �		��	F��� G**,8+HMG**,8>H7 :	.�/��0 ��������� 	��	���
��.9�	 �'.� α � ��.�/��7 1����������@A�1 ��:�5���	���2	�0��	����	� �	�
��	��� :.�����-, �:�	����	��� D�	 ��������� �� :.	��	��97 	��	'	��.9��@
����	�� k7 :	.�/�0 ����0�/���	� '����/�	� ��.	��� �� ���������0 �	�����
:.�����-E[

Θ1k× Ψ̈+Θ3α̇ Ψ̇+ k1 k× Ψ̇− ην(α̇−ω∗)Ψ −mgak×Ψ
]∣∣∣
r=r1

+

+mgε (cosα i+ sinα j) = r1

∫ 2π
0

[
(Mrr − rNr) eθ −Mrθ er

]∣∣
r=r1

dθ.

G**,+(H

��	���� �� 	�97 :���..�.9��@ ����	�� k7 ���� ��22�������.9�	� �����
����� 	��	����.9�	 �'.� αE

Θ3α̈ + ν(α̇−ω∗) + k3α̇ = 0. G**,+6H

��F���� �������� G**,+6H � �/��	0 ��/�.9�	'	 ��.	�� α̇(0) = α̇0 �0���
���

α̇ =
νω∗
ν + k3

+
(
α̇0 −

νω∗
ν + k3

)
e−(ν+k3)t/Θ3. G**,+8H

����0 	
���	07 �������� G**,86H7 G**,88H7 G**,83H7 G**,+8H7 G**,+(H :����
����.@� �	
	� �����0� ���������7 	:��-��@A�1 �-��5����-� �	.�
���
:.�����-7 �	�	�-� �	�����@� ��.������� ������� �� ��� �����	'	 ��.�, ��.�
����0��������� �����	����-� ��5�0 ���5��� Gα̇ = constH7 �	 ����/� ���
F���� � :	0	A9@ 0��	�� ���9�, ��� ���.��	����� �������	����	'	 ��5�0�
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����/� ����	���� 
	.�� �����	�7 :	��	.9�� �	D22������- �������� G**,+(H
������ 	� ���0���, & D�	0 �.�/�� �����.���� :���0���-1 ���	�0	5�	7 � 0��
�	� ���9� ��:��0���0, ��5� ����/� �������	����	'	 ���5��� ���.������
� :	0	A9@ 0��	��7 ��.	5���	'	 � �����.� **,*,

 ���7 
���0 �����9 ��F���� ����/� � �.���@A�0 ����E

w(r, θ, t) = −
r(r − r2)

r1 − r2
er · Ψ̃(t) +w∗(r, θ, t);

Ψr(r, θ, t) =
r− r2
r1 − r2

er · Ψ̃(t) + Ψ∗
r(r, θ, t);

Ψθ(r, θ, t) =
r− r2
r1 − r2

eθ · Ψ̃(t) + Ψ∗
θ(r, θ, t).

G**,++H

����-� �.�'��0-� 2������ G**,++H ��	�.���	�@� ����0���/����0 '���
��/�-0 ��.	��0 G**,88H7 G**,83H7 � 2������ w∗7 Ψ∗

r 7 Ψ
∗
θ :�������.@� �	
	�

��- :	 �	
������-0 2	�0�0 �	.�
���� ��A�0.���	� :.�����-E

w∗(r, θ, t) =
∑
n,j

[
Ccnj(t) cos(nθ) + C

s
nj(t) sin(nθ)

]
wnj(r),

Ψ∗
r(r, θ, t) =

∑
n,j

[
Ccnj(t) cos(nθ) + C

s
nj(t) sin(nθ)

]
Ψrnj(r),

Ψ∗
θ(r, θ, t) =

∑
n,j

[
−Ccnj(t) sin(nθ) + C

s
nj(t) cos(nθ)

]
Ψθnj(r).

G**,+;H

<���9 Ccnj(t)7 C
s
nj(t) � Ψ̃(t) O ���������-� 2������ ���0���, #�'�	 �
��

���9� � �	07 /�	 �-��5��� G**,++H7 G**,+;H ��	�.���	�@� ����0���/����0
'����/�-0 ��.	��0 G**,88H7 G**,83H, 4���0�/���	� '����/�	� ��.	��� G**,+(H
:	�.� :	�����	��� � ��'	 �-��5���� G**,++H7 G**,+;H � ���.	5�-1 :��	
���	�
����� :����0��� ���

Θ1
¨̃
Ψ(t) −Θ3α̇(t)k× ˙̃

Ψ(t) + k1
˙̃
Ψ(t) + ην(α̇(t) −ω∗)k× Ψ̃(t)+

+D∗Ψ̃(t) +mgε (sinα(t) i − cosα(t) j) =
∑
j M

∗
j C1j(t),

D∗ = πr1(r2 − r1)
−1

[
D(3− μ)

2
+GhΓ r21

]
−mga,

M∗
j = πr1

[
Mrr
1j(r1) +M

rθ
1j (r1) − r1N

r
1j(r1)

]
,

Cnj(t) = C
c
nj(t) i + C

s
nj(t)j .

G**,+=H
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�	������� �-��5��� G**,++H7 G**,+;H � �������� ���5��� G**,86H �
�	�:	.9�	���F��9 �������-0� �		��	F���0� 	��	'	��.9�	��� �	
������-1
2	�0 �	.�
���� ��A�0.���	� :.�����-7 :	�.� ���.	5�-1 :��	
���	�����
:	.�/�0 �.���@A�@ �����0� ��22�������.9�-1 ��������� �.Cnj(t)7 Ψ̃(t)E

n �= 1 : C̈nj(t) + p
2
njCnj(t) = 0;

n = 1 : C̈1j(t) + p
2
1jC1j(t) = AjΨ̃(t) + Bj

¨̃
Ψ(t);

Aj=
π

r1−r2

∫ r2
r1

[(
D(1−μ)

2
+GhΓr2

)
Ψr1j(r)+DΨ

θ
1j(r)−2rGhΓ w1j(r)

]
dr;

Bj =
πρh

r1 − r2

∫ r2
r1

[
rw1j(r) −

h2

12

(
Ψr1j(r) + Ψ

θ
1j(r)

)]
(r− r1)r dr.

G**,+>H

��� ����	 �� ��������� G**,+>H7 �	D22������- Cnj(t) Gn �= 1H �� ������
	� ���5��� �����	'	 ��.�, ?�	 	���/���7 /�	 �		��������@A�� 2	�0- �	.��

���� 0	'�� �	�
�5���9� �	.9�	 � ����.9���� �	�������� ��:	����������	
�� ���������� �	/�� :.�����-, �	D22������- C1j(t)7 ��:�	���7 ��A�������
�	 ������ 	� ���5��� �����	'	 ��.�, "�� 	:����.@�� � ����.9���� ���
F��� �����0- ��������� G**,+=H7 G**,+>H, ��F���� �������� G**,+>H �0���
���

C1j(t) = C
(1)
j cos(p1jt) +C

(2)
j sin(p1jt)+

+
1

p1j

∫ t
0

[
AjΨ̃(τ) + Bj

¨̃
Ψ(τ)

]
sin[p1j(t − τ)]dτ ,

G**,+3H

'�� p1j O �	
������-� /���	�- ��A�0.���	� :.�����-7 � C
(1)
j 7 C

(2)
j O �	��

�����-7 	:����.�0-� �� ��/�.9�-1 ��.	���, �	������� �-��5���� G**,+3H �
��������� G**,+=H7 :	.�/�0 ����'�	���22�������.9�	� ��������� �. 2����
��� Ψ̃(t)E

Θ1
¨̃
Ψ(t) −Θ3α̇(t)k× ˙̃

Ψ(t) + k1
˙̃
Ψ(t) + ην(α̇(t) −ω∗)k× Ψ̃(t)+

+D∗Ψ̃(t) +mgε (sinα(t) i − cosα(t) j) =

=
∑
j

M∗
j

[
C

(1)
j cos(p1jt) +C

(2)
j sin(p1jt)

]
+

+

∫ t
0

(∑
j

M∗
j p

−1
1j

[
AjΨ̃(τ) + Bj

¨̃
Ψ(τ)

]
sin [p1j(t − τ)]

)
dτ .

G**,;)H



��+ ����� ��� �
�7���� 	��
�� 	��� �� ���
!���� ) 
)�� �������

<�0���07 /�	 ��������� G**,;)H :	 ��	�� ��������� �	�:����� � �		�����
����@A�0 ����'�	���22�������.9�-0 ���������0 G**,66H7 :	.�/���-0 :���
0�����.9�	 � ����/� 	 ���5���� �����	'	 ��.� �� ������	��	0 �:��'	0
����5��,

�����% ,��#���� ���	���� ����H �� ���?.��� ��!����#��" ��*��

����0��������� ���5���� ����0�/���� ��00����/�	'	 �����	'	 ��.� �
0�.-0 ���
�.���	0 �� �:��'	� :.������, ��.	 �	������� � ���������0
�	����	0 :.�����-7 ��� :	�����	 �� ���, **,6R :�� D�	0 	�	 0	5�� ��	
	��	
���A��9� �	���' 	�� ��00�����, ����0 	
���	07 ����� ����/� 	�.�/����
	� ����0	�����	� �-F� �	.9�	 ��07 /�	 �����	� ��.	 �� �0��� ��:	���5�-1
�	/��,

����	� :	�	�	�� �����	'	 ��.� � ����	� :	.	5��� �'	 ������ 0��� �0�@�
���

P(t) = P2(γ) ·P1(αk), RC(t) = wO(t)k +P(t) · [ak+ εj ]. G**,;*H

<���9 wO O :���0�A���� �	/�� �����	'	 ��.�7 .�5�A�� �� :�����/����
	�� ��00����� ��.� � :.	��	��� :.�����- � ����2	�0��	����	0 �	��	���,

����0���/����� ��.	�� �	:�5��� �����	'	 ��.� � :.�����- 2	�0��
.���@�� ���E

γ = k× Ψ|r=r1 , (w|r=r1 −wO)k = γ× r1 er . G**,;(H

&	�:	.9�	���F��9 :���-0 � ��	�-0 ���	��0� ����0��� ?�.���7 ��:��
F�0 �������� ���5��� �����	'	 ��.�E

mR̈C =mg + Fpl , Fpl = r1

∫ 2π
0

Nr|r=r1 dθ,(
Θ(t) ·ω)· = Mmot +Mfr +RC ×mg +Mpl .

G**,;6H

��������� 
�.���� 0	0���	� ��:����	 	��	����.9�	 ������ :.�����- �
����2	�0��	����	0 �	��	���, �:�	����	��� ��������� 
�.���� 0	0���	�
�� ����	� k7 :	.�/�0 ��������� G**,+6H �. 	:����.��� �'.� α7 ��F����
�	�	�	'	 �0��� ��� G**,+8H,

�:�	����	��� ��������� 
�.���� ��. �� ����	� k7 � ��������� 
�.����
0	0���	� �� :.	��	��97 	��	'	��.9��@ ����	�� k7 :	�.� ���.	5�-1 :��	
���
�	����� � �/��	0 ��������� G**,+)H7 G**,+*H7 G**,;*H7 G**,;(H7 G**,;6H :	.�/�0



����� �������� 	��
�� 	��� �� ���
!���$  ���	��� ���

O

C

9��
 ��
�
 G%�,#�� &��� �( ��,�1�/ ��(�&��� �� &��( ��& ����#%�-�7' &���2�

����0�/����� '����/�-� ��.	�� �� ���������0 �	����� :.�����-E

m(ẅ + rΨ̈r)
∣∣
r=r1

+mg = r1

∫ 2π
0

Nr|r=r1 dθ,[
Θ1 k× Ψ̈+Θ3α̇ Ψ̇+ k1 k× Ψ̇− ην(α̇−ω∗)Ψ −mgak×Ψ

]∣∣
r=r1

+

+mgε (cosα i+ sinα j) = r1

∫ 2π
0

[
(Mrr − rNr)eθ −Mrθ er

]∣∣
r=r1

dθ,

G**,;8H

'�� �'	. α �-/��.��� :	 2	�0�.� G**,+8H, ����	� ��������� G**,;8H ��0���
�� �	
	� ����0���/���	� '����/�	� ��.	��� G**,83H7 �0��F�� 0���	 � ����/�
� ��:	���5�	� �	/�	�7 ��	�	� ��������� G**,;8H � �	/�	��� �	�:����� � ���
��0�/����0 '����/�-0 ��.	���0 G**,+(H, �������� G**,86H7 G**,88H7 G**,+8H7
G**,;8H :�������.@� �	
	� ��0�����@ �����0� ���������7 	:��-��@A�1 ����
5���� �����	'	 ��.� �� :.������7 ��.� ��.	 �� �0��� ��:	���5�-1 �	/��,

����0 �����9 ��F���� � ����

w(r, θ, t) =
r− r2
r1 − r2

(
w̃(t) − r er · Ψ̃(t)

)
+w∗(r, θ, t);

Ψr(r, θ, t) =
r− r2
r1 − r2

er · Ψ̃(t) + Ψ∗
r(r, θ, t);

Ψθ(r, θ, t) =
r− r2
r1 − r2

eθ · Ψ̃(t) + Ψ∗
θ(r, θ, t).

G**,;+H

<���9 2������ w∗7 Ψ∗
r 7 Ψ

∗
θ O ��- :	 �	
������-0 2	�0�0 ��A�0.���

�	� :.�����- G**,+;H, #�'�	 �����97 /�	 �-��5��� G**,;+H ��	�.���	�@�
����0���/����0 '����/�-0 ��.	��0 G**,88H, �	������� �-��5��� G**,+;H7



��* ����� ��� �
�7���� 	��
�� 	��� �� ���
!���� ) 
)�� �������

G**,;+H � �������� ���5��� :.�����- G**,86H � ����0�/����� '����/�-�
��.	�� G**,;8H7 :	�.� ���.	5�-1 :��	
���	����� :	.�/�0 �.���@A�@ ���
���0� ��22�������.9�-1 ��������� 	��	����.9�	 :���0���-1 Cnj(t)7 Ψ̃(t)E

n > 1 : C̈nj(t) + p
2
njCnj(t) = 0;

n = 1 : C̈1j(t) + p
2
1jC1j(t) = AjΨ̃(t) + Bj

¨̃
Ψ(t);

Θ1
¨̃
Ψ(t) −Θ3α̇k× ˙̃

Ψ(t) + k1
˙̃
Ψ(t) + ην(α̇−ω∗)k× Ψ̃(t)+

+D∗Ψ̃(t) +mgε (sinα i− cosα j) =
∑
j M

∗
j C1j(t);

n = 0 : C̈0j(t) + p
2
0jC0j(t) = A

0
j w̃(t) + B

0
j
¨̃w(t);

m ¨̃w(t) +G∗w̃(t) +mg =
∑
j N

∗
j C0j(t).

G**,;;H

<���9 �	������-D∗7M∗
j 7Aj7 Bj �-/��.@�� :	 2	�0�.�0 G**,+=H7 G**,+>H7

� �	������- G∗7 N∗
j 7 A

0
j 7 B

0
j �0�@� �.���@A�� ���E

G∗ = 2πr1GhΓ/(r2 − r1), N∗
j = 2πr1N

r
0j(r1),

A0j =
2πGhΓ

r2 − r1

∫ r2
r1

[rΨr0j(r) −w0j(r)]dr , B0j =
2πρh

r2 − r1

∫ r2
r1

w0j(r)(r − r2)r dr .

�������	 �
����9�7 /�	 �������� G**,;;H 	��	����.9�	 2������ Ψ̃(t)
� C1j(t) �	�:���@� � ��������0� G**,+3H7 G**,;)H7 :	.�/���-0� �. ��.� �
��:	���5�	� �	/�	�, ������� w̃(t)7 C0j(t) 	:����.@�� �.���@A�0 	
���
�	0E

C0j(t) = C
(1)
0j cos(p0jt) + C

(2)
0j sin(p0jt)+

+
1

p0j

∫ t
0

[
A0j w̃(τ) + B

0
j
¨̃w(τ)

]
sin[p0j(t− τ)]dτ ,

m ¨̃w(t) +G∗w̃(t) +mg =
∑
j N

∗
j

[
C

(1)
0j cos(p0jt) + C

(2)
0j sin(p0jt)

]
+

+

∫ t
0

(∑
j N

∗
j p

−1
0j

[
A0j w̃(τ) + B

0
j
¨̃w(τ)

]
sin [p0j(t − τ)]

)
dτ .

G**,;=H

<�0���07 /�	 ����'�	���22�������.9�	� ��������� G**,;=H 	��	����.9�	
2������ w̃(t) :	 ��	�� ��������� ���.	'�/�	 ��������@ G**,;)H 	��	����.9�	
2������ Ψ̃(t)7 	����	 	�	 :�	A� �������� G**,;)H7 ��� ��� �� ������� 	�
���5��� �����	'	 ��.�,



�� � � � ��

�&�'�� ��+���� �����1

����� @�����$���
	� ����%	

������ ���������� ����� !�����" *� ��(

��	'	�:��	�� /������2 A �.��� �.	5�-0 	
C���	07 �	��	A�0 ��
����A�'	 ��.� A0 �	 ����	���	� � ��'	 �����0	� �	�	�	� Ai (i = 1, 2, ...,N),
����9 �����������	�- Ri (i = 0, 1, 2, ...,N) 	:����.@� :	.	5��� �����	�
0��� ��. Ai, ����9 Pi ���9 ����	�- :	�	�	�� ��. Ai, %���� mi 	
	���/�0
0���- ��. Ai, ���0�07 /�	 0�	5����	 �	/��7 :	.	5���� �	�	�-1 	:����.��	
�����������	��0� Ri7 �.��� �
�	.@��	 �����-0 ��.	07 1	� ��0� 0�	'	�
�:��	�� /������ ���	�-07 �	��/�	7 �� �.���, ��.� �	�	�- ������ �����
A�'	 ��.� 	����00����/�-7 � �1 	�� 2�����	���- 	��	����.9�	 ����A�'	
��.�7 �	 0�	'	�:��	��@ /������ 0	5�	 ������9 '��	����	0, 4. :�	��	�-

1 4(&�,�(� C&�/ 1�(%7 ����%(� �( 8,(10��&(' �" 2��1� �
 �
 �����( E�F 9(=���(�;$
�(� 0�'(��2( ����<�7' �,�# ����
 �������
 ���
  !"#$%� ����&�'�
 ��$&() ����
 ��+ �

�����	�� �	
��

2 B�:�/ ����(/ 0��1������%�/ �(�&�=7) #�� 2�&�,�/ &(2-� �����;"��&�� &�,0�� 32%($
"�&%�,#�� &���5) ,(��0�&,�� % ,("#��� +
�
 ���(0�2( 0��1������%�/ �(�&�=7 �( ��,�1�0
����%(���) #�� 2�&�,�/ &(2-� �����;"��&�� &�,0�� 30��1������%7/ &%�,#�&��;�7/ ��$
=����&�,5) �����#��&�� % %��;0�/ 1�(%�
 �,� C&�0 �����;"��&�� ��,�:���(� 0�#��; 0��$
1������%�/ �(�&�=7) �#�%��&%�,�.:(� ��,�#�����. 1�,��&(&(
 !�2�.����� ���&(%���&
��#,("#�� �
�
+) 1#� �����#��&�� #%�-���� #%�'�����%�/ �(�&�=7 � ���,(%��%�<���70
,�&�,�0
 @ %��;0�/ 1�(%�) ���%�:����/ ,�<���. "(#(�) %�"��2(.:�' % ��-���,��/ �,(2$
&�2�) 0��1������%(� �(�&�=( 0�#���,��& &��� 0(2,��2������2�' ,("0�,�%
 @ �(�&��:�/
1�(%� 0��1������%(� �(�&�=( �%���&�� �("�%70 C��0��&�0 �,� ���&,����� 0�#��� ����<$
��/ �,�#7
 �,� ��,�'�#� 2 ����<��/ �,�#� 0��1������%(� �(�&�=( ,(��0(&,�%(�&�� 2(2
&�����(� �(�&�=() ��#���(� &�/) 2�&�,(� ����-#(�&�� % ��#,("#��� �
�
�) ( �0���� �($
�&�=() #%�-���� 2�&�,�/ ��,�#����&�� "(#(���0 �� %�2&�,( ����-���� R(t) � �(��,�0
��"(%���07' &��"�,�% ��%�,�&( Pm(t), m = 0, 1, . . . , n
 �����	�� �	
��



��� ����� ��� @)��	� ��
��� �
���

�0���	 D�	� �.�/�� 
���� ����0�������9� ��.��, �	'��

Ri = R+P0 · ρi; R =
1

m

N∑
i=0

miRi; m =
N∑
i=0

mi, G*(,*H

'�� R O �����������	� ������ 0��� /�����- A7 ����	�- ρi O ����	�-7 	:���
��.@A�� :	.	5��� �����	� 0��� ��. Ai 	��	����.9�	 ������ 0��� /�����-
A � 	��/���	0 :	.	5����, ����0 	
���	07 ���5���� 0�	'	�:��	�	� /�����-
A 	:����.��� �������0 3(N+ 2) ���.��-1 2������

R (t) , P0(t), P1(t), P2(t), ... PN(t). G*(,(H

�����.��	��� � �'.	�-� ��	�	��� /�����- ��1	��� :	�������	0 �.��
��@A�1 ���������E

V(t) = Ṙ(t), Ṗi(t) =ωi(t)×Pi(t). G*(,6H

& ��.9���F�0 
���0 �/����97 /�	 �	�	�- Ai �.@�� ��.�0� ���A��� �
	�0� ��00����� n′

i, �	�	�-� :���:	.�'�@�� 2�����	����-0� 	��	����.9�	
����A�'	 ��.� A0, �	D�	0� 0	5�0 ��:����9E

n′
i = P0 · ni, i = 1, 2, ...,N, G*(,8H

'�� ����	�- ni �����- � 	��/���	0 :	.	5����, ����	� :	�	�	�� P0 0	5��

-�9 ��:���� �	 0�	'�17 �	 D�����.����-1 0�5�� �	
	� 2	�0�1E

P0 = T1 ·Q(ψ1n1) = T2 ·Q(ψ2n2) = . . . = TN ·Q(ψNnN) ⇒
⇒ Ti = P0 ·QT(ψini),

G*(,+H

'�� Q(ψini) O :	�	�	�- �	���' 	��� ni �� �'	. ψiR Ti O ����	� ���.	��7 �, �,
����	� :	�	�	�� �	���' 	��7 	��	'	��.9�	� 	�� ni. 4. ����	�	� :	�	�	�� Pi
�0��0 ���.	'�/�-� :�������.���E

Pi = Si ·Q(ϕini). G*(,;H

�	��	.9�� 	�� ni 2�����	���- 	��	����.9�	 ����A�'	 ��.� A07 �	 �:���
���.��- ���������

Ti = Si ⇒ Si = P1 ·QT(ψini).
��� D�	0 �������� G*(,;H :����0�@� ���

Pi = P0 ·QT (ψini) ·Q(ϕini) = P0 ·Q(βini);

βi = ϕi −ψi, i = 1, 2, ...,N,
G*(,=H



����� @��� ����� ���	�!� ��6

'�� βi ���9 �'	. :	�	�	�� �	�	�� Ai 	��	����.9�	 ����A�'	 ��.� A0, ����0
	
���	07 ���5���� 0�	'	�:��	�	� /�����- 	:����.��� �������0 N+6 ����
.��-1 2������7 �, �, 	�� �0��� N+6 ���:���� ��	
	�-, 4�.�� 
���� ��:	.9�
�	���- 	
	���/���

P � P0, ω �ω0. G*(,>H

 �:	.9�� ��	��0� �.	5��� �'.	�-1 ��	�	���� G(,*+8H �. �	0:	�����
:	�	�	�	� G*(,=H7 :	.�/��0 �-��5��� �. �'.	�-1 ��	�	���� �	�	�	�E

ωi =ω+ β̇iP · ni =ω+ β̇in
′
i, n′

i = P · ni, i = 1, 2, ...,N. G*(,3H

����� ������*� ��+ G��	��+H ����*� ��� ���#���+
� ������*� ��$ ������ ����� !�����$ *� ��(�

������/����@ D���'�@ Ki ��.� Ai 	:����.�0 ��������/�	� 2	�0	�3

Ki = mi

(
1

2
Ṙi · Ṙi + 1

2
ωi ·Pi ·Ci ·PTi ·ωi

)
, G*(,*)H

'�� miCi ���9 ������.9�-� ����	� ������� ��.� Ai � 	��/���	0 :	.	5����,
����	� ������� ����A�'	 ��.� m0C0 0	5�� 
-�9 :�	���	.9�-07 ����	�-
������� �	�	�	� ����������.9�	 ��	��	:�-E

miCi = λini ⊗ ni + μi (E− ni ⊗ ni) , i = 1, 2, ...,N, G*(,**H

'�� λi, μi O �����.9�-� � D����	���.9�-� ������.9�-� 0	0���- �������
�	�	�� Ai7 �		����������	,  � �		��	F���� G*(,=H7 G*(,>H � G*(,**H �.�����

Pi ·Ci ·PTi = P ·Ci ·PT . G*(,*(H

��	�	��� �����	� 0��� �	�	�	� 0	5�	 �-�����9 /���� ��	�	��9 ����
��� 0��� ���� /�����- � �'.	��@ ��	�	��9 ����A�'	 ��.� � :	0	A9@ 2	��
0�. G*(,*HE

Vi = Ṙi = V +ω× (Ri −R). G*(,*6H

 �:	.9�� �		��	F��� G*(,=H7 G*(,3H7 G*(,*6H7 �-��5���� �. ������/��
��	� D���'�� G*(,*)H :���:��-���0 � ����

Ki = mi

(
1

2
V ·V +V ·Bi ·ω+

1

2
ω · C̃i ·ω

)
+

+ λiβ̇in
′
i ·ω+

1

2
λiβ̇

2
i ,

G*(,*8H

3 B� ��,�#������ 2���&����2�/ C��,1�� &��( ��:�1� %�#( �0
 ��#,("#�� �
�
�
 �����
�	�� �	
��
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��� �
���

'�� :����- 	
	���/���

C̃i = P ·Ci ·PT − (Ri −R)×E× (Ri −R), Bi = −(Ri −R)×E. G*(,*+H

��� i = 0 :	�.����� ��� �.�'��0-1 � 2	�0�.� G*(,*8H 	��������@�,
�	.�� ������/���� D���'� K(A) 0�	'	�:��	�	� /�����- A �������

�-��5����0

K(A) = m

(
1

2
V ·V +

1

2
ω ·P ·C∗ ·PT ·ω

)
+

+
1

2

N∑
i=1

λi

(
β̇2i + 2β̇in

′
i ·ω

)
,

G*(,*;H

'�� ����	� ������� mC∗ �0��� ���

mC∗ =
N∑
i=0

mi
(
Ci − (r− ri)× E× (r− ri)

)
, G*(,*=H

� ����	�- r � ri 	:����.@� �		����������	 �����- 0��� /�����- A � ��. Ai
� 	��/���	0 :	.	5����, & ��������� G*(,*=H �/���	 	/�����	� �	5�����	

N∑
i=0

miBi = 0.

�	.�/����	 ���5��� K1i ��.� Ai �-/��.��� :	 �'	 ������/���	� D����
'�� � :	0	A9@ 2	�0�.4

K1i =
∂Ki

∂Vi
= miVi = mi

(
V +ω× (Ri −R)

)
= mi (V +Bi ·ω) . G*(,*>H

�	.�	� �	.�/����	 ���5��� K1(A) 0�	'	�:��	�	� /�����- A �-/��.�
��� :	 2	�0�.�

K1(A) =

N∑
i=0

K1i(Ai) = mV+
( N∑
i=0

miBi

)
·ω = mV. G*(,*3H

������/����� 0	0��� K2i ��.� Ai 	:����.��� �-��5����05

K2i = Ri ×K1i +
∂Ki

∂ωi

. G*(,()H

4 B� ��,�#������ 2������&%( #%�-���� &��( ��:�1� %�#( �0
 ��#,("#�� �
�
�
 �����	��
�	
��

5 B� ��,�#������ 2���&����2�1� 0�0��&( &��( ��:�1� %�#( �0
 ��#,("#�� �
�
�
 �����
�	�� �	
��



����� @��� ����� ���	�!� ���

 �:	.9�� 2	�0�.- G*(,*H7 G*(,3H7 G*(,**H7 G*(,*(H7 G*(,*>H7 �������	 :	.��
/��9

K2i =mi

(
Ri×V+(Ri×Bi+P ·Ci ·PT) ·ω

)
+ λiβ̇in

′
i, β0 = 0. G*(,(*H

������/����� 0	0��� K2(A) ���� /�����- A 	:����.��� :	 2	�0�.�

K2(A) =
N∑
i=0

K2i =m
(
R×V +P ·C∗ ·PT ·ω

)
+

N∑
i=1

λiβ̇in
′
i, G*(,((H

'�� ����	� mC∗ 	:����.�� �-��5����0 G*(,*=H,

�����% &����������'��� ������ ��"�����
��+ ����� !�����" *� ��(

��	'	�:��	�� /������ �0��� N + 6 ���:���� ��	
	�-7 �	�	�-� 	:�����
.@�� �.���@A�0� 2�����0�E

R (t) , P (t) , βi (t) , i = 1, 2, ...,N. G*(,(6H

4. 	�-����� D��1 2������ ��	
1	��0	 �2	�0�.��	���9 �		���������
@A�� /��.	 ���������, &-�	� D��1 ��������� 	��	��� �� 2����0����.9�-1
���	��1 0�1�����7 	
A�@ 2	�0�.��	��� �	�	�-1 0	5�	 ����� � �����.� 6,+,

& 	��	���� 0�1����� :	.	5��- /��-�� �����5����7 �	�	�-� :����
�	 ���-���9 2����0����.9�-0� ���	��0�, � ��0 	��	���E :���-� � ��	�
�	� ���	�- ����0��� ?�.���7 ��������� 
�.���� D���'��7 �.� :���-� ���	�
���0	����0���7 � ����������	 :�	���	����� D���	:��7 �.� ��	�	� ���	� ����
0	����0���, �.����� 	
�����9 ���0���� �� �	7 /�	 ���0��	����� ���	�	�
D��0 �����5����0 :����	��	 :	 ��������, �� ��0	0 ��.� D�	 ����� .	'�/��
���� �����5����7 ����-��@A�� :��9 �.�7 ��.� �'	��	7 0��	� ���.��	����
:�	
.�0 ����	�- � ��1����, ?�� .	'�/����� �����5���� :�����:��.9�	
�� 0	'�� 
-�9 	:�	���'���- ������0� 	:-��-0� 2����0�, �	D�	0� 	
.���9
�1 :��0���0	��� �� �0��� 	'����/����7 � �1 0	5�	 ��:	.9�	���9 :�� .@
-1
��	�	��1 ���5��� ��� � 0���	0���7 ��� � � 0���	0���7 ��.@/� :�	
.��
0- ��.�/��� /���	'	 ��.�, ��	'�� 2����� �� �	'.���� �	 �������-07 ���
D�	 ����	7 ��:��0��7 �� :��������	� �	 �������� �����- �, �.����, &0��
��� � ��0 ����	 �� 2����	� �	 ��1 :	� �� �����.7 /�	 �0���	 � D��1 ���	��1
��:����.9�	 �.� �0��� 	'����/����@ 	
.���9 :��0���0	���,

�����0����.9�-� ���	�- 2	�0�.���@�� ���.@/���.9�	 � �������.9�
�-1 �����0�1 	��/���7 :	��	
�	� ����0	������ �	�	�-1 0	5�	 ����� � ����
��.� 6,*,



��� ����� ��� @)��	� ��
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����0	���0 :�	���	.9�	� ��.	 B7 �	��	A�� �� n 0�	'	�:��	�-1 /�����,
%����Be 	
	���/�0 	���5���� ��.� B7 �, �, ��@ &��.����@ �� �-/��	0 ��0	'	
����0�������0	'	 ��.� B, �	'�� :���-� ���	� ����0��� '.����E

5 ����#������ ������� ������ ������ � ������� ��������� ����
+���� ���� B ����� ���� F(B,Be)� ������	�"�� �� ��� B � ����� ��
��	+���� Be� ���� ������ ����� ��������� ���+���� � ��� B�

& 0���0���/���	� ��:��� :���-� ���	� �0��� ��� G6,+*H

K̇1(B) = F(B,Be) + k1(B). G*(,(8H

":����.���� ��. � �1 ��	����� 	:����- � �����.� 6,6, ��.� ��.	 B ���9
0������.9�� �	/�� � k1 = 07 �	 :���-� ���	� ����0��� �	�:����� �	 ��	�
�-0 ���	�	0 �9@�	��, & 	
A�0 �.�/�� :���-� ���	� ����0��� ���/���.9�	
��.9��� ��	�	'	 ���	�� �9@�	��, & /����	���7 �� ��'	 � ��/����� �.������
�-������ ������ ���	� �9@�	�� �. ����-�-1 ��. A � B7 �, �, ��.7 �� 	
0��
����@A�1� 0���	�E

F(A,B) = −F(B,A). G*(,(+H

�.����� 	
�����9 ���0����7 /�	 ������.9�	��9 ��. :�� D�	0 �� 	
����.9�
�� � �� �0��� �0-�.�, ��.� ��.� A � B �.@�� 0������.9�-0� �	/��0�
�7 ��	0� �	'	7 �-:	.���� ��	�	� ���	� ����0��� ?�.���7 �	 �:�����.��	
��������	

F(A,B)× (RA −RB) = 0, G*(,(;H

�, �, ��.- �.@�� ������.9�-0�, $	� ��� �������	� �	.5�	 
-�9 	
A����
�����-07 ��0 �� 0���� ���	����0��� �����/�@�� ����9 	/��9 /���	,

����0	���0 	���7 �	 ���90� ��:�/�-� :��0�� ���.�/� � �����5����17
��:	.9���0-1 2�����0� � 0�1�����0�6, ����9 ���- ��� 0������.9�-� �	/��
A � B � 0����0� mA  mB, ����9 ��.	 A ���5��� �	 ��	�	��9@ VA �
��.����� �� :	�	A��� ��.	 B, ������ �����5��@� �.���@A�0 	
���	0,
�/��� ����0�������0�@ �����0� �	/�� ��	.��	����	�7 �-:��-���0 ���	�
�	1������ �	.�/����� ���5���

mAVA = mAV
+
A +mBV

+
B , G*(,(=H

'�� :.@��0� :	0�/��- ��	�	��� :	�.� �����, <��	� G*(,(=H 0�	'	�����	 :�	�
���.� �	 0�	'�1 D��:���0����1, �-.	 �����	�.��	7 /�	 :�� 0�.-1 ��	�	�
��1 VA 	� �-:	.���� � �-�	�	� ���:��9@ �	/�	���7 � :�� ��	�	��1 VA7

6 ?� % #(���0 0��&�) �� % �����#�.:�0 &�2�&� (%&�, �� �0��& �(0�,���� 2,�&�2�%(&;
��� #(%(&; �=��2� ��#'�#(0) �����;"��070 % 8�"�2�
 9��; �#�& &��;2� � ,(�'�-#����'
% ��'�#�7' ��"�=��'




����� @��� ����� ���	�!� ���

������0-1 �	 ��	�	��9@ ����� � :���	��7 ���	� G*(,(=H ����F����, �'	 �:���
���.��	��9 :�����/���� �	�������.������7 ��.� :����97 /�	 0���� mA ���
����� 	� ��	�	��� :	 :����	0� � ��.��������	� 2����� ���	��, ?�	� 2���
����0��������� � 2����� ��� 	��	 �� �	������.9��� ������0	��� 0���- 	�
��	�	���, ��	.9 :�	��	� ���������� �	����F�'	 :�	���	��/� � D��:���0���
�	0 �:	.�� ���������� 
	.9F�����	 2����	�, "����	 �. 0�1����� :	�	
�-�
�:	�	
 �����5����� ��:���0.�07 �
	 � �	/�� ����� ����	��.9�	� 0�1�����
0���� �� 0	5�� �������9 	� ��	�	���7 :	��	.9�� 	��7 :	 	:����.���@7 �.�
��� 	
C������-0 ���.�	0 � :	�	0� �� ������� 	� �-
	�� �����0- 	��/���,
�	D�	0� �����	��� ����.9���	� D��:���0����7 �����0� � 2�����7 ��:���0�
.�0� � ��0��1 ����	��.9�	� 0�1�����, ��1����� �	.5�� ����� ��	� 	
C��
����� ����.9����0 D��:���0����,

� ��/�������	� �	/�� ����� ��� �-'.��� �	����	/�	 :	���	E :	��	.9��
���	� G*(,(=H �� �-:	.����7 �	 �	:�A���� 	
 ��	.��	����	��� ����0�����
���0	� �����0- �.��� ������-07 �, �, �� ���5�A�@� /������ �������@�
�������	 ��.-, %�	
- �-���9 D�� ��.-7 ��	
1	��0	 :����9 �	 ���0����7
/�	 �������-� D��:���0���- :�	�	��.��9 � ���5���-0� /������0�7 ��	�	�
��� �	�	�-1 �	�	��.��9 �	 ��5�-1 ���/���� D.����	0�'����-0 �	���������
�07 �	�	�	� ����0 �-�.@/�.	�9, & 2����� �/������7 /�	 D.����	0�'����	�
:	.� :	�	5����� ���F��0� ���	/����0�7 :�� �-�.@/���� �	�	�-1 	�	 ���
/�����7 �7 �.��	����.9�	7 �� �� /�	 �� ���������,

� �	/�� ����� 0�1����� ����-� D��:���0��� :	���-����7 /�	7 ��5� :��
	��������� ���F��1 ���	/���	�7 D.����	0�'����	� :	.� :�����������,  0���
�	 	�	 � �	���������� �� ���5�A�@� ���5����@ /������7 :��/�0 D�	 �	��
�������� D�����.����	 ��5�A�0�� �	��� 0���-, &	:�	�7 �.��	����.9�	7 ��	�
���� � :	���	���@ 0�1���/���	� 0	��.� D.����	0�'����	'	 :	. � ���/��
��@ �'	 ����0	������� � P����0-0 ��A����	0Q, � �	5�.���@7 ���.��9 D�	
���/���.9�	 �.	5���7 /�0 ������ ������0	��9 0���- 	� ��	�	���7 �	 ��	'	 �
0�1����� �� ���	,

&�	�	� ���	� ����0��� ?�.��� '.����E
2����� � ������� ����������� ������ ���� B� ���������� ��

�������� ���� ���� Q� ����� �����	� ����������	 ���������
�� +� ���� ���� � ������	�"��	 �� ��� B � ����� �� ��	+��
��� Be� ���� ������ ����� ����������� ������ � ��� B�

& 0���0���/���	� 2	�0� ��	�	� ���	� �0��� ��� G6,;=H

K̇Q2 (B) = MQ(B,Be) + kQ2 (B). G*(,(>H

7 ����) ��"#(%(�0�� �(0�/ "(,�-����/ �(�&�=�/) �( �(�&�=� �� #�/�&%��&
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4�.9���F�� :	��	
�	��� 	 :	���� 0	0���� � �:	�	
�1 �'	 �-/��.���
0	5�	 ����� � �����.� 6,6, 4. ����-�-1 ��. �� 	��	����� ��	�	'	 ���	��
G*(,(>H .�'�	 �	���-����� ��������	

MQ(A,B) = −MQ(B,A). G*(,(3H

��.� ��.	 B �.��� �����0	� 0������.9�-1 �	/��7 �	 �� G*(,(>H �.��
����7 /�	 ��.- ����0	������� 0�5�� �	/��0� �����0- :	 ��	
1	��0	���
�.@�� ������.9�-0�, �	D�	0�7 ��.� D��:���0���- :	���-��@�7 /�	 ��.-
����0	������� 0�5�� 	
C����0� �����0- �� ������.9�-7 �	 D�� 	
C���- ��
0	'�� �/����9� 0������.9�-0� �	/��0�, ��� 	
��	�� ��.	 � ��	��1 �.
���	�	�-1 ��:	� ������..	�,

����9 ��.	 B �.��� 0�	'	�:��	�	� /�������, �	'�� :���-� � ��	�	�
���	�- ��@� ��0 F���9 ���������, & D�	� ���� ��	
1	��0	 �2	�0�.��	�
���9 �A� N �	:	.����.9�-1 ���������, 4. D�	'	 ��	
1	��0	 ����0	����9
�������� ���5��� ���������1 �	�	�	� 0�	'	�:��	�	� /�����-,

C	������+ ���#���+ 	���	�� AiE

K̇1i = Fi; K̇2i = Mi; i = 1, 2, ...,N, G*(,6)H

'�� Fi �Mi O ��.� � 0	0���7 �������@A�� �� �	�	� Ai �	 ��	�	�- ����A�'	
��.� A0, ���������0 0	0��� Mi � �.���@A�� 2	�0�E

Mi = Ri × Fi + Li, Li = Li n
′
i + L∗

i ;

n′
i · L∗

i = 0; Li = −νi(β̇i −Ωi); νi > 0,

G*(,6*H

'�� Ωi = const � νi = const �.@�� :���0����0� /�����-,���	
�����0
�������� 
�.���� ������/���	'	 0	0���� �	�	�	� � �/��	0 ��������� 
��
.���� �	.�/����� ���5���, & ����.9���� :	.�/�0(

Pi ·miCi ·PTi ·ωi

)·
= Li, i = 1, 2, ...,N. G*(,6(H

�0�	5� G*(,6(H ���.��	 �� n′ � �/��-�� ��� �������	� �����7 
�� �����
:	.�/��0 �.���@A�� N ���������E

λi

(
β̇i +ω · n′

i

)·
+ νi

(
β̇i −Ωi

)
= 0, i = 1, 2, ...,N. G*(,66H

�������� G*(,(8H7 G*(,(>H7 G*(,66H ��@� :	.��@ �����0� ��������� ����
5��� 0�	'	�:��	�	� /�����-,

&�	�	� ���	� ����0��� �� �1	��� � 
�����-� ���	�- �	���0���	� ��	���
��/���	� 2�����7 /�	 �0��� ��.��	 ���A�� :	�.������, ����0	���0 :�	��	�
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:��0��8, &	�90�0 ����	.9�	 �
�	.@��	 �����-1 ��. � 	�����	�-0� ����	���
0� ������� � 	�����	�	� ���F��� 2	�0	�, 4	:����0 ��.��7 /�	 D�� ��.�
0	'�� ��	
	��	 ���A��9� �	���' ��:	���5�	� �	/��7 	��	����.9�	 �	�	�
�	� �-/��..��9 ����	�- �������, ��/�.9�-� ��.	�� �. ���1 ��. :��0�0
	�����	�-0�, �	'�� ��
.@���0-� ���A��� ���1 ��. 
���� �	���F���	 	���
���	�-0�,  �0���0 ��:��9 ������� �� 	:	��1, & ����.9���� 	
����5�07 /�	
	�� � ���1 ��. ���.�/�-, ���/��� �	��	�� � �	07 /�	 ������� �� 	:	��1 	:���
��.@�� ���5����0 ������ 0��� ��.�9, ��.�7 �0�@A�� 	�����	�-� ����	�-
������� � 	�����	��@ ���F�@@ 2	�0�7 0	'�� �0��9 ���.�/�	� ���:	.	5��
��� �����	� 0���,  0���	 :	 D�	� :��/��� ������� 	����.��9 ����-0�,

& ����	0 :��0��� � 0�1�����7 � 2����� :��F.� 
- � 	�����	�-0 �-�
�	��07 �7 ����0����7 �� 	 ���	0 ���F���� �.����/���	� ����0��� ��/9 
-
�� F.�, <���9 �.����� 	
�����9 ���0���� �� �.���@A�� 	
��	��.9���	, ���
����� 	:����.@�� ���5����0 ������ 0���7 �	 ��0	 D�	 ���5���� !�����
 �'? 	:����.��� ��	�-0 ���	�	0 ����0��� ?�.���7 �	�	�-� �'�	�������
� �����	�	� 2�����, & ����.9����7 ��.� ���.	'�/�-� D��:���0��� :�	�	����
� 0���	0���7 �	 ���5���� ������ 0��� G����	 ��/�'	 �� ����� 	 ������ 0���
D.����	�� �.� :�	�	��H :	:����� � ����'	��@ ����
.@���0-1 ��.�/��7 � �	
���0 ��� ��.- G������� ����H � ��0� ���A���.9�-� ���5��� :	:���@� �
����'	��@ ��
.@���0-1 ��.�/��, & �����	�	� 2����� �������.���@�� ���
�� 0�5�� ��
.@���0-0� ��.�/���0� S3)T7 �, �, � ����	0 �.�/�� 0�5�� ���A��
��.9�-0� ���5���0� � ������0� �� 	:	��1, �	.�� �	'	7 ��.� ��/9 ���� 	

D.�0������	� /������7 ����0�������0	� ��� �	/�/�	� ��.	7 �	 �� �����.���
	��	� ���5���� �		
A� 	����������7 �	 ��.- �	�����@�, &-�	�7 � �	�	�	0�
:��1	�� 2�����7 '.����7 /�	 � 0���	0��� �.����/���� ����0��� ���:��
���1,

&		
����0 ��:��9 ��0�	'	 
	.�� �.	5��@ �������@, ����9 	:	��-� �	/��
����0�������0-1 ��. �����- 5�����0� ���0�7 ��.- � �	�	�-1 G�������
�� 	:	��1 �.� ������� �����H 0	5�	 ��0���9, �	'�� 	
����5��� �	�����
�	����� 	'�	0�-1 ��. G:�� �	����	/�	 �-�	��1 ��	�	��1 ���A���H7 �	�	�
�-� �� :	�	5���- �����.��	��-0� ���5���0�, & ����1 �.�/�1 2�����
	:�9 '	�	�� 	 /���	 �����	�	�0�1���/����1 D22����17 �� :�������-����
0-1 �.����/���	� ����0��	�, �� D�	0 :�	��	07 1	� � '�:	����/���	07 :���
0��� 1	��.	�9 :	�����97 ��� 0	'�� �	������9 ���	'	 �	�� ������	��� :��
�'�	���	����� ��	�	'	 ���	�� ����0���,  0���	 �'�	���	����� �:��	��-1

8 �,�0�, ���-�& &��;2� #�� ���.�&,(=�� ������( ,(���-#���/) �,���&�1� % 2%(�&�$
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���5����7 �� �	�	�-1 ���5��� ���9 0���	0��7 � ��	�	'	 ���	�� ����0���
:����.	 � 	����� 	� �.����/���	� 0�1����� � �	�����@ �����	�	� 2�����,

����-� ��� ���	�� ����0��� 	��	����.9�	 :�	��- � :��.	5���1, ?�	�
'	 ��.9� ������9 	 ����9�0 � /������	0 ���	��1 0�1�����7 �	�	�-� 
	.9�
F� �������- :	� �0���0� :���	'	 � ��	�	'	 ���	�	� ���0	����0���, <���9
��A������� ��.-� �� �A� �� ��F���-1 :�	
.�0107 ������-1 � :	���0�
���������� D���'��7 ��0:������- � D���	:��11, "�����0 	
��5����� D��1
:�	
.�0 � 	'����/�0� �	.9�	 2	�0�.��	���0� ���	�	� ���0	����0���, &
/����	���7 ��������� 
�.���� D���'�� ��	���� � �����5����@E

2����� � ������� ���� ������� ���� B ����� �"���� ���=���
� �������� N(B,Be) ���� ������ ����� ������� C������������� ���
���+�����%�

& �	:	.����� � �5� �������-0 :	���0 ����9 :	�.��� �	�	� :	����
:	.�	� D���'��7 �	�	�� 	
-/�	 :�������.��� � ���� ��00- ������/���	�
D���'�� ��.� B � �'	 ���������� D���'��, �	��	.9�� ������/���� D���'�
��.� :	.�	��9@ 	:����.���7 �	 :�	
.�0� ��	���� � 	:����.���@ ����������
D���'��, &	 0�	'�17 �	 ��.��	 �� �	 ���1 �.�/�1 ��F���� D�	� :�	
.�0-
�������	, ��A�����@� ���9���-� ���������� � � :	.�-0 2	�0�.9�-0 	:���
��.����0 D���'�� P��0�1���/���	'	 :�	��1	5����Q, &		
A� '	�	�7 D�	 ��
D���'�7 �	�	�	� ��.	 B 	
0�������� �	 ��	�0 	���5����0 � �	:	.����� �
	
0��� D���'��� /���� :	�������	 0	A�	��� ���F��1 �	���������, "
-/�	
D�	 :�	��1	��� � 2	�0� ��:.	�	� D���'��7 �	 D�	 �� 	
����.9�	 ���, ��	�
��	 �. �..@������� :������0 0���0���/����@ 2	�0� �������� 
�.����
D���'�� :��0�����.9�	 � 	��	� 0�	'	�:��	�	� /������E

(K+Up)
· = F ·V +M ·ω+ δ, G*(,68H

'�� Up O �������� D���'� /�����-R δ O ��	�	��9 :	��	�� D���'�� P��0��
1���/���	'	 :�	��1	5����Q � /������,

4. P���������-1Q /�����12 �������� D���'� �	1������ :	��	��	�7
�, �, Up = const. ?�	 	���/���7 /�	 /������ �� �	���5�� ���������1 ���	�
:���.�� D���'�� ��:� �:��'�1 D.�0���	�, & ���	0 �.�/�� .�'�	 �-/��.��9

10 @ ������2(' &��,�&����2�/ 8�"�2� ��"#(�&�� %���(&�����) �&� "#��; %�� ����
 B#$
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��
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��.�/��� δ. & ��0	0 ��.�7 �0�	5� G*(,(8H �� ����	� V � ��� ��.��7 :	.�/��
�0

K̇ = F ·V +M ·ω−

N∑
i=1

νiβ̇i

(
β̇i −Ωi

)
. G*(,6+H

 � �������� ��������� G*(,6+H � G*(,68H ����07 /�	

δ = −
N∑
i=1

νiβ̇i

(
β̇i −Ωi

)
. G*(,6;H

&�.�/��� δ :	�	5����� ���F��0 ���	/���	0 D���'��7 ��:��0�� D.���
���/����0 :��
	�	0, &�� �������	� ����� ������ �1�0���/�	 � :�	��	 :��
��/��.�� 0	0���-7 �� �	�	�-� �.����� 	
�����9 ���0����, &�	�	� ���	�
���0	����0��� 
���� ������ � ��.9���F�0,

�����  ���������
����� �$������ ����������

$������) ����	

�������. D�	'	 �����.� ��5�� :�� :	���	���� ��	��� ���5�A�1�
�:.	F�-1 ����, ��� ���/���� ���5��� 0������.9�-1 �	/�� ������� ���9�
0� :�	���, & ��0	0 ��.�7 :	.	5���� 0������.9�	� �	/�� � �����0� 	��/���
	:����..	�9 �������0 ����	�� :	.	5��� R(t), ��	�	��9 � ���	����� 0����
���.9�	� �	/�� �-/��..��9 ��� �		��������@A�� :�	���	��-� 	� ����	��
:	.	5���, &		
����0 ��:��9 ���'�@ �������@, ����9 0- ����0 �� 
���'�
���� � ��
.@���0 �� ��/����0 �	�- ��:�	��� ���, 4�5� 
�� �:����.9�-1
�1�A����� 0- 0	5�0 �����97 /�	 �	�� ��� 
- ����.	��� �� 	���.9�-� �����,
4��5���� 	���.9�-1 /����� �	�- 0- �� ���.�/��07 �	 :	�	�� D��1 /�����
G�����H ����� ��
 
	.�� �.� 0���� ���	�	0���-0 	
���	0, 4	:����0 ��:��97
/�	 0- 1	��0 ���/��9 :	������� ���� � ����	0 0���� :�	���������, 4. D�	'	
0- �	.5�- ��:����9 �		��������@A�� ���	�- 0�1����� � ����0 ���.����9
�� ��1 ��������@A�� ��� �.������, &	� ����9��	 � �	�����@� :�	
.�0-,
4��������.9�	7 ���	�- 0�1����� 2	�0�.���@�� �. ��.7 � �	��� �� �. 	
�
.����� :�	���������7 � �	�	�-1 ��.� ��1	��� � ����0�������0-� 0	0���
���0���, �- 5� ��
.@���0 �0���	 �� 	
.���9@ :�	���������, ��.�7 �	�	�
�-� �1	�� � D�� 	
.���9 � �-1	�� �� ���7 :	��	��	 0��@��, ����0����7
0- 0	5�0 ������9 ��.	0 ��� �	 0�	5����	 /�����7 �	�	�	� � ����-� 0	0���
���0��� ��1	���� ������ ����0�������0	� 	
.����, "����	 D�	 ��.	 
����
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�0��9 :���0���-� �	����, ��.� ���	'	 �	�� ���-��@� 	���-�-0� O 	�� 	
�
0�����@�� /������0� �	 ��	�0 	���5����013,

&-
���0 ���	�	��@ �������.9��@ �����0� 	��/���7 � :	0	A9@ �	�	�	�

���� ��:��-���9� ��� 	��	��-� ��������, ?�� �����0� 	��/��� ���5���
	��	����.9�	 ����-, �	D�	0� � ���	�	�	� 2�����	����	� 	
.���� �����0-
	��/��� � ����-� 0	0���- ���0��� 	���-��@�� ����-� /���� ����-, ?�	
	���/���7 /�	 ��	
1	��0	 ��:	.9�	���9 ��� ���-���0	� :�	�����������	� 	:��
�����, 4. D�	'	 ��0 :	���	
��� :	���� 0������.9�	� :�	���	��	�7 �'���
@A�� ��5��@ �	.9 :�� :�	�����������	0 	:������ �:.	F�-1 ����,

����0	���0 �:.	F��@ �����7 ��.��	0 ��:	.�@A�@ 	��	�����@ �.�
0�	'	�����@ 	
.���9 � �-
����	� �����0� 	��/���, ?�� ����� �����	 ����
5��� 	��	����.9�	 �����0- 	��/���, & /����	���7 ����� 0	5�� :	�	��9�7
� �����0� 	��/��� ���'��9� 	��	����.9�	 ����-, � ����0���/���	� �	/��
����� D�	 
�����.�/�	,

��� :�	�����������	0 	:������ ��5��@ �	.9 �'���� :	.� ��	�	����
V(x, t)7 '�� ����	� x ������ �	/�� �����0- 	��/���7 ���-���0�@ �	/�	� ���

.@����, �	'�� ����	� V(x, t) 	:����.�� ��	�	��9 �	� /�����- ����-7 �	�
�	�� � ����-� 0	0��� ���0��� t ��1	���� � �	/�� x, & ��/����� �	/��
��
.@���� 0	5�	 �-
���9 �	/�� y(t)7 ���5�A�@� 	��	����.9�	 �����0-
	��/��� :	 ������	0� ���	��, &������� :	���5�	� �	/�� ��
.@���� 	���-�
����� ��	
1	��0-07 ��:��0��7 :�� ��0��� �����0- 	��/��� �.� :��0������
:�����:� 	��	����.9�	��� ��.�.�,

����9 ��0 ���	 ���	�	�	� :	.� K(y(t), t)7 �	�	�	� 0	5�� 
-�9 ���.�	07
����	�	0 �.� ����	�	0 .@
	'	 ���'�, "�	 	:��-���� ����@ 2���/����@ 1��
������������ /�����-7 ��1	�A��� � ����	� ���0 � ����	� �	/�� y(t) ���
���0- 	��/���,

�����������	 ����������� ��� ���� ������� K(y(t), t) �� ����
���� ������ ��=����

δ

δt
K(y(t), t) = lim

�t→0
K(y(t +�t) +�s), t +�t) −K(y(t), t)

�t , G*(,6=H

���

�s =

(
V(y(t), t) −

dy(t)

dt

)
�t G*(,6>H

���� �	��� ��������� �����#��� ����� � ����� ������� t ���������
� ���� y(t)�  � ����� �t�
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& :����@ /���9 ��������� G*(,6>H �1	��� ��	�	��9 /�����- 	��	����.9�	
���5�A��� �	/�� y(t), %��.���.9 � G*(,6=H 0	5�	 :���:����9 � ���� �.����
@A�'	 ���.	5���E

K(y(t +�t) +�s, t +�t) =

= K(y(t +�t), t +�t) +�s · ∇K(y(t +�t), t +�t).

��:��9 �� 	:����.��� G*(,6=H �.�����E

δ

δt
K(y(t), t) =

d

dt
K(y(t), t) +

(
V(y(t), t) −

dy(t)

dt

)
· ∇K(y(t), t). G*(,63H

��.� �	/�� ��
.@���� ��:	���5�� 	��	����.9�	 �����0- 	��/���7 �	
�-��5���� G*(,63H �:�	A���� � :����0��� ���

δ

δt
K(x, t) =

d

dt
K(x, t) +V(x, t) · ∇K(x, t) =

=
∂

∂t
K(x, t) +V(x, t) · ∇K(x, t).

G*(,8)H

�	���	7 /�	 ��0��� 	:����	�� :	.�	'	 ��22�������	���� :	 ���0���
� :���	� /���� �-��5��� G*(,8)H �� 	:����	� /����	'	 ��22�������	���
�� :	 ���0��� �	�0	5�� �	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	'�� ����	� x �� �������
	� ���0���, ��� D�	0 :	.�/���� 	
A�:����	� �-��5���� �. 0������.9�
�	� :�	���	��	�7 �	�	�	� ��:	.9����� �	 ���1 ��
	��1 :	 '���	0�1�����,
�	��	.9�� :���� /���9 G*(,8)H ���F�� :	1	5� �� :	.��@ :�	���	���@7 �	
� 2���/���	� .��������� 0������.9��@ :�	���	���@ ������	 ������@� ���
:	.��@ :�	���	���@ :	 ���0���, & ��0	0 ��.�7 ��.� ����	� x �/����9 ����
�	�	0 :	.	5��� /�����- � �����0�7 �, �, �/����9 �'	 �����A�0 	� ���0���7
�	 :	.�/�0

d

dt
K(x, t) =

∂

∂t
K(x, t) +V(x, t) · ∇K(x, t), V =

dx(t)

dt
. G*(,8*H

&-��5���� G*(,8*H ���������.9�	 :	1	5� �� 	:����.���� 0������.9�	�
:�	���	��	�7 �	 �	.9�	 ���F��, �0�F����9 :	��� 0������.9�	� :�	���
�	��	� � :	.�	� :�	���	��	� �� � �	�0 �.�/�� ��.9�, & �	 5� ���0 �.�����
	�0����97 /�	 �	 0�	'�1 �.�/�1 �:	0���	� �0�F���� �� :���	��� � 	F�
�
��0 � �	��/�-1 ����.9����1, ":����.���� 0������.9�	� :�	���	��	� G*(,63H

-.	 ������	 � ��
	�� S>6T � ����� �� ��:	.9�	��.	�9, ��5�� ��0 :���1	�
	� 	
A�'	 	:����.��� G*(,63H � /����	0� :�������.���@ G*(,8)H �	�0	5��
��.��	 �� ���'��, �	��	
��� 	
 D�	0 
���� ������	 ��0�	'	 ��5�,



��� ����� ��� @)��	� ��
��� �
���

4. 0������.9�	� :�	���	��	� �:�����.��- ��� :����.� ��22�������	�
����, ��:��0��7

δ

δt
(a⊗ b) =

δa

δt
⊗ b + a⊗ δb

δt
. G*(,8(H

� ���'	� ��	�	�-7 �������	7 /�	 	:����	� :	.�	'	 ��22�������	����
:	 ���0��� � 	:����	��'������� :�������	�	/�-14, 4. 0������.9�	� :�	���
�	��	�7 ��� ����	 �� 	:����.���7 D�	 ������	E

d

dt
∇ = ∇ d

dt
,
δ

δt
∇ �= ∇ δ

δt
. G*(,86H

& ��5�	0 /����	0 �.�/��7 �	'�� ��	�	��9 V = const7 	:����	�- '�������
�� � 0������.9�	� :�	���	��	� :�������	�	/�-E

δ

δt
∇ = ∇ δ

δt
. G*(,88H

"
����0� � ����0	�����@ ���	�	�-1 ����0���/����1 �		��	F����7 �	�
�	�-� :	���	
�� ��0 � ��.9���F�0, &-/��.�07 ��:��0��7 0������.9��@
:�	���	���@ 	� ����	�� :	.	5��� x /�����-7 ��1	�A��� � ����-� 0	0���
���0��� � �	/�� x �����0- 	��/���15E

δ

δt
x =

d

dt
x+V(x, t) · ∇x = V(x, t) · E = V(x, t). G*(,8+H

&-/��. 0������.9��@ :�	���	���@ 	� ����	�� ��	�	��� /�����-7 ���
1	��0 ����	� �� ���	����E

W(x, t) =
δ

δt
V(x, t) =

d

dt
V(x, t) +V(x, t) · ∇V(x, t) =

=
∂

∂t
V(x, t) +V(x, t) · ∇V(x, t).

G*(,8;H

<���9 
-.	 :����	7 /�	 �	/�� ��
.@���� ��:	���5�� 	��	����.9�	 ���
���0- 	��/���, & .��������� �� D�	 	'����/���� /���	 �� 	
��A���� �	.5�
�	'	 ���0���, & ����.9���� .�'�	 :����� � �.���@A�0� ���	����0���@,

14 @ 0�'(��2� ����<�7' �,�# �,� �����;"�%(��� 0(&�,�(�;��1� ����(��� %%�#�&�� %
,(��0�&,���� #%( ���,(&�,($1,(#���&( �#�� % �&���&��/ 2��8�1�,(=��) #,�1�/ % (2&�(�;$
��/
 @ ��,%�0 �" �2("(��7' ���,(&�,�% �("���7� %�2&�,7 �� "(%���& �& %,�0���) � �0����
�� �0��&�� % %�#�) 2�1#( 1�%�,�& � ��,��&(��%�����&� ���,(&�,( �����1� #�88�,��=�,�$
%(��� �� %,�0��� � ���,(&�,($1,(#���&(
 B��,(&�,$1,(#���& % (2&�(�;��/ 2��8�1�,(=��
�&���(�&�� &�0) �&� % ��0 �("���7� %�2&�,7 �%��.&�� 8��2=��0� %,�0���
 ��C&�0� #(�$
�7/ ���,(&�, �� ��,��&(��%���� � ���,(&�,�0 �����1� #�88�,��=�,�%(��� �� %,�0���

�����	�� �	
��

15 G��2( x ���&(�&�� ����#%�-��/) ��C&�0�
dx

dt
= 0
 �����	�� �	
��
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��� ���

����0	���0 ��� /�����- A � B7 �	�	�-� � ��/�.9�-� 0	0��� ���0��� �����
0�.� 	��	 � �	 5� :	.	5���� x0, <�����0 ���5��� D��1 /����� � �.���@A��
2	�0�E

xA(t) = x0 + f(t), xB(t) = x0 +V0 t + f(t),

V0 = const ⇒ xB = xA +V0 t.
G*(,8=H

4. ��	�	���� D��1 /����� :	.�/��0E

VA =
df(t)

dt
, VB =

df(t)

dt
+V0 = VA+V0 ⇒ WA = WB =

d2f

dt2
, G*(,8>H

�, �, ���	���� 	
��1 /����� � 	��� � �	� 5� 0	0��� ���0��� 	�����	�-,
�	�0	���07 /�	 ���� �. ���	���� 2	�0�.� G*(,8;HE

WA(xA, t) =
d

dt
VA(xA, t) +VA(xA, t) · ∇VA(xA, t). G*(,83H

4. ���	���� /�����- B �0��0 ���.	'�/��@ 2	�0�.�E

WB(xB, t) =
d

dt
VB(xB, t) +VB(xB, t) · ∇VB(xB, t) =

=
d

dt
VA(xA, t) +VA(xA, t) · ∇VA(xA, t) +V0 · ∇VA =

= WA +V0 · ∇VA �= WA.

G*(,+)H

& ����.9���� :��F.� � �
�����	0� ����.9����, ���/��� 	F�
�� 	/�����
��E 2	�0�.�

W(x, t) =
∂

∂t
V(x, t) +V(x, t) · ∇V(x, t)

:����.9�� �	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	'�� �	/�� ��
.@���� ��:	���5�� 	��	���
��.9�	 �����0- 	��/���, & 	
A�0 �.�/�� :�� :�	�����������	0 	:������ �.
�-/��.��� ���	���� ��	
1	��0	 :	.9�	���9� 	:����.����0 0������.9�	�
:�	���	��	� G*(,63H, & D�	0 �.�/�� �. ���	���� �0��0 ��������	

WA(xA, t) =
d

dt
VA(xA, t) +

(
VA(xA, t) −

dxA
dt

)
· ∇VA(xA, t). G*(,+*H

4. ���	���� /�����- B :	.�/�0 ���.	'�/�	� �-��5����E

WB(xB, t) =
d

dt
VB(xB, t) +

(
VB(xB, t) −

dxB
dt

)
· ∇VB(xB, t) =

=
d

dt
(VA +V0) +

(
VA +V0 −

d(xA +V0 t)

dt

)
· ∇ (VA +V0) =

=
d

dt
VA(xA, t) +

(
VA(xA, t) −

dxA
dt

)
· ∇VA(xA, t) = WA(xA, t).

G*(,+(H
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 �-0� �.	��0�7 	:����.���� ���	���� :	�������	0 0������.9�	� :�	�
���	��	� G*(,63H ����������	 	��	����.9�	 ��.	5��� �����.��	��	'	 ����
5��� � :	��	��	� ��	�	��9@, ?�	 	
��	��.9���	 	���-����� ��5�-0 �	
0�	'�1 �.�/�1,

& ��/����� :��0��� ����0	���0 ���0����-� �������� ?�.���7 �	�	�-�
�������	��	 ��:��-��@�� � �.���@A�� 2	�0�E

−∇p+ ρF = ρ

(
∂

∂t
V(x, t) +V(x, t) · ∇V(x, t)

)
, G*(,+6H

'�� p7 ρ7 ρF O ���.����7 0���	�� :.	��	��9 � 	
C�0�� :.	��	��9 ���F���
��.- �		����������	, �������� ?�.��� �-�����- � *=++ ', � 	:��-��@� ����
5���� ����.9�	� 5���	���, "��7 �	��/�	7 :����.9�-7 �	 :�� ��.	���7 /�	
	�� ��:����- � �	/��7 ��:	���5�	� 	��	����.9�	 �����0- 	��/���, �	D�	0�
	�� �� ��	�.���	�@� � �� �	.5�- ��	�.���	��9 :�����:� 	��	����.9�	���
��.�.�, ��	0� �	'	7 :	.9�	���9� �0� 0	5�	 �� �	 ���1 �������1, ��:���
0��7 �1 ��.9� ��:	.9�	���9 :�� �������� :	���5�	� �����0- �		������7
/�	 /���	 ��.����, ��:��0��7 :�� ���/���� ���5��� ��.� � 5���	��� /��
��	 ��	�� �����0� �		������7 ���5�A�@� �0���� � ��.	0, & D�	0 �.�/��
:	.9�	���9� ���������0 G*(,+6H7 ���	'	 '	�	�7 ��.9�, �'	 ��	
1	��0	 ���
0����9 �� �.���@A��E

−∇p+ ρF = ρ

[
d

dt
V(x, t) +

(
V(x, t) −

dx

dt

)
· ∇V(x, t)

]
, G*(,+8H

'�� x ���9 �	/�� ��
.@����7 �	�	�� 0	5�� ���'��9� :	 ������	0� ���	��,
� ���/���.9�	 
	.�� ���9���-0 :	�.������0 :����.	 ��:	.9�	�����

:�������.��� G*(,8;H � D.����	����0���, �	�	
�	 �	0�7 ��� � �.�/�� � �����
����0� ?�.��� G*(,+6H7 �������� ������..� �� ��	�.���	�@� :�����:�
	��	����.9�	��� ��.�.� :	 ��0 5� ��0-0 :��/���07 �	�	�-� �	.9�	 /�	
	
��5��.��9, �	 �0���	 �	'	7 /�	
- ��:����9 �������� ������..� � :���
��.9�	� 2	�0� ��:� G*(,+8H7 
-.� �	����� �:����.9�� ��	�� 	��	����.9�
�	���7 � 	��	�� �	�	�	� .�5�� �� :��	
���	���� ��.�.�7 � :��	
���	����
#	�����,

�	���	� %�	
- ���� :���������9 ��
� �0-�. 0������.9�	� :�	���
�	��	�7 ����0	���0 :�	���@ ����/�, ����9 ��� F��7 ����0�@A�� 	
.���9
0 ≤ R ≤ a0 � �����0� 	��/���, ����9 ��.�� D�	� F�� ��2	�0������7 	������
�9 F��	07 � � 0	0��� ���0��� t ����0��� 	
.���9 0 ≤ r ≤ a7 :��/�0 �����-
����2	�0��	����	'	 F��� � ��2	�0���@A�'	� F��� �	�:���@� :�� ���1 t,
<���/� ��F��0 � �2���/���	� �����0� �		������, ����9 �	/�� � �		������	�
R � 0	0��� ���0��� t ����0��� :	.	5���� � �		������	� r,
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�$ �
��� ���

���0�0 �.���@A�� ���	� ��2	�0���� F���E

rer =

(
1 −

t

τ

)
Rer ⇒ V = −

R

τ
er, G*(,++H

�, �, �	/��7 �	�	�� � 0	0��� ���0��� t = 0 �0�.� �		������� R7 ���5���
� :	��	��	� ��	�	��9@ V(R), <�0���07 /�	 �	/�� � ����-0� �		��������
0� R1 � R2 ���5��� � ����-0� ��	�	��0�, ��:��0��7 ����� F��� �		
A�
�� ���5���7 � ��	�	��9 �	/�� � �		������	� a0 0����0�.9��, �	���	7 /�	
���	����� D�	� �	/�� ����	 ��.@, &-/��.�0 ��:��9 ���	����� D�	� �	/��7
:	.9���9 :�	�����������-0 	:������0 � :	����0 0������.9�	� :�	���	��
�	� G*(,8+H,

��� :�	�����������	0 	:������ 0- ��
.@���0 �� �� 2�����	����	� �	/�
�	� F��� � �		������	� R7 � �� 2�����	����	� �	/�	� r � �����0� 	��/���,
��� D�	0 /���� D�� �	/�� :�	1	�� ����-� �	/�� F���, ����0 	
���	07 0-
��
.@���0 :	.� ��	�	����

V(r, t) = −
R

τ
er = −

r

τ − t
er, G*(,+;H

'�� 0- �	�:	.9�	��.��9 2	�0�.	� G*(,++H, &-/��.�0 ��:��9 :�	���	��-�7
�1	�A�� � :����@ /���9 G*(,8;HE

dV(r, t)

dt
= −

r

(τ− t)2
er,

V(r, t) · ∇V(r, t) =
r

τ− t
er · ∇ r

τ− t
er =

r

(τ − t)2
er.

G*(,+=H

�	�����. D�� ����.9���- � G*(,8;H7 :	.�/��0 ��.��	� ���	�����, & D�	0
:��0��� 0- ��	 ����0 �0-�. ��5�	'	 �.�'��0	'	 � G*(,8;H, %�����.@ �.��
���� 	/��9 ���0���.9�	 	
��0��9 D�	� :�	��	� :��0��7 /�	
- ��	 	�	����9
�0-�. ��.�/��7 �1	�A�1 � 	:����.���� ���	���� /�����- � :	0	A9@ :	�
��� 0������.9�	� :�	���	��	� G*(,8;H,

����0	���0 0���� :���-/��@ �������@, ����9 K(x, t) = P(x, t)7 '��
P(x, t) ���9 ����	� :	�	�	�� /�����-7 ��1	�A��� � �	/�� x � 0	0��� ����
0��� t, ��� ����� �� �'.	��@ ��	�	��9`

�������	 :	��97 /�	 �. D�	'	 ��	
1	��0	 ��:	.9�	���9 �.���@A�@ 0	�
��2�����@ �������� �����	�� G(,3+HE

δ

δt
P(x, t) ≡ d

dt
P(x, t) +V(x, t) · ∇P(x, t) =ω(x, t)×P(x, t). G*(,+>H
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����������� � D�	0 	:����.���� ��	�	���V(x, t) ��	��� �	:	.����.9�-�
��.	5���� :�� ��:������ �������� 
�.���� D���'��7 ��� D�	 
���� ����	
��5�,

& ��.9���F�0 ��0 :	���	
��� :��	
���	�-���9 '������� �'.	�	� ��	�
�	��� ∇ω, ����0 ������	���9 �.���@A�0 	
���	0, &����0 � ����0	������
����	� ��	�	'	 ���'� F(x, t)7 ���-���0-� ��	�	� 0��	� ��2	�0����7 � ����
�	� f(x, t)7 ���-���0-� ����	�	0 �'.	�	� ��2	�0����7 :	�������	0 �������
���

∇P = F×P, f ≡ F×. G*(,+3H

 �:	.9�� ��������� �����	�� G*(,+>H7 	:����.���� ��	�	� 0��- ��2	��
0���� G*(,+3H � ��	����	 :�������	�	/�	��� 	:����	�	� '�������� � :	.�	�
:�	���	��	� :	 ���0���7 :	�.� ���	�	�-1 :��	
���	����� :	.�/��016E

∇ω =
δF

δt
+ F×ω+∇V · F, G*(,;)H

	����� �. �	�	�� ����	�� ω �0��0

∇×ω =
δf

δt
+
(
FT − (trF)E

) ·ω+ (∇V · F)× . G*(,;*H

�	�.����� ��� ��������� �:�����.��- �. .@
	'	 ����	�� V � 
���� ���
:	.9�	���- :	�����,

&����0 � ����0	������ ����	� :���0�A����, ����9 /������7 �	�	�� �
����-� 0	0��� ���0��� t ��1	���� � �	/�� x7 � 0	0��� ���0��� t0 ≤ t

��1	��.��9 � �	/�� x0, &���	� u(x, t)7 �	�	�-� :����	��� /������ �� :	.	�
5��� x0 � �	/�� x7 ���-����� ����	�	0 :���0�A����, �����7 /�	 ����	�
��	�	��� ����� � ����	�	0 :���0�A���� :	�������	0 0������.9�	� :�	���
�	��	�7 :	.�/�0 	/�����	� ��������	E

δ

δt
u(x, t) ≡ d

dt
u(x, t) +V(x, t) · ∇u(x, t) = V(x, t) ⇒

⇒ d

dt
u(x, t) = V(x, t) · g(x, t),

G*(,;(H

'�� :����	 	
	���/����

g(x, t) ≡ (E−∇u(x, t)) , det g(x, t) > 0. G*(,;6H

16 @7%�# ���&��<���/ ���
*�� � ���
*�� 0�-�� �(/&� % �,���-���� U 2 2��1� E�F

�����	�� �	
��



���0� �������� �
��: ��	�7�, �� ���� ����, ���	�! ���

&-/��. '������� 	� 	
��1 /����� ��	�	'	 �� �������� G*(,;(H � �/��-�
�� :�������	�	/�	��9 	:����	�	� '�������� � :	.�	� :�	���	��	� :	 ����
0���7 :	.�/��0 �.���@A�� ���������E

δ

δt
∇u(x, t) = ∇V(x, t) · g(x, t) ⇒

⇒ ∇V(x, t) =

(
δ

δt
∇u(x, t)

)
· g−1(x, t).

G*(,;8H

?�� ��������� 0	5�	 ����� � ���'�1 S>87>+T, �	�.����� ��������	 0	5�	
:���:����9 � D�����.����	� 2	�0�E

∇V(x, t) = −

(
δ

δt
g(x, t)

)
· g−1(x, t). G*(,;+H

4���	� �		��	F���� ��:	.9����� :�� ��:��� :��������	'	 �����:�����
�	'	 �����������,

����� �������� �����

������7�� �� ������$���
	� ����%

���%�� =����	��'��+ � �����'��+ 7�	��
������  �"	�����+ *� ��(

&-
���0 ���	�	��@ �������.9��@ �����0� 	��/���, ����9 Z ���9 ����	�
0�	5����	 0�	'	�:��	�-1 /�����, ����9 V ���9 ���	�	�� 2�����	�����
	
.���9 � �����0� 	��/���, ������� V ���9 ��0����� :	���1�	��9 S = ∂V.
����9 ��.�� η(x,t)dV ���9 /��.	 /����� � 
���	��/�	 0�.	� 	������	��� �	/�
�� x ⊂V � �����.9�-� 0	0��� ���0��� tE

η (x,t) ≥ 0.

<��	� �	1������ /����� � ����'��.9�	� 2	�0� �0��� ���

d

dt

∫
(V)

η (x,t)dV = −

∫
(S)

ηn ·VdS,
∫
(S)

n · (ηV)dS =

∫
(V)

∇ · (ηV)dV. G*(,;;H

�/��-�� :�	���	.9�	��9 �-
	�� 	
.���� ����'���	����7 :	.�/��0 .	�
��.9��@ 2	�0� ���	�� �	1������ /�����E

dη

dt
+∇ · (ηV) = 0. G*(,;=H



��* ����� ��� @)��	� ��
��� �
���

� ��:	.9�	�����0 0������.9�	� :�	���	��	� ��������� G*(,;=H :����0��
�� ���

δη

δt
+ η∇ ·V = 0 ⇒ δ(lnη)

δt
+∇ ·V = 0. G*(,;>H

���%� =����	��'��+ � �����'��+ 7�	��
!�	���� ������ ��������

�	.�/����	 ���5��� /�����7 ��1	�A�1� � 	
.���� V 7 	:����.���
�.���@A�0 �-��5����0E

K1 =

∫
(V)

η (x, t)mK1 (x, t)dV, K1 (x,t) = V (x,t) , G*(,;3H

'�� m = const ���9 0���� /�����-7 ��1	�A��� � �	/�� x � �����.9�-�
0	0��� ���0���7 ��.�/��� mη ���9 :.	��	��9 0���-, ����	�� :.	��	��9
�	.�/����� ���5��� K1 	:����.��� �-��5����0 G*(,*3H,

����-� ���	� ����0��� ?�.��� ��:��-����� � ���� ���������

d

dt

∫
(V)

ηmK1dV =

∫
(V)

ηFdV +

∫
(S)

T(n)dS −

∫
(S)

ηm (n ·V)K1dV , G*(,=)H

'�� F O ���F� ��.�7 :��1	�A�� �� 	��� /������7 T(n)dS O ��.�7 ����
����@A� �� :.	A���� dS � �����/�	� ���F��� �	�0�.9@ n7 :	�.����� �.��
'��0	� � :���	� /���� �������� 	:����.�� :	��	� �	.�/����� ���5��� �
	
.���9 V , �	��	� �	.�/����� ���5��� :�	��1	��� �� �/�� ���5��� ����-
�.� �� �/�� ���5��� �����0- 	��/��� 	��	����.9�	 ����-,

&����0 � ����0	������ ����	� ��:�5����

T(n) = n ·T. G*(,=*H

����0 	
���	07 �0��0∫
(V)

[
d

dt
(ηmK1) − ηF+∇· (ηV)mK1 + ηmV · ∇K1 −∇ ·T

]
dV = 0.

& .	��.9�	� 2	�0� :���-� ���	� ����0��� :����0��� ���

∇ ·T+ ηF = ηm
δV

δt
. G*(,=(H



���0� �������� �
��: ��	�7�, �� ���� ����, ���	�! ��	

���%�% =����	��'��+ � �����'��+ 7�	��
���	��� ������ ��������

������/����� 0	0��� /�����7 ��1	�A�1� � 	
.���� V 7 	:����.��� �-�
��5����0

K2 =

∫
(V)

η (x,t)mK2 (x,t)dV, K2 (x,t) = x×V (x,t)+

+P (x,t) · C̃ ·PT (x,t) ·ω (x,t) +
1

m

N∑
i=1

λi
δβi (x,t)

δt
n′
i (x,t) ,

G*(,=6H

'�� 0���	�� :.	��	��9 ������/���	'	 0	0���� K2 	:����.��� �-��5����
�0 G*(,((H,

<�:�F�0 ��	�	� ���	� ����0��� ?�.���E

d

dt

∫
(V)

ηmK2dV =

∫
(V)

η (x× F+ L)dV +

+

∫
(S)

(
x×T(n) +M(n)

)
dS −

∫
(S)

ηm (n ·V)K2dS ,

G*(,=8H

'�� L O ���F��� 0	0���7 :��1	�A��� �� 	��� /������7M(n) dS O 0	0���7
�������@A�� �� :.	A���� dS7 :	�.����� �.�'��0	� � :���	� /���� ��������
���9 ��	�	��9 :	��	�� ������/���	'	 0	0����,

���������-� �����5���� :	��	.@� :	.�/��9 2	�0�.� �	F� �. ����
�	�� 0	0����-1 ��:�5����

M(n) = n ·M G*(,=+H

� .	��.9��@ 2	�0� ��	�	'	 ���	��

∇ ·M +T× + ηL = ηm
δ

δt
L(x, t), G*(,=;H

'�� /���� ����	� L 	
	���/�� ����0�/����� �:�� 	��	� /�����-

mL = P(x,t) ·mC∗ ·PT (x,t) ·ω (x,t) +
N∑
i=1

λi
δβi (x,t)

δt
n′
i (x,t) , G*(,==H

����	� mC∗ 	:����.�� �-��5����0 G*(,*=H,



��� ����� ��� @)��	� ��
��� �
���

� ��������@ G*(,==H ��	
1	��0	 �	
����9 �������� ���5��� �	�	�	�
G*(,66H7 �	�	�-� :�� :�	�����������	0 	:������ :����0�@� ���

λi
δ

δt

(
δβi (x,t)

δt
+ω (x,t) · n′

i (x,t)

)
+ νi

(
δβi (x,t)

δt
−Ωi (x)

)
= 0,

i = 1, 2, ...,N.

G*(,=>H

���%�) =����	��'��+ � �����'��+ 7�	��
�	������+ 
���� � G��	���

�	.�� D���'� /�����7 :	:���@A�1 � 	
.���9 V � �����0� 	��/���7 0	5��

-�9 :�������.��� � �.���@A�0 ����E

E =

∫
(V)

η (mK + U)dV,

K =
1

2
V ·V +

1

2
ω ·P ·C∗ ·PT ·ω+

+
1

2m

N∑
i=1

λi

[(
δβi

δt

)2
+ 2
δβi

δt
ω · n′

i

]
,

G*(,=3H

'�� K,U ���9 :.	��	��� ������/���	� � ���������� D���'�� �		����������	7
:��/�0 :.	��	��9 ������/���	� D���'�� 	:����.��� �-��5����0 G*(,*;H,

��������� 
�.���� D���'��7 �.� :���-� ���	� ���0	����0���7 �. :�	�
���	.9�	� �:.	F�	� ����- ��:��-����� � 2	�0� ���������E

d

dt

∫
(V)

η(mK + U)dV =

∫
(V)

η
(
F ·V + L ·ω+ q

)
dV +

+

∫
(S)

(
Tn ·V +Mn ·ω+ h(n)

)
dS −

∫
(S)

ηn ·V(mK + U)dS,

G*(,>)H

'�� ηU O 	
C�0�� :.	��	��9 ���������� D���'��R q O :	��	� ��:.�7 :��1	�
�A��� �� 	��� /������R :	�.����� �.�'��0	� � :���	� /���� �������� ���9
��	�	��9 :	��	�� D���'�� /���� :	���1�	��9R h(n) O ��:.	�	� :	�	�7 �	�	�-�
�-��5���� /���� ����	� :	�	�� ��:.� h :	 ���	�� ���9�M��	���E

h(n) = n · h .



���0� �������� �
��: ��	�7�, �� ���� ����, ���	�! ��6

& .	��.9�	� 2	�0� ��������� 
�.���� D���'�� ��:��-����� � �.���@A�0
����E

η
δU

δt
= TT · · (∇V + E×ω) +MT · ·∇ω+

+∇ · h+ ηq+ η
N∑
i=1

νi
δβi

δt

(
δβi

δt
−Ωi

)
.

G*(,>*H

& ���	� 2	�0� ��������� 
�.���� D���'�� �A� 0�.	 	 /�0 '	�	���, &
/����	���7 	��@�� �� ����	7 	� ����1 ��'�0���	� ������� �������� D���'�,
��� :	���	���� �	������-1 ��	��� ��������� 
�.���� D���'�� �	.5�	 
-�9
:��	
���	���	 � �.���@A�� 2	�0�E

η
δU

δt
= TT · ·δA

δt
+MT · ·δB

δt
+∇ · h+ ηq+ η

N∑
i=1

νi
δβi

δt

(
δβi

δt
−Ωi

)
, G*(,>(H

'�� ����	�- A � B ���-��@�� :���	� � ��	�	� 0��	� ��2	�0����7 �		��
���������	, ��� :�	�����������	0 	:������ �������� 0�� ��2	�0���� /��
��	 	���-����� ���90� �� :�	��	� :�	�����	�, ��.� D�� :�	������ ��.��9
�	������	7 �	 ����� �-�����7 /�	 0��- ��2	�0���� 	��@�9 �� �.@��
/���	 '�	0����/����0� :���0����0�7 � ������ 	� ��	���� 0������.�, ����
����	� 	���-����� ��5�-07 ��:��0��7 :�� 	:������ ���:��'�1 0������.	�,
& ����	0 �.�/�� ��� ��	
1	��0	��� �-:	.��9 	
��5���0�@ :�	������ �
	
A�0 ����, 4. D.����	0�'����	'	 :	. 	�� 
���� 	:����� ��.��,  � �����
���� G*(,>(H ����	7 /�	 �������� D���'� ������� 	� ����	�	� A � B7 �	
D�	 ��������� ��5����� � ��.9���F�1 :��	
���	����1,

���%�� �	��������� ��	���� ��� ��  �!�(�� G��	���

%������-� 2����0����.9�-� ���	� 0�1����� O D�	 ��	�	� ���	� ����
0	����0���7 �.� ����������	 :�	���	����� D���	:��, & 	��	����� ��	�	'	
���	�� ���0	����0��� .�5�� D��:���0����.9�-� 2���7 �	'.���	 �	�	�	0�
�� 0�1���/���� ��
	�� 0	5�� 
-�9 :��������� � ��:.	7 �	 :	.�	��9@ :����
����� ��:.	 � ��
	�� ���	�0	5�	, <� D��0 D��:���0����.9�-0 2���	0 ��	��
��	����/���� ��� 2����0����.9�	� ��5�	��� 	 ����A����	����� ��	.��	�
����-1 �����07 ��.� �	.9�	 :	� �����0	� �� :	��0��9 ��@ :�	�.����@ �
��:�	�.����@ &��.����@, ��1���/���� ��
	�� �	���F���� ����0��������
0	� �����0	�7 � :	�	0� 	�� :	.�	��9@ 0	5�� 
-�9 �/���� � :��������� � ��:�
.	, & :�	���	:	.	5�	��9 D�	0� ��:.	 O D�	 '.	
�.9�� 1�������������7 �	�
�	��@ :�����:��.9�	 ��.9� .	��.��	���9, ��:.	 ����
�5�	 ��.�/���� ��



��� ����� ��� @)��	� ��
��� �
���

�����0-7 � �	0 /��.� � � ��:�	�.����@7 �, �, � ���/��-���0�@7 &��.����@,
��.� ���0���.9�	 :�	���.����	���9 ����0	�����	�7 �	 0	5�	 :����� � �-�
�	��7 /�	 ��	�	� ���	� ���0	����0��� �����5���� ��A����	����� D2��� �	�
	
A� � D.����	0�'����	'	 :	. � /����	���, "��@�� �.����� ���	�0	5�	��9
:	�.��	����.9�	'	 ������� :	��� ��0:������- 
�� :���.�/��� D.����	�
0�'����	'	 :	.,

&�	�	� ���	� ���0	����0��� 
���0 ��:	.9�	���9 � 2	�0� �����������
�.�������M4@'�0�M������..� S*8TE

d

dt

∫
(V)

ηHdV +

∫
(S)

ηn ·VHdS ≥
∫
(S)

n · h
ϑ
dV +

+

∫
(V)

1

ϑ

[
ηq+ η

N∑
i=1

νi
δβi

δt

(
δβi

δt
−Ωi

)]
dV ,

G*(,>6H

'�� 2����� H ���9 :.	��	��9 D���	:��R ϑ O ��0:�������, & .	��.9�	� 2	��
0� D�	 ����������	 ��	���� � �.���@A�0�E

η
δH

δt
≥ 1
ϑ

[
∇ · h+ ηq+ η

N∑
i=1

νi
δβi

δt

(
δβi

δt
−Ωi

)]
−
1

ϑ2
h · ∇ϑ. G*(,>8H

 ��.@/� 	��@�� ��:.	�-� �.�'��0-� � :	0	A9@ �������� 
�.����
D���'�� G*(,>*H7 :	.�/��0 :��������	� ����������	 �����:����E

ηϑ
δH

δt
≥ ηδU

δt
−TT · · (∇V + E×ω) −MT · ·∇ω−

1

ϑ
h · ∇ϑ. G*(,>+H

��.� � ����0	������ ������ :.	��	��9 ��	
	��	� D���'�� F = U− ϑH7 �	
D�	0� ����������� 0	5�	 :�����9 ���

η
δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
−TT · · (∇V + E×ω) −MT · ·∇ω−

1

ϑ
h · ∇ϑ ≤ 0. G*(,>;H

���������	� ����������	 �����:���� �	.5�	 �-:	.��9� :�� ���1 0-��
.�0-1 :�	�����17 :�	����@A�1 � �����, �	��	.9�� � D�	 ����������	 �������
���F��� :���0���- �� �1	��7 �	 	�	 ��.�'��� 	'����/��� �� 	:����.@A��
�������� ����-, %�	
- �	�:	.9�	���9� D��0 ����������	07 �'	 ��	
1	��0	
:��	
���	���9 � ����7 ���.	'�/�	0� G*(,>(HE

η
δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
−TT · ·δA

δt
−MT · ·δB

δt
−
1

ϑ
h · ∇ϑ ≤ 0. G*(,>=H
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�����  ������� ����� � ����
�	� ���
�����

�
����
�) ��������

���)�� C	������+ �������� !��+	��$  	���  !�(���'���� ����

�, #	���� � ���.@/���� ���'� S>;7 �, ;;T :�F��E P& :	�.����� ���0 0�1��
��/����� 	
C����� :�	��1	�A�1 � D2��� :�	����	� ��� 
	.�� 	����:�@�
�� ������ :.��, 4. 0�	'�1 2����	� 	��	��	� /���9@ ��	��� �.��� �	/�
�	� �	.�/�������	� 	:������ �.����7 ���7 ��:��0��7 ����	� � ��������1
������..�, "����	7 ��5� ��.� ��	�9 �� ���	� �	/�� �����7 0�1���/�����
���.	'�� ��� 5� �	1���@� ���	�	�	� ���/����, "�� :	0	'�@� ��0 ��0��9
	 �.���1 � 0	'�� ���9� ���	/���	0 ���� �. �	�-1 ���.��	�����Q, ?��
�.	�� :�	�������- ��.���0 2����	0 � *3)( ',7 �7 	/�����	7 �. 2����� D�	

-.	 :�	A���� :���� 	�	�/���.9�-0 ����-�	0 � �.����/���	� 0�1����	�,
":������ �, #	����	0 ����-1 ��	��� D2��	� ��	 :	���-����7 /�	 	�� 
-.�
	
��/��- �� �����/�7 ��� ���7 � 	��	� ��	�	�-7 ��� D�� ��	��� ��0	�������@�
��	� 5�.���� �1 ���	�	� ������ � ����0	������ �:��	��-� ���5���7 �	7 �
���'	� ��	�	�-7 :	�1	�A�� �. D�	'	 0���0���/����� �::���� � �	 ���0
�� 
-. �����
	���, ���'� �, � �, �	����� S>=T7 � �	�	�	� �:���-� ����0	����
�- 0�.9��:	.��-� ����-7 	:�
.��	���� � *3)3 ', &:�	/�07 � D�� ���'� �A�
�� ����.� ���1 ��	
1	��0-1 �������, ����	A�� �������� 0�.9��:	.��-1
��	��� � 0�1����� ��/�.	�9 :	�.� *3+> ',

"
����0� � �-�	�� ��������� ����0��� :	.��	� ����-, ����0	���0
�������.9��@ �����0� 	��/��� S, &-��.�0 � ��� ���	/�	�'.����@ ��0����
��@ :	���1�	��9 Σ7 �� �0�@A�@ �	/�� ��0	:�����/��� � 2�����	�����@ �
S������0�, %���� n (Σ) 	
	���/�0 /��.	 /�����7 ��1	�A�1� � ����-� 0	�
0��� ���0��� t ������ Σ, ��� � ���'�� � 2��	0��	.	'�/����1 ��	��17 /��.	
n (Σ) �� 	
����.9�	 �.��� ��.-07 /�	 �� �0��� ���/���7 ��� ��� :	 :����
:	.	5���@ n (Σ) ��.��	, �	'�� �. n (Σ) :	.�/��0

n (Σ) =

∫
(VΣ)

η (x, t) dV, G*(,>>H

'�� η (x, t) O 	
C�0�� :.	��	��9 /�����R x O ����	� :	.	5��� �	/�� ��.�
	��/���R VΣ O 	
C�07 ���.@/���-� ������ Σ, &�.@/���� ���0��� t � η (x, t)
:	���-����7 /�	 /��.	 /����� ������ Σ :���0���	, ��	5����	 /����� ������
Σ ���	��0 ��.	0 A, ������/����@ D���'�@ ��.� A :��������0 � ����

K (A) =

∫
(VΣ)

η (x, t)mK (x, t) dV, K =
1

2
V·V+

1

2
ω·P·Θ0 ·PT ·ω, G*(,>3H
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'�� K O 0���	�� :.	��	��9 ������/���	� D���'��R ηmdV O 0���� 	
C�0�
����- dV R P (x, t)O ����	� :	�	�	�� /�����-Rω (x, t) O �� �'.	�� ��	�	��9R
mΘ0 O ����	� ������� � 	��/���	� �	�2�'������R m � mΘ0 �� ������ ��
	� x7 �� 	� t7 ��� ��� ��� /�����- 	��	��:�-, �	.�/����	 ���5��� K1 �
������/����� 0	0��� K2 �-/��.@�� :	 2	�0�.�0

K1 (A) =

∫
(VΣ)

η (x, t)mK1 (x, t) dV, K1 = V;

K2 (A) =

∫
(VΣ)

η (x, t)mK2 (x, t) dV,

K2 = x×V +P · Θ0 ·PT ·ω,

G*(,3)H

'�� ��	�	� �.�'��0	� � �-��5���� �. K2 O 0���	�� :.	��	��9 ����0�/��
��	'	 �:���,

4�.�� 
���0 �/����97 /�	 V = const, ?�	 :���:	.	5���� 0	5�	 �����	�
���9 ��� �	7 /�	 /�����- ����- ��:	���5�- � �
�	.@��	0 :�	���������7 �
0- :	.9���0� ���5�A��� S������0	� 	��/���,

��� V = const ���	� �	1������ /����� G*(,;>H :����0��� ���

δη (x, t)

δt
≡ dη (x, t)

dt
+V · ∇η (x, t) = 0. G*(,3*H

��������� G*(,3*H :	���-����7 /�	 ��0������ :.	��	��� /����� :�	��1	�
��� �	.9�	 �� �/�� ���5��� ����- 	��	����.9�	 S������0-, ��.� ����� 	��
�	�	���7 �	

∇η = 0,
dη

dt
= 0.

<�:�F�0 :���-� ���	� ����0��� ?�.��� G*(,=)H7 �/���7 /�	 0���	�-�
��.- 	��������@�E

d

dt

∫
(VΣ)

ηmVdV =

∫
(Σ)

T(n)dΣ−

∫
(Σ)

ηm (n ·V)VdΣ. G*(,3(H

�����0� �	 ���0���� G*(,3*H � ��.	��� V = const7 :	.�/��0 .	��.9��@
2	�0� G*(,3(HE

∇ ·T = 0, G*(,36H

'�� T O ����	� ��:�5����,
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<�:�F�0 ��	�	� ���	� ����0��� ?�.��� G*(,=8H :�� ��.	��� 	��������
0���	�-1 ��.E

d

dt

∫
(VΣ)

ηmK2dV =

∫
(VΣ)

ηLdV +

+

∫
(Σ)

(
x×T(n) +M(n)

)
dΣ−

∫
(Σ)

ηm (n ·V)K2dΣ.

G*(,38H

� �/��	0 G*(,3*H7 G*(,36H :	.�/��0 .	��.9��@ 2	�0� G*(,38HE

∇ ·M+T× + ηL = ηm
δL

δt
; L = P ·Θ0 ·PT ·ω, G*(,3+H

'��M O ����	� 0	0����-1 ��:�5����,
�����0� ��������� G*(,36H7 G*(,3+H �	���5�� (* ����������@ 2�����@ G:	

����9 �		������ T �M � ��� :���0����7 	:����.@A�� ����	� PH7 �, �, 	��
�� ��0�����, 4. ��0-���� �����0- G*(,36H7 G*(,3+H ��	
1	��0	 :���.����9
	:����.@A�� ��������,

�����	��9 � �	07 /�	 0- �� ����07 	� ����1 ��'�0���	� ������ T � M,
%�	
- :��	�	.��9 D�	 �����������7 �	�:	.9���0� ���������0 
�.���� D����
'��,

<�:�F�0 ��������� 
�.���� D���'�� G*(,>)H7 �'�	���� 0���	�-� ��.- �
��:.	�-� D22���-E

d

dt

∫
(VΣ)

η(mK + U)dV =

∫
(VΣ)

ηL ·ωdV +

+

∫
(Σ)

(Tn ·V +Mn ·ω)dΣ−

∫
(Σ)

ηn ·V(mK + U)dΣ.

G*(,3;H

& .	��.9�	� 2	�0� ��������� G*(,3;H :����0��� ���

η
δU

δt
= MT · ·∇ω+ 2D ·ω , G*(,3=H

'�� �/���- �������� G*(,36H7 G*(,3+HR ��.	��� V = const � ���.	5����

T = τ+D× E, τ = τT ⇒ T× = −2D ⇒
⇒ ∇ · τ+∇×D = 0.

G*(,3>H
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� �/��	0 �	5����� G*(,+>H7 G*(,;)H :��	
�����0 ��������� G*(,3=H � ����

η
δU

δt
= MT · · δF

δt
+

[(
1

2

(
MT · F)× +D

)
×P

]T
· · δP
δt
, G*(,33H

'�� ����	� ��2	�0���� F 	:����.��� 2	�0�.�0� G*(,+3H,
��.� ����0	������� �/���@�� �:��'�0� G� �0���	 D�	 
���� :���:	.��

'��9� � ��.9���F�0H7 ��������� 
�.���� D���'�� � 2	�0� G*(,33H :	��	.��
	:����.��97 	� ����1 :���0���-1 ������� :.	��	��9 ���������� D���'�� U7
� ���5� �1	�A�� � D�	 ��������� ����	� M � ����	� DE

U = U (F ,P) , M = M (F ,P) , D = D (F ,P) . G*(,*))H

�/��-�� ��������	

δU

δt
=

(
δU

δF

)T
· · δF
δt

+

(
δU

δP

)T
· · δP
δt
,

��������� G*(,33H :���:��-���0 � ����(
η
δU

δF
−M

)T
· · δF
δt

+

[
η
δU

δP
−

(
1

2

(
MT · F)× +D

)
×P

]T
· · δP
δt

= 0. G*(,*)*H

�	.�/�.� .������@ 2�����@ ��	�	����
δF

δt
�
δP

δt
7 �	�	�� �	.5�� �	5�

��������	 	
��A��9� � ��.9, �	��	.9�� ����	� :	�	�	�� �	���5�� �	.9�	
��� ��������0-� �	0:	����-7 �� ��� ��	�	��� � G*(,*)*H .�����	 ���������
0-, & ��0	0 ��.�7 �� �������� �����	�� �0��0

δP

δt
·PT =ω× E ⇒ (A ·P)T · · δP

δt
= 0, ∀A : A = AT . G*(,*)(H

� �/��	0 ��������� G*(,*)(H 0	5�	 �����5���97 /�	 �. �:�����.��	�
��� G*(,*)*H :�� ���1 �	�0	5�-1 :�	�����1 ��	
1	��0	 �-:	.����� �		��	�
F����E

M = η
δU

δF
,

[
1

2

(
MT · F

)
× +D

]
×P = η

δU

δP
+A ·P . G*(,*)6H

&�	�	� �� D��1 ��������7 :	�.� �0�	5��� �� PT �:���� � �-/��.���
����	��	'	 ���������� � �/��	0 �	5������ (c × E)× = −2c � ��	����� ��0�
0����/�	'	 ����	�� A× = 07 ����

D = −
1

2
η

[
δU

δP
·PT +

(
δU

δF

)T
· F
]
×

. G*(,*)8H



����� ���
��� �
��� � ������ )
������� ����	�$ ��,����� ���

�		��	F���0� G*(,*))H7 G*(,*)6H7 G*(,*)8H 	:����.@�� ����	� 0	0����
�-1 ��:�5����M � ������00����/�� /���9 ����	�� ��:�5���� T, ��0�
0����/�� /���9 T �	.5�� ��1	���9� :	 G*(,3>H � �	:	.����.9�-0 	:�����
.@A�0 ��������0, "����	 � ��.9���F�0 τ ��� �������	���9 �� 
����, "
�
��A��� �� ��
 ���0���� �	� 2���7 /�	 τ �� �.��� �� ��������@@ D���'�@,
����.�9� D�	0� �� :��1	����, <���9 0	5�	 ��:	0���97 /�	 ��������
D���'� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� �� ������� 	� ��:�5���� � ��.�,

���)� 4���7���*� ��� !	�� �������+
�  �	����� 7���*� ���� ��	�

& �������1 0���2���/����1 �/���� ����@ ��A�	��9 :����	 ��.��9
�� ��09 '�������, ���90	� '�������� �	�0	�� �.��� ����/����� ���
G��� :.	��-�7 ���90	� �	�0�/����� D2��7 �	�0�/���	� �����	� ��.	H, �����
/����� ���7 � ��	@ 	/����97 ��.��� �� ��09 '�������7 ���-���0-1 D2���0�,
��5�-� �� D��1 D2��	� �0��� ��������	� ���	����7 �, �, ��	0��@ ���������,
�.	��	��� D��1 D2��	� ��0���	 ���.�/�@��7 	�� ��� 
- �.	5��- 	��� �
���'	�, ?2��- ����0	�������@� 0�5�� �	
	� �.	5�-0 	
���	0 � :	�/���
@�� ��� ���-���0	0� P���	�� ������� ��	��	� ��.- � /��-��1 0���1Q,

4��'	� �������� D�	'	 ���	�� O P:�����: �	����D��� ��2�'	��Q, �	/�
�-� �0-�. D�	'	 ���	�� ��0 ���������� � �:	0������ 	� �. �	'	7 /�	
-
/�����.9 0	' 	�	����9 �����	���7 �	�����@A�� :�� :	:-���1 ���/��9 0����
2���/����� �/���, ":�����@ :	�.�5�� �	.9�	 �	7 /�	 :	������ ���.���
0��	��0� �	���0���	� ����	��.9�	� �����,  ���7 ����/����� ��� ����.��
������ �� ��09 D2��	�,

��	��$ G7�	 �	��	�� �� 
-���	���A�@A�1� /����� 	��	'	 �	���7
	
����@A�1 ��� 
- ������..�/����@ ��F����, �	 D�	� :��/��� �'	 /���	
�0���@� P:	���5�� ��:	���5�	��9Q, %�����- :���	'	 D2��� ����.�0- ��
��	��� ����/���	'	 ����7 � �1 0���- ����	.9�	 0�.-7 /�	 ��5� 2	�	�- �
��������� � ��0� 	
.���@� ���		
����0	 	'�	0�-0� 0����0�, ����-� D2��
:�����/���� ��	A���0 �� ��	��� 0���	0���7 �	 �� 0���	/�����- �:.	�9 �	
D.����	�	� 	���-���� �.����,

6����������	 ����-� D2�� �� ����0��������� � �� �:	0������ �
�	���0���	� 2�����, "����	 	� �	��� �� �.��� �	���F���	 ������	0-0
�	���0���	� �����, ���5�� ���'	7 :���-� D2�� �.��� ���� .� �� �����
������-0 :���������	0 �� �	7 /�	 ��
C������	 	A�A���� /�.	���	0 ���
���0, &��0��0� � �.���@A�� ���.����  , �9@�	�� S6(7 �, 8+TE j����0 	
�
���	07 :	��@��7 '�� � ��.9���F�0 �����/���� �.	�	 P���0Q,,, :	� ��0 ��5�



��* ����� ��� @)��	� ��
��� �
���

�	 :	��0��9 �� ���0 � �'	 2	�0�.9�	0 ���/����7 � �	.9�	 �� 	�.�/��@
	� ���0��� ��.�/���7 :	�������	0 ����	0���	'	 �	��� �.� ��/��� �	�	�	�
�-��5���� � ��0����� ���0k, ��A������� .� D�� P	�.�/�� 	� ���0���
��.�/���Q` � ��.� ��A�������7 �	 ����@ 
- :���	�� 	�� 0	'.� �0��9` #�'�	
:	��97 /�	 ���0 �� 0	5�� 
-�9 �����	 � ����0��.�
	 1�������������0�
�����.��	��	'	 ���5���, "����	7 ��.� �		
�����97 /�	 � ��5�	� �	/��
:�	��������� �0���� ���	� ��.	7 �	���F�@A�� :��0������	� ���A����7 �	
��
C������	� 	A�A���� ���0��� ����	���� 2���/���	� ���.9�	��9@, �'	.7
�����/����0-� �:	0���-0 ��.	07 ��� ��� � 0	5�� �.�5��9 �	� ��.�/��	�7
	 �	�	�	� '	�	��� �9@�	�, �	.�� 	:����.���	 :�F�� 	
 D�	0 ��F �	���0���
��� �, �, �	�-��� � ��	�1 ��
	��17 :	��A���-1 :��/���	� 0�1����� S3*T,
��
	�- �, �, �	�-���� /����-/���	 ����0- �. 2	�0�.9�	� �������7 �	
��	�� ��0����9 � ��1 ���0�� P���0Q �� ���0�� P:���-� D2��Q7 ��� 0�	�
'	� � �'	 �����5����1 ����	���� ��-07 :	 ������� 0���7 �� ���������	0
��	���, & �.���@A�0 �����.� 
���� :	�����	7 /�	 ��:�/�-0� ��������0�7
	:��-��@A�0� :���-� D2��7 �.@�� �������� B�����'��� � �.����M
�	��	��,

���	�$ G7�	 O D.����	0�'����	� �	��	��� 0������, ��	0- ��	�	'	
D2��� �.@�� �5� �.	5�-0� 	
���	����0�7 �	 � D�� ��	0- /����-/���	
0�.- O �1 0���- 0�	'	 0��9F� 0���- 2	�	��, &	�0�A��� � D�	0 D2���
���:�	�����@�� �	 ��	�	��9@ ����� � 
	.�� �-�	��0�,

6����������	 &�	�	� D2�� O D�	 �	7 /�	 � �	���0���	� 2����� ���
�-����� D.����	0�'����-0 :	.�0, �	 ��	�� :	�/������97 /�	 � 	�.�/�� 	�
�	������� 2����	�7 D.����	0�'����	� :	.� �� �0��� �����	'	 	��	F��� �
�����07 1	� ���5���-� 0���	��.� G��:��0�� D.����	�-H ��	�� ��.9�-�
�	�0�A��� � D.����	0�'����	� :	.�, ��:�/�-0� ��������0�7 	:��-��@�
A�0� ����0��� ��	�	'	 D2���7 �.@�� �������� 0�����..	���	'	 ��:�7
�	 
	.�� �.	5�-�17,

3	���$ G7�	H ���  �������  � ��+��� ����	��� ?�	7 �	
������	 '	�
�	�7 �����9 0�.9/��F�1 /����� � D.����	0�'����	0 :	.�, ����- D��1 /��
����7 ���-���0-1 2	�	��0�7 �5� �������-7 ���	��	7 �	��	����	, "�� �0�@�
:	��	� 10−65 ', &��90� :	1	5� �� �	7 /�	 ���� O D�	 ���5���� �:	0���-1
0�.9/��F�1 /����� � D.����	0�'����	0 :	.� �� ��	�	��� ���:�	��������
��'��.	� �	 ��	�	0 D2���, ����� :�� D�	0 :�	��1	�� �.���7 .�'�	 :����
������9 ��
�7 ��.� ����0	����9 ���5���� ��0	.��� � ��0	�2��� �	 ��	�	��9@7
� �	/�	��� ����	� ��	�	��� �����, ��.� ������ D2�� ���������.9�	 ���.��7

17 ?�����/�7� �,(%�����) ����7%(.:�� #��(0�2� %&�,�1� C8�,( �C��2&,�0(1��&��1�
�����) ����-#(.&�� % ��#,("#��� ��
�
�
 �����	�� �	
��



����� ���
��� �
��� � ������ )
������� ����	�$ ��,����� ��	

�	 �	�:����.��	��	.�	�� :���	�� ����� ����	���� ��0		/�����	�,
I����	��$ G7�	H ��� ��!�����  � ��+��� ����	��� ?�	� D2�� �5�

�	����	/�	 1	�	F	 �������� :	� ��������0 :.��0-, "�.�/�� �'	 	� :.��0-
���.@/��	 � �	07 /�	 � :.��0� ���	����	/�	 �/��-��@�� �:��	��-� ���5��
�� G���A���.9�-� ���:��� ��	
	�-H,  0���	 � D�	0 D2��� ���	5����� �	
��	����	 ��.7 �	�	�	� :�	�.��� ��� ���� � :	�.���@A�1 D2���1, "����
�	7 ��:��0��7 2�����	��	� D.�����/����	7 �� �0�@A�� :�0	'	 	��	F���
� :���-/�	0� ��0 D.�����/�����7 	
C����� �0���	 �� ��	��� /������	�
'	 D2���, %������-� D2�� �'���� ���.@/���.9�	 ��5��@ �	.9 �	 0�	'�1
0���2���/����1 �/���1,

�+��$H 9� ��$ �  ��'��$ G7�	� �� ��5��@�� � �	00������17 �
	
D�	 '��		
����	�7 5���	� � �����	� �	��	��� ��.7 �		����������	, "�0���0
�	.9�	7 /�	 D.�����/����	 �.��� ����
��	0 D��1 D2��	�,

& ���.@/���� �A� ��� :	�/�����07 /�	 ��� �������	� ����� �.��� ��

	.��7 /�0 :���:	.	5����0 �. ����	��.9�	� �����, ?�	 0	5�	 ����0�����
���9 ��� ��.��	� :��
.�5���� � ���.9�	���, �A���.9�-� ���.�� 0���0����
/����1 0	��.�� 	:�����-1 D2��	� :	��5��7 ����	.9�	 	�� :���0.�0-7 � �
/�0 :	���
�@� ���/���.9�-1 ��	/�����, 4���-� ���.��7 �	��/�	7 :�	���
�	:	.����.9�-� �	�0	5�	��� ��������7 � �	'�� �	������� �	�	� :��
.�5��
��� � ���.9�	���, ��� 
- :.	1� �� 
-.� �2	�0�.��	����-� :�������.���7
	�� ��������7 �� ���0����0 .�/F�17 ��	
1	��0- �. ����	��.9�	� 0�1�����,

���)�% �����������"���*� ��� ��������

& :	������.� *(,8,* :�������.���7 :	 ��A�����7 	
A� ��	�� /���	 0	�
0����	� ����-7 � �	�	�	� /�����- �	.9�	 ���A�@��7 �1 �����.��	��-�
���5��� 	
��.	�.��- ���.@/���.9�	 ���5����0 �����0- 	��/���, &-���
����-� �������� �.@�� 
	.�� 	
A�0�7 /�0 D�	 ��	
1	��0	 �. :���	'	
D2���, "�� :�	��	 :	���-��@�7 � ���	0 �.���� ��������� �.����� �����9 ���
��0�/����� �������� :���	'	 D2���, 4�.�� :��0�0 ���/���.9�-� 	'����/��
��7 �	�	�-�7 ����0����7 �� 	
����.9�- � /���	 ��	����/���	� �	/�� �����
� 	:����-��@�� �� D��:� �1 :	���	��� ���.@/���.9�	 ���������-0� :����
����.���0�, &�5�	7 /�	
- D�� 	'����/��� �� ����:�.� � :�	���	��/� ��
� 2	�0�.9�	� .	'��	�7 �� �	 ���0� :���-��A�0� �����5����0�,

���5�� ���'	7 :��0�07 /�	 /�����- :���	'	 D2��� 	
.���@� ������
�����.9�	���	��	:�-0� ����	��0� �������

mΘ0 = λ e⊗ e+ μ (E− e⊗ e) , G*(,*)+H



��� ����� ��� @)��	� ��
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'�� λ � μ O 	���	� � D����	���.9�-� 0	0���- �������7 �����/�-� ����	� e

������ 	�9 ��	��	:��, &���	� e 2�����	��� � S������0�,
!��/�������� �����"��� ������� >=��� �.��� �. ��� 	��	��-0

� 	:����.��� �������0 ����	�� :	�	�	�� ����

P = Q(Ωte) ≡ (1 − cosΩt) e⊗ e+ cosΩtE+ sinΩt e× E , G*(,*);H

'�� Ω = const ���9 �'.	�� ��	�	��9 ���A��� /�����-,
����	�� :	�	�	�� G*(,*);H 	���/�@� �'.	�� ��	�	��9 ω � ����	� ��2	��

0���� F �.���@A�'	 ����E

ω = Ωe , F = 0.

�/����07 /�	 ����	�� ��2	�0���� F = 0 � ����	�� :	�	�	�� G*(,*);H
	���/�@� ��.��	� ����	� M � ��.��	� ����	� DE

M (0, Q (Ωte)) = 0, D (0, Q (Ωte)) = 0.

?�� �	:�A��� ���.	'�/�- '�:	���� ������.9�	'	 �	��	�� � 0�1�����
�:.	F�-1 ����, "/�����	7 /�	 :�� �����	����	0 �	��	��� D2��� 	��	��	�
��������� ����0��� D2��� G*(,3+H �-:	.���� �	5��������	,

����0 	
���	07 �����	����	� �	��	��� :���	'	 D2���7 ��.� 	� �		
A�
��A�������7 ���� ��0 �	7 /�	 ��
C������	 �	�:����0���� ��� ���0E � ��5�
�	� �	/�� :�	��������� �'	. α = Ωt, �����/����0-� /�������7 :	 ��A�����
�� 	�.�/�0 	� ���0���,

�	5�� �-����9 ����.���� �	� 2���7 /�	 � :�	��������� G�����0� 	��/��
��H :	��.��9 �-��.���� 	�9 e7 �, �, :	��.��9 	:����.���� ����	��	:�,
�		���������� .� 	�� ���.9�	���` �����	 	������9 �� D�	� �	:�	�7 �	 ��.9�
� � 	������9 ����@ �	�0	5�	��9, ��:��0��7 ���	���� �	.��/�	� �����0-
� ��.����� ����-���� �� �1 ����0.���� ���:	.	5��9� � 	��	� :.	��	���7
� �	�0�.9 � D�	� :.	��	���7 �	�0	5�	7 � ���� ��0 	�9 e, �	5�	 ������9
� ���'�� �		
��5���, & .@
	0 �.�/�� ���
���� �A���.9�-� ���.��, �	�
�� ����0�������0 ��� �������	� ��� ��'�
	 ��	����/����@ �	�0	5�	��9 � ��

	.�� �	'	,

"
����0� � �-�	�� ���������7 	:��-��@A�1 ���:�	��������� �	�0�A��
��� � :���	0 D2���, ���0�07 /�	 D�� �	�0�A��� 0�.- :	 �	�0�,

����	� :	�	�	�� :��������0 � ���� �	0:	����� :	�	�	�� G*(,*);H � 0�.	'	
:	�	�	��E

P = Q(ψe) ·Q(θm) ·Q(ϕe) ·Q(Ωte),

|m| = 1, m · e = 0,
G*(,*)=H
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������� ����	�$ ��,����� ��6

'�� ψ7 θ7 ϕ O �'.- :��������7 ������� � �	
������	'	 ���A���7 �, �, �'.-
?�.���7 	:��-��@A�� 0�.-� :	�	�	�, ��.-0 ����9 �.��� �	.9�	 �'	.
������� θ : |θ|  1,

&-��5���� G*(,*)=H .�'�	 :���:����9 � ���'	0 ����E

P = (E+ γ× E ) ·Q (βe),

β = Ωt+ψ+ϕ, γ = θQ (ψe) ·m,
G*(,*)>H

'�� ���A�@A��� ����	� ������� γ Gγ · e = 0H 0�. :	 0	��.@E |γ| = |θ|,
��.	� �/������ � ��00� ϕ+ψ,

�������	 �-/��.��9 ����	� �'.	�	� ��	�	��� ω � ����	� ��2	�0���� F7
	���/�@A�� ����	�� :	�	�	�� G*(,*)>HE

ω = Ωe+
δγ

δt
+Ωγ× e+

(
δψ

δt
+
δϕ

δt

)
e, G*(,*)3H

F = ∇[γ+ (ϕ+ψ) e
]
. G*(,**)H

&���07 /�	 ω �	���5�� 
	.9F	� �.�'��0	� Ωe7 � ����	� ��2	�0���� F
�.��� 0�.	� ��.�/��	�,

���0�0 	��	��-� �	:�A���7 1��������-� �� �. ���	� 0	0����	� ����
�-7 � �	.9�	 �. :���	'	 D2���E

M · e = 0, D · e = 0, ϕ+ψ = 0. G*(,***H

�	'�� .�������	����	� �-��5���� �. ����0�/���	'	 �:��� :����0���
���

mL = λΩe+ μ
δγ

δt
+ λΩγ× e, mL · e = λΩ = const. G*(,**(H

&-��5��� G*(,*)3H7 G*(,**)H � G*(,;)H :����0�@� ���

ω = Ωe+
δγ

δt
+Ωγ× e, F = ∇γ ,

∇ω =
δ(∇γ)
δt

+∇γ×Ωe.

G*(,**6H

��������� 
�.���� D���'�� G*(,3=H :���:��-����� � ����

η
δU

δt
= MT · · δ(∇γ)

δt
+ 2D · δγ

δt
+Ω

[
MT · · (∇γ× e) + 2D · (γ× e)

]
.
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 ���������	��9 ���������� D���'�� :	 	��	F���@ � ��0��� �����0- 	��
�/��� :���	��� � ��.	��@7 �	�	�	� � .�������	����	0 �.�/�� ���� ������
���	18

MT · · (∇γ× e) + 2D · (γ× e) = 0. G*(,**8H

�	D�	0� :���-��A�� ��������	 :����0��� ���

η
δU

δt
= MT · · δ(∇γ)

δt
+ 2D · δγ

δt
⇒ U = U (∇γ ,γ) . G*(,**+H

�		��	F��� �	F�M����� G*(,*)6H7 G*(,*)8H :����0�@� �	���0 :�	��	�
���E

M =
δηU

δ∇γ, 2D =
δηU

δγ
(η = const). G*(,**;H

& .�����	� ��	��� �. ���������� D���'�� 0	5�	 :����9 ��������/��@
2	�0�

ηU =
1

2
∇γ · ·A · ·∇γ+∇γ · ·B · γ+

1

2
γ ·C · γ , G*(,**=H

'�� ����	�- /������	'	 ���'� A7 ����9�'	 ���'� B � ��	�	'	 ���'� C ������
�����.9�	 ��	��	:�- � 	�9@ ��	��	:�� e � ��	�.���	�@� 	'����/���0

d · ·A = A · ·d, e ·A = 0,

e ·B = 0, B · e = 0, C = CT , e ·C = 0,

:��/�0 ����	� ��	�	'	 ���'� d ����9 :�	���	.��, ?�� 	'����/���7 	/�����	7
�� �0��9F�@� ���:��� 	
A�	��� G*(,**=H,

"
A�� ��� ����������.9�	���	��	:�-1 ����	�	�7 ��	�.���	�@A�1 :���
������-0 	'����/���07 	:����.��� �.���@A�0� 2	�0�.�0�E

A = A0 iα ⊗ e⊗ iα ⊗ e+A1 (E− e⊗ e)⊗ (E− e⊗ e)+

+A2 (iα ⊗ iβ ⊗ iα ⊗ iβ + iα ⊗ a⊗ iα) +A3 (e× E)⊗ (e×E) ,

B = 0, C = Ca , i1 · i2 = 0, e = i1 × i2 , |iα| = 1,

G*(,**>H

'�� :	�����0������ ��00��	����� :	 '��/����0 �������0 	� 1 �	 2,

18 >��� %7�,(&; ���&�0� �&���&() %,(:(.:�.�� � ���&�����/ �1��%�/ �2�,��&;. %�$
2,�1 %�2&�,( e) &� �,(%����� �(�(��( C��,1��) "(���(���� % ��%�/ ���&�0� �&���&() ��#�&
�&���(&;�� �& ��'�#��1� &��;2� &�0) �&� %0��&� Ω ��#�& #,�1(� �1��%(� �2�,��&;
 ���$
#�%(&��;��) % ���� ��%(,�(�&���&� %��&,����/ C��,1�� �� �&��<���. 2 "(0��� ���&�07
�&���&( 2�C88�=���& �,� �1��%�/ �2�,��&� #��-�� �7&; ,(%�� ���.
 �����	�� �	
��
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?���'� ��2	�0���� G*(,**=H :	.	5���.9�	 	:����.���7 ��.� �-:	.���-
�����������

A0 > 0, A1 > 0, A2 > 0, A3 > 0, C > 0.

��.	��� G*(,**8H 
���� �-:	.���	7 ��.� A3 = A1 +A2,
��	����F� 2	�0� D���'�� �. :���	'	 D2��� �0��� ���

ηU =
1

2
A∇γ · ·∇γT + 1

2
Cγ · γ , A > 0, C > 0. G*(,**3H

& D�	0 �.�/��
M = A∇γ , 2D = Cγ . G*(,*()H

��������� 
�.���� ������/���	'	 0	0����7 �, �, ��	�	� ���	� ����0���
?�.��� G*(,3+H7 � �.�/�� G*(,*()H :����0��� :�	��	� ���

AΔγ− Cγ = ημ
δ2γ

δt2
+ ηλΩ

δγ

δt
× e. G*(,*(*H

����� ��.	���

V = 0 ⇒ δ

δt
≡ d

dt
, G*(,*((H

��������� G*(,*(*H 0	5�	 :���:����9 � ����

AΔγ− Cγ = ημ
d2γ

dt2
+ ηλΩ

dγ

dt
× e. G*(,*(6H

�� :���-� ��'.� ��5���7 /�	 ��������� G*(,*(6H �� �����/�.	�9 ����� �
2�����, "����	 D�	 �� �	���0 ���, <�:�F�0 ��������� G*(,*(6H � ���.��	�
2	�0�, ���������0 ����	� γ � ���� ���.	5��� :	 
�����

γ = γ1i1 + γ2i2

� �����0 2�����@
Ψ = γ1 + iγ2, i2 = −1. G*(,*(8H

�	'�� ��������� G*(,*(6H ��:��-����� � ����

−ημ
d2Ψ

dt2
+ iηλΩ

dΨ

dt
= −AΔΨ+ CΨ. G*(,*(+H

��.� � D�	0 ��������� 	�
�	���9 :���	� �.�'��0	� � .��	� /����7 �	 :	.��
/��0 1	�	F	 �������	� ��������� B�����'���, ��.� 	�
�	���9 ��	�	� �.�'��
�0	�7 �	 :	.�/��0 �� 0���� �������	� ��������� �.����M�	��	��, "
� �����
���� .�5�� � 	��	����1 �����	�	� 0�1�����, ��:	0��07 /�	 P�-�	�Q D��1
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��������� � �����	�	� 0�1����� 	��	��� �� ���90� ���
�����.9�-1 �. 0��
1����	� �����5����1, �	 ����7 ����������	� 	:�������� D��1 ��������� O
�-����@A�� �� ��1 ����.9���-,

�	.�� ��	
�	� �.��� 2	�0� G*(,*(6H, 4. �����.��� :���0���-1 �
G*(,*(6H 
���0 �����9 �'	 ��F���� � ����

γ = Q (pte) · Γ (x) ⇒ γ̇ = p e× γ , γ̈ = −p2γ , Γ · e = 0.

�	'�� �. ����	�� Γ :	.�/��0 ���������

AΔΓ − C Γ = −
(
ημp2 − ηλΩp

)
Γ. G*(,*(;H

%����-� ��F��� D�	'	 �������� �A��� � ����

Γ = Γ∗ exp (ik · x) ,
'�� k ���-����� �	.�	�-0 ����	�	0, �	�����. D�	 �-��5���� � G*(,*(;H7
:	.�/��0 ���:����	��	� ���������

ημp2 − ηλΩp−
(
C+Ak2

)
= 0, k2 = k · k.

"����� :	.�/��0

p1,2 =
λΩ

2μ
±

√(
λΩ

2μ

)2
+
C+Ak2

ημ
. G*(,*(=H

 ���7 � :���	0 D2��� �0���� ��� ��	�	��� ���:�	�������� �	.�7 ���/��
��.9�	 ���.�/�@A��� :	 ��.�/���,

<�0���07 /�	 �'.	�� ��	�	��9 Ω ��A�������	 �.��� �� ��������� �����
���� G*(,*(6H � �0���	 	��7 ����0	7 � :����@ 	/����9 0	5�� :������	���9
�� �	.9 2����0����.9�	� 0��	�	� �	������-,

�	5�	 :���:	.	5��97 /�	 :���-� D2�� �'���� '.����@ �	.9 � 	
C��
����� ���	��� ��� � ��	0	�, 4. 0���	��. :���-� D2�� :�����/���� ��
	A���07 ��.� �� :����0��9 �	 ���0���� 	�	
	 �	���1 D��:���0���	�,

����" @��!��$������� �����

� ;�������������� @���
����

������ 4�"����� � G����	����������

��5�� 0�1����	�7 � 	��	� ��	�	�-7 � D.����	����0��	�7 � ���'	� ��	�
�	�-7 ��A�����@� 	'�	0�-� ���.�/�, ���	'	 '	�	�7 D�� ��� ����� ��.9�
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�	:	����.�9, & ��0	0 ��.�7 0�1����� ��� ����� O D�	 �� ��	�� ����1 
-
�	 �� 
-.	 �.���� ����	�-, ��1����� O D�	 0��	� ���.��	���� ����	�
�-, ������ 	 �	07 /�	 0�1����� �0��� 	'����/����@ 	
.���9 :��0���0	���7
	��	���	7 '.���-0 	
���	07 �� �� 2����/���	� ���:	�	
�	��� � ����	A��
���0 	:����9 ��.-� �� �.����7 �������-1 � D��:���0����.9�	� 2�����,
��0 �� 0���� ����	 �� �	����.7 /�	 0�1����� :�����:��.9�	 �� �:	�	
��
	:����9 D�� �.���, ?.����	����0���7 � :�	���	:	.	5�	��9 0�1�����7 O
D�	 ��	�� 	:����.���	'	 �.���� �.���� ����	�-, �	D�	0� �� ��0	0 ���
.� ��/9 �	.5�� ���� �� 	
 	
C�������� 0�1����� � D.����	����0���7 � 	
��.@/���� D.����	����0��� � 0�1�����7 �, �, 	
 	:������ D.����	0�'����-1
�.���� �� 	��	�� :�����:	� 0�1�����, �	���0���� ��	����/���� 2�����
:�����.� D�� ����/� �������F�0	�, �������� ������..� �/���@�� /�0��	
��	�� 
	5�������	'	 	���	����7 �� ���
�@A�'	 	
	��	����, �	�.���@A��
�������� 2����� ��� ��.9F� ��	��.	 �� 	� �.����/���	� 0�1�����, & ����	�
A�� ���0 '.����@ �	.9 ��:	.��� �����	�� 2�����7 �	�	�� 	
C��.� 	
P��F���.9�	0 ����-�� � �.����/���	� 0�1����	�Q,

�.����� :	�/������97 /�	 ��.@/���� D.����	����0��� � 0�1����� 0����
���'	 �������� ��0������0 �	������ P����� ��	����/���	� 2�����Q G�0, S>>TH,
& ����	A�� ���0 :	�	
�� ��.9 �-'.���7 :	 0��9F�� 0���7 �����	, ��A��
���	 :�	
.�0- �	��� �:	.�� :��'0���/�����7 ��.� �� ������9 ���.�����-�7
1�������, �����/����7 �5� � ����	A�� ���0 :�	
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��	��� :�����:� 0������.9�	� 	
C������	���, � �	5�.���@7 �������-0
	
��	��.9���	0 	��@�9 �� ��/��:-����� �:��	� :�������� � ��.� #	����
��,

����0 	
���	07 :���� 0�1����	� ��� 0��	�	0 ���.��	���� :���	��-1



�++ ����� ��� @)��	� ��
��� �
���

�.���� �5� ����	 :	����.��� 	/��9 ������ ����/� 	 ���F������ �2��- ����
���� �� 	
.���9 D.����	0�'����-1 �.����, �.��� �����	���F�0� ��'.�
��07 0	5�	7 ����0	7 :������97 /�	 � 	��	�� ��	��� D.����	0�'����-1 ��
.���� .�5�� �	���:�� D.����	0�'����	'	 :	., 4. �	'	 /�	
- :��0����9
0��	� 0�1����� � 	:�����@ � ���.��	����@ D.����	0�'����	'	 :	.7 :��5��
���'	7 ��	
1	��0	 �-
���9 	:����.����@ �	/�� �����, ��	
1	��0	 	������9
�� �	:�	�E P%�	 ���	� D.����	0�'����	� :	.�E ���� 0������.9�� ����� �.�
�:	�	
 	:����� ����0	�������� 0�5�� 	
C����0�7 �	�	�-� � 2����� :���
��	 ���-���9 �����0�`Q & ������0	��� 	� 	����� �� D�	� �	:�	� 0�1�����7

���/� �0���	 0��	�	0 ���.��	����7 :������� � �	���F���	 ���.�/�-0 ��	�
��0, ��.� D.����	0�'����	� :	.� ���9 ���� �����7 �	 �.����� ��:	.9�	���9
0��	�- 0�1����� �:.	F�-1 ����, ��.� D�	 �:	�	
 	:����� ����0	��������
0�5�� �����0�7 �	 :���������.9�	 ��	
1	��0	 	:����.��97 /�	 ���	� ����,
"����� �� :	�.����� �	:�	� � ����	A�� ���0 ����	 �� �����, ���������	
��5�7 �.��� .� ���� 2	�0	� ���	�� ��
������� �.� D�	 1������������
�� ���	�� 2	�0- ���5��� /�'	��	7 �.� D�	 �		
A� /�	��	 �	���F���	 ��	�,
��� ��	'	 	:����.��� :	��� �����7 �, �, 
�� ��	'	 ��.@/��� ����� �
	��� �� 	��	��-1 �������� 0�1�����7 0��	� 0�1����� �	���F���	 
����.��
� 
��:	.����, �	D�	0� � ����	A�� ���0 0�1����� �0��� F���- �� ��:�1
�	.9�	 � �	0 �.�/��7 ��.� D.����	0�'����	� :	.� �.��� ���	�� �:.	F�	�
����	� �.�7 �	/��� '	�	�7 0	5�� 0	��.��	���9� ���	�� �:.	F�	� ����	�,
�	�.��� �	���:�� �������� 	/��9 ����	 :	� ��������0 D2���, ��0 �� 0��
��� ���	� �:	0������ 	
 D2��� �-�-���� � 2����	����	�����	� ��/�	 ��	��
�..��'��, ��	2����	��.�0 .�'�	 :	��9 :��/��- ��:���� �	���:��� D2��
��, 4�.	 � �	07 /�	 :�	2����	��.9�-1 ��	�����	� �� ��������@� ���'	�	�-
	
 D2���, ��	
1	��0- �	������-� 0���0���/����� 2	�0�.��	��� �	���:���
D2���, & D�	� ���� 
-.	 :���:����	 0�	'	 ���9���-1 :	:-�	� :	���	��9
��	�.���	����.9��@ ��	��@ D2��� S>;T7 �	 ��� 	�� :�� ���0���.9�	0 ����
�0	������ 	����.��9 ��:���0.�0-0� � ��	����/���	0 	��	F����, �	D�	0�
���0��9F�0 �� �	. 	����.	�9 :������ ��������� ������..� ��� ����	��97

�� ����� �1 � ����0� 
- �	 �� 
-.	 0�1���/����0� 0	��.0�, ���7 �	
�
������	7 � �	���� ����-� 0�5�� 0�1����	� � ��	���� D.����	0�'����-1 ��
.����, &����0� � �	���:��� D2���7 ����0�������0	'	 � :	����� ����	��.9�
�	� 0�1����� �:.	F�-1 ����, &:�	/�07 ���0�� PD2��Q � ��.9���F�0 ��:	.9�
�	���9� �� 
����7 :	��	.9�� 2����/���� D2�� ��:	0����� P�.	��-� :��	'Q,
?.����	0�'����	� :	.� ���9 �	.9�	 ���1��� � ���
	.�� '��
-� �.	� D�	'	 :��
�	'�, &�����F��9 � �	���:��� D2��� �.�����7 :��5�� ���'	7 �����9 :��/��-
����	�.���	����.9�	��� :��5��1 :	�1	�	�7 ��.	5���-1 � S>;T7 � �:	�	
- �1



����� @)��	� ��
��� �
��� � <���	
�������� @�������� �+�

���������, �2	�0�.����0 �	���:��@ D.����	0�'����	'	 :	. � �	0 ����7
� ���	0 	�� 
���� ���.��	���� ��.�� � ��0��1 ����	��.9�	� 0�1�����,

 ���7 
���0 �/����97 /�	 D.����	0�'����	� :	.� 0	5�� 0	��.��	���9�
� ���	�� �:.	F�	� ����	�, ?�� ����� :�����:��.9�	 	�.�/���� :	 ��	��
��������� 	� ���1 ����0	�����-1 �����, �	 �	���0���	� ���0��	.	'�� ��
0	5�	 ������9 5����0 ������..	0, ?.����	0�'����	� :	.� �'���� 	'�	0�
��@ �	.9 � ����	��7 �
	 
�� �'	 �/���� 0�� ����0-1 ��A�� �		
A� �� �0	'

- �	�������9, ��	���� �	5���� ����0-1 ��A�� �	 0�	'	0 ��:	0����� �
��
����� 0��.� �� 0	.	��, ��� D�	0 D.����	0�'����	� :	.� �'���� �	.9 ��
���
�	�� �.� 
	.��F��7 	����	 ��5�- �� D�� 0���2���/����� ���.���7 �	�	�
�-� ���� .� �	�����0-7 �	 	��� ��5�� 	�	
���	��97 �	�	�� �	.5�� 
-�9
:����A� ��	�.���	����.9�	� 0	��.� D.����	0�'����	'	 :	.E 	�	 �	.5�	
	
.����9 �	
������	� D���'��� �. 2�����	���	���� � ��/����� ��
���	��,
�.����/���� 0	��.9 D.����	0�'����	'	 :	. D��0 ��	����	0 �� 	
.�����,
"��	��-0 ���	0 ���5��� � D.����	0�'����	0 :	.� �.@�� �:��	��-�
���5���7 �'�	�����0-� � �9@�	�	���	� 0�1�����,  �-0� �.	��0�7 D.���
��	0�'����	� :	.� ���9 �����7 �	��	A� �� 
-���	���A�@A�1� /�����19,
 0���	 :	�������	0 D���'�� ���A���� /����� D.����	0�'����	� :	.� ��:��
���� �	
�������@ D���'�@7 1	� 	�	7 ��	0� �	'	7 	
.����� ���������� D���'��
��7 �	�	��@ :����	 ���-���9 D���'��� ��2	�0���� �.� �:��'�0 :	�������
.	0, �	D�	0� ����-� ��	��� D2���7 	��	����-� �� �9@�	�	���	� 0�1�����7
�� �0�.� F���	� �� ��:�1,

&�5�	 :	�/������97 /�	 D.����	0�'����	� :	.� ��0	 :	 ��
� �� �0��� ���
���	'	 	��	F��� � �	0�7 /�	 � 2����� :����	 ���-���9 ����	0, & D�	0 ���
�9���	� 	�.�/�� 	� �	/�� �����7 :����	� � 2�����7 �	'.���	 �	�	�	� D.���
��	0�'����	� :	.� :	�	5����� �����0�, "����	 ���5���-� ��.� ��	��
�	�0�A��� � D.����	0�'����	� :	.�, ��.� D�� �	�0�A��� ������9 D.����	�
0�'����-0 :	.�07 �	 ���0��	.	'�/����� ���1	5���� � 2����	� ��/�����,
�- :���:	/����0 ���-���9 D.����	0�'����-0 :	.�0 ��0� �����7 � �� �	��
0�A��� � ���, ?�	 ���� �	�0	5�	��9 ���0���	 	�.	5��9 	
��5����� �����
�	� � �:	��	� :�	
.�0- �����, &�� �������	� ����� �.��� ���������-0
:�������.����07 �	�	�	� �	.5�	 
-�9 ���.��	���	 �� 	��	�� ���	'�1 0��	�	�
� :�����:	� ����	��.9�	� 0�1�����,

$��� ��	 � ��� ��� ���� �������� �� �������� ��#��#�� �!��� �
���� �� !���� �+� 	�� ��� �� ��	�	� �������	 ��	������ �����
	��������� 2	�� �������� ������ �� �������� >�	����� �� � 	���
���� ���� �������� ��������� 	��� ���� ��������� x� �	��� � ���

19 G����� 1�%�,�) #%�'�����%7' �(�&�=) 2�&�,7� ��#�& %%�#��7 ��"#���




�+* ����� ��� @)��	� ��
��� �
���

������� �������� x 	���������� 	��������

ẍ+ω2x = f(t).

$���� �� ������ � ������ ��������� x� �+� 	����+����� ��
��� ������������� ����+���"�� �������������� �������� ��	�
���� ��������� � �������� ��	 ��� �� ��	+����� 2���=��� �����
����� ���� ������� ���	� ������������	� ����������	� ������ ��
������� ���� ���������� 	����������� � ������ �������"��� �
	���������� ���������� � �+� � ������ ��� ����� ���������
��� �������� ���������� 	���������� ���������� $��� ���������� ���
�� �� ������� ��� ���� �������� � ��� ��� � ����� ������ J� 6����
#� KLMN8 C5 �������� ����� ������������ �9������� �������"�� � �!���
��#���� ��� ���� ���	���� ��  ����� ����� >�� ����� !� ��� ��
���� ������ ����� �������� ���� ������������ ������� ��������
���� ��������� ����� � 	��������� ���������� <����� ��+� ���� �����
�� ���� ����  ������ ������������ ������� ��� +� �������� ����
���  �������� <�� ������ ��� �	����  �������� � ��	� �������
�������� ���� ��� ���� �����������%�

����� ���  �*� ��+ G����	��������� 4�� �����

����0	���0 �	������07 �	��	A�� �� /����� � ������/���	� D���'���
G*(,>3H, &-�	� 	��	��-1 ���������7 	:��-��@A�1 ����0��� D�	� ����-7 �	�
���5��� � �����.� *(,8, ���0�0 �.���@A�� :���:	.	5���E

V = 0, T = 0 ⇒ η = const. G*(,*(>H

& ����0�������0	0 �.�/�� 0������.9�� :�	���	��� �	�:����� � :	.�
�	� :�	���	��	� :	 ���0���, ����-� ���	� ����0��� ?�.��� �-:	.����
�	5��������	, &�	�	� ���	� ����0��� ?�.��� �0��� ��� G*(,3+H7 '�� T× = 0,

����	� 0	0����-1 ��:�5���� 
���0 �/����9 ������00����/�-0E

M =  −1B× E,  = const ⇒ ∇ ·M =  −1∇×B, G*(,*(3H

'�� ����	� B 
���0 ���-���9 ����	�	0 0�'����	� ��������R  O ���0����
�	�������, �	'�� ��	�	� ���	� ����0��� ?�.��� G*(,3+H :����0��� ���

 −1∇×B+ ηL = ηm
dL

dt
. G*(,*6)H

��������� 
�.���� D���'�� G*(,3=H :����0��� �	���0 :�	��	� ���E

η
dU

dt
= − −1B · ∇×ω. G*(,*6*H
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������/����� 0	0��� :��0�0 � :�	����F�� �� ���1 �	�0	5�-1 2	�0E

mL = λω, E =  c2ηmL, c = const. G*(,*6(H

&���	� E7 �������-� �0���	 ����	�� ������/���	'	 0	0���� /�����-7 
��
��0 ���-���9 ����	�	0 ��:�5���	��� D.�����/���	'	 :	.R �	������� c O
��	�	��9 ����� � �����0�,

���	���7 :��0�07 /�	 :	�	�	�- /����� �.@�� 0�.-0�, �	'�� ����	�
�'.	�	� ��	�	��� �-/��.��� :	 ����	�� 0�.	'	 :	�	�	�� θ :	�������	0
:�	����F�� 2	�0�.-E

ω =
dθ

dt
⇒ E =  c2ηλ

dθ

dt
. G*(,*66H

�	�����. G*(,*6(H � ��������� G*(,*6)H7 :	.�/��0

∇×B+ ηL =
1

c2
dE

dt
. G*(,*68H

��������� 
�.���� D���'�� G*(,*6*H � �/��	0 G*(,*66H :����0��� ���

η
dU

dt
= − −1B · d

dt
∇× θ. G*(,*6+H

4. ���������� D���'�� ���5� :��0�0 :�	����F�� :�������.����E

U =
1

2
κ |∇× θ|2, κ = const > 0. G*(,*6;H

�	'�� �. ����	�� 0�'����	� �������� B7 �	'.���	 G*(,*6+H7 :	.�/�020E

B = − ηκ∇× θ. G*(,*6=H

�	������� G*(,*66H � G*(,*6=H � G*(,*68H7 0	5�	 :	.�/��9 ��22�������.9�
�	� ��������� �. ����	�� :	�	�	�� θE

κ (Δθ −∇∇ · θ) + L = λ
d2θ

dt2
. G*(,*6>H

"����	 0	5�	 ������	���9 ���/�,  ��.@/� ����	� :	�	�	�� �� �-��5��
��� �. ����	�� ��:�5���	��� D.�����/���	'	 :	. E � ����	�� 0�'����	�
�������� B7 :	.�/��0 �.���@A�� ��������� ������-��	���E

∇× E = −
dB

dt
, κ = λc2. G*(,*63H
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 ηL = −μ0j = −
1

ε0c2
j,

'�� j O :.	��	��9 �	��R μ0 O 0�'����� :	��	���R ε0 O D.�����/���� :	�
��	���,
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��7 ��� D�	 :����	 � 2�����E

∇× E = −
dB

dt
, ∇×B+ ηL =

1

c2
dE

dt
. G*(,*8)H
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∇ · j = −
dρ

dt
) 0�-�� ��2("(&;) �&� ���#�&%��0 �,(%����� ���
��+� �%���&�� "(2�� X(��$

�( ∇ · E =
ρ

ε0

 ��/�&%�&��;��) %7�����% #�%�,1��=�. ����' �(�&�/ �,(%����� ���
��+� �

�,���% %� %��0(��� ���&��<����  ηL = −
1

ε0c2
j ) ������0

d(∇ · E)
dt

= −
1

ε0
∇ · j 
 �,���$

&�1,�,�%(% �� %,�0��� �����#��� �,(%����� � ���&�0 "(2��( ��',(����� "(,�#() ������0
"(2�� X(���(
 �(2 �&0��(�&�� % E�F) �� 4(2�%����) &�2 �� ���"(&��;�� �%�"(� � #%�-���$
�0 "(,�#�%
 K&� ���&��&��;�&%� %��;0( ��:��&%����) ���2��;2� "(2�� ��',(����� "(,�#(
�%���&�� ����'�#�070 ����%��0 ,(",�<�0��&� �,(%����/ 4(2�%���(
 @ ��#;0�/ 1�(%� E�F
�,�#�&(%���7 0�#�8�=�,�%(��7� �,(%����� 4(2�%���() #�� 2�&�,7' %����� #����&�0�

%0��&� "(2��( ��',(����� "(,�#( �����;"�%(&; "(2�� �"0������ "(,�#( ∇ · j = −
dρ

dt
+ h )

1#� h � ��N�0�(� ���&���&; �2�,��&� ��#%�#( "(,�#( % ,(��0(&,�%(�0�. ���&�0�
 4�#�$
8�=�,�%(��7� �,(%����� 4(2�%���( 0�-�� ������&; �,� ���=�(�;��0 %7��,� 0�0��&(
 ηL
 �����	�� �	
��
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0� ������..� �� 	���/���7 /�	 	�� :	.�	��9@ D�����.����-, �����/����
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.���� ��	/�����7 �	 � :	���-���� �1 ����	��.9��@ ��	
1	��0	��97 /�	 �

���� ���.��	 � �.���@A�0 �����.�, "�0���07 /�	 0�1���/����@ �����:���
����@ �	
������	 ��������� ������..� 0	5�	 ���9 � � ��0��1 �9@�	�	��
��	� 0�1����� S>3T, ���.�/�� � ����-0 ���.��	�����0 ���.@/���� � �	07
/�	 ����	� :	�	�	�� ��0���� ����	�	0 :���0�A���24, ��� D�	0 �	�������
	��� :�	
.�0�, & ��0	0 ��.�7 �	:����07 /�	 � 2	�0�.� G*(,*66H 0- ��0���.�
����	� λθ �� ����	� :���0�A��� u, �	'�� � D.����	������� ����	� :���0��
A��� .�����	 ������� 	� ���0��� � ��������� �	 ���0��� �	 
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�� :�	���	��/�� �����	0� �0-�.�7 :	��	.9�� /������ ���A����7 �� 0��
��	�'	 :	.	5��� � :�	���������,
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:�	�E P��� 0	5�� <�0. ���'��9� ���	�9 �:��'�@ �����7 ���	� :	 ��A�����
�.��� ����	�	��-� D2��`Q G#	�� ��.9���7 *3)) ',H, ����� 
-.� ����0	��
���� �����7 �	�	�� :	 :	���	���@ �.��� �:��'	�7 �	 	�� �� 0	5�� 	���
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& �����.� *(,+ 0- ����0	���.� �.����/����@ D.����	����0��� � ����.�7
/�	 �. �� :	.�/��� :��F.	�9 :����9 ���/���.9�-� 	'����/���, ��:���
0��7 	'����/���� V = 0 ���.@/��� �	�0	5�	��9 ��0��- �����0- 	��/���,
�	D�	0� ��	
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:	.9�	���9 	
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T = τ+ −1D×E, τ = τT , M =  −1B×E, V = const. G*(,*8*H

�	�.����� 	'����/���� �� :��:������� ��0��� �������.9�-1 �����0 	��
�/���, ��� :����-1 	'����/���1 �� ���	�� �	1������ /����� G*(,;=H �.��
����7 /�	 :.	��	��9 /����� ��	�.���	��� ��.	��@25

η(x, t) = η(x−Vt).
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& /����	���7 �. 	��	�	��	� ����- �0��0 η = const, ����-� ���	� �����
0��� G*(,=(H :�� ��.	��� ηF = 0 :����0��� ���

∇ · τ+ −1∇×D = 0. G*(,*8(H

?�	 ��������	 ��.�'��� 	'����/���� �� ��00����/��@ /���9 ����	�� ���
:�5����7 �	�	�-� � ��.9���F�0 ��0 �� :	���	
���, &�5�	 �	.9�	 �	7 /�	
����	� ��:�5���� � ����� ��0	�����	��F��7 �, �, ���� ����� �� 	���-����
��.	�	'	 �	�������� �� ���'�� ��.�, &�	�	� ���	� ����0��� G*(,=;H :�����
0��� ���

 −1 (∇×B− 2D) + ηL = ηm
δL

δt
. G*(,*86H

& ��.9���F�0 	'����/�0� ����0	������0 �	.9�	 ���1�:��	�-1 /�����7
�, �, /�����7 �	��	A�1 �� ����A�'	 ��.� � �	�	��, �	'�� �. ������/���	'	
0	0���� �0���	 G*(,==H 
���0 �0��9 :�������.����

mL = P(x,t) ·mC∗ ·PT (x,t) ·ω (x,t) + λr
δβ (x,t)

δt
P(x,t) · n (x,t), G*(,*88H

'�� λr O 	���	� 0	0��� ������� �	�	��R β O �'	. :	�	�	�� �	�	�� 	��	���
��.9�	 ����A�'	 ��.�,

���0�07 /�	 ����A�� ��.	 /�����- 	
.����� ����������.9�	 ��	��	:�-0
����	�	0 ������� � 	�9@ ��	��	:�� n7 �	�:���@A�� � 	�9@ ���A��� �	�	��,
��	0� �	'	7 
���0 �/����97 /�	 �����- 0��� ����A�'	 ��.� � �	�	�� ���:	�
.	5��- �� :�0	� n, & ���	0 �.�/�� ����	� ������� mC∗7 	:����.���-�
2	�0�.	� G*(,*=H7 :����0��� ���

mC∗ = λn⊗ n+ μ (E− n⊗ n) , G*(,*8+H

'�� :����- 	
	���/���

λ = λ0 + λr, μ = μ0 + μr +m0l
2
0 +mrl

2
r, r − r0 = l0n, r − rr = lrn,

������ 0 	��	���� � ����A�0� ��.�7 � �	�	�� 	���/��� ������ r,
& :����-1 	
	���/���1 ������/����� 0	0��� G*(,*88H 0	5�	 :�������

���9 � �.���@A�� 2	�0�E

E =  c2ηmL =  c2η

[
μω+

(
(λ − μ)(ω · n′) + λr

δβ

δt

)
n′
]
,

n′ = P(x, t) · n,
G*(,*8;H

'�� ����	� E :	�:��5��0� 
���0 ���-���9 ����	�	0 ��:�5���	��� D.������
/���	'	 :	.,
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� ��������@ G*(,*86H ��	
1	��0	 �	
����9 ��������� ���5��� �	�	��

λr
δ

δt

(
δβ

δt
+ω · n′

)
+ ν

(
δβ

δt
−Ω0

)
= 0, G*(,*8=H

'�� ν � Ω0 ���9 ������-� :���0���-,
"
����0� � :��������	0� ����������� �����:���� G*(,>;H, � �/��	0 �	�

:�A���� G*(,*8*H 	�	 :����0��� ���

η
δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
− 2 −1D ·ω+ −1B · (∇×ω) −

1

ϑ
h · ∇ϑ ≤ 0. G*(,*8>H

��:��9 ��	
1	��0	 :��	
���	���9 D�	 �-��5���� � ���� G*(,>=H,  � �����
���� G*(,+>H �0��0

ω = −
1

2

[
δP

δt
·PT

]
×

⇒ a ·ω =
1

2
(a×P)T · · δP

δt
, G*(,*83H

'�� :	�.����� �	5�����	 �:�����.��	 �. .@
	'	 ����	�� a,
�	�������	0 �		��	F���� G*(,+3H �����0 � ����0	������ ��	��@ 0��� ���

2	�0���� F(x, t)E
∇P = F×P. G*(,*+)H

&	�:	.9�	���F��9 �	5�����	0 G*(,;*H � :�	��� �����5����7 ���.	'�/�
�-� ��07 �	�	�-� 
-.� :�	�����- � �����.� *(,87 � �/��	0 ��.	��V = const7
:	.�/�0

η
δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
+ −1

[
−2D+ F ·B− (trF)B

] ·ω+

+ −1B · δf
δt

−
1

ϑ
h · ∇ϑ ≤ 0, f = F×.

G*(,*+*H

���	���7 ��:	.9�� G*(,*83H7 :	.�/��0 	�	�/���.9�-� ��� :��������	'	
����������� �����:���� D���'��E

η
δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
+
1

2
(a×P)T · · δP

δt
+ −1B · δf

δt
−
1

ϑ
h · ∇ϑ ≤ 0, G*(,*+(H

'�� ����	� a 	:����.��� 2	�0�.	�

a ≡  −1
[
−2D+ F ·B− (trF)B

]
. G*(,*+6H

4�.9���F�� 1	� �����5����� �.��� ���������-0 �. 0�1�����
�:.	F�-1 ���� S*8T,
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���0�0 �.���@A�� 	:����.@A�� �������� �. ����0�������0	� ����
�-E

F = F(P, f , ϑ), D = D(P, F, f , ϑ), B = B(P, f , ϑ). G*(,*+8H

��:��9 �������	 �-����� �		��	F��� �	F�M�����, �	'.���	 G*(,*+8H
�0��0

δF

δt
=
∂F

∂f
· δf
δt

+

(
∂F

∂P

)T
· · δP
δt

+
∂F

∂ϑ

δϑ

δt
. G*(,*++H

�	�����. D�	 ��������	 � G*(,*+(H7 :	.�/��0(
 −1B+ η

∂F

∂f

)
· δf
δt

+

(
1

2
a×P+ η

∂F

∂P

)T
· · δP
δt

+

+η

(
H +

∂F

∂ϑ

)
δϑ

δt
−
1

ϑ
h · ∇ϑ ≤ 0.

G*(,*+;H
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:	.����� D�	'	 ����������� �	�0	5�	 :�� ��.	���7 /�	 �	D22������- :��
0������.9�-1 :�	���	��-1 ����- ��.@,  ��.@/���� �	����.�� �	D22����
��� :�� 0������.9�	� :�	���	��	� 	� ����	�� :	�	�	��E 	� �� 	
��� ����
��9� ��.@, 4��������.9�	7 �	'.���	 0	��2����	����	0� ��������@ �����
�	�� G*(,+>H �0��0 	'����/���� �� 0������.9��@ :�	���	���@ 	� ����	��
:	�	�	�� G*(,*)(H,

����0 	
���	07 �. �-:	.���� ����������� G*(,*+;H ��	
1	��0- �.����
@A�� �		��	F��� �	F�M�����E

B = − η
∂F

∂f
; H = −

∂F

∂ϑ
;

1

2
a×P = −η

∂F

∂P
+A ·P. G*(,*+=H

�	�.����� �		��	F���� ��	
1	��0	 :��	
���	���97 /�	
- ���.@/��9 ��
��'	 :�	���	.9�-� ��00����/�-� ����	� A, 4. D�	'	 ��	
1	��0	 ���/�.�
���.��	 �0�	5��9 D�	 �		��	F���� �� ����	� PT �:����7 � ����0 �-/��.��9
����	��-� ��������� 	� 	
��1 /����� :	.�/��F�'	� ���������, & ����.9����
� �/��	0 G*(,*+6H � :���	'	 �������� G*(,*+=H :	.�/�0 �.���@A�� �		��	�
F���� �. ����	�� DE

2D = − η

(
∂F

∂P
·PT

)
×
+ ηF · ∂F

∂f
− η (trF)

∂F

∂f
. G*(,*+>H

& ����	0 �.�/�� 
-.	 ��:	.9�	���	 	
	���/���� G*(,*+6H, ��:��9 :�����
����	� ����������	 �����:���� ��	���� � :�	��	0� �����������

h · ∇ϑ ≥ 0. G*(,*+3H
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<�:�F�0 ��������� 
�.���� D���'�� G*(,>*H � �/��	0 �		��	F���� G*(,;*H7
G*(,*8*H7 G*(,*83HE

η
δU

δt
= −

1

2
(a×P)T · · δP

δt
− −1B · δf

δt
+

+∇ · h + ηq+ ην
δβ

δt

(
δβ

δt
−Ω0

)
.

G*(,*;)H

����� �	 ���0���� :���	� � ����9� �� �		��	F���� G*(,*+=H7 :���:�F�0
G*(,*;)H � ����

η
δU

δt
= η

(
∂F

∂P

)T
· · δP
δt

+ η
∂F

∂f
· δf
δt

+

+∇ · h + ηq+ ην
δβ

δt

(
δβ

δt
−Ω0

)
.

G*(,*;*H

�/��-�� G*(,*++H � ��	�	� �� �		��	F���� G*(,*+=H7 :	.�/��0

η
δU

δt
= η
δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
+∇ · h+ ηq+ ην

δβ

δt

(
δβ

δt
−Ω0

)
. G*(,*;(H

 �:	.9�� �		��	F���� F = U−ϑH7 :	.�/��0 ��������� ��:.	:�	�	��	�
���

ηϑ
δH

δt
= ∇ · h+ ηq+ ην

δβ

δt

(
δβ

δt
−Ω0

)
. G*(,*;6H

%�	
- �����F��9 :	���	���� ��.�����	� 0	��.� D.����	0�'����	'	 :	�
.7 	���.	�9 �����9 �	������-� ��� ��	
	��	� D���'��, �.�����7 �:�	/�07 	��
0����97 /�	 ������� ��	
	��	� D���'�� ��� 2������ ����	�� :	�	�	�� /�����
����- /���	 
-���� ����������.9�-0, <��/���.9�	 ��	
��� :	.9�	���9� :	�
����0 ����	�� :	�	�	�� θ7 �	�	�-� ����� � ����	�	0 :	�	�	�� �.���@A��
2	�0�.	� G(,8;HE

P(x, t) = exp
[
θ(x, t)×E

]
. G*(,*;8H

&	 ��	�	� '.��� �	�����- 2	�0�.- G(,*6;H7 G(,*6>H7 �	�	�-� :�� :���1	��
	� :	.�-1 :�	���	��-1 :	 ���0��� � 0������.9�-0 :�	���	��-0 �-'.��
�.���@A�0 	
���	0E

ω = Z−1(θ) · δθ
δt
,

δθ

δt
= Z(θ) ·ω, G*(,*;+H
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'��

Z (θ) = E−
1

2
R+

1 − g

θ2
R2, g =

θ sin θ

2(1− cosθ)
,

Z−1 (θ) = E+
1− cosθ

θ2
R+

θ− sin θ

θ3
R2,

R = θ×E, θ = |θ| , detZ(θ) =
θ2

2 (1− cosθ)
.

G*(,*;;H

 �:	.9�� :�������.���� �. �'.	�	� ��	�	��� /���� 0������.9��@ :�	�
���	���@ 	� ����	�� :	�	�	��7 :��������	� ����������	 �����:���� G*(,*+*H
:���:��-���0 � ����

η
δF

δt
+ ηH

δϑ

δt
+ −1

[
−2D+ F ·B− (trF)B

] · Z−1(θ) · δθ
δt

+

+ −1B · δf
δt

−
1

ϑ
h · ∇ϑ ≤ 0.

G*(,*;=H

��	
	���@ D���'�@ 0	5�	 �/����9 2������� ��'�0���	� θ, f , ϑ, �	'��
�. ����	�� D �0���	 G*(,*+>H :	.�/�0 �		��	F����

2D =  η
∂F

∂θ
· Z(θ) + ηF · ∂F

∂f
− η (trF)

∂F

∂f
. G*(,*;>H

"���.9�-� �		��	F��� �	F�M����� 	���@�� 
�� ��0������,
& ���.@/���� �-:�F�0 ��	��� 	��	��-1 ��������� ����-7 0	��.���@�

A�� D.����	0�'����	� :	.�, &:�	/�07 :	.�/���-� �������� .�/F� ����0���
�����9 ��� ����@ ��'	�	���7 �	�	��@ 0	5�	 ��:	.9�	���9 �. ���.�/�-1
��.��, %�	
- ���-���9 �1 ��������0� D.����	0�'����	'	 :	.7 ��	
1	��0	
���9 D.����	0�'����-� ���	.�	���� ���0 �������-0 ��.�/���0,

&�	�	� ���	� ����0��� :����0���� � ���� ���1 ��������� G*(,*86H �
G*(,*8=H7 '�� ����	� E 	:����.��� ���������0 G*(,*8;HE

∇×B− 2D+ ηL =
1

c2
δE

δt
,

λr
δ

δt

(
δβ

δt
+ω · n′

)
+ ν

(
δβ

δt
−Ω0

)
= 0,

E =  c2η

[
μω+

(
(λ− μ)(ω · n′) + λr

δβ

δt

)
n′
]
,

n′ = P(x, t) · n.

G*(,*;3H
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�	.9�	 :���	� �� ��������� G*(,*;3H :�������.�� �	
	� 	��	 �� �������
��� ������..�7 � �	�	�	0 �/���	 �.�'��0	� (−2D)7 	���/�@A�� �� �5	�.��	
��:.	 S3(T,

&���	�- E � B 
���0 ���-���9 ����	�	0 ��:�5���	��� D.�����/���	'	
:	. � ����	�	0 0�'����	� ��������7 �		����������	, & �.����/���	� ��	���
����	� (−2D) ���-����� � ����	�	0 E �������-0 	:����.@A�0 �������
���0, & ����0�������0	� ��	��� D�	 �� ���,

�		��	F��� �	F�M����� �0�@� ��� G*(,*+=H7 G*(,*;>H7 ��������� ��:.	�
:�	�	��	��� G*(,*;6H 	������ � :��5��0 ����E

2D =  η
∂F

∂θ
· Z(θ) + ηF · ∂F

∂f
− η (trF)

∂F

∂f
,

B = − η
∂F

∂f
, H = −

∂F

∂ϑ
,

ηϑ
δH

δt
= ∇ · h + ηq+ ην

δβ

δt

(
δβ

δt
−Ω0

)
.

G*(,*=)H

���	���7 � D��0 ��������0 �.����� :���	������9 ����0���/����� � '�	�
0����/����� ��������E

P = expR, R = θ×E, ω = Z−1(θ) · δθ
δt
,

Z−1 (θ) = E+
1− cosθ

θ2
R+

θ− sin θ

θ3
R2,

∇P = F×P, f = F×.

G*(,*=*H

�����0� ��������� G*(,*;3HMG*(,*=*H ��0����� :�� ��.	���7 /�	 ������
�	������� ������0	��9 ��	
	��	� D���'�� 	� :���0���	� �	��	�� ϑ, θ, f ,
& :�������.���	0 ���� �����0� ��������� G*(,*;3HMG*(,*=*H 	:��-���� ��.��
�����@ 0	��.9 5���	������..�/���	� ����-, %�	
- D�� ����� 0	��.��	��.�
D.����	0�'����	� :	.�7 ��	
1	��0	 ��:	.9�	���9 ����� �	:	.����.9�-� ����
�-�7 ��.@/� ����.9���- D��:���0����.9�-1 ���.��	����� � ���������-�
�		
��5���,

%�	 ������� D��:���0����.9�-1 ���.��	�����7 �	 �� ����0�������0	0
D��:� 	�� 
	.�� /�0 ���������-, & ��0	0 ��.�7 � D��:���0����1 ���'�� ����
�0��������� ����0	�������� D.����	0�'����	'	 :	. � ��A����	0, �	 �.
D�	'	 ��	
1	��0	 �����
	���9 	��	��-� :�����:- ���	'	 ����0	�������7
/�	 � ����	A�� 0	0��� �A� �� ���.��	, &:�	/�07 	��� D��:���0����.9�-�
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���� O D�	 ���	� D.����	0�'����	� �������� ������, & 0���0���/���	�
2	�0� 	� �0��� ���26

∇× E = −
δB

δt
⇒ ∇ ·B = f(x −Vt). G*(,*=(H

��.� �/����97 /�	 D�	� ���	� �.��� �
�	.@��	 �	/�-07 �	 	� ��.�'��
�� 	/��9 5������ 	'����/��� �� ��@ ��	��@, 4��������.9�	7 �� ��������
G*(,*=(H �.�����7 /�	 ����	�- ��:�5���	��� D.�����/���	'	 :	. � 0�'����
�	� �������� �	.5�- :	�	5���9� 	���0 ����	�	0 AE

E = ∇Q(x, t) − δA
δt
, B = B0 (x−Vt) +∇×A. G*(,*=6H

��� �������	 �
����9�27 � :	0	A9@ :�������.��� G*(,*;3H7 ����	� ���
:�5���	��� D.�����/���	'	 :	. E ��.9� :���������9 � ���� G*(,*=6H, "��
�@�� �.����� �.9���������E .�
	 ���	� D.����	0�'����	� �������� G*(,*=(H
�� �.��� �
�	.@��	 �	/�-07 .�
	 �� ����0�������0� ��	�� �� 	:��-�
���� D.����	0�'����	'	 :	., ��� ��.	���7 /�	 ����� :���� �� D��1 ���1
�	�0	5�	����7 ���	� D.����	0�'����	� �������� ������ �:�����.�� �	.9�
�	 :��
.�5���	 � �� �. ��0	'	 D.����	0�'����	'	 :	.7 � �. �	�0�A����7
���:�	�����@A�1� � D.����	0�'����	0 :	.�, �	D�	0� �. 	
A�� ��	���7
	:��-���0	� ��������0� G*(,*;3HMG*(,*=*H7 ��.9� ���
	���9 �-:	.���� ���
�	�� ������ G*(,*=(H,

26 ��,%�� �" �,(%����/ ���
�	�� �%���&�� ��&��&%���70 ����:����0 �( ������/$

�7/ ����(/ �,(%����� ∇× E = −
dB

dt

 @&�,�� �" �,(%����/ ���
�	�� �����(�&�� ���#�$

.:�0 ��,("�0
 @7�����% #�%�,1��=�. ����' �(�&�/ ��,%�1� �" �,(%����/ ���
�	��) ��$

����0 ∇ · δB
δt

= 0
 ���&7%(�) �&� V = const) �����#��� �,(%����� 0�-�� ��,����(&;

% %�#�
δ(∇ ·B)

δt
= 0
 9�<���� C&�1� �,(%����� % ����(� ���&�����/ �2�,��&� �0��& %�#

∇ ·B = f(x−Vt)
 �����	�� �	
��
27 ��1�(��� 8�,0��(0 ���
�*6�) ���
�	�� %7,(-���� #�� %�2&�,( �(�,�-�����&� C��2$

&,����2�1� ���� �0��& %�# E =  c2η

([
μE+ (λ− μ)n′n′] · Z−1(θ) · δθ

δt
+ λr

δβ

δt
n′
)


 K&� %7$

,(-���� �� �,�%�#�&�� 2 %�#� ���
�	��) ���2��;2� 2�C88�=���&7 �,� �,��"%�#�7'
δθ

δt
�

δβ

δt
�� �%��.&�� 2���&(�&(0�
 �����	�� �	
��
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� ��������� ��"������1

& ����	0 :��.	5���� :�������.��- ����	��-� �	5������ � 	��	��-� ���
��0���/����� �		��	F���7 ��:	.9��@A��� � ���'�,

�C��  ����
��!�	� 
�����	 � ������	 
������ �����

*, a ·A = AT · aR
(, A · (b× c) = b · (c×AT) = (A× b) · cR
6, a× (b×C) = b⊗ (a ·C) −C(a · b)R
8, AT ··(b×C) = −(A ·CT)× · bR
+, (A×B) ··BT = 0R
;, A ·· (B ·C) = (A ·B) ··C = (C ·A) ··BR
=, E× a = a× ER

>, a×E× b = b⊗ a− (a · b)ER

1 �,���-���� �(���(�� >
 ?
 @��;��%�2�/ � >
 �
 ��#��;�2�/
 �����	�� �	
��



�** �
������� C� ������� ������	������� �	�?���� � 	���
��� 	����	��

3, (E× c) ·A = c×AR

*), E××E = 2ER

**, (c×E)× = −2cR

*(, (c×A)× = A · c− c trAR

*6, detA =
[(A · a)× (A · b)] · (A · c)

(a× b) · c R

*8, (A · b)× (A · c) = (detA)A−T · (b× c)R

*+, expA =
∞∑
k=1

1

k!
Ak,

�C�� 4������������	� ������	 S

*, S · a = −a · SR

(, ω = −
1

2
S× O �	:������@A�� ����	�R

6, S =ω× ER

8, a · S · a = 0,

�C�� ���������	� ������	 Θ

*, Θ · a = a ·ΘR
(, K:�����.9�	� ���.	5����E

Θ = Θ(1)m(1) ⊗m(1) +Θ(2)m(2) ⊗m(2) +Θ(3)m(3) ⊗m(3),

'�� Θ(k) O �	
������-� /��.� Θ7 m(k) O �	
������-� ����	�-
Gm(k) ·m(s) = δksH,



C��� �
	�������� 	���
� Q �*	

�C�� #��������!�	� ������	 Q

*, QT = Q−1R

(, Q · (a×E) ·QT = Q · (a×QT) = detQ
[
(Q · a)×E

]
R

6, (Q× a) ·QT = Q · (E× a) ·QT = detQ
[
(Q · a)×E

]
R

8, (Q · a)× (Q · b) = (detQ)Q · (a× b),

�C�" ������ $�
����� P

*, ��	��0� ?�.���E

P(θm) = m⊗m+ cosθ(E −m⊗m) + sin θm×E,

'��mO 	�� 	�� :	�	�	��7 θO �'	. :	�	�	��7 θ = θmO ����	� :	�	�	��R

(, P(ϕm) ·P(θm) = P((ϕ + θ)m),

6, ������	00�������	��9 :	�	�	�	�E

P(ϕm) ·P(θn) = P(θn ′) ·P(ϕm), n ′ = P(ϕm) · n.

8, ��������.���� ����	�� :	�	�	�� /���� �'.- ?�.���E

P(θ) = P(ψm) ·P(ϑe) ·P(ϕm), e ⊥ m,

'�� ϕ O �'	. �	
������	'	 ���A���7 ϑ O �'	. �������7 ψ O �'	. :���
������,

+, P · θ = θ7 '�� θ O ����	� :	�	�	��R

;, P(θ) = expR7 '�� R = θ× E O .	'���20�/����� ����	� :	�	�	��R

=, P(θ) = E+
sinθ

θ
R+

1 + cosθ

θ2
R2,



�*� �
������� C� ������� ������	������� �	�?���� � 	���
��� 	����	��

�C�& ������	 �$��� � ����
	� ��������

*, S(t) = Ṗ(t) ·PT(t) O .��-� ����	� �:���R
(, S(t) =ω(t)×E7 '�� ω(t) O ����	� .��	� �'.	�	� ��	�	���R

6, ω(t) = −
1

2

(
Ṗ(t) ·PT(t)

)
×
R

8, ω(t) = θ̇m+ sin θṁ+ (1 − cosθ)m × ṁR

+, Sr = PT (t) · Ṗ(t) O :���-� ����	� �:���R

;, Sr(t) =Ω(t)× E7 '�� Ω(t) O ����	� :���	� �'.	�	� ��	�	���R

=, Ω(t) = −
1

2

(
PT (t) · Ṗ(t)

)
×
R

>, Ω(t) = θ̇m+ sin θṁ− (1 − cosθ)m× ṁR

3, S(t) = P(t) · Sr(t) ·PT(t)R
*), ω(t) = P(t) ·Ω(t),

**, �����.	 �.	5��� �'.	�-1 ��	�	����E

P = P2(t) ·P1(t) ⇒ ω(t) =ω2(t) +P2(t) ·ω1(t),

Ω(t) =Ω1(t) +PT1(t) ·Ω2(t);
*(, ω×P · θ = −R ·ωR
*6, #��	� ��������� �����	��E Ṗ(t) =ω(t)×P(t),

*8, ����	� ��������� �����	��E Ṗ(t) = P(t)×Ω(t),

*+, P · Ω̇ = ω̇R

*;, A(t) = P(t) ·A0 ·PT (t) ⇒ Ȧ = ω×A−A×ω R

*=, (P ·A0 ·Ω)· = P ·
(
A0 · Ω̇ +Ω×A0 ·Ω

)
R

*>,
1

2
θ× (ω +Ω) =

sin θ

θ
θ× θ̇R

*3, ω−Ω =
2(1 − cosθ)

θ2
θ× θ̇,



C�'� /���
D��	��
�	
 Z � ���	
  �
	� θ �*6

�C�, ������D���������� Z � 
����� $�
����� θ

*, Z(θ) = E−
1

2
R+

1− g

θ2
R2, g =

θ sin θ

2(1 − cosθ)
, R = θ× ER

(, det Z(θ) =
θ2

2(1− cosθ)
R

6, Z−1 = E+
1− cosθ

θ2
R+

θ− sinθ

θ3
R2R

8, θ̇ = Z ·ω =ω−
1

2
θ×ω+

1− g

θ2
θ× (θ×ω)R

+, θ̇ = ZT ·Ω =Ω+
1

2
θ×Ω +

1 − g

θ2
θ× (θ×Ω)R

;, θ̇ = gω−
1

2
θ×ω+

1 − g

θ
θ̇θR

=, θ̇ = gΩ+
1

2
θ×Ω+

1− g

θ
θ̇θR

>, Z(θ) ·P(θ) = P(θ) · Z(θ)R
3, ZT(θ) = P(θ) · Z(θ)R
*), ω−Ω =

(
Z−1 − Z−T

) · θ̇,
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P = P(n,k) ·P(ϕk). GJ,*H

<���9 P(n,k) O ����	� ���.	�� G:	�	�	�� 	� k � n �	���' 	��7 .�5�A��
� '	���	���.9�	� :.	��	���H7 P(ϕk) O ����	� �	
������	'	 :	�	�	��, �		��
�������@A� P �'.	�� ��	�	��9 ω 	:����.��� 2	�0�.	�

ω =
1

1 + η
(n + k)× ṅ+ ϕ̇n, η = k · n. GJ,(H

���0�0 
�� �	������.9���� �.���@A�� ��� �����5����, "�� �	����	/�	
	/�����- �. .@
	� 0	��.� ����5�,

*, ��� 	��������� �����:���� ��	
	��-� ����5��9 0	5�� �	���F��9 ����
'	�-� �����	����-� ���5��� �	���' �������.� G�4H, �� �4 :�	���	��
�� 	��� n 0	5�� 
-�9 :�������.��� � ���� ṅ = ωk×n7 '��ω = const O
�'.	�� ��	�	��9 :��������,

(, 4. �4 �'	.ϕ � :�������.���� GJ,*H :	��	���Eϕ = ϕ07 �, �, 	��������
���1��'	 ��/��� � :�	��������� 	:����.��� ���.	�	0 �7 �	�0	5�	7
:	�	�	�	0 �� :	��	��-� �'	.4,

&-/��.�0 �'.	��@ ��	�	��9 ���1��'	 ��/��� :�� �4, 4. D�	'	 :	�����
��0 � GJ,(H ��.	�� �����	����	��� ���5���E ṅ = ωk × n7 ϕ̇ = 0, �	�.�
:��	
���	����� :	.�/�0

ω = ω(k− n). GJ,6H

����:	.	5�0 ��:��97 /�	 �� ���1��� ���� ����5� ��������� 	/��9 0��
.-� ���F��� 0	0���M, �	'��7 :	 ������� 0��� � ��/���� ���	�	�	'	 :�	0��
5���� ���0���7 ���5���� ����5� 
���� 
.���	 � �����	����	0� � :	D�	0�
0	A�	��9 0	0���� 0	5�	 :��
.�5���	 	:����.��9 :	 2	�0�.� N = M ·ω7
'�� ω O �'.	�� ��	�	��9 ���1��'	 ��/��� :�� �47 	:����.�0� 2	�0��
.	� GJ,6H, &-/��.�0 ����0 �:	�	
	0 0	A�	��9 �.��A�'	 � 0����	'	 0	0���
�	�,

• �.��A�� 0	0��� M =Mn E

N =Mωn · (k−n) = −Mω(1−η) ⇒ signN = −sign (Mω). GJ,8H

4 ��� �,��&�/<�' 0�#���/ �&�,-��) ���%�#��) ϕ0 = 0
 @ ����� ���-�7') �(�,�0�,
�,� ���&� ���,=�� %,(:����) 0�-�& %�"��2��&; �&(=���(,��� "(2,���%(��� ϕ0 �= 0
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• �����-� 0	0��� M =Mk E

N =Mωn · (k−n) = +Mω(1−η) ⇒ signN = +sign (Mω). GJ,+H

����0 	
���	07 ���� 0	A�	��� :	��	���5 � ������� �	.9�	 	� �		��	F��
�� ����	�M � ω,

��:��9 	
����0� � �	:�	�� 	
 ���	�/��	��� ����	���� �������.9�	'	
:	.	5��� ����5� :�� ��.�/�� 0����	'	 �.� �.��A�'	 0	0����, <����
��0 ���	� �	�0�A���� ��/�.9�-1 ��.	���7 :�� �	�	�	0 �	������� ���5����7

.���	� � �����	����	0�7 :��/�0 ��:���.���� ���A��� �-
���0 ���7 /�	
-
���� 0	A�	��� �	'.���	 2	�0�.�0 GJ,8H7 GJ,+H 
-. :	.	5���.9�-�, �	'��
���F��� 0	0��� 
���� 	��A����.�9 � �����0� �������� ���� ��������
��.� �����0� �	�����������7 �	 D�	 �	.5�	 ����� � �	��� �0:.����- �	.��

����7 � �.��	����.9�	 � ��	���������� ���/�0 :�������.��� �:	.��
	/�����-07 /�	 :�� �	����	/�	 0�.	0 0	0���� 
���� ��A����	���9 ������
�����	����	� ���5����7 
.���	� � �����	����	0�7 �	 � 0��.���	 ��0��@�
A�0�� :���0����0� ���5���7 :�� �	�	�	0 	��.	����� 	� �������.� 
����
��	'����/���	 �	�������9, �	 ���9 �. �	����������	� �����0- 
���� �0��9
0���	 �����	�/��	��9 �� �	.9�	 � 0�.	07 �	 � � ���=�� ������ ��.�����
�	��9 D�� �������@ �� ��:�����7 	'����/��9 �0:.����- �0	5�� �	.9�	 	��	�
D���'��7 �, �, �����:���,

�0�������	 ����0 	
���	07 0����-� �.� �.��A�� 0	0���- 	
���
��.9�	 �	.5�- :���	���9 � �����	�/��	��� �	����������	'	 ����5�7 �����
����0	 	� �	'	7 ����	.9�	 �.	5�	� 0	��.9@ 	� 	:��-�����, "����	 �����	'	
:����	��� ����9 ���, 4�.	 �� � ����5��7 � � ��'�����, & ���.9�-1 �����0�1
	
����.9�	 �	�����@� �	:	.����.9�-� ��.	�-� 2���	�-7 �� � 0	0��� ��
	������ /���	 �.��A�0 �.� 0����-0, ��	0� �	'	7 /�	
- �����/��9 �����
5��9 �	 ���/���.9�-1 �0:.����7 ��
	.9F� ���F� ��'����� �	.5�� �0��9
�	�0	5�	��9 :	����5����9 � ��/���� �.���.9�	'	 ���0��� ����	:	��	���@
0	A�	��97 ����/��� ����0 	
���	0 � �����0� 	'�	0��@ D���'�@, ���.9�-�
��'����� ����0� �	�0	5�	��0� 	
-/�	 �� 	
.���@�,

& ���10���	� ��	��� ����5��� ���������.9�	 ���.@/��� ���9���� :�	�

.�0�7 	����	 	�� �� � �	07 /�	 0	��.� ����5� :.	1�7 � � �	07 /�	 0- ��
�0��0 :����.9�	 �������9 ��'����� :�� ���10���	0 ���5����, ��:��0��7
�����	�/��	��9 ����5� :	� ��������0 0����	'	 ��'�
�@A�'	 0	0���� ����
����.9������ 	 �	07 /�	 :�� :���1	�� 	� :.	��	� ����/� � :�	�����������	�

5 ?(��0��0) �&� η = k · n = cos ϑ) 1#� ϑ � �1�� ��&(=�� #�� n
 ���#�%(&��;��)
%7,(-���� 1 − η ���&,�=(&��;��) % ���; ��,(:(�&�� &��;2� �,� n = k � %�",(�&(�& �,�
�#(����� n �& %�,&�2(��
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��.9� �	1����9 �	 5� :�	����F�� :�������.���� �. ���F��'	 0	0����,
4��������.9�	7 � ���.9�	0 ����	����� :�� �1	�� ����5� �� :.	��	��� ��'�
�
0	0��� ��� .� �0	5�� 	������9� /���	 0����-07 :	��� �	:	.����.9�-�
�	����.@A��, ��	0� �	'	7 ���.9�	� ����	����	7 �	���@A�� ��'�
�@A�� 0	�
0���7 ��	��� ���'	 �� :	��	.�� ����5�@ �	���F��9 ���/���.9�-� �	.�
���
� ��:���.���� ����	�� 0	0����,

&-1	�7 ����0	7 �	��	�� � �	07 /�	
- ��:	.9�	���9 ��'�����7 �. �	�	�
�-1 0	5�	 :���.	5��9 ���.9�-� 0�1���/����� :��9 	��A����.���, ��:���
0��7 ��'�����7 �	������0-� � :	.� ��.- �5���� :	���F���-0� � ����5�@
�	:	.����.9�-0� 0����0�7 �� �	.5�- :���	���9 � �����	�/��	���, &	�����
�	����� �����A�1 �0:.���� �. :	�	
�-1 ��.	�-1 2���	�	� ���������.9�
�	 
���� �������.9���	���9 	 ��:���0.�0	��� ��:	.9���0	� 0	��.� ����5�,
����0 	
���	07 	��	��� :�	
.�0� �	��	�� � �	07 /�	
- ��������� 	���
���� ����� ��+�� 	���������� ����	 ��� ���� �� �� ���� �� ��
���� ������������ ��	��������� � �������� 	��	��� ��������� &	:�	�
� �	07 ��� ���.�/��9 �����	�/��	��97 �������	�����@ ���F��� ��'����	�7 �
�����	�/��	��97 ��	��������@ �	
������	 �:��'	� �����0�,

�E�� �
����� ���� �� �$����� ����
����

� �������	� ��������

& ����	� ��
	��6 
���� :	�����	7 /�	 D22���7 ���.	'�/�-� :����	��� ���
�	.��7 �0��� 0���	 � � ������� �:��'	� �����0� � �	��/�-0 /��.	0 ���:����
��	
	�-, ����0	���0 	����00����/�	� �����	� ��.	7 �0�@A�� ��:	���5��@
�	/�� O G���, J,*H, ��.	 	:������ �� N 	�����	�-1 �0	������	�	� GN ≥ 3H7
���:	.	5���-1 ����	0���	 :	 	���5�	��� ������� R O �0, ���, J,*, "
	�
���/�0 k O 	�� �������.�7 n O 	�� 	�� ��00����� �����0-7 η = k · n, 4.
����	�� :	�	�	�� ��.� P �	�:	.9���0� :�������.����0 S36TE

P = P(n,k) ·P(ϕk). GJ,;H

<���9 P(n,k) O ����	� ���.	�� G:	�	�	�� 	� k � n �	���' 	��7 .�5��
A�� � '	���	���.9�	� :.	��	���HR P(ϕk) O ����	� �	
������	'	 :	�	�	��,
�	'.���	 GJ,;H7 	�������� ��.� 	��	���/�	 	:����.��� 	��	0 n � �'.	0
�	
������	'	 :	�	�	�� ϕ,

6 �
 4
 �,�%=�%
 3G%�,#�� &��� �( ��,�1�0 ����%(��� � 0�0��&�7� �(1,�"2�5
 9�2�$
���;) �(�,(��(� �( 2�0�;.&�,� �� �.�� �66� 1
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& S36T :	.�/��� 2	�0�.� �. 0	0����7 �	������0	'	 ����-0 �:��'�0 	��
�	�����0E

Me =
R2

2

(
C3η+ C1(cosϕ− η)

)
n× k−

R2

2
C1 sinϕ (n + k). GJ,=H

<���9 C3 � C1 O ��00���-� �������.9�� � :	:���/�� 5����	��� �0	��
�����	�	�, "�0���07 /�	 :�� :	.�/���� 2	�0�.- GJ,=H :���:	.	5���� 	 0��
.	��� :���0�A���� �� ��:	.9�	��.	�97 ��� /�	 GJ,=H ���� �	/�	� '�	0����/��
��� ��.�����	� �-��5���� �. �:��'	'	 0	0���� G2���/����� ��	����� �0	��
�����	�	� :���:	.�'�.��9 .�����-0�H7,

����0	���0 ����0��� :	�	
�	� �����0- :�� �������� �� ��� 	��	���0���
�	 0����	'	M1k � �.��A�'	M2n 0	0���	�, ������/����� 0	0��� �����	'	
��.� 0	5�� 
-�9 ��:���� � ���� S36TE

L = Θ1n× ṅ +Θ3Ωn , GJ,>H

'��Θ17Θ3 O D����	���.9�-� � :	.��-� 0	0���- ������� ��.�7Ω = n ·ωO
�'.	�� ��	�	��9 �	
������	'	 ���A���, �	'�� ��������� ���5��� � :���
��0��� ���

Θ1n× n̈+Θ3(Ωn)· −Me =M1k+M2n , GJ,3H

'��Me O �:��'�� 0	0���7 	:����.�0-� 2	�0�.	� GJ,=H,

7 ?� ���&7%(���; &(2-� ����&%���7� 0�0��&7) ��"#(%(�07� (0�,&�"(&�,(0�
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����0	���0 :	.	5���� ����	����7 	���/�@A�� �������.9�	0� :	.	5��
��@ 	�� ��.�, �	������� � GJ,3H ��.	�� ����	���� n = k7 Ω = 07 ϕ = ϕ07
:	.�/�0 ��������� �. 	:����.��� �'.� �����/���	'	 �����/����� ϕ0E

R2Θ1 sinϕ0 =M1 +M2. GJ,*)H

��:��9 :������0 � ���.��	����@ ���	�/��	��� :	.	5��� ����	����,
4. D�	'	 
���� ���9��	���9� :	.�	� ��.�����	� ��������� GJ,3H7 � � �	�
D22������- :�� �������1 
���� :	�����.�9� ��.	�� ����	���� n = k7
Ω = 07 ϕ = ϕ0,

&������ ������/���	'	 0	0����E

δL̇ = Θ1(δn× n̈ + n× δn̈) +Θ3(nδΩ +Ωδn)· =
= Θ1k× δn̈ +Θ3kδΩ̇.

GJ,**H

&������ 0	0����7 �	������0	'	 �:��'�0 	��	�����0E

2

R2
δMe = δ

(
C3η+ C1(cosϕ− η)

)
n× k+

+
(
C3η+ C1(cosϕ− η)

)
δn× k−

−C1δ(sinϕ) (n + k) − C1 sinϕδn =

=
(
C3 + C1(cosϕ0 − 1)

)
δn× k− 2C1 cosϕ0 kδϕ− C1 sinϕ0 δn.

GJ,*(H

&������ ���F��'	 0	0����E

δ(M1k+M2n) =M2δn. GJ,*6H

�	������� �-��5��� GJ,**HMGJ,*6H � ��������� ���5��� GJ,3H7 :	.��
/�0E

Θ1k × δn̈+Θ3kδΩ̇+
R2

2

(
C3 − C1(1−cosϕ0)

)
k × δn+

+R2C1 cosϕ0 kδϕ+

(
R2

2
C1 sinϕ0 −M2

)
δn = 0.

GJ,*8H

 �:	.9�� �	5�����	 GJ,*)H �. �'.� ϕ07 :��	
�����0 :	�.����� �.�'���
0	� � ��������� GJ,*8HE(

R2

2
C1 sinϕ0 −M2

)
δn =

M1 −M2

2
δn.

���.	5�0 	�� n �� '	���	���.9��@ �	����.@A�@ ε � �������.9��@ ηk E

n = ε+ ηk, k · ε = 0.
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4	0�	5�� ��:��9 ��������� �	�0�A���	'	 ���5��� GJ,*8H ����	��	 ��
�� k7 :	.�/�0 ��������� �	�0�A���	'	 ���5��� � '	���	���.9�	� :.	��	�
���E

Θ1 δε̈ +
R2

2

(
C3 − C1(1−cosϕ0)

)
δε+

M2−M1

2
k× δε = 0. GJ,*+H

��.� �'	. �����/����� ϕ0 0�.7 �	 cosϕ0 ≈ 1 � :	.�/���	� ���������
0	5�	 ��:����9 � �:�	A���	� 2	�0�E

Θ1 δε̈+
R2

2
C3δε+

M2−M1

2
k× δε = 0. GJ,*;H

 ������	87 /�	 ��������� ���� GJ,*+H7 GJ,*;H � :	.	5���.9�-0� �	D2�
2�������0� � :���-1 ���1 �.�'��0-1 	:��-���� 2�����-� ���5��� �	'��
� �	.9�	 �	'��7 �	'�� :	�.����� �.�'��0	� �	5��������	 ����	 ��.@7 �, �,
M1 =M2, �.��	����.9�	7 0- :	.�/��0 �����	�/��	��9 �	 ���1 �.�/�1 ��	�
0� :	.�������.9�	'	 0	0���� M =M(k+ n)/2,

 ���7 0- :	����.�7 /�	 �. ����	� �:��'	� �����0- 0����-� �.� �.��
�A�� ���F��� 0	0���- :���	�� � �����	�/��	���, "�0���07 /�	 ����0	��
����� 0	��.9 ������� � �	0 �0-�.�7 /�	 	�� �:	.�� 0	5�� 
-�9 �	�����
:�����/����, ?��0 	�� �-'	��	 	�.�/���� 	� 0	��.��7 ��:	.9���0-1 � ��	�
��� ����5���7 '�� �	:�	� 	
 ��������	��� 0	��.� � ���.9�	��� ��.��	 �� ���
	/������, � ��� ��� :����	�� ���	.�� ���.������ � �. ���.9�	� �����0-7
�	 ��.9� ��.��9 �-�	� 	 ��:��0���0	��� ��	��� ����5���7 �. �	�	�-1 	�
�0��� 0���	,

& ���.@/���� :	��5�07 /�	 �������.9�� :�	���� �������� �	�0�A���
�	'	 ���5��� GJ,*8H �� ���	�/��	��9 �.��� �� 	���-����, �0�	5�� GJ,*8H
�� k ���.��	7 :	.�/�0

Θ3δΩ̇ + R2C1 cosϕ0 δϕ+
M1 −M2

2
δη = 0. GJ,*=H

4. Ω � η �:�����.��- :�������.��� S36TE

Ω = ϕ̇+ωn, ωn = −
1

1 + η
k · (n× ṅ), η2 = 1− ε · ε. GJ,*>H

��:	����������-0 ���9��	�����0 GJ,*>H .�'�	 �	�����97 /�	 � 	������	�
��� ����0�������0	'	 :	.	5��� ����	���� δωn = 07 δη = 0, �	'�� �������
��� GJ,*=H :����0��� ���

Θ3δϕ̈+ R2C1 cosϕ0 δϕ = 0,

	���/�@A�� ���	�/��-0 �����.9�-0 �	.�
���0,

8 �0
 1�(%� 	
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� ����.9���� /�'	 � :�	��1	��� :	��� ���	�/��	���, "����	 ��� :	�����	 �
:	������.� =,=,+7 :	��� ���	�/��	��� �	�0	5�� � :�� �������� ��	.9 �'	��	
0�.	'	 ������������ 0	0����, ��5� :�������	 :�	��	� ��/�������	� 	
C�
������ D�	'	 2����7 	��	����	� �� ���.��� :	������.9�	� D���'�� �����0-,

�F�� 1����
���	) ������ $����%���!��) ;������

����0	���0 �����0�7 �	��	A�@ �� �����	'	 ��.� �� �:��'	0 	��	�����
� �	����������	'	 ���F��'	 0	0����, �	������.9�� D���'� �:��'	'	 	��	�
���� �0��� ��� G=,8+HE

U =
C1

2

(
θ2 − (k · θ)2)+ C3

2
(k · θ)2 , GK,*H

'�� k O ����	�7 ��:���.���-� :	 	�� ��	��	:�� ��.� � 	��/���	0 :	.	5����R
C17 C3 O 5����	��� �:��'	'	 	��	����7 	���/�@A�� ���.	�� ��.� � :	�	�	�
�� ��.� �	���' k, �	����������-� ���F��� 0	0��� � �		��������@A� �0�

1 �,���-���� �(���(�� @
 �
 ��";2��70 � �
 4
 �,�%=�%70
 �����	�� �	
��
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V = −M|θ|, Mext = −ZT · ∂V
∂θ

=M
θ

|θ|
, M > 0. GK,(H

�������	 :	�����97 /�	 :	������. GK,(H �.��� ���F������0 :	������
�.�7 :���.	5���	'	 � :	������.� =,;,+7 �� �.�/�� :�	���	.9�-1 �'.	� :	�
�	�	��, 4�.�� 
���� :	�����	7 /�	 ���	� ��0������ :	������.� :���	��� �
:	�.���@ �	:	.����.9�-1 :	.	5���� ����	����7 �		��������@A�1 ���.	�
�� ��.�, & ����.9���� :	.�� :	������.9�� D���'� �����0-7 �	��	A�� ��
�����	'	 ��.� �� �:��'	0 	��	����� � �������@A�'	 �� ��.	 0	0����7 �-���
5���� �		��	F����0

U + V =
C1

2

(
θ2x + θ

2
y

)
+
C3

2
θ2z −M

√
θ2x + θ

2
y + θ

2
z . GK,6H

<���9 θx7 θy7 θz O :�	����� ����	�� :	�	�	�� � 	��	�	�0��	����	0 
����
�� ex7 ey7 ez7 '�� ����	�- ex7 ey �-
���@�� :�	���	.9�	7 ez = k, ����������
������0	��9 D���'�� 	� :�	����� ����	�� :	�	�	�� �0��� :�	���@ '�	0�����
/����@ �����:������@, ����-� ��� �.�'��0-1 � 2	�0�.� GK,6H 	:����.@�
:���
	.�/����@ :	���1�	��97 �		��������@A�@ D���'�� �:��'	'	 	��	����,
�	�.����� �.�'��0	� ������ �	��/����@ :	���1�	��97 �		��������@A�@ D����
'�� ���F��'	 0	0����, & ���	�/��	0 :	.	5���� ����	���� :	������.9��
D���'� �����0- �	.5�� �0��9 0���0�07 � �� ��	�-� :�	���	��-� :	 ���0
��'�0����0 �	.5�- 
-�9 :	.	5���.9�-,  �:	.9�� 2	�0�.� GK,6H � :�����
����-� '�	0����/����� �		
��5���7 �������	 :	�����97 /�	 ��	�-� :�	���
�	��-� 2������ U ��@�� :	.	5���.9�-7 � ��	�-� :�	���	��-� 2������ V O
��@�� 0��9F� .�
	 ����- ��.@, �.��	����.9�	7 �	��������� �	����������	'	
���F��'	 0	0����7 �������0	'	 2������� V 7 0	5�	 �����:�����	���97 ���
�	
��.���� � ��.� �� �:��'	0 	��	����� �����0- � 	�������.9�	� 5����	�
��9@7 /�	 � 0	5�� :���	���9 � :	���� ���	�/��	���,

"���.	�9 	������9 �� �	:�	�7 :	/�0� �����	�/��	��9 ���.������ :��
��	.9 �'	��	 0�.	0 �	����������	0 0	0����, 4. D�	'	 ����0	���0 :	���
����� :	������.9�	� D���'�� GK,(H7 �		��������@A�� ���F��0� 0	0����7 �
	������	��� ���	�	�	'	 :	.	5��� ����	����7 	:����.�0	'	 �'.	0 :	�	�	�
�� θ0, <�����0 0�.	� 	��.	����� ε 	� ����	'	 :	.	5��� ���	�7 /�	 θ0·ε = 0,
�������	 :	�����97 /�	 D���'� � 	��.	����	0 :	.	5���� :��
.�5���	 	:���
��.��� �		��	F����0

V(θ0 + ε) ≈ V(θ0) −
M

2|θ0|
ε2. GK,8H
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������� F� �  �
����� +����� � ����
��	����, ���	���,

�	�0�.� GK,8H :	���-����7 /�	 ��.�� ���F��'	 0	0���� � 5����	��9 ���
���0- 	�������.�� � :�	:	���	��.�� M/|θ0|, & :	.	5���� ����	���� ����
�	� 	��	F���� 	:����.��� 5����	��9@ �:��'	'	 	��	���� � �� ������� 	�
��.�/��- ���F��'	 0	0����, �	D�	0� �����	�/��	��9 0	5�� �	������9 :��
��	.9 �'	��	 0�.	0 ���F��0 0	0����,

�F�� >��������� $����%���!��) ;������ 
 ���


*���� $�������) ��
��
����

":����.�0 �		��	F���� :���0���	� �:��'	'	 	��	���� :�� �	�	�	0 �	��
������ �����	�/��	��9, �����0 :	.	5��� ����	���� �����0-7 ��:	.9��
��������� ����	����E

∂(U + V)

∂θ
= (C3 − C1)θ · kk+

(
C1 −

M

|θ|

)
θ = 0. GK,+H

����0������ :	�.��	����.9�	 �.�/�� θ · k �= 0 � θ · k = 07 :	.�/�0E

θ∗ = ±M
C3

k. GK,;H

θ∗∗ =
M

C1
e, ∀e : e · k = 0. GK,=H

����0 	
���	07 :�� ��:	.9�	����� :	������.� GK,(H ��A�����@� ��� :	�
.	5��� ����	���� GK,;H7 �		��������@A�1 :	�	�	�� �	���' k � 
���	��/�	�
0�	5����	 :	.	5���� ����	���� GK,=H7 �		��������@A�1 ���.	�� ��.�,

 ��.����0 ���	�/��	��9 :	.	5���� ����	���� GK,;H � GK,=H, ����0	���0
���/�.� 0�.-� 	��.	���� 	� :	.	5���� ����	���� GK,;H, ����9 �	�0�A���
�-� ����	� :	�	�	�� �0��� ���

θε = ±M
C3

k+ εkk+ εee, e · k = 0, |εk|  1, |εe|  1. GK,>H

��	����0 ���.	5���� 2������ U � V � �� :	 εk7 εe � �	1�������0 �.��
'��0-1 �	 ��	�	'	 :	���� 0�.	��� ��.@/���.9�	E

Uε ≈
M2

2C3
±Mεk +

C1

2
ε2e +

C3

2
ε2k,

Vε ≈ −
M2

C3
∓Mεk −

C3

2
ε2e.

GK,3H
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�	'.���	 ��	�	� �� 2	�0�. GK,3H7 �	��������� �	����������	'	 0	0���
�� ���.	'�/�	 �	
��.���@ � �����	0� ��.� �� �:��'	0 	��	����� �����0-
� 	�������.9�	� 5����	��9@7 /�	 � ��	'� � 0	5�� :���	���9 � �����	�/��
�	���, ��� D�	0 5����	��9 �� ������� 	� ��.�/��- ���F��'	 0	0���� M7
� 	:����.��� ���.@/���.9�	 ��	�����0� �:��'	'	 	��	����, ��.��-��
2	�0�.- GK,3H7 :	.�/�0

Uε + Vε ≈ −
M2

2C3
+
C1 − C3
2

ε2e +
C3

2
ε2k. GK,*)H

&���	7 /�	 :	.	5��� ����	���� GK,;H7 �		��������@A�� :	�	�	�� ���
.� �	���' ����	�� kE *H ���	�/��- :�� C1 > C3R (H �����	�/��- G�.@��
���.	�-0� �	/��0�H :�� C1 < C3R 6H �.@�� 
�����.�/�-0� :	.	5���0�
����	���� :�� C1 = C3, ��� D�	0 � �.�/�� C1 < C3 �����	�/��	��9 ����
.������ :�� ��	.9 �'	��	 0�.	0 ���F��0 0	0���� M, & ��.� 	:����.���
����	�� e � :	���� ���	�/��	��� :���	��� 	��.	����� � .@
	0 ��:���.����7
:��:������.��	0 ����	�� k,

����0	���0 ��:��9 0�.-� 	��.	���� 	� :	.	5���� ����	���� GK,=H,
��� D�	0 �	�0�A���-� ����	� :	�	�	�� �0��� ���

θε =
M

C1
e+ εee+ εnn+ εkk, n = e× k, GK,**H

'�� |εe|  17 |εn|  17 |εk|  1, ��	�	� ���.	5���� :	������.	� GK,*H7 GK,(H7
���.	'�/�	� ���.	5���@ GK,3H7 :	.�/�0E

Uε ≈
M2

2C1
+Mεe +

C1

2

(
ε2e + ε

2
n

)
+
C3

2
ε2k,

Vε ≈ −
M2

C1
−Mεe −

C1

2

(
ε2n + ε

2
k

)
.

GK,*(H

��� � � :���-��A�0 �.�/��7 �	��������� �	����������	'	 0	0���� D��
����.����	 �	
��.���@ �����0- � 	�������.9�	� 5����	��9@, ��00����
:	������.9�� D���'� � �	�0�A���	0 �	��	��� �0��� ���

Uε + Vε ≈ −
M2

2C1
+
C1

2
ε2e +

C3 − C1
2

ε2k. GK,*6H

 � 2	�0�.- GK,*6H ����	7 /�	 :	.	5��� ����	����7 �		��������@A��
���.	�� ��.�E *H �����	�/��- :�� C1 > C3R (H �.@�� 
�����.�/�-0�
:�� C1 ≤ C37 ��� ��� �	�0�A��� εn � ����0�������0	0 :��
.�5���� ��
:���	�� � ��0�����@ D���'��,
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C����9 :	�.���� �����	�/��	�
��� :�� �������� �� �����	� ��.	 �� �:��'	0 	��	����� ��	.9 �'	��	 0�.	�
'	 �	����������	'	 0	0����, �	�0�.- GK,8H7 GK,3H7 GK,*(H :	���-��@�7 /�	
�	��������� �	����������	'	 0	0���� � �	/�� ����� ���.��	���� ���	�/��
�	��� D�����.����	 �	
��.���@ �����0- � 	�������.9�	� 5����	��9@, d��	7
/�	 ��.� � ���	�/��	� �����0� �	
����9 �����0� � 	�������.9�	� 5����	�
��9@7 �	 :	.�/��F�� �����0� 0	5�� 	�����9� �����	�/��	�, ��� D�	0 �
��.� 2	�0�.- GK,8H ��.�/��� 5����	��� 	:����.��� ��	�����0� �:��'	'	
	��	���� � �� ������� 	� ��.�/��- ���F��'	 0	0���� M, �	D�	0� :	���
� ���	�/��	��� 0	5�� :�	��1	���9 :�� ��	.9 �'	��	 0�.	0 �	����������	0
���F��0 0	0����, "����	 � 	�.�/�� 	� �.�/� ���	����������	'	 0	0����
�����	�/��	��9 ���.������ �	.9�	 �	'�� 5����	��9 �:��'	'	 	��	���� C17
�		��������@A� ���.	�� ��.�7 0��9F� 5����	��� �� ���/���� C3,
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Ffr = −μN sign ẋ, ��.� ẋ �= 0. GL,*H
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5��� ���.� 	
C���	0 ���������-1 ���.��	����� O �0, S3=T, ����/��.���-�
	
��	��.9����7 � ���5� ��	����/����� �������7 ��	�9 :���.��.� ���0����
���.��	����.�� � ���	�� ��1	'	 ����� ��.	��,  ������ � :����	���.9�-0
�������0 �	 ���1 	
.���1 /����-/���	 ��.��7 � D�	 �� �.�/���	7 �
	 �1
���0���.9�	� ����0	������ ���'�� �:	�	
���	��.	 :�	'����� � �	� �.� ��	�
	
.���� ������, & :	.�	� 0��� D�	 	��	���� � � :����	���07 ������-0 �
:��0������0 ���	�� ��.	��,

���������� �-F� 2	�0�.��	��� ���	�� ��.	�� GL,*H O D�	 .�F9 0�.�
/���9 	
A�'	 �����5����, & D��:���0����1 ��.	�� ��.� ����.����� ��. N



G��� &��� 	
���� 1)��� ���

������.��97 � �.��	����.9�	7 
-.� ��������, "����	 � 
	.9F������ ������
���.9�-1 ����/ D�� ��.� ���������� � �	.5�� 	:����.�9� � 1	�� ��F���
����/�, & ���	�	�-1 �.�/�1 2����� N(t) 0	5�� �0��9 �.	5�-� ��� �
�������9 	� 0�	'�1 2���/����1 1������������ ����0�������0	� ����/�, �	�
D22������ ����� μ :����	 �/����9 1������������	� ��.7 ��1	�A�1� �
�	������, & ����	A�� ���0 � �:���	/����1 0	5�	 ����� �	D22������-
����� �. ���.�/�-1 :�� ��.,

"
A�:����	� � ����	� � 2	�0�.9�	� �	/�� ����� 2	�0�.��	��� ���	�
�� ��.	�� � ����	A�� ���0 �� ��A�������7 ���0	�� �� �	7 /�	 � 2���/��
��	� �	/�� ����� D�	� ���	� :	��0���� �	����	/�	 ����		
����	, �	D�	0�7
:��5�� /�0 	
��5���9 :��0������ ���	�� ��.	��7 ��	
1	��0	 ���9 �'	 �	/�
��@ 2	�0�.��	���,

����0	���0 ��� ��.� A � B7 ��1	�A��� � �	������, ��.� ����� Ffr
���9 ��.�7 �������@A� �	 ��	�	�- ��.� B �� ��.	 A7 �	 D�	 �� �� ��.�
�������, <��	� ��.	�� �����5����7 /�	

Ffr =

⎧⎨
⎩ −μ|P|

vτ
|vτ|
, vτ �= 0,

F, F · n = 0, vτ = 0,

GL,(H

'�� vτ = (E−n⊗n) · (vA−vB) O ������.9�� �	����.@A� ����	�� 	��	���
��.9�	� ��	�	��� � �	�� �	������R n O ����	� �	�0�.� � :.	A��� �	������7
��:���.���	� 	� ��.� B � ��.� AR vA � vB O ��	�	��� �	��������@A�1 �	/��
�	:���	��	����R μ ≥ 0 O �	D22������ ����� �����A�� �	.9�	 	� ��	����
0������.	� �	��������@A�1 ��.R P O ��.�/��� :	�5���R F O ��.� ����
�� :	�	, 4	:	.����.9�	'	 	
��5���� ���
�@� ��.�/��- P � F7 �1	�A��
� ���	� ��.	��, "
	���/�0 /���� Q :	.��@ ��.� �������7 �������@A�@ �	
��	�	�- ��.� B �� ��.	 A, �	'�� �0��0E P ≡ Q·n7 :��/�0 P ≥ 07 ��.� �	�����
������5���@A��7 � P > 0 �.� P < 07 ��.� �	����� ����5���@A��, "
-/�	
�/������7 /�	 0	��.9 ��.- ����� :	�	 F �� :���	�1	��� ��.�/��- μ |P|E
|F| ≤ μ |P|, ?�	 ���
	�����7 �	�0	5�	7 �.��� ��.�F��0 � 0	5�� 
-�9 ���
0����	 ���'�0� ���
	����0�7 �-����@A�0� �� ��������� ���	�/��	��� :	�
.	5���� ����	����, ��0 �� 0���� ��5� 
���� :����	 ���
	.�� :	:�.��	�
��.	���

|F| ≤ μ |P|, GL,6H

1	� ��.��	 �� 	/�����	7 /�	 D�	 ��.	��� :���0.�0	 �	 ���1 �.�/�1,
�� :���-� ��'.� ��5���7 /�	 2	�0�.��	��� ���	�� ��.	�� GL,(H ���

.�F�� ��.	5����, & ��0	0 ��.�7 ��.� ��.� ��1	��� � �	������7 �	7 ����.	�9

-7 �	�0�.9�� �	����.@A� ����	�� 	��	����.9�	� ��	�	��� n · (vA − vB)
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x0 sinωt

mg

xc

9��
 U
�
 G��� �( %��,�&,(����,&�,�

�	.5�� �����9� ��.@, �	D�	0� � GL,(H 0	5�	 ��.@/��9 �� ����	� vτ7 � ����
�	� vA−vB, ��0 �� 0���� D�	� �-����@A�� �� �����	'	 �0-�.� �-�	� �������,
��.� �	����� �� �.��� ����5���@A�07 �	 0- 	
���- �	:�����97 /�	 �.
�	��������@A�1 ��. :�	���� 	��	����.9�	� ��	�	��� �� �	�0�.9 � :.	A��
�� �	������ n · (vA − vB) �� 	
����.9�	 ������� ��.@,  ..@������@A��
D�	 �����5����� :��0�� 
���� ����0	���� � :	������.� L,8,(,

����0	���0 �����0�7 ��	
��5����@ �� ���, L,(, &	�:	.9�	���F��9 ���	�
�	0 ��1	'	 ����� ��.	�� � 2	�0� GL,*H7 0	5�	 ��:����9 �.���@A�� �����
����� ���5���E

mẍ+ μmg sign (ẋ− x0ω cosωt) = 0. GL,8H

��/�.9�-� ��.	�� �0�@� ���

t = 0 : x = 0, ẋ = 0. GL,+H

<���/� �	F� GL,8H7 GL,+H 0	5�	 ��F��97 �	 �� ��F���� �� 
���� �		�����
���	���9 ���.9�	0� ���5���@ 0���- m, ���/��� � �	07 /�	 ��������	 GL,*H
�-��5��� .�F9 /���9 ���	�� ��1	'	 ����� ��.	��, "
A� 2	�0�.��	���
D�	'	 ���	�� 	:����.��� �		��	F���0� GL,(H7 �	�	�-� � �.�/�� ���5���
��.� ��	.9 	�� x :����0�@� ���

Ffr =

{
−μN sign ẋ, ��.� ẋ �= 0,

fst, |fst| ≤ μN, ��.� ẋ = 0,
GL,;H

'�� fst �	.5�	 	:����.�9� �� �������� �������, �	.�� �	/�	� �-��5����
���	�� ����� ��.	�� ����� :�������.����0

Ffr =

{
−μN sign ẋ, ��.� τ2ẍ2 + ẋ2 �= 0,

fst, |fst| ≤ μN, ��.� ẍ = 0, ẋ = 0,
GL,=H



G��� &��� 	
���� 1)��� ��	

'�� τ O :���0���7 �0�@A�� ���0���	��9 ���0���, �.����� :	0���97 /�	 ��.�
�	�0�.9�	� ������� N �� 0	5�� 
-�9 	�������.9�	�E N ≥ 0, ��� ���1��	�
�	���0 �	������ �		��	F��� GL,=H ��0��@�� �		��	F���0�

Ffr =

{
−(μ1N1 + μ2N2) sign ẋ, ��.� τ2ẍ2 + ẋ2 �= 0,
fst, |fst| ≤ μ1N1 + μ2N2, ��.� ẍ = 0, ẋ = 0,

GL,>H

'�� μ17 μ2 O �	D22������- ����� �� ��5��� � ���1��� ��	�	��1 �	������
�		����������	R N17 N2 O ��.- �	�0�.9�	� ������� �� ��5��� � ���1���
��	�	��1 �	������ �		����������	7 :�� D�	0 N1 ≥ 0 � N2 ≥ 07 � ��	0� �	'	7
��	'�� 
-���� ��	
1	��0	 :����9 ��.	��� N1N2 = 0,

����0 	
���	07 �. �����0-7 ��	
��5���	� �� ���, L,(7 �0��0 �.���@�
A�@ ����/� �	F�E

mẍ− Ffr = 0, y = x− x0 sinωt,

Ffr =

{
−μmg sign ẏ, ��.� τ2ÿ2 + ẏ2 �= 0,

fst, |fst| ≤ μmg, ��.� ÿ = 0, ẏ = 0.

GL,3H

� �����0� GL,3H ��5�	 �	
����9 ��/�.9�-� ��.	�� GL,+H, "��	��� �����
�	��9 ���.��	���� ����	� ����/� ���.@/���� � �	07 /�	 ��5�	 �����9 ��
'.����� ��F���, ��:��0��7 2����� ẏ(t) 0	5�� 
-�9 ����-��	�, 4. :	��
���� �������	'	7 ����0	���0 :�	���@ �����0�7 :�������.����@ �� ���, L,*
:�� F = 0, & D�	0 �.�/�� �0��0 ���������

mẍ− Ffr = 0 GL,*)H

� ��/�.9�-� ��.	��
t = 0 : x = 0, ẋ = v. GL,**H

��.� ��.� ����� Ffr 	:����.��� �-��5����0 GL,*H7 ����/� �0��� �����
������	� ��F����E

ẋ =

{
v− μNt/m, 0 < t < τcl = mv/μN,

0, τcl ≤ t.
GL,*(H

��F���� GL,*(H O D�	 �.����/���	� ��F����, ��.� ��.� ����� Ffr 	:���
��.��� �		��	F���0� GL,;H �.� GL,=H7 ����/� �0��� ��� ��F���E

a) ẋ1 =

{
v− μNt/m, 0 < t < τcl,

0, τcl ≤ t;
b) ẋ2 =

{
v, t = 0,

0 t > 0.
GL,*6H
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&�	�	� ��F���� � GL,*6H �.��� �	/�-0 ��F����0 ����/� GL,*)H7 GL,**H
� GL,=H, "����	 D�	 ��F���� �.��� ����-��-0, �	 D�	� :��/��� 	�	 �'�	�
���	��.	�9 
	.9F�����	0 ���.��	�����, <�0���07 /�	 :���-0 �� ��5�	��9
����-��-1 ��F���� �����. �, �.��� S*)(T, <�0���0 ���5�7 /�	 :�� ���.���
��� ����/ ����-��-� ��F��� ��:	.9�	��. �, &, ������� S***T, ����/�����
�0-�. ����-��	'	 ��F��� 
���� :	����� � �����.� L,>,

& ���.@/���� D�	'	 �����.� 	�0���07 /�	 :��������-� �-F� 2	�0�.��
�	��� ���	�� ����� ��.	�� �� �	����	/�- �. �	'	7 /�	
- :��0���9 �1
2	�0�.9�	 � .@
	� ��������, �	5�	 ������97 /�	 �. :����.9�	'	 :��0����
�� D�	'	 ���	�� ���
���� '.�
	�	� :	��0���� ���1 	�	
���	���� ����0�����
���0	� ����/�, ���	�0	5�	 ��
�5��9 ���1 :�	
.�0 �	.9�	 .�F9 � :	0	A9@
�	�-1 D��:���0���	� � �	�-1 ��	����/����1 �		
��5����,

�G��  �������	  ;���
�

& *>3+ ', �	.9 �D�.��� 	:�
.��	��. ���'� S3>T7 �	�	�� �-���.� 
����@
��������@, �	��	.9�� ����	� ������� �.��� �����	�	���:�-07 � ��.9����
F�0 0- 
���0 ��-.��9� �� ���'� S33T7 �	���5�A�@ ���'�� ��5�-� ��
	�-
:	 D�	� ��0�����7 � �0���	 S*))M**)T, & ��
	�� S*)>T �D�.��� �-�����. 0�����7
/�	 ���	� ��.	�� ���	�0����0 � 	��	��-0� :�����:�0� 0�1�����, ��	����
.����	��� 0�	'	/��.���-� :��0��- :��0����� ���	�� ��.	�� � ����/�1
����0��� �����0 � ������07 	� :��F�. � �	���F���	 ��	5�����	0� �. �	'	
���0��� �-�	��E P,,, :	�� 	�0�/���-� 	�	
-� ��.	�� 	��A����.@��7 ���	�
�- ��.	�� ��1	��� � :�	���	��/�� � ����0��	� �
�	.@��	 �����	'	 ���
.�Q S337 �, (8;T � ��.�� P,,, 0�5�� ����0��	� �����	'	 ��.� � ���	��0� ��.	��
�	������� .	'�/���	� :�	���	��/�� :�� ��.	��17 �	�	�-� 0	'�� 	��A�����
.�9� � ���.9�	���Q S337 �, (8>T, #	'�/����� :�	���	��/� �D�.��� �����
� �������17 �	'�� ��F���� ����/� ����0��� .�
	 �� ��A�������7 .�
	 ��
�.��� ����������-0,

& ����	A�� ���0 �-�	�- �D�.���7 ��5� ��.� 
- 	�� 
-.� �	���F���	
:����.9�-0�7 �5� ���	'	 
- �� �����.�7 � 	�	
���	��� �:����.���	� :	 0��
1����� �:.	F�-1 ����, & :	�.����� ���9 �����.7 :	��A���-� ��	��� 	:�����
.@A�1 ���������7 '�� 	��	��� :�	
.�0� ���.@/���� � 	:����.���� ��.	�
���7 :�� �	�	�-1 �� �.� ��-� 	:����.@A�� �������� :���	�� � �	������	
:	����.���-0 ����/�0, <��	� ��.	�� O ��:�/�	� 	:����.@A�� ���������,
�	D�	0�7 � :�����:�7 	�	 0	5�� 	�����9� ��:���0.�0-0, <��.�'� �D�.���
���.@/���� � �	07 /�	 	� :���-� ��	����. ���0���� �� D�	� ������.9�	� �
0�1����� :�	
.�0�,
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9��
 U
�
 �%�-���� �(�&�=7 0�-#� #%�0� �#�(�;�� 1�(#2�0� ����2��&�0�

&�5�-0� � ����F���-0� �	 ����	A�'	 ���0��� �.@�� �.���@A��
�	:�	�-, ����	.9�	 2���/���� 	:������	 ���
	����� 	
����.9�	��� �. ���
��/ 0�1����� 
-�9 �	������	 :	����.���-0�` �	5�� 
-�9 	:����.���-�
P��	���9 ���	������	���Q �	:����07 	:������ � ��	
1	��0` 4������� :	
����-0 �	:�	��0 ������ 	/��9 F��	�	7 �-����-��@�� :�	���	:	.	5�-�
�	/�� �����, ��0��0 :�����	���� ����9 �.��� �	� 2���7 /�	 � 0�1�����
����0������@�� 0	��.�7 �	�	�-� :	.�/�@�� :���0 :����.9�-1 :���1	�	�
:	 	��	F���@ � ���.9�-0 ��.�0, � D�	 	���/���7 /�	 ��F���7 �������-� �.
0	��.��7 �.@�� ����0� :����.�0� ��F����7 :	���	���-1 �. P���.9�-1Q
��.,  D�� :����.9�-� ��F��� 0	'�� 	
.����9 ��	�����0�7 :�	���	��/�A��
0� �� :���-� ��'.� �����	0� �0-�.�,

4. �..@������� �������	'	 ����0	���0 �	���0 :�	���@ ����/� 	 P:.	��
�	0Q ���5���� /�����- G0������.9�	� �	/��H 0�5�� ���0 ����.9�	 '.���
��0� :.	��	��0� G���, L,6H, �����	��� 0�5�� :	���1�	��0� 	
	���/�0
/���� 2δ, & ��/����� ��/�.9�-1 ��.	��� :��0�0E

t = 0 : x = 0, y = 0, ẏ = b > 0, ẋ = a > 0.

& 0	0��� ���0��� t = 0 /������ 0���	� m �-.����� �� ��/�.� �		��
�����7 � � 0	0��� ���0��� t1 = δ/b 	�� 	���5���� 	� ���1��� :.	��	���,
��	��1	��� ����7 � ����.9���� �	�	�	'	 �	0:	����� ��	�	��� vy 0���� ����
�� :�	���	:	.	5�-� :�� ��.	���7 /�	 ���� ����0��������� ��� �
�	.@��	
�:��'��, &�.�/��� ������� N+ ��1	���� �� �������� 
�.���� �	.�/�����
���5���E

mv+y −mv−y = N+τ,

'�� v−y = b > 0 O ��	�	��9 �	/�� �	 �����7 v+y = −b < 0 O ��	�	��9 �	/��
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τ

t2 − t1 = 2δ/b

N

9��
 U
+
 X,(8�2 ,�(2=��

:	�.� �����7 τ O ���0 �	�������7 �	�	�	� � 0�1����� �
�	.@��	 �����	�
'	 ��.� 	
-/�	 0�	'	 0��9F� ���'�1 1��������-1 ���0���-1 �������.	� �
:	�	0� 0	./�.��	 �'�	�������,

 ���7 ������ 	:����.��� �-��5����0 N+ = −2mb/τ < 0, ��� t > t1
/������ .���� �:���� � ����7 � � 0	0��� ���0��� t2 = 3δ/b 	���5���� 	�
��5��� :.	��	���, &	����F� ������ N− 	:����.��� :	 2	�0�.�

mv+y −mv−y = N−τ,

'�� v+y = b7 v−y = −b �7 �.��	����.9�	7 N− = 2mb/τ > 0, & 0	0��� ���0���
t3 = 5δ/b :�	��	���� ���� 	 ���1�@@ :.	��	��9 � �	������� ������ N+,
4�.�� ������� 
���� :	��	��9�,

 ���7 ��F���� ����/� :�� ��.	���7 /�	 ���� �/������ �:��'�07 �0���
���

(y(t), ẏ(t)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(bt, b), 0 � t � δ
b
;

(2δ− bt,−b),
δ

b
� t � 3δ

b
;

(−4δ+ bt, b),
3δ

b
� t � 5δ

b
;

� �, �,
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�����0� �����0� 	 ���1�@@ � ��5�@@ :.	��	���7 	/�����	7 :	��	��	 �
����	 2δ/b, ���2�� ������� :�������.�� �� ���, L,8,
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x = at, y = 0, N = ±2mb
τ
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�����.9�	'	 	:�	���5���7 �	 
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��
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���/�-0 	����	0 	� 0	��.� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�7 �	���5��� � ��
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 � ��.	5���	'	 �.�����7 /�	 ��	
1	��0	7 �	�:���-17 :	�����9 	�	
���	�
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0���-, $	�	F	 �������	7 /�	 � ���	0 �.�/�� ��	
1	��0	 �������� 
���	��/�
�	 
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θ̈+
g

l
sin θ = −ξ̈ cosθ,
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�����0� ���1 ��������� GL,*8H �� ��0�����7 ��� ��� � ��� �1	�� /��-��
���������-� 2������ ξ(t)7 θ(t)7 Nx(t)7 Ny(t), 4. ��0-���� D�	� ������
0- ��	
1	��0	 �2	�0�.��	���9 	��	 �	:	.����.9�	� �		��	F����, �	�.���
��� ���-����� 	:����.@A�0 ���������07 :�� ��.	���7 /�	 	�	 ���-����
��.- � 1������������� ���5���, ��.� �	:	.����.9�	� �		��	F���� ��.��
'��� �� ���5���� 	'����/���7 �� �����A�� 	� �	���������7 �	 	�	 ���-���
��� ���9@, & ����	0 �.�/�� '	���	���.9�� ������ Nx ������� ���	�	0
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y
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C
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mg

θ

9��
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�
 L(#(�( �C���%�

��.	��7 �	�	�-�7 ����0 	
���	07 �.��� ��:�/�-0 	:����.@A�0 �����
�����0, ��� 
���� :	�����	 � :	�.���@A�1 �����.�17 '.���� 	�	
���	��9
���	�� ��.	�� �	��	�� � �	07 /�	7 ��� :����.	7 �'	 ��:	.9�	����� :���	���
� ������������	��� ��F���7 � D�	 �����	 �� � :	�	/�	��9@ ���	�� ��.	�
��7 � � ��0	� :���	�	� ����/ � ��1�0 ������0, ��	
.�0� �-
	�� ��F���
�	.5�� ��F��9� 	���.9�	7 � ��0 �-
	� ������� 	� �	������	� �:���2���
���5�A�1� ��.7 � /����	���7 	� �1 2	�0-, ��:��0��7 � �����.� L,> :	�����
�	7 /�	 F��2 � '	���	���.9�-� :.	���� .��� �	� 5� 0���- 
���� ���'��9�
:	�����	0�7 ���0	�� �� �	7 /�	 �1 ����0	�������� � :	���1�	��9@7 :	 �	�	�
�	� 	�� ���5���7 	:��-����� 	���0 � ��0 5� ���	�	0 ��.	��,

��.� ��.	 ���5��� ��	.9 ��:���.@A�17 �, �, �	����� ��. �.��� �����
5���@A�07 �	 :�	
.�0� �-
	�� ��F��� ����	 �:�	A���� � ��	���� �
�.���@A�0� :	.	5���@E :�� ��.�/�� ����5���@A�'	 �	������ ��.	 0	5��
��	.9���9 :	 ��:���.@A�0 �	'�� � �	.9�	 �	'��7 �	'�� ������� ��.�7 ����
����@A� �� ��.	7 :	 0	��.@ :���	�1	��� 0����0�.9�	� ���/���� 0	��.
��.- ����� :	�	, �	�/�����07 /�	 ����	� :	.	5���� :����0��9 �� 	
���
��.9�	 O D�	 0	5�	 :	.�/��9 ��� �.������� :	.�	'	 ���.��� ����/�2, "����	
� :	�.����0 �.�/�� ��� ��F���� ����/� ����	���� /����-/���	 '�	0	����0,
�	D�	0� .�/F� :����9 D�	 :	.	5���� �����7 � ����0 :�	��	 :	�����97 /�	
	�	 ��/�0� �� :�	���	��/�� � :���	��� � ����������	0� ��F���@ ����/�,

2 ����7/ (�(��" "(#(�� � #%�-���� &��( 2�����7' ,("0�,�% �,� �(����� �#�,-�%($
.:�' 2��&(2&�% �,�%�#�� % ,("#��� U
	
 �����	�� �	
��
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4�.�� :	�����	7 ��� ��:	.9����� �������	� :	.	5���� :�� ��F���� ����/�
�D�.���,

� ��:	.9�	�����0 	
	���/���

z =
m2l

m1g

(
θ̇2 +

g

l
cosθ

)
, GL,*+H

:���:�F�0 �����0� GL,*8H � D�����.����	� 2	�0�E(
m1l +m2l sin

2 θ
)
ξ̈ = m1gz sin θ+Nx,

Ny = m1g+m1gz cosθ−m2lξ̈ sin θ cosθ,

θ̈+
g

l
sinθ = −ξ̈ cosθ.

GL,*;H

&�.�/��� m1gz sin θ � ��������1 GL,*;H �.����� �/����9 ������	� ���
.	� G:	.	5���.9�-� 0�	5���.97 ��	A�� :�� ξ̈ �� �0��� ���/���H, �	'��
�-�������	� �-F� :	.	5���� ��:��-����� � ����

|m1gz sin θ| ≤ μ
∣∣Ny∣∣ξ̈=0 = μ |m1g+m1gz cosθ| .

�	�.����� ����������	 ��	
�	 :���:����97 �	���� 	
� �'	 /���� � �����
���, & ����.9���� :����0 � �����������

z2
(
cos2 θ−

1

μ2
sin2 θ

)
+ 2z cosθ+ 1 ≥ 0, GL,*=H

�	�	�	� 
���0 ���-���9 	��	��-0, ��.� 	�	 �-:	.���	7 �	 �	/�� P ��	�� ��
0����, ��.� 	�	 ����F��	7 �	/�� P ���5��� � ����.��-0 ���	�����0,

�<�%� �
�� �� ���#���+ � �� ��+

&� 2��	�� :.	��	��9 :���0���-1 θ7 z ���
������ �� 	
.���� ���5���
� ����	 �	/�� P, ������- �����.� D��1 	
.����� �.@�� �	��0� �����
����7 �	�	�	� :	.�/���� �� GL,*=H 	����.����0 ����� ���������, �	��� z1
� z2 	:����.@�� �-��5���0�

z1 = −
μ

μ cosθ+ | sinθ|
, z2 = −

μ

μ cosθ− | sinθ|
. GL,*>H

��:�/�-� ��� 	
.����� ���5��� � ����	 �	/�� P :	����� �� ���, L,;7
'�� 	
.���9 ���5��� ��F���1	����, �.����� :	0���97 /�	7 �	'.���	 GL,*+H7
2����� z(t) ���'�� ��	�.���	��� �����������

z(t) ≥ m2
m1

cosθ(t).
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θθx

z

z1

z1

1

−1

μμ

π

z2

z2

π/2 π− θx

tg θx = μ, 0 < θx < π/2

9��
 U
*
 G�����7/ %�# ���(�&�/ #%�-���� � "(�&��

�������	 �
����9�7 /�	 	
.���� ���5��� 
-���	 �0��9F�@�� � �	�
��	0 �	D22������� μ7 � � :����.� :�� μ → ∞ 	�� �-�	5��@�� � .����
z = 1/ cosθ,

�<�%�% �"��� 	�9���+ ����*� �G�����

����9 �����- ��/�.9�-� ��.	��E

t = 0 : ξ = 0, ξ̇ = ξ̇0, θ = θ0, θ̇ = θ̇0. GL,*3H

�	 D��0 ��/�.9�-0 ��.	��0 �-/��.��� ���/���� 2������ z0 ≡ z(0),
&	�0	5�- ���.�/�-� �.�/��,



�6� �
������� G� �������� ���	�� � �)����� 	
�����

*, �	/�� � �		�������0� θ0 � z0 :	:����� � 	
.���97 '�� ����������	 GL,*=H
�-:	.���	 ���	'	, & D�	0 �.�/�� :�	��1	��� 0'�	����-� 	����	� �	/�� P :��
t = +0, �	'�� :�� 0�.-1 t ��5�	 ����'���	���9 �����0� ���������E

Nx = −m2l
(
θ̇2 +

g

l
cosθ

)
sin θ,

Ny = m1g+m2l
(
θ̇2 +

g

l
cosθ

)
cosθ,

θ̈+
g

l
sin θ = 0, θ(0) = θ0, θ̇(0) = θ̇0.

GL,()H

 ���'���	����� �����0- GL,()H 	/�����	 � �� �-�-���� �����������,
�	 �������	� 2������ θ(t) ��1	���� 2����� z(t) � :�	������ ��������
���	 GL,*=H, & ����.9���� ��1	���� 0	0��� ���0��� t = τ7 � �	�	�-� �	/��
θ(τ)7 z(τ) :	:����� �� 	��� �� .���� GL,*>H, �	5�� �.�/��9� ���7 /�	 τ = ∞,
�	'�� ��F���� ����/� �� D�	0 � �����/������,

��.� �	��/�	� τ ��A�������7 �	 � D�	� 0	0��� ���0��� �-/��.@�� �	�-�
��/�.9�-� ��.	��E

t = τ : ξ = 0, ξ̇ = 0, θ = θ∗(τ), θ̇ = θ̇∗(τ), GL,(*H

'�� θ∗(τ) � θ̇∗(τ) ��1	��� � ����.9���� ����'���	���� �����0- GL,()H, ���
t > τ7 �	'�� ξ̇(t) �= 07 ��5�	 ����'���	���9 �.���@A�@ �����0� ���������E

D(θ)ξ̈ =
(
θ̇2 +

g

l
cosθ

)
(sin θ− με1ε2 cosθ) − με1ε2

m1g

m2l
,

D(θ)Ny =m1lθ̇
2 cosθ+

(
1 +

m1

m2

)
m1g,

D(θ)θ̈ +

(
1 +

m1

m2

)
g

l
sin θ =

= −θ̇2 cosθ (sin θ− με1ε2 cosθ) + με1ε2

(
1+

m1

m2

)
g

l
cosθ,

GL,((H

'�� 2����� D(θ) �0��� ���

D(θ) =
m1

m2
+ sin2 θ− με1ε2 sinθ cosθ, GL,(6H

� ��:	.9��@�� 	
	���/���

ε1 = sign ξ̇, ε2 = signNy, Nx = −με1ε2Ny. GL,(8H
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�������	 3	��#�� D(θ)�  ������� ����+����� -O�/10� ��+�������
� ������ � �+�� ���+���� ���� P ��� ����  �������� ε1 � ε2 �
��� ����� μ ∈ (0, ∞)�

��������������	 4	:����07 /�	 ε1ε2 = 1, �	'�� :	.�/�0 G0 ≤ θ ≤ πHE

D(θ) =
m1

m2
+ sinθ(sin θ− μ cosθ) =

m1

m2
+ sin θ

μ

z2
,

'�� z2 	:����.��	 ��	�	� �� 2	�0�. GL,*>H, "��@�� ����	7 /�	 � �������.�
0 ≤ θ ≤ π 2����� D(θ) 0	5�� ����9 ��:	.	5���.9�	� �	.9�	 :�� 	������
��.9�-1 ���/���1 ��.�/��- z7 �, �, �	'�� 0 ≤ θ ≤ θ∗, �	 � D�	0 �������.�
���/���� θ 	
.���9 ���5��� 	����������7 �
	 �	'.���	 GL,*=H ��.�/��� z
:	.	5���.9�� � �������.� [0, θ∗],

 ���7 :�� ε1ε2 = +1 ��.�/��� D(θ) :	.	5���.9�� � 	
.���� �	�0	5�	'	
���5��� �	/�� P :�� .@
	0 ���/���� �	D22������� �����,

4	:����0 ��:��97 /�	 ε1ε2 = −1, �	'�� 2����� D(θ)7 '�� θ ∈ [0, π]7
:����0��� ���

D(θ) =
m1

m2
+ sinθ(sin θ+ μ cosθ) =

m1

m2
− sin θ

μ

z1
,

'�� z1 	:����.��	 :���	� �� 2	�0�. GL,*>H, &���07 /�	 D(θ) 0	5�� :���
��0��9 	�������.9�-� ���/��� �	.9�	 :�� π − θ∗ ≤ θ ≤ π7 '�� z1 > 0
G���, L,;H, & D�	0 �������.� 2����� D(θ) ��:���-���7 � �� �	���1 ������
��.� :����0��� ���/���

D(π − θ∗) = D(π) = m1/m2 > 0.

������ D(θ) 0	5�� :����0��9 	�������.9�-� ���/��� �� �������.�
[π− θ∗, π] �	.9�	 � �	0 �.�/��7 ��.� ������ �������.� 	�� �0��� 0���0�0,

�����0 �����/����@ �	/�� θc 2������ D(θ)E

D ′(θc) = sin(2θc) + μ cos(2θc) = 0 ⇒ θc =
π − θ∗
2

(
0 ≤ θ∗ <

π

2

)
.

"����	 � D�	� �	/�� 2����� D(θ) �0��� �� 0���0�07 � 0����0�07 ���
���

D(θc) =
m1

m2
+ cos

θ∗
2

(
cos
θ∗
2

+ μ sin
θ∗
2

)
>
m1

m2
.

4	������.9���	 ��	��0- �����F��	,
"
����0 ���0����7 /�	 � �����5����1 �D�.��� S337**+T :����	���.9�-�

�������� �	�����@� �	.9�	 :�� 	�������.9�-1 D(θ)7 �	'��7 ��� 0- �	.9�	
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/�	 �
���.��97 �	/�� P �	.5�� ��	�97 � ����� 0���:�.��� � ��.�/���0�
ε1 � ε2 ����	��� ��:��0���0-0�,

�	��	.9�� �	 ���� 	
.���� ���5��� �	/�� P 2����� D(θ) :	.	5���.9�
��7 �	 ��.�/��- ε1 � ε27 �1	�A�� � �����0� GL,((H7 	:����.@�� 	��	���/�	,
& ��0	0 ��.�7 ���� ������� Ny 	:����.��� :	 ��	�	0� ��������@ ������
0- GL,((H � ��/�.9�-0 ��.	��0 GL,(*H, �	D�	0� :�� t > τ ��.�/��� ε2
	:����.���, <��� ������� Nx ��	
��� ��1	���9 �� �� �����0- GL,((H7 � ��
:���	'	 �������� GL,*;H, & 0	0��� ���0��� t = τ .��� /���9 D�	'	 �������
�� ����.��9 ��.@, �.��	����.9�	7 ����Nx :�	���	:	.	5�� ����� 2������
m1gz(τ) sin θ(τ), ��� ��� � 0	0��� ���0��� t = τ �����0� :���1	��� �� 	
.��
��� ����	 � 	
.���9 ���5��� �	/�� P7 ���� Nx 
���� �	1����9� ���	���	
���0 � :�� t > τ, �	��	.9�� ���� Nx ��������7 �	 �������� � ���� ��	�	�
��� ξ̇,

��:��9 � �����0� GL,((H �5� �� 	���.	�9 ��	:����.���	����7 � ����/� �	�
F� GL,(*H7 GL,((H �0��� ����������	� ��F����7 �	�	�	� 
���� �:�����.��	 �	
��1 :	� :	�� ����������	 GL,*=H ��	�9 �� ������ �-:	.��9�, �	�.� D�	'	
�	����A��0� � ����'���	����@ GL,()H :�� �	�-1 ��/�.9�-1 ��.	��1,

(, �	5�� �.�/��9�7 /�	 �		������- θ0 � θ̇0 �� ��.	��� GL,*3H :	:���� �
	
.���9 ���5��� �	/�� P7 �, �, ����F�� ����������	 GL,*=H, & D�	0 �.�/��
��F���� ����/� ��/������ � ����'���	���� �����0- GL,((H :�� ��:	.9�	�
����� :�	�����-7 	:�����	� � :���-��A�0 :�����,

6, �		������- θ0 � θ̇0 0	'�� :	:���9 �� '������ �����.� 	
.����� ����	 �
���5���, & D�	0 �.�/�� :	 ����� θ̇0 	:����.��� �	��������� �.� �
-�����
2������ θ(t)7 :�� 0�.-1 t > 0, �	 ���, L,; .�'�	 �����	���97 � ����@ 	
.���9
�-1	��� �����0�E � 	
.���9 ���5��� �.� � 	
.���9 ����	,

�<�%�) ����	����$  ��*�$ ����*� �G�����

%�	
- :�	�..@�����	���9 �1�0� ��F��� ����/� �D�.���7 ����0	���0
�	������-� ��/�.9�-� ��.	��E

t = 0 : ξ = 0, ξ̇ = ξ̇0, θ =
π

2
, θ̇ = 0. GL,(+H

4. :�	��	�- :	.	5�0 0���- m1 � m2 ����-0�E m1 = m2 = m,  0���	
D�	� �.�/�� ����0������. �D�.���,

& �		��������� � ��/�.9�-0� ��.	��0� GL,(+H7 z(0) = 0, ����������	
GL,*=H ���	'	 �-:	.���	, �.��	����.9�	7 :�	��1	��� 0'�	����-� 	����	�
�	/�� P7 �, �, ξ̇(t) = 0 :�� t > 0,
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��F���� �����0- GL,()H ��	���� � ����'���	����@ �������� 0���0��
��/���	'	 0������, ����-� ����'��. D�	'	 �������� :�� ��.	��1 GL,(+H
�0��� ���

θ̇2(t) =
2g

l
cosθ. GL,(;H

��F���� �������� GL,(;H 1	�	F	 �������	, "����	7 /�	
- �� ��'�	0	5�
���9 ��.	5����7 :������0 :��
.�5���	� ��F���� D�	'	 ��������, <�0���07
/�	 �'	. θ(t) ���'�� ���.@/�� � �������.� −π/2 ≤ θ(t) ≤ π/2, ������@
cosθ(t) �� D�	0 �������.� 0	5�	 ��0����9 �-��5����0

cosθ(t) = 1 −
4

π2
θ2.

"F�
��7 �	�����@A� :�� ���	� ��0���7 	��	����.9�	 0�.� � �. ��F�1
��.�� 	�� ����A��������, ���������

θ̇2 =
2g

l

(
1−

4

π2
θ2
)

�0��� 	/�����	� �	/�	� ��F����

θ(t) =
π

2
cos

(√
8g

l

t

π

)
, GL,(=H

��	�.���	�@A�� ��/�.9�-0 ��.	��0 GL,(+H, ����������	 GL,*=H :����0���
���

q = μ2(9p2 + 6p+ 1) + 9p(p − 1) ≥ 0, GL,(>H

'�� ������	 	
	���/���� p ≡ cos2 θ, "/�����	7 /�	 2����� q(p) �0��� 0��
��0�0 � �	/�� p∗E

p∗ =
3− 2μ2

6(1 + μ2)
⇒ qmin =

16μ2 − 9

4(1 + μ2)
.

�	D�	0�7 ��.� μ ��	�.���	��� ����������� μ ≥ 0, 757 �	 ����������	
GL,(>H ���'�� �-:	.���	 � GL,(=H �	����.�� :	.�	� ��F���� ����/�, ��:	0�
��07 /�	 � �D�.��� :����	��- �	�����@� :�� μ > 1, ��.� �	D22������
����� μ 0��9F� ���/��� 0, 757 �	 ��F���� GL,(=H �:�����.��	 �	.9�	 �	
:���	'	 ����F��� GL,(>H,

��.� 2������ q(p) 	:����.@�� �-��5���0�

p1,2 =
3− 2μ2 ±

√
9− 16μ2

6(1 + μ2)
≥ 0.
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����97 ��:��0��7 μ2 0�.	 � ��������� � ��������, �	'��7 	�
�	��� ��.��
/��- O(μ4)7 :	.�/�0 p1 = μ2/97 p2 = 1−16μ2/9, ��F���� GL,(=H �:�����.��	
� �������.� 0 ≤ t ≤ τ7 '�� τ 	:����.��� �� ��������

cos

[
π

2
cos

(√
8g

l

τ

π

)]
=

√
p1 ≡ μ/3.

��� 0�.-1 μ ��F����0 D�	'	 �������� �.��� ���/����

τ =
√
μπl/(6g). GL,(3H

& 0	0��� ���0��� t = τ �0��0

θ(τ) =
π

2
−
μ

3
, θ̇(τ) = −2

√
2μg

3πl
, z(τ) =

μ

3

(
1+

8

π

)
.

 � ��	�	'	 �������� �����0- GL,((H ����� 5� ����	7 /�	 Ny > 07 �, �,
ε2 = 1,  � :���	'	 �������� GL,*;H ����07 /�	 :�� t = τ ������ Nx 	��
������.9��,  � ��	�	'	 �������� GL,(8H ��1	��07 /�	 ε1 = 1, ��:��9 ������
0� GL,((H :	.�	��9@ 	:����.��� � :	����.��� ����/� �	F� GL,(*H7 GL,((H7
�	�	�� ����'������� ���������-0� G/��.���-0�H 0��	��0�, ��F���� ���
���� �	 ��1 :	�7 :	�� ξ̇(t) �� 	
������ � ��.9, <���0 :�	������ :	��	��
���E ��1	��� �	�-� ��/�.9�-� ��.	�� �. θ(t) � θ̇(t) � ����'�������
�����0� GL,()H,

�G�� +����  ;���
�H1��)��

�<�)�� 3	���(�����$ !��"��

����0	���0 �����0�7 :�������.����@ �� ���, L,=, 4��5���� D�	� ������
0- ���.��	��. �D�.��� S3>T � �0���	 � D�	� ����/� 	� �:���-� 	
����5�.
:����	���.9�-� ��������, �	����� �����@ ����/� ���.��	��. �.��� S*)(T,
��	��0	��������0 :��9 �����5����� �D�.��� � �.����, <�0���07 /�	 ��.��
:�������.�� ���F�����	� ���.��7 	����	 ��� 	��	��-� ����.9���- �	�:���@�
� ����.9����0� �D�.��� � �.����,

�������� ���5��� �����0-7 ��	
��5���	� �� ���, L,=7 0	5�	 :�������
���9 � ����

m1ẍ = R + P1 + S cosα, m2ẍ = P2 − S cosα, 0 < α < π/2, GL,6)H

'�� R O ��.� �����R S O :�	�	.9�� ��.� � ����5��, & D�	� ����/� ��5�	
��:	.9�	���9 ���	� ��.	�� � ���� GL,>H7 '��

|N| = |S sinα| = |S| sinα = Sε2 sinα, ε2 = signS. GL,6*H
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m2

m1

P2

P1

α

9��
 U
	
 L(#(�( �C���%�I���/�(

����0 	
���	07 ��.� ����� R 	:����.��� ���

R =

{
−μSε1ε2 sinα, ��.� ẋ �= 0,
f, |f| ≤ μ |S| sinα, ��.� ẋ = 0, ẍ = 0,

GL,6(H

'�� ε1 = sign ẋ, ��/�.9�-� ��.	�� �0�@� ���

t = 0 : x = 0, ẋ = v, GL,66H

'�� v O ��/�.9�� ��	�	��9,
����:	.	5�07 /�	 :�� t > 0 0���- m1 � m2 �� ���5���E ẋ ≡ 0, �	'��

�0���	 ��������� ���5��� GL,6)H ��5�	 ��F��9 �������� �������E

f+ P1 + S cosα = 0, P2 − S cosα = 0. GL,68H

 � ��������� GL,68H � �/��	0 GL,6(H :	.�/��0E

f = −(P1 + P2), S = P2/ cosα, |P1 + P2| ≤ μ |P2| tgα. GL,6+H

�	�.����� ����������	 	:����.�� 	
.���9 �� :.	��	��� (P1, P2)7 '�� ���
A������� �����/���	� ��F����, ����0 	
���	07 � ��	����/���	� �	/�� ����
�� �����/���	� ��F���� ��A������� ���'��7 �	'�� ��	�.���	���� ��������
���	 GL,6+H,

��.� P2 = 07 �	 �����0� 0	5�� 
-�9 � :	�	� �	.9�	 �	'��7 �	'�� P1 = 0,
�	 ��/�.9�� ��	�	��9 v 0	5�� 	�.�/��9� 	� ��.a

��.� P1 = 07 �	 :�� v �= 0 �����/���	� ��F���� ��A������� �	.9�	 ��.�
�-:	.���� ��.	��� μ tgα ≥ 1,

����:	.	5�07 /�	 :�� t > 0 0���- m1 � m2 ���5��� ���7 /�	 ẋ �= 0,
�	'�� ��.� S 	:����.��� �-��5����0

S =
γP2 − P1

(1 + γ) cosα− με1ε2 sinα
, γ =

m1

m2
. GL,6;H
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& ���.��	����1 �D�.���M�.���� :����0�.	�9 	'����/����

γ = 1, P2 = 0. GL,6=H

�0�	5�� �-��5���� GL,6;H �� ε2 � :���� �	 ���0���� ��������	
|S| = Sε27 :	.�/�0

ε2 (γP2 − P1)

(1 + γ) cosα − με1ε2 sinα
> 0. GL,6>H

4. 0�.-1 ���/���� μ > 0 �0��0

(1+ γ) cosα− μ sinα > 0 ⇒ μ tgα < 1 + γ. GL,63H

�	'�� �� GL,6>H �.�����

ε2 = sign (γP2 − P1) . GL,8)H

����0 	
���	07 :�� 0�.-1 μ ��A������� ��� ��F���E 	��	 	:����.���
2	�0�.�0� GL,6+H7 ���'	� �0��� ���

S = (γP2 − P1)/d, R = −μ sign ẋ |S| sinα,

d = (1 + γ) cosα − μ sign ẋ sign(γP2 − P1) sinα.
GL,8*H

�D�.��� �� ����0������. D�	� �.�/��7 :	��	.9�� � �'	 �	/�� ����� ����9
��� ������1 :�	
.�0, ��� ����07 D�	 �� ���,

�� ����-� 0	0��� � ��� ��� 	��	����� �. �-
	�� 	��	'	 �� ���1 �	��
0	5�-1 ��F����, ��0 �� 0���� ���	� ����� ��.	�� �� ����� 	����������	���
�� :	�	
��@ �������@, �� ��0	0 ��.�7 ��F� 0	��.9 �	 0�	'�1 ��5�-1 ��:���
��1 �� ��������� ���.9�	���, & �.���@A�0 :	������.� 
���� :	�����	7 ���
��F��9 :�	
.�0� �-
	��,

����:	.	5�07 /�	 �	D22������ ����� μ �� 0�.7 ��� /�	 �:�����.��	
����������	

(1 + γ) cosα − μ sinα < 0. GL,8(H

����������	 GL,8(H 	:����.�� 	
.���9 :���0���	�7 :�� �	�	�-1 �	����
��@� :����	��- �D�.���, <���9 ��5�	 ����0�������9 ���.�/�-� �.�/��,

*, �.�/��7 �	'�� γP2 − P1 = 0, �	'.���	 :���-0 ���0 ��������0 GL,8*H
:	.�/��0 S = 0 � R = 0, ����0 	
���	07 ������ 	���������� � ��� :���0���
�. 	
��5����,

(, �.�/��7 �	'�� ε1 = sign ẋ = sign v = 1 � γP2−P1 < 0, � �/��	0 ����-1
��.	��� ����������	 GL,6>H 0	5�	 :���:����9 � ����

ε2 (γP2 − P1)

(1 + γ) cosα − με2 sinα
> 0. GL,86H
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��� �-:	.����� ����������� GL,86H �0��0 ��� ��F���

S =
γP2 − P1

(1 + γ) cosα + μ sinα
, ε2 = −1, GL,88H

S =
γP2 − P1

(1 + γ) cosα − μ sinα
, ε2 = +1. GL,8+H

����0 	
���	07 � 	
A�� �.	5�	��� ���9 ��� ���.�/�-1 ��F���E GL,88H7
GL,8+H � GL,6+H,

6, �.�/��7 �	'�� ε1 = 17 γP2 − P1 > 0, ��� ����-1 ��.	��1 ��������
���	 GL,86H �� �-:	.���� �� :�� ����1 ���/���1 ε2, ����0 	
���	07 �0��0
����������	� ��F���� GL,6+H7 �		��������@A�� 0'�	����	0� 	����	�� ������
0-,

8, �.�/��7 �	'�� ε1 = −17 γP2−P1 < 0, � �/��	0 D��1 ��.	��� ����������	
GL,6>H :����0��� ���

ε2 (γP2 − P1)

(1 + γ) cosα + με2 sinα
> 0. GL,8;H

<��/���� ε27 ��	�.���	�@A�1 ����������� GL,8;H7 �� ��A�������, �.��	�
����.9�	7 �0��0 ����������	� ��F���� GL,6+H,

+, �.�/��7 �	'�� ε1 = −17 γP2 − P1 > 0, 4���-� ��.	�� �	:����@� ���
��F���E

S =
γP2 − P1

(1 + γ) cosα + μ sinα
, ε2 = +1, GL,8=H

S =
γP2 − P1

(1 + γ) cosα − μ sinα
, ε2 = −1. GL,8>H

��	�� � 	
A�� �.	5�	��� �0��0 ��� ���.�/�-1 ��F���E GL,8=H7 GL,8>H
� GL,6+H,

�D�.��� :���:	.	5�.7 /�	 �0���	 ���	� ����� ��.	�� ����� 	����������
�	��9 �� ����@ ����	�.���	����.9��@ �������@, �	����� � �-�	�	0 �D�.���
�	'.���.� �::�.9 S**+7 �, **=TE P�� ���	 ��0��97 /�	 �	.9�	 � ���.@/���.9�
�-1 �.�/�1 �	�0	5�- ����� �����	���, ��:�	���7 	�� �	�����@� � 
	.9�
F������ �.�/���7 :	 ������� 0��� :�� �	����	/�	 
	.9F�1 ���/���1 �	D2�
2������� ����� μ, �	D�	0� ��	
1	��0- �	�-� D��:���0���- �. ��1	5�
���� ���	�	� �����7 �	�	�-� �� 
���� �	������9 :	�	
�-1 :�	
.�0,Q ��0
�� 0���� �, �.��� S*)(T � #, ������.9 S**)T :�����5���.��9 ���'	� �	/��
�����, �.���7 � /����	��� �����.7 /�	 :�� v < 0 ���9 ����������	� ��F����
ẋ = 0, %�	
- ��
�5��9 :�	���	��/�� � �.�/�� v > 07 �.��� :���.	5�. :���
��9 �	 ���0���� �����/���	� ��F���� ẋ = 0, "����	 	� �� 	
C���.7 :	/�0�
D�	 ��5�	 ���.��9,
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�������	 �����97 /�	 ���.��	����� �D�.���7 :�������.���	� � :���-���
A�0 :	������.�7 ��5����� � ���	�	�-1 ��	/����1 � �	:	.����1, 4�������
��.9�	7 ���	�	�-� ��5�-� 2���/����� ��:���- :	����	��� ����/� 	 ���5��
��� �����0-7 ��	
��5���	� �� ���, L,=7 	���.��9 ��	:����.���-0�,

& 0�1����� ��A������� :	.���-� D������/����� :�����:E ��.� :����0��
@�� ���	�	�-� :���:	.	5���7 �	 ��	
1	��0	 :�	��0	������	���9 0	��.97
� �	�	�	� D�� :���:	.	5��� 0	'�� 
-�9 � �	/�	��� ���.��	���-, �	.9�	
�	'�� 0	5�	 
-�9 �������-0�7 /�	 :����-� :���:	.	5��� �0�@� 2���/��
���� �0-�.,

& ����/� �D�.���M�.���� 0	��.9 	:��-����� ��������0� GL,6)H7
GL,6(H, � /���	 0���0���/���	� �	/�� ����� D�� 0	��.9 O 	:����.���-�
0���0���/����� 	
C���7 � 0- �	.5�- ���/��9 �'	 ��	�����, ����0� 
- ��
	����.��9 D�� ��	�����7 0- �� 0	5�0 '	�	���9 	 :����	���17 :	��	.9�� 0��
��0���/����� 	
C��� 0	5�� �0��9 ��0-� 2�������/����� ��	�����, ��.� :	�
�0	����9 � 2���/���	� �	/�� �����7 ������� 0�����, �- '	�	��0 	 :��
���	���17 �	'�� ����.9���- ��F��� �	� �.� ��	� ����/� :�	���	��/�� �����
�	0� �0-�.�, �	 �	'�� ��0� 2���/���� :	����	��� ����/� �� �	.5�� :�	�
���	��/��9 �����	0� �0-�.�,

"
����0 0	��.97 �	�	�� 	:��-����� ��������0� GL,6)H7 GL,6(H,  �
��������� GL,6)H ����	7 /�	 �� �	���1 ����5� ��� ������1 0	0���	�, ?�	
	���/���7 /�	 0���- m1 � m2 0	'�� ��	
	��	 :	�	��/����9� 	��	����.9�	
����5�, �������	 :	��97 /�	 �������� GL,6)H7 GL,6(H �		��������@� �.��
/�@7 ��	
��5���	0� �� ���, L,>7 �, �	�/�����07 /�	 0���� m1 �	:���������
.�
	 � ���1��� ��	�	�	� ���	��7 .�
	 � ��5���,  � ���, L,>7 � ����	7 /�	
� ����	0 �.�/�� ��.9� ��:	.9�	���9 ���	� ����� ��.	��7 :	��	.9�� 0-
�0��0 ���A���.9�	� ���5���� m17 � �� ��	.95����, �	�.����� ������ �	��
0	5�-0 �	.9�	 ��.� ���.@/��9 :	�	�	� m1 	��	����.9�	 ����5�, "����	
� D�	0 �.�/�� ��.� � ����5�� �5� �� 
���� :�	�	.9�	�7 � �������� GL,6)H
�	.5�- 
-�9 ��0����-,

����0 	
���	07 :	����	��� ����/�7 ����0	������ � :���-��A�0 :	�����
��.�7 �� �0��� 2���/���	'	 �0-�.� � ���	� ����� ��.	�� �� ����� 	�����
������	��� �� �	�����@A�� :����	��-,

�� ���, L,>7 � ��	
��5��� 
	.�� ���.����/�� �	�������� �	�0	��	� �	�
.	���, <���9 5� :	�����- ��.-7 �������@A�� �� �	�0	���@ �	.	��� m1 �	
��	�	�- 	��	����, ���	�	�-� ���'�� �������- �	��������� �	�0	��	� �	�
.	��� :�������.��- �� ���, L,37 �M�, ���.�/�� 0�5�� ��������0� ���, L,37 �
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M2M1
P1P1

��%�

i

j
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4

μμ
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Q1 N2

N1

9��
 U
�
 ����&,�2=�� &�,0�"��/ 2���#2�

� ���, L,37 � �	��	�� � �	07 /�	 /�	 �	 ��	�	0 �� �������-1 �.�/��� �	�0	���
�	.	��� �� 0	5�� ���A��9� 	��	����.9�	 ����5�,

4�.�� ���.������ ���5���� �����0-7 ����0	�����	� � :���-��A�0 :	��
�����.�7 � �/��	0 �	��������� �	�0	��	� �	.	��� m17 ��	
��5���	� ��
���, L,>7 �,

�������� ���5��� ����0�������0	� �����0- �0�@� ���

m1ẍi = P1i+R1 +R2 +R3 +R4 + S(cosαi+ sinαj), GL,83H

m2ẍi = P2i− S(cosαi+ sinαj) + R5j. GL,+)H

<���9 S O :�	�	.9�� ��.� � ����5��7 S > 0 �	'�� ����5��9 �5��R ����
�	� R5j O ������7 �������@A� �� ��.	 M2R ����	�- Rk O �������7 ����
����@A��7 �		����������	7 �� �	/�� k = 1, 2, 3, 4 �	�0	��	� �	.	��� m1
G�0, ���, L,>7 �H,

4. ������� Rk �0��0 �-��5���

R1 = R1i+N1j, R2 = R2i−N2j, R3 = −Q1j, R4 = Q2j, GL,+*H

�	�	�-� �	.5�- ��	�.���	��9 	'����/���0

N1 ≥ 0, N2 ≥ 0, N1N2 = 0, Q1 ≥ 0, Q2 ≥ 0, Q1Q2 = 0. GL,+(H

��� D�	0 ��.�/��- R1 � R2 	:����.@�� ���	�	0 ����� ��.	��,  �
��������� GL,83HMGL,+*H �.�����

m1ẍ = P1 + R1 + R2 + S cosα, m2ẍ = P2 − S cosα, GL,+6H

N1 −N2 −Q1 +Q2 + S sinα = 0, R5 − S sinα = 0. GL,+8H
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�� �� �� �� 
�

μ1

μ2

9��
 U
6
 G�,0�"�(� 2���#2( % "("�,�

<��	� ����� ��.	�� 0	5�	 ��:����9 � ����

R1 =

{
−μN1sign ẋ, ��.� ẋ �= 0, ẍ �= 0,

f1, |f1| ≤ μN1, ��.� ẋ = 0, ẍ = 0,
GL,++H

R2 =

{
−μN2sign ẋ, ��.� ẋ �= 0, ẍ �= 0,

f2, |f2| ≤ μN2, ��.� ẋ = 0, ẍ = 0.
GL,+;H

�� ��0	0 ��.�7 ��� ����	 �� :���	'	 �������� GL,+6H7 ��	
1	��0	 ����9
��00�

R1 + R2 =

{
−μ (N1 +N2) sign ẋ, ��.� ẋ �= 0, ẍ �= 0,

f1 + f2, |f1| ≤ μN1, |f2| ≤ μN2, ��.� ẋ = 0, ẍ = 0,
GL,+=H

'�� �	.5�- 
-�9 �/���- 	'����/��� GL,+(H,
��:��9 0	5�	 �������9 :	����	��� ����/� GL,6)H7 GL,6(H7 �	�	��@ ���.��

�	��.� �D�.��� � �.���7 � 
	.�� ���.����/��@ :	����	��� ����/� GL,+6H7
GL,+8H7 GL,+=H,

��.� Q1 = Q2 = 07 �	 �������-� �-F� 2	�0�.��	��� ������/�-, �	��
/�����07 /�	 ���	� ����� ��.	�� :��0����� � 	
��1 :	����	���1 ����/�
	�����	�-0 	
���	0,

��.� Q1 �= 0 �.� Q2 �= 07 �	 	
��5���0-� :	����	��� ����/� ��A�������	
���.�/�@��,

���5�� ���'	7 �����0� GL,+6H7 GL,+8H7 GL,+=H � ��/�.9�-0� ��.	��0�

t = 0 : x = 0, ẋ = v GL,+>H

�.��� ��:	.�	�, � ��� ��5�	 �	
����9 �A� 	��	 ���������,
��A�����@� ���.�/�-� :���, ���
	.�� �	��	����-� �:	�	
 ���.@/����

� �/��� �:��'	��� ����	� ���	��, ���	'	 '	�	�7 � D�	0 �.�/�� 0- �	.5�- ��



G��� &����� �<�����H1��$�� *�6

�	.9�	 �	
����9 �	�	� ���������7 �	 � ��0����9 :���	� ��������� �����0-
GL,+8H �.���@A�0 ���������0E

m1ÿ = N1 −N2 −Q1 +Q2 + S sinα, GL,+3H

'�� y O �������.9�� �		������� ������ 0��� m1,
����:	.	5�07 /�	 �	�0	��� �	.	��� m1 0	5�� :	�	��/����9� �� 0��

.-� �'	. ϕ, & D�	0 �.�/�� �������.9�-� �		������- �	/�� 1, 2, 3, 4 �-/���

.@�� :	 2	�0�.�0

y1 = y+ l1ϕ, y2 = y+ l1ϕ,

y3 = y− l1ϕ, y4 = y− l1ϕ.
GL,;)H

4. ������� N17 N27 Q17 Q2 0	5�	 :����9 �.���@A�� 	:����.@A��
��������3E

N1 = −c
[
1− θ+

]
(y+ l1ϕ), N2 = cθ+(y+ l1ϕ),

Q1 = cθ−(y− l1ϕ), Q2 = −c
[
1− θ−

]
(y− l1ϕ),

θ+ ≡ θ(y + l1ϕ), θ− ≡ θ(y− l1ϕ),

GL,;*H

'�� l1 O :���0���7 �0�@A�� ���0���	��9 �.��-7 c > 0 O 5����	��9 �:��'	'	
	��	����7 θ(z) O 1�����������/���� 2����� 	
.���� z ≥ 0E

θ(z) =

{
1 ��.� z ≥ 0,

0 ��.� z < 0.
GL,;(H

4	:	.����.9�	� ���������7 	:��-��@A�� ���A���.9�	� ���5���� �	��
0	��	� �	.	���7 0	5�	 ��:����9 � ����

m1r
2ϕ̈ = l1 (N1 −N2 +Q1 −Q2) + l2(R1 − R2) − εP1, GL,;6H

'�� l27 ε O :���0���-7 �0�@A�� ���0���	��9 �.��-7 r O ������ �������
�	�0	��	� �	.	���,

����0 	
���	07 :	.�/��� ��0����� �����0� ��������� GL,+6H7 GL,++H7
GL,+;H7 GL,+3H7 GL,;*H7 GL,;6H, ?�� �����0� ��5�	 �	:	.���9 ��/�.9�-0� ��.	�
��0�7 ��:��0��7 �.���@A�0�E

t = 0 : x = 0, ẋ = v, y = 0, ẏ = 0, ϕ = 0, ϕ̇ = 0. GL,;8H

3 B�,�#���.:�� �,(%����� #��N1)N2)Q1)Q2 �2���&,��,�%(�7 &(2�0 ��,("�0) �&��7
C&� %������7 �7�� ���&,�=(&��;�7
 K&� #��&�1(�&�� "( ���& '(,(2&�,��&����2�' 8��2=�/
θ+ � θ−) �,���0(.:�' "�(����� 0 ��� 1
 �����	�� �	
��



*�� �
������� G� �������� ���	�� � �)����� 	
�����

�	.9�	 ���/�� 0- �0��0 ����/�7 1	�	F	 	:����.����@ � 2���/���	� �	/�
�� �����, "�	�/���.9��@ :	����	��� 0	5�	 :���������9 �.���@A�0 	
���
�	0E

m1ẍ = P1 + R1 + R2 + S cosα, m2ẍ = P2 − S cosα,

m1ÿ+ 2cy = S sinα, m1r
2ϕ̈+ 2cl21ϕ = l2(R1 − R2) − εP1,

GL,;+H

R1 + R2 =

{
−μc |y+ l1ϕ| sign ẋ, ��.� ẋ �= 0, ẍ �= 0,

f1 + f2, ��.� ẋ = 0, ẍ = 0,
GL,;;H

R1 − R2 =

{
μc(y + l1ϕ) sign ẋ, ��.� ẋ �= 0, ẍ �= 0,

f1 − f2, ��.� ẋ = 0, ẍ = 0,
GL,;=H

'�� 2������ f1 � f2 �	.5�- ��	�.���	��9 ��.	��0 |f1| ≤ μN17 |f2| ≤ μN2,
� �/��	0 �-��5���� GL,;*H �. N1 � N27 D�� ��.	�� :����0�@� ���

|f1| ≤ μc(1 − θ+) |y+ l1ϕ| , |f2| ≤ μcθ+ |y+ l1ϕ| . GL,;>H

<���/� �	F� GL,;8HMGL,;=H O D�	 2���/���� �	������� :	����	��� ���
��/� �D�.���M�.����, ��.� ���9 �	0���� � ���	�� ����� ��.	��7 �	 ��5�	
:	�����97 /�	 �2	�0�.��	����� �-F� ����/� �	F� �� 	/��9 1	�	F	 	:���
��.���, ��5� 
���� :	�����	7 /�	 D�	 �� ���,

���	
�����0 �����0� GL,;+H, & ��.1 �:�	A��� :��0�0 	'����/���
r = l1, & D�	0 �.�/�� �� GL,;+H :	.�/�@�� ��������

(m1 +m2)ẍ = P1 + P2 + R1 + R2,

m1ÿ+ 2cy =

(
γ

1 + γ
P2 −

1

1 + γ
P1

)
tgα−

tgα

1+ γ
(R1 + R2),

m1z̈+ 2cz =
l2

l1
(R1−R2)−

tgα

1+γ
(R1+R2)+

γ tgα

1+γ
P2 −

[
ε

l1
+

tgα

1+γ

]
P1,

z = y+ l1ϕ.

GL,;3H

��� D�	0 ��.� S 	:����.��� �-��5����0

S = (P2 −m2ẍ)/ cosα. GL,=)H

"�0���07 /�	 ��.- ����� R1 + R2 � R1 − R2 �-��5�@�� /���� :���0���
��@ z :	�������	0 GL,;;H � GL,;=H, ��/�.9�-� ��.	�� �. �����0- GL,;3H
�0��� ���

t = 0 : x = 0, ẋ = v, y = z = 0, ẏ = ż = 0. GL,=*H



G��� &����� �<�����H1��$�� *��

��� 0�.-1 t > 0 �����0� ���5���, &	�:	.9�	���F��9 �		��	F���0�
GL,;;H � GL,;=H7 :��	
�����0 �����0� GL,;3H � �.���@A�0� ����E

(m1 +m2)ẍ = −με1ε3cz+ P1 + P2, ε1 = sign ẋ, ε3 = sign z,

m1ÿ+ 2cy = με1ε3cz
tgα

1+ γ
+

(
γ

1+ γ
P2 −

1

1+ γ
P1

)
tgα,

m1z̈+ 2c

(
1 −

με1

2

[
l2

l1
+
ε3 tgα

1+γ

])
z =

γ tgα

1+γ
P2 −

[
ε

l1
+

tgα

1+γ

]
P1.

GL,=(H

<���/� �	F� GL,=*H7 GL,=(H 1	�	F	 	:����.��� �7 	/�����	7 �0��� �����
������	� ��F����4, ����0����7 ���	 �0��9 � ����7 /�	 D�� ����/� �0���
�0-�.7 �	.9�	 �	'��

0 ≤ ẋ ≤ v, ��.� ε1 = +1,

v ≤ ẋ ≤ 0, ��.� ε1 = −1.
GL,=6H

 ���7 0- ����07 /�	 :�� ��:	.9�	����� ���	�� ����� ��.	�� � ����/�
�D�.���M�.���� �� �	������� ������1 :�	
.�0, $	� 0- �-��5���- 
-.�
:����9 �	 ���0���� �:��'	��9 ����	� ���	��7 D�	 �� 
-.	 �����	 � ���	�	0
�����7 � ����	��.	�9 ���.@/���.9�	 2���/����0� ���
	����0�,

�<�)�% �	����'��$ !�	�"�� � ������ �
 ��?��� ���	���� ����

4. �	'	 /�	
- ��:	.9�	���9 0	��.9 �
�	.@��	 �����	'	 ��.�7 ��5�	
	��A������9 :����.9�-� :���1	�7 �����0�� 5����	��9 �:��'	'	 	��	���� �

���	��/�	���, ��.� c→ ∞7 �	 z→ 0 � y→ 07 �	 :�� D�	0

lim
c→∞cy = T �= 0, lim

c→∞cz = Z �= 0. GL,=8H

& ����.9����7 �0���	 ����/� �	F� GL,;3H :	.�/�0E

(m1 +m2)ẍ = P1 + P2 + R1 + R2,

2T =

(
γ

1+ γ
P2 −

1

1+ γ
P1

)
tgα−

tgα

1 + γ
(R1 + R2),

2Z =
l2

l1
(R1 − R2) −

tgα

1+ γ
(R1 + R2) +

γ tgα

1 + γ
P2 −

[
ε

l1
+

tgα

1+ γ

]
P1.

GL,=+H

4 L(#(�� ��#����1� &��( ,�<(.&�� ���#�.:�0 ��,("�0
 �,�#���(1(�&��) �&� %���$
���7 ε1 � ε3 �0�.& ��,�#�����7� (�,��,�� "(#(��7� "�(�����
 L(&�0 �&,��&�� ,�<����
���&�07 �U
	��) ����� ��1� �,�%�,��&��) #�/�&%�&��;�� �� "�(����� ε1 � ε3 &(2��) 2(2 C&�
�,�#���(1(���;
 @ ,�"��;&(&� ��,���,( %��' %�"0�-�7' "�(����/ ε1 � ε3 #�2("7%(�&��)
�&� ���&�0( �0��& �#���&%����� ,�<����
 �����	�� �	
��
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��������� GL,;;H � GL,;=H :����0�@� ���

R1 + R2 =

{
−μ |Z| sign ẋ, ��.� ẋ �= 0, ẍ �= 0,

f1 + f2, ��.� ẋ = 0, ẍ = 0,
GL,=;H

R1 − R2 =

{
μZ sign ẋ, ��.� ẋ �= 0, ẍ �= 0,

f1 − f2, ��.� ẋ = 0, ẍ = 0,
GL,==H

'��
|f1| ≤ μ(1 − η) |Z| , |f2| ≤ μη |Z| . GL,=>H

& �����������1 GL,=>H ��:	.9��@�� �.���@A�� 	
	���/���E

η = lim
z→0 θ+ =

{
1, ��.� z→ +0,

0, ��.� z→ −0,
GL,=3H

& ��/����� ��/�.9�-1 ��.	��� �.����� :����9 GL,+>H,
��:��9 0	5�	 �������9 :	����	��� ����/� �D�.���M�.���� GL,6)HMGL,66H

� :	����	��� ����/� GL,+>H7 GL,=+HMGL,=3H7 :	.�/����@ :���0 :����.9�	'	 :��
��1	�� 	� ��	/����	� 2	�0�.��	���7 	
��5���F��� � :���-��A�0 :	�����
��.�, �������	 �����97 /�	 �������-� :	����	��� �	���F���	 ����-�7 1	�
� 	
��1 ��:	.9����� 0	��.9 �
�	.@��	 �����	'	 ��.� � ���������� 2	�0�
���	�� ����� ��.	��, ����0	���0 ��F���� �����0- GL,+>H7 GL,=+HMGL,=3H,
<��	� ��.	�� �0��� ���.�/�-� 2	�0- :�� ���5���� � �. �	��	�� :	�	,
�	D�	0� D�� ��� �.�/� �.����� ����0�������9 	���.9�	,

����:	.	5�07 /�	 ẋ = 07 ẍ = 0, �	'��

P1 + P2 + f1 + f2 = 0,

2T =

(
γ

1+ γ
P2 −

1

1+ γ
P1

)
tgα−

tgα

1+ γ
(f1 + f2),

2Z =
l2

l1
(f1 − f2) −

tgα

1+ γ
(f1 + f2) +

γ tgα

1 + γ
P2 −

[
ε

l1
+

tgα

1+ γ

]
P1,

|f1| � μ(1− η) |Z| , |f2| � μη |Z| .

GL,>)H

��:��9 ��5�	 ����0	����9 ��� �.�/�E

a) η = 1 ⇒ f1 = 0, |f2| ≤ μ |Z| , Z ≥ 0, GL,>*H

b) η = 0 ⇒ |f1| ≤ μ |Z| , f2 = 0, Z ≤ 0. GL,>(H



G��� &����� �<�����H1��$�� *��

& �.�/�� GL,>*H �0��0

f2 = −(P1 + P2), 2T = P2 tgα,

2Z =
l2 − ε

l1
P1 +

(
l2

l1
+ tgα

)
P2 ≥ 0,

GL,>6H

|P1 + P2| ≤
μ

2

∣∣∣∣l2 − εl1 P1 +

(
l2

l1
+ tgα

)
P2

∣∣∣∣ . GL,>8H

����������	 GL,>8H 	:����.�� 	
.���97 '�� :�� η = 1 ��A������� ������
/���	� ��F����,

& �.�/�� GL,>(H :	.�/��0

f1 = −(P1 + P2), 2T = P2 tgα,

2Z = −
l2 + ε

l1
P1 +

(
−
l2

l1
+ tgα

)
P2 ≤ 0,

GL,>+H

|P1 + P2| ≤
μ

2

∣∣∣∣l2 + εl1 P1 +

(
l2

l1
− tgα

)
P2

∣∣∣∣ . GL,>;H

��5�	 �0��9 � ����7 /�	 ��.�/�� ���1 �.�/��� GL,>*H � GL,>(H �� 	���/��
�� ������������	��� ��F���, ?�� �.�/�� �		��������@� ���.�/�-0 2����
/����0 ��.	��0, 4	:����07 � ����/� �D�.���M�.���� P2 	����������, �	'��
�����/���	� ��F���� ��A������� �	.9�	 :�� P1 > 0 �

a)
μ

2

l2 − ε

l1
≥ 1, b)

μ

2

l2 + ε

l1
≥ 1. GL,>=H

����9 ẋ = v = const7 ẍ = 0, & D�	0 �.�/�� �����0� GL,=+HMGL,=>H :�����
0��� ���

−με1ε3Z + P1 + P2 = 0, ε1 = signẋ, ε3 = signZ,

2T = (με1ε3Z + γP2 − P1)
tgα

1 + γ
,(

2 − με1

[
l2

l1
+
ε3 tgα

1+γ

])
Z =

γ tgα

1 + γ
P2 −

[
ε

l1
+

tgα

1 + γ

]
P1.

GL,>>H

 ��.@/�� Z �� :���	'	 � ����9�'	 ��������� �����0- GL,>>H7 0	5�	 :	�
�����97 /�	 D�� �����0� �0��� ��F����7 �	.9�	 �	'��

P2 =
με1 (l2 − ε3ε) − 2l1

2l1 − με1 (l2 + ε3l1 tgα)
P1. GL,>3H
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P1

P2

M1

M2

α
S

N

N

9��
 U
��
 4�#�8�=�,�%(��(� "(#(�( �C���%�

���	���7 ����0	���0 �.�/�� ẍ �= 0, �������� GL,=+HMGL,=>H :����0�@�
���

(m1 +m2)ẍ = −με1ε3Z+ P1 + P2,

2T = (με1ε3Z + γP2 − P1)
tgα

1 + γ
,(

2 − με1

[
l2

l1
+
ε3 tgα

1+γ

])
Z =

γ tgα

1 + γ
P2 −

[
ε

l1
+

tgα

1 + γ

]
P1.

GL,3)H

�������	 �����97 /�	 D�� �����0� �0��� ����������	� ��F���� �	 ���1
�.�/�1 � :����	��- .@
	'	 ���� 	��������@�, ?�	 	���/���7 /�	 :����	��-7
:�	��0	������	����-� � :	������.� L,8,*7 �.@�� ����.9���	0 ����	�.��
��	����.9�	� :	����	��� ����/� � �� �����- � ���	�	0 ����� ��.	��, "��
���	 :	�/�����07 /�	 	��������� :����	��	� �� 	���/���7 /�	 ����/� GL,3)H
1	�	F� � 2���/���	� �	/�� �����, �� ��0	0 ��.�7 	��A������ :����.9�-�
:���1	� c → ∞7 0- :	���.� �� ��5�-1 ��	���� ����0�������0	� ������
0-, ��:��0��7 ����/� �	F� �0��� �0-�. �� �	.9�	 �. ��/�.9�-1 ��.	�
��� GL,=*H, �	5�	 �����97 ��:��0��7 �.���@A�� ��/�.9�-� ��.	��E

t = 0 : x = 0, ẋ = v, y = a �= 0, z = 0, ẏ = ż = 0. GL,3*H

& D�	0 �.�/�� :����.9�-� :���1	� c→ ∞ :���	��� � :�	���	��/�@7 ���
���

lim
c→∞cy→ ∞,

/�	 ����������	 � 2���/���	� �	/�� �����, ��	0� �	'	7 �� �����0- GL,=(H
����	7 /�	 ��.�

με1

2

[
l2

l1
+
ε3 tgα

1+γ

]
> 1, GL,3(H
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�	 :�	��1	��� :	/�� 0'�	����-� 	����	� �����0-, "����	 D�	 ���	�0	5�	
������9 �� �������� GL,3)H, �	D�	0� � :�����/���	� �	/�� ����� '	����	
.�/F� ��:	.9�	���9 �������� GL,=(H,

 ���7 � :	������.� L,8,* :	�����	7 /�	 �.����/���� ����/� �D�.���M
�.���� G�0, ���, L,= � ���, L,>7 �H �� �0��� 2���/���	'	 �0-�.�, �	�
D�	0� � :	������.� L,8,( 
-.� :���.	5��� ��	/����� :	����	��� ����/�
G�0, ���, L,>7 �H, ����0����7 D�	 �� ����������� �	�0	5�	��9 �. �.�/F���
:	����	��� ����/� �D�.���M�.����, & ��/����� ���'	'	 �	�0	5�	'	 ��������
0	5�	 :���.	5��97 ��:��0��7 �	��������@7 ��	
��5����@ �� ���, L,*),

�G�" 9��
��� ���*������! ������ 1�����

&����0� � ��0	� :�	��	� ����/� ����0���7 � �	�	�	� :�	�.��� ����
����� ���	�� ��.	��, ����0	���0 ��.	7 ���5�A��� :	 ������� :	 F��	1	�
���	� :	���1�	��� O �0, ���, L,*7 '�� F = 0, & �����.� L,* :	�����	7 /�	
D�� ����/� �0��� ��� ��F��� O �0, 2	�0�.- GL,*6H, &:���-� �� ��5�	��9
��	�	'	 G����-��	'	H ��F��� 	
����. ���0���� �, �.���, %�	
- :�	��
���9 2���/����� �0-�. ����-��	'	 ��F��� � :	��97 ��� �-
���9 ��5�	�
�� ���1 �	�0	5�-1 ��F����7 ��	
1	��0	 
	.�� ����.9�	 :�	���.����	���9
�����@ ����/�,

 ���7 ����0	���0 �����	� ��.	 0���	� m7 �	�	�	� ���5��� :	 '	���	��
��.9�	� :.	��	��� � :	��	��	� ��	�	��9@ v > 0, �	D22������ ����� �
���	�� ��.	�� ����� μ, & 0	0��� ���0��� t = 0 ��.�7 �-��5��@A� ���
.	 ���'��9�7 �����:�	 :�����A��� ��	� �������� � ��.�� ��.	 ���5��� :	
�������,  �:	.9�� 	
	���/���7 :�������.���-� �� ���, L,*7 ��:�F�0 �.��
��@A�@ �����0� ���������E

mÿ = Ffr, Ffr =

{
−μmgẋ/ |ẋ| , ��.� ẋ �= 0;

fst, |fst| ≤ μmg, ��.� ẋ = 0,
GL,36H

'�� Ffr 	:����.��� ���	�	0 ��.	�� GL,(H, �/������7 /�	 ��.	 ���5���
� ��:���.���� ���	�	�	� '	���	���.9�	� :�0	�, �� D�	� :�0	� ������-
��� �		������-E �		������� y 	:����.�� :	.	5���� ������ 0��� ��.�7 �		��
������ x 	:����.�� :	.	5���� �	/�� �� :	���1�	��� �	������, ��/�.9�-�
��.	�� 0	5�	 �-
���9 �.���@A�0 	
���	0E

t = 0 : x = y = 0 ẋ = ẏ = v. GL,38H

��	����/���� �����0� GL,36H �.��� �	/�	�, "����	 �. ��F��� �����
/� GL,36H7 GL,38H ��	
1	��0	 :����9 �	:	.����.9�-� �	'.�F���7 �	�	�-�
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�����

0	'�� 
-�9 ���.�/�-0�, ��	��	� � ��	
�-� :��9 O ��:	.9�	���9 0	��.9
�
�	.@��	 �����	'	 ��.�, & D�	0 �.�/�� �0��0 �		��	F���� z = x = y �
�0���	 GL,36H :	.�/��0 �����0�

mz̈ = Ffr, Ffr =

{
−μmgż/ |ż| , ��.� ż �= 0;

fst, |fst| ≤ μmg, ��.� ż = 0,
GL,3+H

t = 0 : z = 0 ż = v. GL,3;H

�	�	�� ��F���� 
�� ����1�.�
	 �����������,
��F���� ����/� GL,3+H7 GL,3;H � �		��������� � ���	�	0 ��.	�� �	.5�	

���-������9� �. ���1 �.�/���E �H ż �= 0 � 
H ż = 0,
��.� ż �= 07 �	 ��F���� :	����.���	� ����/� �0��� ���

z =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
vt−

μgt2

2
, 0 ≤ t ≤ v

μg
;

v2

2μg
, t >

v

μg
.

ż =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
v− μgt, 0 ≤ t ≤ v

μg
;

0, t >
v

μg
.

GL,3=H

��.� ż = 07 �	 ��F���� :	����.���	� ����/� 	:����.��� 2	�0�.�0�

z(t) = 0, ż =

{
v, t = 0;

0, t > 0.
GL,3>H

& ��F���� GL,3=H ��	�	��9 ��:���-���7 � ���	����� :�����:����� ����-�
�	��/�	� ��.�/��-, & ��F���� GL,3>H ���	����� :�����:����� 
���	��/�-�
����-�7 /�	 �. ���.9�	'	 ��.� �/������ ���	�0	5�-0, ��F���� GL,3>H ��
	
.����� ��	����	0 ��:���-��	��� ��	�	���7 	����	 	�	 �.��� �	/�-0
��F����0 ����/�7 �, �, �	:������� � ���	��0� ����0���7 � ���	�	0 ��.	��,
"
-/�	� �	���5���� :�	��� ��F��� GL,3>H 	��	���	 �� �	���F���	 ����	0
�����5�����E �. �	'	 /�	
- 	����	���9 ��.	 �	��/�	� 0���-7 ��	
1	��0
�0:�.9� ��.- 
���	��/�	� ���������	���7 �, �, ��.� �	.5�� 
-�9 
���	��/�
�	 
	.9F	�, ��0 �� 0���� D�	 �	���5���� �	.5�	 
-�9 	����'���	7 �
	 �.
�	'	7 /�	
- ��F���� GL,3>H ��
	��.	7 ��� ��	
1	��0	��� 0'�	����	 	�������
.����9 ��.	 �	��/�	� 0���-7 � �	����	/�	7 /�	
- 0'�	����	 	����	��.��9
�	��������@A� :	���1�	��97 �, �, ��.	 ��.��	� 0���-5,

5 ?( ��,%7/ %"1��# 2(-�&�� �&,(��70) �&� � (����.&�� &%�,#�1� &��( 01��%����
��&(�(%��%(�&�� &��;2� 2��&(2&�,�.:(� ��%�,'���&;
 B#�(2� (����.&�� &%�,#�� &��� �
C&� �#�(��"�,�%(��(� 0�#��;) ( ,�(�;��� &��� ���(#(�& 2������/ -��&2��&;.) � #�� ��1�
01��%���7/ ��&(��% &��;2� 2��&(2&�,�.:�/ ��%�,'���&� %����� %�"0�-��
 ��(��" "(#(�)
0�#���,�.:�' C&� ��&�(=�.) �,�%�#�� % ,("#��� U
* � ��#,("#��� U
�
�
 �����	�� �	
��
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 ���7 0- :	�	F.� � �	/�� ���	�:����� 0�����, ���5�� ���'	7 0- �	.5�
�- :	��9 �0-�. 2������ z(t) � �����0� GL,3+H7 GL,3;H �.� � ��F���1 GL,3=H7
GL,3>H, ��.� z(t) �.��� �		������	� ������ 0���7 �	 	��7 �	��/�	7 	:���
��.��� ��F����0 GL,3=H7 �	'�� ��� ��	�	� ��F���� �� �0��� 2���/���	'	
�0-�.�, ����0 	
���	07 ��.� 	��5��� �	�0	5�-0 �	�����97 /�	 2�����
z(t) � ����/� GL,3+H7 GL,3;H �0��� �0-�. �	.9�	 :	.	5��� ������ 0���7 �	
��F���� �.���� GL,3>H �.����� 	�
�	���9, �	5�	 .� �	�����9 D�	 :���:	.	�
5����` <�0���07 /�	 ����/� GL,3+H7 GL,3;H ����0��������� � /���	 0���0����
/���	� �	/�� ����� � � ��� �� ��.	5��� �����.�
	 �	���:�� 	��	����.9�	
	��	����.9�	 �0-�.� 2������ z(t), �� ��0	0 ��.� :�� :���1	�� 	� �����0-
GL,36H7 GL,38H � �����0� GL,3+H7 GL,3;H7 ��5�	� ���/���� �0��� �	.9�	 :����
��� �		��	F��� x = y7 � �� ��5�	7 ����� �.	����-� 	
C����� :�� D�	0
��:	.9��@��, ?�	 	���/���7 /�	 
�� �	:	.����.9�-1 ���.��	�����7 :�	��	
:���0 2	�0�.9�	'	 ���.��� �����0- GL,3+H7 GL,3;H7 ���	�0	5�	 	:����.��9
�0-�. ��.�/��- z(t), � 2���/���	� �	/�� ����� ��	7 /�	 �����	��� 2����
��� z(t) �. ��F���� GL,3=H � GL,3>H �	.5�� 
-�9 ���.�/�	�6, ��:��0��7
��.� z(t) 	:����.�� :	.	5���� :	���1�	��� �	������7 �	 ��F���� GL,3>H 0	�
5�� 
-�9 ���.��	���	 � ���.9�	���7 :	��	.9�� :	���1�	��9 �	������ �� �0���
0���-7 � ����� 0��� 0	5�� �	1����9 ��	� ���5����, & .@
	0 �.�/��7 �. �	�
'	 /�	
- 	������9 ����.�7 ��	
1	��0	 ���0���.9��� ���.��	���9 ����/�, ?�	

���� ���.��	 � :	�.���@A�1 �����.�1, & ����	0 �����.� 0- �	����	�	/�0
���0���� �� ���'	0,

��F��� GL,3=H � GL,3>H �	��� �� ��/��:-��@� ���'	 0�	5����� ��F����
����/� GL,3+H7 GL,3;H, �	.�	� ��F���� ��1	���� ���, &��9 ���0���	� ���
�����. t ∈

[
0, 2v/(μg)

]
���
������ �� :�	���	.9�	� /��.	 ��:�������@A�1�

� :	�-������.	�, �� ��5�	0 �� :	�-������.	� ���.������ .�
	 ��F����
GL,3=H7 .�
	 ��F���� GL,3>H, �	 ����0����7 � D��1 ��
	��1 �� ����-1 �/����
��1 �.����� 
���9 ���.�/�-� ���/��� v, ���
	.�� :�	��	� 	��	:���0�����
/���	� ��0�����	 ��F���� :�������.��	 �� ���, L,** � �-��5���� 2	�0�.	�

ż(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
v− μgt, 0 ≤ t ≤ τ;

0, τ < t, 0 ≤ τ ≤ 2v

μg
.

GL,33H

6 @�"0�-���&; #�� ,("�����/ &,(2&�%2� 8��2=�� z(t) "(��-��( % ���&�0� �,(%����/
�U
6��
 ��/�&%�&��;��) % ��,%�0 �,(%����� C&�/ ���&�07 8��2=�� z(t) �0��& �07�� 2��,$
#��(&7 =��&,( 0(��) ( %� %&�,�0 � 2��,#��(&7 &��2� �( 2��&(2&�,�.:�/ ��%�,'���&�

?( ��,%7/ %"1��# 2(-�&��) �&� "#��; ��&; ��2�&�,�� �,�&�%�,����) �� ��&�(=�� �,�����$
�&�� ��&�0 %%�#���� ,(��0�&,���� ,(�<�,����/ 0�#��� � �0
 ��#,("#�� U
�
�
 �����	��
�	
��
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ż

ν

μlg

2c

τ ν/μg t

9��
 U
��
 B#���(,(0�&,����2�� ��0�/�&%� ,�<���/

?�	 ��F���� �0��� ���'	 	��� �	/�� ����-�� ��	�	��� � �	���5�� :�	�
���	.9�-� :���0��� τ7 �	�	�-� 0����� � ������	0 �������.�, �	 :	 ���
�		
��5���� ����9 �� ����0������@�� ��F���7 �0�@A�� ����	.9�	 �	/��
����-��, & :�����:� 	�� ��A�����@�7 � �1 	�
���-����� ���
��� 	���.9�	'	
	
	��	����, &�5�	 :	�/������97 /�	 :���0��� τ ���9 2���/���� 1�������
�������7 �	�	�� 0	5�� 
-�9 ������� D��:���0����.9�	,

��� :	���	���� ��F��� ����0�������0	� ����/� �.����� �0��9 � ����7
/�	 ��������� ����0��� �0��� 2	�0� GL,3+H7 � �	�	��@ �1	��� �0���	 Ffr7
	:����.�0� ���	�	0 ��.	��7 �	 �� 	���.9�� �	����.@A� ��.- �����,
 �-0� �.	��0�7 ��.9�7 �'�	���� ��.� ����� :	�	7 ��:��-���9 ���������
���5��� � ���� mz̈ = −μmg7 /�	 /���	 ��.���� �� :�������, ��:��0��7
��������� .�����	'	 	���..�	�� �� :.	��	��� :�� ��.�/�� ��.	�	���	'	
����� /���	 ��:��-��@� � ����

mz̈ − μmg sign ż+ cz = 0. GL,*))H

��F���� D�	'	 �������� � �		��������@A�0� ��/�.9�-0� ��.	��0� ��
	:��-���� ���������.9�-1 �	.�
���� 	���..�	��,

����0 	
���	07 '.���	� 	�	
���	��9@ ���	�� ��.	�� �.��� �	7 /�	
��0 :	 ��
� 	� �� :	��	.�� ��1	���9 	��	���/�-� ��F��� ����/ ����0���
� ��0-1 	
A�1 �.�/�177 � �� �	.9�	 � 	�	
-1 :����	���.9�-1 �������1,
 0���	 D�	 	
��	��.9���	 � ���	.9���.	 	� ���0��� ���.��	����.��7 ���
��0�@A�1� ����	� :�	
.�0	�, ��:��9 �	������� ������.9�-� �	:�	�E P���
	�����9 	:������@ 	�	
���	��9 ���	�� ��.	��` d�.��� .� D�� 	�	
���	��9

7 !�2�.����� ���&(%��.& &(2�� &��7 #%�-���/) �,� 2�&�,7' �2�,��&; &��2� 2��&(2&(
��2�1#( �� ��,(:(�&�� % ���;
 �����	�� �	
��



G��� ������� �%����	� ����� 1)��� *�6

��A�������-0 ���	�����	0 ���	�� ��.	�� �.�7 ��:�	���7 �'	 �	��	�����	0`Q
�	���	7 /�	 � /���	 .	'�/���	� �	/�� ����� �	:����0- 	
� �	�0	5�-1
	����� �� D�	� �	:�	�, "����	7 :	 ��F�0� 0����@7 	�0�/���� ������������
�	��9 ��F���7 �	:�����0� ���	�	0 ��.	��7 �.��� �����.9�-0 �	��	�
�����	0 D�	'	 ���	��, 4�.	 � �	07 /�	 ��F���� GL,33H7 :	.�/���	� � ��0��1
0	��.� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�7 ��0	��������� ��/�������	� :	������� ���
���0-, ��.� 
- :���0��� τ 
-. ��������7 �	 ��F���� 	:����..	�9 
- 	��	�
���/�	, "����	 � ��0��1 0	��.� �
�	.@��	 �����	'	 ��.� D�	� :���0��� �
:�����:� �� 0	5�� 
-�9 ������7 ��.� �� �/����9 �	�0	5�	��� �'	 D��:����
0����.9�	'	 	:����.���, & 	�.�/��7 ��:��0��7 	� 0���- ��.�7 :���0��� τ ���
����� 	� �	'	7 ��� �0���	 ����	��	 ��.	7 ��.@/� �'	 2	�0�, & :	�.���@A�1
�����.�1 
���� :	�����- :��0��- ��	����/���	'	 	:����.��� :���0���� τ7
	��	����-� �� ��:	.9�	����� ���F�����-1 0	��.��,

��� ����	 �� ��F��� GL,33H7 P'�:	����Q 0'�	����	'	 ��0	�	�0	5���
�.����M������. �1	��� ����������	� �	����.@A�� /���9@ � 	
A�� ��F��
��� ����/� ����0���7 ��.@/�@A�� ��.	�	�	 ������, �	D�	0� D�� P'�:	����Q
�� �	.9�	 �� ��5����� � .	'�/����1 	
	��	����17 �	���5�A�1 ����	'	 �	��
:����.9�-� :���1	�-7 � ��:�	���7 � 	
	��	����1 ��5����� �� �'�	���	���
���, "����	7 ��.� '	�	���9 � :	����� �����	'	 �0-�.�7 � �� .	'�/����1 �0	�
���.@/����7 �	 ��-� �����:������� ��F��� GL,33H7 �	��/�	7 5�.���.9�-,
 0���	 D�	0� � :	��A�� �.���@A�� �����.,

"�0���07 /�	 �������� ������������	��9 �0��� 0���	 � :�� ��.�/��
������	� ��.-, ��������� GL,3+H :�� D�	0 ��0����� �� �.���@A��E

mz̈ = F(t) + Ffr, GL,*)*H

'�� F(t)O ������� ��.�7 �������@A� �� ��.	, ��/�.9�-� ��.	�� GL,3;H
�	1���@��, <���9 ���5� �	�0	5�- ��� ��������, ����9 ż �= 0 :�� t > 0, &
D�	0 �.�/�� ��������� GL,*)*H :����0��� ���

mz̈ = F(t) − μmg

� ����'������� ���������	, ����9 ż = 0 :�� t > 0, �	'�� �0���	 ��������
GL,*)*H �.����� ��:	.9�	���9 ��������� �������E

F(t) + Ffr = 0 ⇒ Ffr = −F(t).

& ��.� GL,6H ������� ��.� �	.5�� ��	�.���	��9 ��.	��@

|F(t)| = |Ffr| < μmg. GL,*)(H

����0 	
���	07 :�� �-:	.����� ��.	�� GL,*)(H � ����	� ����/� �	�0	5�
�- ��� ��F��� O �.����/���	� � 0'�	����-� 	����	�,



*�� �
������� G� �������� ���	�� � �)����� 	
�����

�G�& @���
���	) ������
 � ��� ��������) ��	��

����0	���0 0	��.9��@ ����/�7 ��/�������	 �..@������@A�@ �	�0	5�
�	��9 0'�	����	'	 	����	�� ��.� :�� �������� �	.9�	 �	��/�-1 ��., �� :���
0��� D�	� 5� ����/� :	��5�0 �:	�	
 	:����.��� :���0���� τ7 �1	�A�'	 �
��F���� GL,33H, ��.	7 ��	
��5���	� �� ���, L,*( � �	��	A�� �� ���1 
��-�
�����	��-1 ��
��	�7 �	�������-1 ������	��-0 ����5��07 ���5��� :	 '	�
���	���.9�	� F��	1	���	� :	���1�	��� � :	��	��	� ��	�	��9@ v > 0 ���
�
�	.@��	 �����	� ��.	,

���0�07 /�	 �.��� ����5� � ����2	�0��	����	0 �	��	��� ����� l7 �
�'	 0���� ����� m, ���0�0 ���5�7 /�	 :�� t = 07 .��-� �	��� ����5�
����0��� :	.	5���� x = 07 � :���-� �	��� O :	.	5���� x = l + δ7 '�� δ O
�:��'	� ����5���� �	�	�	�7 � :�����:�7 0	5�� 
-�9 .@
-0,

��� t < 0 �� 	:	��-� ��
��� ������	��.� ��.- �����7 	:����.�0-�
:	 ���	�� ��.	�� � ����-� Ffr = −μmg/27 ��� /�	 :	.�� ��.� ����� 
-.�
����� −μmg, 4������� ��.- ����� �����	��F���.	�9 ������-0� ��.�0�7
/�	 � 	
��:�/���.	 ���5���� ��.� � :	��	��	� ��	�	��9@ v,

& 0	0��� ���0��� t = 0 ������-� ��.- 0'�	����	 ���/�	5�@��7 �	
��.- ����� 	���@��, �	D�	0� � �����0�7 2����/���� �����:�	7 :���.��-�
��@�� ��.-7 �, �, :�	��1	��� �����	� ��'��5���� ��.�, ����0����7 D�� :���
.	5���-� ��.- ����� �5� �� 	
����.9�	 ����- −μmg7 :	��	.9�� 	:	��-�
��
��� � ��.� ��	�� 
��-�����	��	��� 0	'�� 0'�	����	 	����	���9� � ���
.- ����� � D�	0 �.�/�� ��1	��� �� ��.	��� �������, &-���07 :�� ����1
���/���1 ��/�.9�	� ��	�	��� v 	:	��-� ��
��� 0'�	����	 	������.���@��7
/�	7 � ��	@ 	/����97 	���/��� 0'�	����-� 	����	� ���'	 ��.�, 4��������.9�
�	7 1	� �	/�� ����5� 
���� �	���F��9 �	.�
���.9�-� ���5���7 	����	
D�� ���5��� �� P0���	��	���Q �� ��
.@���0-,

���������7 	:��-��@A�� :�	�	.9�-� �	.�
��� ����5�7 �����-� � ���
/�.9�-� ��.	�� �0�@� ���

ES
∂2u

∂x2
− ρS

∂2u

∂t2
= 0, GL,*)6H

x = 0 : u = 0, x = l : u = δ, GL,*)8H

t = 0 : u =
xδ

l
, u̇ = v. GL,*)+H

<���9 E O 0	��.9 t�'�R SO :.	A��9 :	:���/�	'	 ��/���R ρO :.	��	��9
0������.�R uO :�	�	.9�	� �0�A����,
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z = 0 z = l
z

9��
 U
��
 G���) ���&��:�� �" #%�' ��"7��,=����7' 2���%) ���#�����7'
���,=����70 �&�,-��0

��F���� ����/� GL,*)6HOGL,*)+H ��1	���� ���������-0� 0��	��0� �
�0��� ���

u(x, t) =
xδ

l
+
4v

c

∞∑
m=0

1

λ2m
sin(λmx) sin(λmct), λm =

(2m+ 1)π

l
, GL,*);H

'�� c =
√
E/ρ O ��	�	��9 ���:�	�������� :�	�	.9�-1 �	.� � ����5��,

��� ��������@� �������7 �������@A�� �	 ��	�	�- ����5� �� 	:	��-�
��
���, "
	���/�0 N− � N+ ��.-7 �������@A��7 �� .��-� � :���-� ��
��7
�		����������	, �	'��

N− = ES
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

, N+ = −ES
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

. GL,*)=H

��� �-/��.���� D��1 ������� � :	0	A9@ ��� GL,*);H ��	
1	��0	 �	
.@�
���9 ��������@ 	��	�	5�	��9, 4�.	 � �	07 /�	 :	�.� :	/.���	'	 ��22�������
�	���� ��� GL,*);H7 :	.�/���-� � ����.9���� �� �1	���� ������	0���	
� :	D�	0� :	/.���-� :����.9�-� :���1	� :�� x → 0 � x → l :	� ����	0
��00- ���	:����0,

?�	 ����������� .�'�	 ��������� �.���@A�0 	
���	0, ��	����'�����0
	
� /���� ��5�	'	 �� ��.	��� GL,*)=H :	 ���0��� � :	.�/��F��� � ����.9�
���� ��.�/��- ���
��0 ��.9��0�, ��:��0��7 Ñ− ���9 2����� t7 ����7 /�	

N− =
dÑ−

dt
, �	'�� �. 2������ ũ(x, t) :	.�/�0 ��

ũ(x, t) =
xδt

l
−
4v

lc2

∞∑
m=0

1

λ3m
sin(λmx) cos(λmct). GL,*)>H

&-��5���� �.
∂ũ

∂x
0	5�	 :	.�/��9 :	/.���-0 ��22�������	�����0

��� GL,*)>H7 :��/�0 	�	 :�������.��� ����	0���	 �1	�A�0� ��	07 �



*�� �
������� G� �������� ���	�� � �)����� 	
�����

�	�	�	0 �	:����0 :����.9�-� :���1	� :�� x → 0 � x → l, �	'�� �. P�0�
:�.9�	�Q Ñ− � Ñ+ :	.�/�0 2	�0�.-

Ñ− = ES

[
δt

l
+
4v

c2
ϕ(ct)

]
, Ñ+ = −ES

[
δt

l
−
4v

c2
ϕ(ct)

]
, GL,*)3H

'�� ������� 2�����

ϕ(ct) = −
∞∑
m=0

1

λ2m
cos(λmct). GL,**)H

������ ϕ(ct) :���	��/�� :	 ��'�0���� ct � :���	�	0 2l, ��00� ��
�� GL,**)H 	:����.��� �-��5����0

ϕ(ct) = −
l

8

{
l− 2ct, 0 ≤ ct ≤ l,

−3l+ 2ct, l ≤ ct ≤ 2l.
GL,***H

��:��9 �. ������� N− � N+ :	.�/�@�� 2	�0�.-

N− = ES

[
δ

l
+
v

c
ψ(ct)

]
, N+ = −ES

[
δ

l
−
v

c
ψ(ct)

]
, GL,**(H

'�� 2����� ψ(ct) :���	��/�� � :���	�	0 2l7 � �� :���	�� ������� �-��5��
���0

ψ(ct) =

{
1, 0 ≤ ct ≤ l,

−1, l ≤ ct ≤ 2l.
GL,**6H

��.- N− � N+7 �������@A�� �� 	:	��-� ��
���7 �	.5�- �����	��F��
���9� ��.�0� �����7 �	�	�-�7 �	'.���	 ���	�� ��.	��7 :	 0	��.@ �� :���
�	�1	�� ��.�/��� μmg/2 , � �/��	0 �������	'	 �� GL,**(H :	.�/��0 ��.	���7
:�� �-:	.����� �	�	�	'	 	:	��-� ��
��� �� �0�A�@��E

|δ|

l
+
v

c
≤ μmg
2ES

=
μgl

2c2
. GL,**8H

?�	 � ���9 ��.	��� 0'�	����	'	 	����	�� ��.� :	�������	0 ��. �����,
�	��/�	7 ��.� ����0�������0	� ��.	 ��'	�	�.���	7 ��:��0��7 �� ���.�7 �	
��5� :�� δ = 0 ���/���� ��	�	��� v 	���-����� ���90� 0�.-0 :�� 0�.	0
�	D22������� �����,

����97 ��:��0��7 l = 107 c = 5 · 105 �0s�7 μ = 0, 25, �	'��

v ≤ μgl/(2c) = 1, 47 �0s0��.



G�'� @�������$ �	��� 	��: ���57�, ������� 
����
� *��

"����	 � ���'�1 �������1 D�� ��	�	��9 0	5�� 
-�9 ���/���.9�	 
	.9�
F��7 /�	 
���� :	�����	 � �����.� L,>,

��.� ��/�.9�� ��	�	��9 v > μgl/(2c)7 � δ = 07 �	 ��.	 �� 0	5�� 0'�	����
�	 	����	���9� � :�	�	.5��� ���5���� �	 ��1 :	�7 :	�� ��	�	��9 	:	��-1
��
��	� �� �	���'��� ��.�/��- μgl/(2c), ?�	 � ���� ��.	��� �. 	:����.���
:���0���� τ O �0, ���, L,**,

�	'.���	 GL,33H7 :���0��� τ 	:����.��� �.���@A�0 	
���	0E

v− μgτ =
μgl

2c
⇒ τ =

v

μg
−
l

2c
. GL,**+H

 ���7 0'�	����-� 	����	� ��.�7 ����0�������0-� ��� 0'�	����-� 	����
�	� �	:������@A�1� :	���1�	����7 �:	.�� �	�0	5��7 �
	 0'�	����	 	����
���.������ ��.��� 0����7 � D�	 �� :�	���	��/�� �� �����	0� �0-�.�7 ��
���	��0 0�1�����,

?�	 �.���� .�'�	 ��
.@���0	7 ��.� � ��/����� ��.� ����0	����97 ��:���
0��7 ���5�-� F��2 � ���'�0�, & D�	0 �.�/�� F��2� :	���	
��� 	/��9

	.9F� ��/�.9�� ��	�	��97 /�	
- 	� 1	�9 ��0�	'	 :	�����.� 
- :	 �����
��� :	�.� ���� ������	� ��.- G�0, ���, L,*(H, &	 ���	0 �.�/�� ���5����
F��2� � ���'�0� :	�.� ���� ������	� ��.- �� 
���� �0��9 �	.�/�������	�
'	 �	�:����� � ��F����0 GL,3=H7 �, �, :�	�����-� :	 ������� :��9 �� 
����
����� v2/(2μg), "����	 ���	����	0 D�	'	 ���1	5���� ���	� ��.	�� �� ��
.���,

�G�, @���
���	) ������
 ���� ���57�� �����	�

������	� $�� ������ ������
�57�� ��������


���.9�-� ��.� �0�@� �	��/�-� ���0��- � /���	 ���5��� � ����	'	 �	��
���	��17 �, �, :�� ��.�/�� ����5���@A�1 �	�����	�, & D��1 �.�/�1 :	�.�
��� �A� 	���7 1	�	F	 �������-� �� :�������7 0�1����0 0'�	����	'	 	����	�
�� ��.�7 � �0���	 O ���.��������, �	�.����� �'���� ��5��@ �	.9 :�� ��F��
��� ����/� �D�.���7 ����0	�����	� � �����.� L,67 � ����/� �D�.���M�.����7
����0	�����	� � �����.� L,8, & ����	0 �����.� 	
��5����� �:���2��� :���
0����� ���	�� ��.	�� � ����/�1 :	�	
�	'	 ��:�,

����0	���0 ����	����	7 ��	
��5���	� �� ���, L,*67 '�� ������- 	��	��-�
:���0���- � �������@A�� ��.-, 4. ��������� ����1 
- �	 �� 
-.	 ����
�	���� 
���0 �/����97 /�	 �	.9�	 :������� 	:	�- �:	�	
�- �	������9 ������,
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ll

x
h

z

z

N2 N1

Mg

Ffr

F

9��
 U
��
 41��%���7/ ��&(��% &��() �0�.:�1� 2�����7� ,("0�,7) �,� �(�����
�#�,-�%(.:�' 2��&(2&�%

���/�.� ����0	���0 ���5���� ��.� 0���	� m � ���	�� :	� ��������0
:��.	5���	� ��.- F O �0, ���, L,*6, ����0��������� ���5���� � :	��	��	�
��	�	��9@, & D�	0 �.�/�� �������� ���5��� :�������.@� �	
	� ��������
�������E

F = Ffr, N1 +N2 =mg, N1 −N2 = αF, α ≡ (h + z)/l ≥ 0. GL,**;H

&�� 	
	���/��� :�������- �� ���, L,*6, ��.� ����� Ffr 	:����.���
:	 ���	�� ��.	��, ��.� ��.	 ���5��� � :	��	��	� ��	�	��9@ v �= 07 �	
Ffr = μ|N1|,  � ��������� GL,**;H �.�����7 /�	

N1 =
mg+ αF

2
> 0, N2 =

mg− αF

2
. GL,**=H

���.�� D�	� ����/� ���.	5��7 � ����.9���- ���	�-, ��.� μα < 27 �	 ��.	
���5��� � ������	� ��	�	��9@ � ��.� F = μmg/(2 − μα), ��� μα > 2 ��.	
��	�� :�� .@
	� ��	.9 �'	��	 
	.9F	� ��.�, ����0 	
���	07 ���5���� ��.�
:�� ���1 μ 0	5�	 �-����9 ��.	� F �	.9�	 � �	0 �.�/��7 ��.� 	�� :��.	5���
� ��5��0� 	��	����@ ��.� Gz = −h7 α = 0H, & 	���.9�-1 �.�/�1 :�� �	����
�	/�	 
	.9F	0 �	D22������� ����� 	
����.9�	 :�	��	���� ���.��������,
"��@�� ����07 /�	 �����9 ��/�.9��@ ��	�	��9 ��.� � ���	�� 0	5�	 �	.9�	
:�� �:����.9�	0 �-
	�� ��.- F,

����9 :�� t < 0 ��.	 ���'�.	�9 � ���	�� � :	��	��	� ��	�	��9@ v > 0,
& 0	0��� ���0��� t = 0 ������� ��.� �����:�	 :�����A��� ��	� �������� �
��.�� ��.	 ���5��� :	 �������, �������� ���5��� �0�@� ���

mẍ = −Ffr, N1 +N2 =mg, l(N1 −N2) = hFfr

ẋ(0) = v, x(0) = 0.
GL,**>H



G�'� @�������$ �	��� 	��: ���57�, ������� 
����
� *��

��� t > 0 ��5�	 ����0�������9 ��� �.�/�, 4	:����07 /�	 :�� 0�.-1
t > 0 ��.	 :�	�	.5��� ���'��9�7 �, �, ẋ(t) �= 0, �	'��

N1 =
1

2

(
mg+

h

l
Ffr

)
, N2 =

1

2

(
mg−

h

l
Ffr

)
,

Ffr =
μ

2

(
mg+

h

l
Ffr

) ⇒ (
1−

μh

2l

)
Ffr =

μmg

2
> 0.

GL,**3H

 � GL,**3H ����	7 /�	 :�� μh < 2l ��F���� ����/� GL,**>H ��A������� �
�-��5���� 2	�0�.	�

ẋ(t) = v−
μglt

2l− μh
⇒ τ =

(2l − μh)v

μgl
, GL,*()H

'�� τ O ���0 	����	��, ��.� 5� μh ≥ 2l7 �	 ��:���-��	'	 ��F��� �����
/� GL,**>H �� ��A�������, ���	'	 �	�� �������@ �D�.��� ����0�������� ���
:����	���.9��@ � 	����������	��9 �� ����A����	����� ��F��� �	�.�'��� ��
���	� ��.	��, "����	 :	�.����� ���'�� �	:������ ��F����

ẋ(t) =

{
v, t = 0;

0, t �= 0.
GL,*(*H

��.� μh ≥ 2l7 �	 ��F���� GL,*(*H �.��� ����������-0 � ���0��� ���
�	:�	�-, ��.� 5� μh < 2l7 �	 ��A�����@� ��� ��F��� GL,*()H � GL,*(*H �
��	
1	��0	 ���.��9 0�5�� ��0� �-
	�, "
����0 ���0����7 /�	 �������	� ���
��������� �	������� �	.9�	 :�� 0�.-1 �	D22�������1 �����7 �, �, ��� ���
� ��1 �.�/�17 '�� �D�.��� �� ��0�������� ������1 :�	
.�0, %�	
- ���.��9
�-
	� 0�5�� ��F���0� GL,*()H � GL,*(*H7 ����0	���0 ���F������@ �����
/�, � �0���	 :��0�07 /�	 ��:���.@A�� �.@�� �� �
�	.@��	 �����-0�7
� 	
.���@� 	/��9 
	.9F	� 5����	��9@ c, & D�	0 �.�/�� ��.	 	
������ ���
���:��� ��	
	�-E x(t)7 y(t) � ϕ(t)7 '�� y(t) O �������.9�	� �0�A���� ������
0���7 ϕ(t) O �'	. :	�	�	�� ��.�, �������� ���5��� �0�@� ���

mẍ = −Ffr, mÿ = −mg+N1 +N2,

Jϕ̈ = l (N1 −N2) − hFfr,
GL,*((H

'�� J O 0	0��� ������� ��.�, ":����.@A�� �������� �. ������� �0�@�
���

N1 = −c(y + lϕ), N2 = −c(y − lϕ), GL,*(6H

'�� c O 5����	��9 ��:���.@A�1, & ��/����� ��/�.9�-1 ��.	��� :��0�0

x(0) = 0, y(0) = −mg/(2c), ẋ(0) = v, ẏ(0) = 0,

ϕ(0) = −ϕ0, ϕ0 > 0, ϕ̇(0) = 0.
GL,*(8H



*�* �
������� G� �������� ���	�� � �)����� 	
�����

��� ��/�.9�-1 ��.	��1 GL,*(8H ������ N1 :	.	5���.9��7 � 	�� 
����
	������9� ���	�	� �	 ��1 :	�7 :	�� �-:	.���� ����������	

y(t) + lϕ(t) < 0. GL,*(+H

�� �������.� ���0���7 �	'�� �-:	.���� ����������	 GL,*(+H7 :�� ��.	�
���7 /�	 ẋ > 07 ��.� ����� 	:����.���7 �	'.���	 GL,(H7 2	�0�.	�

Ffr = −μc(y + lϕ). GL,*(;H

��:��9 ����/� GL,*((HMGL,*(8H7 GL,*(;H �. 0�.-1 ���0�� :	.�	��9@ :	�
����.���, "�� �0��� ����������	� ��F����, &������.9�� �		������� ������
0��� �	1����� :	��	��	� ���/���� y(t) = −mg/(2c), ��1	5����� 2������
x(t) � ϕ(t) ��	���� � ����'���	����@ ���������

ẍ = μ

(
−
g

2
+
cl

m
ϕ

)
, ϕ̈+

cl(2l− μh)

J
ϕ = −

μmgh

2J
GL,*(=H

e ��/�.9�-0� ��.	��0� GL,*(8H, ��F���� ����/� GL,*(8H7 GL,*(=H �0��� ����
.�/�-� ��� � ������0	��� 	� ����� ��.�/��- 2l − μh, ����0	���0 ��� �	��
0	5�-1 �.�/�,

*, μh < 2l, & D�	0 �.�/�� :����.9�� ����/� Gc = ∞H �0�.� ��� ��F���,
���F������ ����/� GL,*(8H7 GL,*(=H �0��� ����������	� ��F����, �	D�	0�
�� ���1 ��F���� GL,*()H � GL,*(*H �� ��0	0 ��.� ���.������ �	7 � �	�	�	�
0� ����0��� ��F���� ����/� GL,*(8H7 GL,*(=H :�� c → ∞, ��F���� ����/�
GL,*(8H7 GL,*(=H :�� μh < 2l �0��� ���

ẋ(t) = v− μ

(
g

2
+
clγ

mω2

)
t−

μcl

mω

(
ϕ0 −

γ

ω2

)
sinωt ,

ϕ(t) = −ϕ0 cosωt− (1 − cosωt)
γ

ω2
,

GL,*(>H

'�� ��:	.9�	���- 	
	���/���

γ =
μmgh

2J
, ω2 =

cl(2l− μh)

J
> 0. GL,*(3H

��F���� ����/� GL,*(>H �:�����.��	 �	 ��1 :	�7 :	�� ẋ(t) > 0, ��.	 	����
�	���� � 0	0��� ���0��� τ7 	:����.�0	0 �� ��.	��

v = μ

(
g

2
+
clγ

mω2

)
τ+

μcl

mω

(
ϕ0 −

γ

ω2

)
sinωτ. GL,*6)H
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��� 
	.9F�1 c �0��0 	����� ω ∼
√
c/(mg) � τ ∼ mg/c, �	D�	0� ��.��

/��� ωτ ∼
√
mg/c 0�.�, � �/��	0 D��1 	���	� �� GL,*6)H :	.�/��0 :��
.��

5����@ 2	�0�.� �. τE

τ =
2mv

μ(mg+ 2clϕ0)
. GL,*6*H

#�'�	 �
����9�7 /�	 :�� D�	0 ����������	 GL,*(+H �-:	.���	 �. ���1 t
�� �������.� 0 ≤ t ≤ τ, ��� t > τ ����� 0��� ��.� 
���� ��	�9 �� 0����7 �
��0	 ��.	 
���� �	���F��9 �-�	�	/���	��-� :	�	�	��-� �	.�
���,

 ���7 :�� μh < 2l � :�� c → ∞ ����� �5���� ��.� :�����/���� 0'�	�
����	 	������.������, �.��	����.9�	7 �� ���1 ��F���� GL,*()H � GL,*(*H7
�	:�����0-1 ���	�	0 ��.	�� �. �
�	.@��	 �����	'	 ��.�7 �� ��0	0 ��.�
���.������ ��F���� GL,*(*H7 :�� �	�	�	0 ��.	 0'�	����	 	������.������,
?�	 �����5����� �:�����.��	 :�� .@
	0 ��	.9 �'	��	 0�.	0 �	D22�������
����� μ,

(, μh = 2l, & D�	0 �.�/�� �����0� GL,*(=H .�'�	 ����'������� � �0���
��F���� ����

ẋ(t) = v−
μgt

2
−
μcl

m

(
ϕ0t+

γt3

6

)
, ϕ(t) = −ϕ0 −

γt2

2
. GL,*6(H

?�	 ��F���� �:�����.��	 :�� 0 ≤ t ≤ τ7 '�� τ :�� 
	.9F�1 c 	:����.�
��� �-��5����0 GL,*6*H, ��� t > τ ��.	 
���� ��	�9 �� 0���� Gẋ(t) = 0H
� �	���F��9 :	�	�	��-� �	.�
��� � /���	�	� ω =

√
2cl2/J , "
����0 ����

0����7 /�	 :�� t > τ �����0� GL,*(=H �5� �� :��'	���7 ��� ��� ��.� �����
	:����.��� �� 2	�0�.	� GL,*(;H7 � ����� ��.@,

6, μh > 2l, ?�	� �.�/�� 0�.	 	�.�/���� 	� :���-��A�'	, ��.	 	�������
.������ � 0	0��� ���0��� τ7 �	�	�-� :�� 
	.9F�1 c 	:����.��� 2	�0��
.	� GL,*6*H,

����0 	
���	07 ��.� ��.	 ���5��� :	 �������7 �, �, 
�� ������� ���F���
������	� ����-7 �	 :�� 5�����1 ��:���.@A�1 	�	 :�����/���� 0'�	����	
	������.������7 /�	 � :�������-����� ���	�	0 ��.	��,

�G�- 1���������� ��?���� � ����
���	) ������


��� ���	� $�����	 ��?���) ���?�����	� ����

& �����.� L,+ �-:����- ��� ��F��� GL,3=H � GL,3>H :�	����F�� ����/�
	 ���5���� �����	'	 ��.� :	 F��	1	���	� :.	��	���7 � �	�	�	� ��:	.9�����
���	� ����� ��.	��, &�	�	� �� D��1 ��F���� 0�	'�0� �	�:����0���� ���
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�����/�� F����, �	�:	�����@A� ���7 	
C��@A� :����	��- �D�.���7
	��	���� �� �	���:��� �/��� ��2	�0����0	��� ��. � ������� ��1 �.� ��-1
��. �:��'	���, ��� �����0.���� �	D22������� �:��'	��� G5����	���H � 
���
�	��/�	��� :	.�/�@� �.����/���	� ��F���� GL,3=H, ��F���� GL,3>H :�� D�	0
���	'�� �� 2�'����	��.	, �	��5�07 /�	 �� ��0	0 ��.� 	
� ��F��� GL,3=H
� GL,3>H �.@�� �	/�-0� :����.�0� ���	�� ���F�����	� ����/�7 �	 :���
��.�0� :�� ����0.���� � ��.@ G
���	��/�	���H ����-1 :���0���	�, 4	 ��1
:	� D�	 	
��	��.9���	 ���	.9��.	 	� ���0��� ���.��	����.��,

�<���� K� 9�	����+ �����'

��� � � �����.� L,+7 � ��/����� 	��	��	'	 	
C���� 0- 
���0 �0��9 � ����
�
�	.@��	 �����	� ��.	7 ��	.9�A�� :	 F��	1	���	� '	���	���.9�	� :	���1�
�	���, & ��/����� ���F�����	� 0	��.� ����0	���0 �.	5�	� ��.	7 ��	
��5���
�	� �� ���, L,*8, ?�	 ��.	 :�������.�� �	
	� �
�	.@��	 5������ ������ �
0���	� m � ���.���-0 � ��'	 �
�	.@��	 �����-0 '	���	���.9�-0 ����5�
��0, �	 ����5�@ 0	5�� ��	.9���9 
�� ����� '��� 0���	�M, ���� �	������
� ������	0 :��5��	� 5����	��9@ c, �	���	7 /�	 :�� ����0.���� 5����	���
:��5��- � 
���	��/�	��� 0- :	.�/��0 �
�	.@��	 �����	� ��.	, ���0�0 ���
:��97 /�	 :�� t < 0 	:�����	� ��.	 ���'�.	�9 ��� �
�	.@��	 �����	� ��.	 �
:	��	��	� ��	�	��9@ v > 07 :��/�0 :��5��� ��1	��.��9 � ����2	�0��	����
�	0 �	��	���, & 0	0��� ���0��� t = 0 ������� ��.� �����:�	 :�����A���
��	� �������� � ��.	 :�	�	.5��� ���'��9� :	 �������, �	��	.9�� � 	�.��
/�� 	� ����/�7 ����0	�����	� � �����.� L,;7 ����9 :	���1�	��9 �	������ ���9
/���9 �
�	.@��	 �����	'	 ��.�7 	
.���@A�'	 ��������7 �	 0'�	����-� 	����
�	� ������� ���	�0	5�� 
�� :��.	5��� ��	'����/���	 
	.9F�1 ��., "��@��
�.�����7 /�	7 :	 ������� 0��� :�� 0�.-1 ���0���1 t > 07 ������ :�	�	.5���
���'��9�,

&����0 �.���@A�� 	
	���/���, ����9 x O :	.	5���� ���	���	 �	/��
G0����H �������7 � y O :	.	5���� �	/�/�	'	 '����, ���0�07 /�	 :�� t = 0
�		������- x � y �	�:���@� � ����- ��.@, ��� t < 0 �0��0 �.���@A��
��������E

x = y, ẋ = ẏ = v.

4. �-�	�� 	��	��-1 ��������� ���5��� �	�:	.9���0� ���������0 
��
.���� D���'��, �	.�� D���'� E �����0- �-/��.��� :	 	/�����	� 2	�0�.�

E =
1

2
mẋ2 +

1

2
Mẏ2 +

1

2
c(x− y)2.
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x

y

c M

m

9��
 U
�+
 9(�<�,���(� 0�#��;

��������� 
�.���� D���'�� �. ��0����	� �����0- ��:��-����� ���E

Ė = Ffrẋ ⇒ (mẍ+ c(x− y) − Ffr)ẋ+ (Mÿ+ c(y− x))ẏ = 0.

�	��	.9�� D�	 ��������� �	.5�	 �-:	.��9� �. :�	���	.9�-1 ���/��
��� ẋ � ẏ7 �	 �� ��'	 �.���@� �������� ���5���E

ẍ+ω20(x− y) =
1

m
Ffr, ÿ+ω2(y− x) = 0, GL,*66H

'�� ω20 = c/m7 ω
2 = c/M, ��/�.9�-� ��.	�� �0�@� ���

t = 0 : x = y = 0, ẋ = ẏ = v. GL,*68H

�����0� GL,*66H ��	
�	 :���:����9 � ����

ω2ẍ+ω20ÿ =
ω2

m
Ffr, (y− x)·· +Ω2(y− x) = −

1

m
Ffr, GL,*6+H

'�� Ω2 = ω2 +ω20 , &����0 	
	���/���E

u = x+
ω20
ω2
y ≡ x+M

m
y, w = y− x.

�	'�� �������� GL,*6+H :��0�� ���

ü =
1

m
Ffr, ẅ+Ω2w = −

1

m
Ffr. GL,*6;H

��/�.9�-� ��.	�� � :���0���-1 u7 w �-'.�� ���E

t = 0 : u = w = 0, u̇ =

(
1 +

M

m

)
v, ẇ = 0. GL,*6=H
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<���/� GL,*6;H7 GL,*6=H ���5� �	:������ ������������	� ��F����7 	��	
�� �	�	�-1 ����-��	�, ?�	 �.��� 1��������	� /���	� ���	�� ��.	��7 ���
/�	 � ���	�	�	0 �0-�.� �D�.��� :���7 �����5�� /�	 ���	� ��.	�� ��5���
��� � ����1 2	�0�.9�-1 ��	/����1, "����	7 ���9 ��A�������	� 	�.�/��
����	� ����/� 	� ����/� GL,3+H7 GL,3;H, 4�.	 � �	07 /�	 ����-��	� ��F����
��:� GL,3>H �. 2������ y(t) ��:���0.�0	 ��� :�	���	��/�A�� :�����:�
������� ��.�.�E ��.	 �� 0���� ��	�'	 �	��	�� :	�	 �.� ����	0���	'	
:�0	.�����	'	 ���5��� �	 ��1 :	�7 :	�� �� ��'	 �� �������@� ��.-7 �-�
��5��@A�� ��.	 ��0����9 ��	� ���5����, & ����/� GL,3+H7 GL,3;H ���� ��.�

-.� O D�	 �����:�	 :��.	5���� ��.� �����, 4. '����M ���	� ��.- ���7
�
	 :��5��� �A� �� �������� � �� 	���-���� ������� �� '��� M, �	D�	�
0� ����-��	� ��F���� ����/� GL,*6;H7 GL,*6=H ���������.9�	 :�	���	��/��
	��	��-0 :�����:�0 0�1����� � �	.5�	 
-�9 	�
�	F��	, ��:���-��	� ���
F���� ����/� GL,*6;H7 GL,*6=H ����������	, ����0 	
���	07 �� ��:���-��	���
�.�����7 /�	 :�� 0�.-1 ���0���1 t > 0 2������ ẋ(t) � ẏ(t) �	.5�- 
-�9

.���� � ��/�.9�	� ��	�	��� v > 0, ����9 :�� 0 < t < ε �-:	.���� ��.	���
ẋ �= 0, �	'�� ẋ :	.	5���.9�	 � D�	0 �������.� ���0���, �	'.���	 ���	�� ���
.	��7 ��.� ����� ����� Ffr = −μ(M+m)g, ��F���� ����/� GL,*6;H7 GL,*6=H
:�� D�	0 ���/���� ��.- ����� �0��� ���

u =

(
1 +

M

m

)
(v− μgt), w =

(
1 +

M

m

)
μg

Ω
(1 − cosΩt).

&	����A��9 � :���0���-0 x � y7 :	.�/��0 ��F���� ����/� GL,*66H7
GL,*68HE

x = vt −
μgt2

2
−
M

m

μg

Ω2
(1 − cosΩt),

y = vt −
μgt2

2
+
μg

Ω2
(1 − cosΩt).

GL,*6>H

��F���� GL,*6>H �:�����.��	 �. ����1 t7 /�	

ẋ = v− μgt−
M

m

μg

Ω
sinΩt > 0. GL,*63H

�	0��� ���0��� t = τ7 �	'�� ��	�	��9 ������� ẋ 	
������ � ��.97 ��1	�
���� �� ��������

v− μgτ−
M

m

μg

Ω
sinΩτ = 0. GL,*8)H
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& D�	� 0	0��� ���0���7 �	'.���	 GL,*6>H7 �0��0

t = τ : ẋ = 0, ẏ =
m+M

m
(v − μgτ),

y(τ) = x(τ) +
μg(m+M)

mΩ2
(1− cosΩτ) .

�������� GL,*66H :�� x(t) = x(τ) :����0�@� ���

Ffr = −c(y − x), (y− x)·· +ω2(y− x) = 0. GL,*8*H

����	� �� D��1 ��������� ���� 2	�0�.� �. ��1	5���� ��.- �����7 �
��	�	� ��������� :	��	.�� ����� y, 4��5���� '���� :	�.� 	����	�� �������7
�, �, :�� t ≥ τ7 	:��-����� 2	�0�.	�

y(t) − x(τ) =
μg(m+M)

mΩ2
(1 − cosΩτ) cos

[
ω(t− τ)

]
+

+
(m +M)

Mω
(v− μgτ) sin

[
ω(t − τ)

]
.

GL,*8(H

��F���� GL,*8(H �:�����.��	 �	 ��1 :	�7 :	�� �-:	.���� ��.	���

c
∣∣y(t) − x(τ)∣∣ ≤ μ(M+m)g ≈ μMg. GL,*86H

�	.�-� ���.�� D�	� ����/� �� �-�-���� ����������7 � 0- 	����.�0 �'	
� ��	�	��, ��� ���������� :	������� :	.�/���	'	 ��F��� :�� :����.9�-1
���/���1 �1	�A�1 � ��'	 :���0���	� c7 m � M,

�<��� 4����' �
 ��?��� ���	���� ����

��	���.������0 ��F���� GL,*6>H :�� c → ∞, "/�����	7 � D�	0 �.�/��
���F������ 0	��.9 ����0��� � 0	��.� �
�	.@��	 �����	'	 ��.�, ?�	 	����
/���7 /�	 Ω→ ∞, �	'�� �� �-��5���� GL,*6>H �.�����E

y(t) = x(t) = vt−
μgt2

2
, t ≤ τcl ≡

v

μg
, GL,*88H

'�� τcl O �.����/���	� ���/���� ���0��� 	����	��, �	�.� 	����	�� �0��0E
x(t) = x(τcl), &-��5���� GL,*8(H :�� Ω→ ∞ � τ = τcl :����0��� ���

y(t) − x(τcl) = 0, t > τcl. GL,*8+H

��F���� GL,*88H7 GL,*8+H ��	
��5��	 �� ���, L,*+, ����0 	
���	07 ����07
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dx

dt

1

2

3

t

1, 2, 3

9��
 U
��
 9("����7� %(,�(�&7 ,�<���� � � 2�(������2�� ,�<����P
� � ,�<���� #�� ��"0(���%�1� 2�,���(P � � ,�<���� �,� mM

/�	 	���0 �� :����.9�-1 �.�/��� ��F��� ����/� �. ���F�����	� 0	��.�
�.��� ��F����

z(t) = lim
c→∞ x (t, c,m) = lim

c→∞y (t, c,m) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
vt −

μgt2

2
, 0 ≤ t ≤ v

μg
;

v2

2μg
, t >

v

μg
,

�	�:���@A�� � �.����/����0 ��F����0 GL,3=H, ����0 	
���	07 2���/�����
�0-�. ��F��� GL,3=H ���. 	/�����-0,

�<���% K� 9�	����+ �����'  
����  ���� ��	�� ��

����0	���0 ��:��9 �.�/��7 �	'�� 0���� ������� ���/���.9�	 0��9F� 0���
�- '����7 �	�	�-� � :����.� :��m/M→ 0 :	��	.�� :	.�/��9 0	��.9 � 
���
0���	�-0 ������	0, 4���-� �.�/�� :�������.�� �������7 ��� ��� � ���.9�	0
���5���� � ��.� 	������.������ �	.9�	 �.	� ��/���@A� 0�.	� �	.A��-7
:��.�'�@A�� � �	��������@A�� :	���1�	���, �����/����7 ������ ��0�	.��
������ �	
	� ��5�@@ '���9 ��.�,

��.� :��������9 ��
� ��.	 � ���� ��
� �-�	�	� h G��.�� �/������7 /�	
h ��0����� � �����0����1H � :���:	.	5��97 /�	 	������.������ �	.9�	
	��� ��5��� ��	0���-� �.	�7 �0�@A�� �	.A��� 10−8 �07 �	 0���� ���'	 ��.�
M+m 
���� 	��	���9� � 0���� m ��5��'	 �.	 ���

m +M

m
=
h (�0)
10−8 �0

= 108 h.

����0 	
���	07 	��	F����M/m ���9 	'�	0�	� /��.	, &�.�/���Ω ���5�
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:�������.�� �	
	� 
	.9F	� /��.	E

Ω2 = ω2 +ω20 = c

(
1

m
+
1

M

)
≈ c

m
,

:	��	.9�� 0���� m O 0�.�7 � 5����	��9 c O ��.���,
 � �-��5��� GL,*63H ����	7 /�	 ẋ 0	5�� 	
�����9� � ��.9 �� �	.9�	

����� �.�'��0	'	 μgt7 �	 ���5� ����� :	�.����'	 �.�'��0	'	, ���/�0 ���0 τ7
�	'�� ẋ 	
�����9� � ��.97 ���90� 0�.	7 �
	 Ωt ��.��	 ��5� :�� 	/��9 0��
.-1 t, ����:	.	5�0 �. :�	��	�-7 /�	

Ωτ 1 ⇒ sinΩτ ≈ Ωτ. GL,*8;H

"
	��	����� ����	'	 :���:	.	5��� :���	���� ��5�, � �/��	0 GL,*8;H
�� �������� GL,*8)H :	.�/��0E

v− μgτ−
M

m
μgτ = 0 ⇒ τ ≈ m

M

v

μg
⇒ Ωτ ≈

√
c

M

v

μg
. GL,*8=H

<�0���07 /�	 v/(μg) ���9 ���0 	����	�� �����0-7 ��.� �� ����0�������9
��� �
�	.@��	 5����	� ��.	�, ��� ����	 �� ��	�	� 2	�0�.- GL,*8=H7 2�����
/���	� ���0 	����	��7 � �/��	0 	����� �. m/M7 ���	��0���0	 0��9F�E

τ =
10−8 τcl

h (�0)
 τcl.

"����0 /���	�� Ω, �� 0	5�	 	�	5�����.�9 � ���F�� /���	�	� ����'	�
�-1 �	.�
���� ��
� � �����:.���	� ��5��� '���9@, "����� :�	����0 0��	�
�	0 �����, ����0�A���� �::�	���0������ 2�����0�

u = Ay cos(ω∗t), υ = w = 0,

'�� u7 υ7 w O �0�A���� �	/�� ��
� ��	.9 	��� x7 y7 z �		����������	, <���9 y
�0��� �0-�. �		������ � �� �	�:����� � ��0 y7 �	�	�-� ��:	.9�	��.� �����,

&-/��.�0 ������/����@ D���'�@ ��
�E

T =
1

2

∫
(V)

ρ(u̇2 + υ̇2 + ẇ2)dV =
1

6
mω2∗A

2 sin2(ω∗t)h
2 ⇒

⇒ Tmax =
1

6
mω2∗h

2A2,

'�� ρ O :.	��	��9 0������.� ��
�, ?���'� ��2	�0���� ��
� �����E

Π =
1

2
GA2V cos2(ω∗t) ⇒ Πmax =

1

2
GA2V,
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'�� V O 	
C�0 ��.�7 G O 0	��.9 ����'�,  � ��.	�� Tmax = Πmax ��1	��07
/�	 ���F� /���	�� ����'	�-1 �	.�
���� ��
�

ω2∗ ≈
3G

ρh2
. GL,*8>H

�/��-��7 /�	 Ω ≈ ω∗7 �. 5����	��� c � ��.�/��- Ωτ :	.�/��0 2	��
0�.-

c =
3GV

h2
, Ωτ =

mv

μMgh

√
3G

ρ
. GL,*83H

4	:����07 ��
 ��'	�	�.�� �� ���.�E

G = 0, 83 · 106 �'
�02
, ρ = 7, 8 · 10−3 �'

�03
.

�	'�� 2	�0�.- GL,*8>H � GL,*83H ��@�√
c

M
=
5, 6

h3/2
, Ωτ =

0, 00056

h2
v

μg
. GL,*+)H

 � GL,*+)H ����07 /�	 �		��	F���� GL,*8;H ����F���� .�
	 �. 
	.9F�1
��	�	���� v7 .�
	 �. 	/��9 0�.-1 μ � h, �	���	7 /�	 �. 
	.9F������
���.9�-1 �������� GL,*8;H � �-����@A�� �� ��'	 �.������ �:�����.��-,

 ���7 �� ��.	5���	'	 �.�����7 /�	 ��5� '���9 ��
� G������ � �����
/� GL,*66H7 GL,*68HH 	������.������ :�����/���� 0'�	����	7 � �	 ���0 ���
	����F�� /���9 ��.� :�	�	.5��� ���'��9�,

&����0� � ���.��� ��F��� GL,*6>H7 GL,*8(H, ��� m/M  1 � Ωt  1

��F���� GL,*6>H 0	5�	 ��:����9 � :��
.�5���	� 2	�0�E

x = vt−
μgMt2

2m
, y = vt, t ≤ τ, GL,*+*H

� ��F���� GL,*8(H :����0��� ���

y(t) − x(τ) =
v

ω
sin
[
ω(t − τ)

]
, t > τ, ω =

√
c

M
. GL,*+(H

�	'.���	 GL,*8*H7 GL,*+(H7 ��.�7 �������@A� �� ������ :�� ���0���1
t > τ7 �-'.��� ���E

Ffr ≈ −c
[
y(t) − x(τ)

]
= −v

√
cM sin

[
ω(t − τ)

]
.
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��.� 0	��.9 D�	� ��.- �� :���-��� ��.�/��� μgM7 �	 :�� ���1 t > τ
������ 
���� 	������9� � :	�	�, 4. �-:	.���� D�	'	 ��.	�� ��	
1	��0	7
/�	
- ��/�.9�� ��	�	��9 ��	�.���	�.� �����������

v ≤ vc, vc = μg

√
M

c
=
μg

ω
, GL,*+6H

'�� vc O �����/���� ��	�	��9,
��.� ��.	��� GL,*+6H �� �-:	.����7 �	 ����������	 Ffr ≤ μgM :	��	�

.�� ����� �������. ���0���7 '�� �:�����.��	 ��F���� GL,*+(H, �	�.� D�	'	
��	
1	��0	 ��F��9 ����/� �	F� � �	�-0� ��/�.9�-0� ��.	��0�,

��� �-:	.����� ����������� GL,*+6H7 � �	/�� ����� :��0����� ���	��
��.	�� ����0�������0	� ��.	 0'�	����	 	������.������7 1	� �'	 ����� 0���
� 0	0��� ���0��� t = τ �0��� �	��/��@ ��	�	��9E

ẏ
∣∣
t=τ

= v− μgτ+
μg

Ω
sinΩτ ≈ v− μgτ+ μgτ = v.

��� t > τ ����� 0��� ��.� �	���F��� 0�.-� �	.�
���7 � �	���������
@A� :	���1�	��9 ��:	���5��, � �	/�� ����� :	���:���.9�	'	 ���5���
��.	 ��1	���� � :	�	�,

 � 2	�0�.- GL,*8=H ����07 /�	 ���0 �	 	����	�� ��.� 0	5�� 
-�9
���/���.9�	 0��9F�7 /�0 :���:��-���0	� P�.����/����0Q ��F����0 ���0
τcl = v/(μg), & :����.� :�� m/M→ 0 ���0 �	 	����	�� ������� ��.@7 �
0- :	.�/��0 ��F���� GL,3>HE

z(t) = lim
m→0 x (t, c,m) = 0, ż = lim

m→0 ẋ (t, c,m) =

{
v, t = 0;

0, t > 0.

����0 	
���	07 	
� ��F��� GL,3=H � GL,3>H7 �	:�����0-� ���	�	0 ��.	�
��7 �� ��0	0 ��.� �	.5�- :����0��9� �	 ���0����7 ��� �.@A��� �	/�
�-0� :����.�0� ���F�����	� ����/�, &�5�	 :	�/������97 /�	 �-
	� 0�5�
�� D��0� ���0 ��F���0� ���	�0	5�	 	��A������9 
�� ���.��� �	'	7 ���
�0���	 ����	��	 ��.	7 �/���@A��� � :����.� �
�	.@��	 �����-0, �	.�� ���
��5�-0 �.����� �/����9 ��F���� GL,33H7 � �	�	�	0 :���0��� τ �.����� ����
�0�������9 ��� 2���/����@ 1������������� ����0�������0	� ����/�,

�<���) �
 �#�����

��F���� GL,3>H ���-����� '�:	���	� �.����, &-F� 
-.	 :	�����	7 /�	
�� ��0	0 ��.� D�	 �� '�:	����7 � ���90� ��5�	� �.������� ���������	� :	����
�	��� ���1 ����/ � ��.	�	����0 ������0, "
-/�	� �	���5���� :�	��� '�:	���
�- �.���� �	.5�	 
-�9 	��.	���	7 ��.� :����0���� :����.9�� �����	���
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2������ z(t) � �����0� GL,3+H, 4. ��F��� GL,3=H �:	.�� 0	5�	 ��:	.9�	�
���9 ��� ���.�/�-1 �����:�������7 �, �, 2�����@ z(t) 0	5�	 ����0�������9
.�
	 ��� :	.	5���� ������ 0���7 .�
	 ��� :	.	5���� :	���1�	��� �	������,
"����	 �. ��F��� GL,3>H ���9 �	.9�	 	��� �����:������, ?�	 	���/���7
/�	 � 	
A�0 �.�/�� 2����� z(t) � �����0� GL,3+H �	.5�� ����0�������9�
��� :	.	5���� �	/�� �� :	���1�	��� �	������,

��� 
-.	 :	�����	 �-F�7 �	/�� :	����	��� ����/� 	 ���5���� ��.� :	
F��	1	���	� :	���1�	��� :���	��� � ����0����	� �����0� ���������, ?�	
:�0	� �������� �� ���'�.��	��9 ����	� ����/�7 :	��	.9�� :�	
.�0� ��0-�
���� ����/� �	 0�	'�1 �.�/�1 �� 0	5�� 
-�9 ��F��� ����������-0 	
���
�	0, &-F� ��:	.9�	��.	�9 ���������	� ��0-����� �����0- GL,36H, & ����.9�
���� :	.�/�.��9 ��0����� �����0�7 �	 �	����.� �	�� :�	
.�0�, � �0���	7
�0-�. 2������ z(t)7 ���	'	 '	�	�7 	���.� ��	:����.���-0, �	5�� 
-�97
��0-����� �����0- 
-.	 ���.��	 �.�F�	0 '��
	 � :�0	.�����	7 � ����/�
	�	0���.� ��07 :	�
�	��� 
���0-�.���	� ��F����`  .�7 0	5�� 
-�97 ����	�
�� ��'��.������� ��0 	 ���	0��	 ��5�	0 2����7 �	�	�-� 0- �	.5�- :���
��0��9 �	 ���0����` "�����0 �� D�� �	:�	�- :	��A�� ����-� :	������.,

4. :�����/����1 ��.�� ��0�	'	 .�/F� ��:	.9�	���9 ���F������@ 0	�
��.9, & D�	0 �.�/�� ��5�	 	:����.��9 5����	��9 :��5��- c, "/�����	 �	�
	��	F���� c ∼ 1/h7 '�� h O �����	��� 0�5�� �����	0 0��� � :	���1�	��9@
�	������, �	D�	0�7 ��.� 0- ����0	���0 F��
� �� .9��7 D��:���0��� :	������
��� ��F���� GL,3=H, "����	7 ��.� 0- ����0	���0 ���5�-� F��2 �� :������
�	0 :	.�7 D��:���0���7 ���	0����	7 :	�������� ��F���� GL,3>H, ?�	 	���/���7
/�	 ��������� ��.� �	.5�� �.��9 �� ���0 	����	��, <�0���07 /�	 �	 0�	'�1
�.�/�17 ��.� 0- 1	��0 ��
�5��9 :�	���	��/�� ����	'	 �	��7 	/��9 ��5�	
:����0��9 �	 ���0���� ��F���� GL,3>H, & ����.9���� :�	������	'	 ���.���
���.��	 ��� �.@/��-1 �-�	��,

&	�:���-17 2����� z(t) 1������������ :	.	5���� �	/�� :	���1�	���
�	������7 � �� :	.	5���� ������ 0���, ?�	 ����� ���0��� �������	��-� �	��
��5��� :�	��� ��:	.9�	���� ��F��� � 0'�	����	� 	����	��	�7 :	��	.9��
0'�	����	 G�.� :�����/���� 0'�	����	H 	������.������ ��.	 
���	��/�	 0��
.	� 0���-,

&	���	�-17 ��� ��F��� GL,3=H � GL,3>H ��.9� :	��0��9 ���7 /�	 � ����
������.9�	��� ���.������ 	��	 �� ��1, �� ��0	0 ��.� D�� ��F��� ��@�
��0 �	.9�	 ���1�@@ � ��5�@@ '�����-7 0�5�� �	�	�-0� ��1	���� ������
�	� ��F����, ��� D�	0 ������	� ���5���� ��.� ���	�0	5�	 ����� �� ������
0- GL,3+H,

��� � .@
-� ��	����/����� �����5����7 :��������-� �-�	�- ���
�@�
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D��:���0����.9�	� :�	�����, ��	����0 �.���@A�� 0-�.���-� D��:���0���,
&	�90�0 ���5�-� F��2 � ��	0 '	���	���.9�-1 :	.	� �. ���', B��2
�	.5�� 
-�9 .�'��0 � 5�����07 ����	.9�	 D�	 �	�0	5�	, ��	0� �	'	7 � F���
2� �	.5�� 
-�9 
	.9F	� '���7 �	�	�-� 0	5�	 ���0�����9 �� 	��	� :	.��,
��:��9 0	5�	 ��/��9 D��:���0���-, ����������.9�	 ��0���07 /�	 � �	/��
����� �����0- GL,3+H �� �0��� �����	'	 ���/���7 �� ���	� :	.�� ��1	����
'���, ��	����0 ����@ D��:���0���	�7 � ��5�	0 �� �	�	�-1 
���0 �������9
	��� � �� 5� ��/�.9��@ ��	�	��9, & :���	0 D��:���0���� '��� ��1	���� ��
��5��� :	.��,  �0���0 �����	���7 :�	�����	� ���5�-0 F��2	0 :	 �����
���, ��.� ����� 0��� F��2� � '���	0 ���:	.	5�� �	����	/�	 
.���	 � :	.�7
�	 	� :�	���� �����	���7 
.���	� � :����������	0� �.����/����0 ��F����0,
���2�� ��	�	��� �	/�� �� :	���1�	��� �	������ 
���� 
.��	� � .���� * ��
���, L,*+, &	 ��	�	0 D��:���0���� '��� ���:	.	5�� �� ��	�	� :	.�� �����, &
D�	0 �.�/�� ����� 0��� F��2� � '���	0 
���� �-F�7 /�0 � :���	0 D��:���0���
��,  �0����� :	��5��7 /�	 F��2 :�	���� :	 ������� 0��9F�� �����	���7
/�0 � :���	0 D��:���0����, ���2�� ��	�	��� ���5� :���0������ �.��	, �	�
��	� D�� D��:���0���- � :	���0� '��� ��� �-F� � �-F�7 0- �����07 /�	
'��2�� ��	�	��� 
���� :��5�0��9� � 	�� 	������7 � :�	�����	� :	 �������
�����	��� 
���� ����	���9� ��� 0��9F� � 0��9F�, �	��/�	7 ��� �������	�
�	��� �:���.����-� 1�������, "����	 �����	 �	0�����9� � �������	07 :	�
��	.9�� �0���	 ���	� :	������� ��.� :�������-����� ����.9����0� ���.���
:	������ ���F�����	� 0	��.�,

 ���7 ����07 /�	 ��F��� GL,3=H � GL,3>H ���������.9�	 ��@� �	.9�	 '���
���-7 � �	�	�-1 ���:	.	5��	 ���	0	� ��F����7 �	 ��0	 ��F����7 	:��-��@�
A�� ������	� ���5���� ��.�7 ��A�������	 ������� 	� �-�	�- ���:	.	5���
������ 0���, ?�	� :���0��� �		
A� �� �1	��� � �����0� GL,3+H,  0���	 :	
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