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Введение 
 

Тонкостенные стержни — элементы конструкций и сооружений цилиндрической или 

призматической формы, у которых все три характерных измерения (толщина, наибольший 

размер поперечного сечения и длина) выражаются величинами различных порядков, т. е. 

первая значит, меньше второй, а вторая — меньше третьей [1]. Тонкостенные стержни 

находят широкое применение в строительных конструкциях (стальные и алюминиевые 

прокатные, составные и гнутые профили, железобетонные тонкостенные элементы, 

кессонные конструкции и т. п.), а также в машиностроении, самолетостроении и т. д. 

Различают тонкостенные стержни открытого профиля швеллер, двутавр и др. и закрытого 

профиля (напр., коробчатого). 

В отличие от обычных (сплошных) стержней, тонкостенные стержни обычно 

рассматриваются при расчете как пространственные конструкции; специфика их работы 

связана с деформацией контура поперечного сечения. С точки зрения расчета тонкостенные 

стержни представляют собой оболочки. Эффективный общий метод расчета тонкостенных 

стержней с учетом деформации контура поперечного сечения разработан В. 3. Власовым. 

Оп основан на применении т. н. вариационных принципов и на сведении 

дифференциальных уравнений в частных производных цилиндрических или 

призматических оболочек к обыкновенным дифференциальным уравнениям. 

Методы расчета теории стержней основаны на предположении о недеформируемости 

контура поперечного сечения, которые и будут использоваться в данной работе. 

Стоит заметить, что модули жёсткости на растяжение, изгиб и кручение хорошо 

известны и приведены во всех справочниках [2]. Интерес представляет модуль жёсткости 

на поперечный сдвиг. Существует формула для коэффициента сдвига 𝐴 = 𝑘𝐺𝑆. Зависимость 

от 𝐺 и 𝑆 вопроса не вызывает, интерес представляет значение 𝑘 и его нахождение. 

Основоположником теории расчета тонкостенных стержней следует считать проф. С. 

П. Тимошенко, который еще в 1905— 1906 гг. при рассмотрении вопроса об общей 

устойчивости двутавровой балки исследовал изгибающее действие кручения и вывел 

формулу угла закручивания балки с одним заделанным концом, которую проверил также 

опытным путем [3]. Были предложены различные искусственные приемы отыскания 

корректирующего коэффициента 𝑘 в уточненных теориях, основанных на сдвиговой 

модели Тимошенко. Все эти приемы являются приближенными. При построении 

уточненных уравнений, как математических аппроксимаций краевой задачи динамической 

теории упругости, не требуется введения каких–либо искусственных величин. Поэтому из 

сравнения математических аппроксимаций с соответствующими уточненными теориями, 
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содержащими искусственные величины, можно найти формулы для корректирующих 

коэффициентов, иногда в явном виде. 

Целью данной работы является определение коэффициентов сдвига прямолинейных 

тонкостенных стержней на основании численного эксперимента. Также требуется провести 

исследование влияния формы сечения стержня на коэффициент сдвига.  
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Глава 1  

Методы определения упругих модулей 
 

Существует два метода определения упругих модулей стержней. Оба эти метода 

основаны на сравнении результатов решения трехмерных задач с результатами решения 

соответствующих задач теории стержней. Первый метод основан на использовании 

динамических тестовых задач и заключается в сравнении собственных частот. Второй 

метод основан на решении статических задач. При этом сравниваются величины, 

характеризующие напряженно-деформируемое состояние. Тензоры жесткости не зависят 

от деформации, поэтому они могут быть определены по данным линейной теории. Модули 

упругости будем находить при помощи статического метода. Суть этого метода 

заключается в следующем: решается задача о статическом деформировании по теории 

стержней, в результате чего находятся перемещения и повороты. Затем та же задача 

решается по трехмерной теории, либо проводится физический эксперимент, в результате 

которого также находятся деформации. Важный момент статического метода определения 

модулей упругости является выбор формул, связывающих между собой характеристики 

состояния трехмерного тела и состояние соответствующей модели стержня.  

Рассматривается тонкий стержень, моделью которого является кривая. Чтобы задать 

кривую в пространстве необходимо определить вектор-функцию скалярного аргумента: 

𝒓 = 𝑟(𝑠), 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑙 , где s —  это длина дуги кривой, 𝑙 — длина кривой. Используется 

прямолинейная система координат.  

 
Рис. 1: Модель стержня 

 

На Рис 1. Вектор t это орт касательной к оси стержня, n орт главной нормали.  

Внутренняя энергия для линейной теории стержней имеет вид:  
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                                                  ρ0𝐮 = ρ0𝐮 +  
1

2
𝐞・𝐀・𝐞 +

1

2
𝐤・𝐂・𝐤                                              (8) 

Где ρ0 — удельная плотность стержня. A, C — это тензоры модулей упругости, 

которые имеют вид: 

                                 𝐀 =  𝐴𝑥𝐢𝐢 +  𝐴𝑦𝐣𝐣 +  𝐴𝑧𝐤𝐤,          𝐂 =  𝐶𝑥𝐢𝐢 +  𝐶𝑦𝐣𝐣 +  𝐶𝑧𝐤𝐤                       (9) 

Тензор A влияет на растяжение и сдвиг, а тензор С на изгиб и кручение. 

Величины, характеризующие изменение формы тела в каждой точке, называются 

линейными векторами деформации: 

                                                           ε =  𝐮′ + 𝐭 × 𝜓 ,          κ = 𝜓′                                                    (10) 

Из выражения для внутренней энергии следуют соотношения Коши-Грина: 

                                                              
𝜕ρ0𝐮

𝜕𝒆
= 𝑵,           

𝜕ρ0𝐮

𝜕𝒌
= 𝑴                                                      (11) 

Здесь 𝑵 — сила, приложенная к стержню,  𝑴 — момент. 

Выражение для законов динамики: 

                                          𝐍′ +  ρ𝐟 (s) =  0,          𝐌′ +  𝐭 ×  𝐍 +  𝐦(s) = 0                                  (12) 

Стержень – это модель тонкого трёхмерного тела. Потребуем, чтобы количество 

движения и кинетический момент у модели и у трёхмерного тела (прообраза) совпадали бы 

между собой. В результате придём к следующим уравнениям: 

                                                        ρ0(𝑽 + 𝚯1・𝛚)  = ∫ ρ𝐮̇(3)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆

                                               (12) 

                                        ρ0(𝑽・𝚯1 + 𝚯2・𝛚)  = ∫ ρ(𝐚′ + 𝐮∗) × 𝐮̇(3)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆

                               (13) 

где ρ — объемная плотность массы материала стержня, 𝐮(3) — вектор смещений точек 

трехмерной среды, 𝐚 — вектор положения точек поперечного сечения, 𝑆 — площадь 

поперечного сечения. ρ0 = ρ𝑆 — удельная плотность стержня, 𝚯1, 𝚯2 — тензора инерции, 

𝐮∗ = 𝐮(3) − 𝐮, 𝑽 — скорость,𝐚’ =  𝐏 ・𝐚, P — тензор поворота, 𝛚 — угловая скорость, 

которая вычисляется по формуле: 𝛚 =  −
1

2
 (𝐏・𝐏𝐓)× ̇ . 

В линейной теории приводимые уравнения существенно упрощаются [4]: 

                              ρ0𝐮 = ∫ ρ𝐮(3)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆

  ,          ρ0𝚯2・𝜓 = ∫ ρ𝐚 × 𝐮(3)𝑑𝑥𝑑𝑦,
𝑆

                      (14) 

Таким образом, будем находить модули жесткости на основе выбранного метода 

решения: совпадение количества движения и кинетического момента у модели и у 

трехмерного тела. 

Для оценки точности данного метода рассмотрим тестовую задачу — определение 

модуля на растяжение. 
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Рис. 2: Растяжение стержня 

Рассматривается стержень длиной 𝑙. Один конец стержня жестко закреплен, то есть 

этот конец не может ни поворачиваться, ни перемещаться. На другой конец действует 

продольная сила 𝐍 = 𝑁0𝐤. 

Продольная сила – внутреннее усилие, равное сумме проекций всех внешних сил, 

взятых с одной стороны от сечения, на ось стержня. Примем следующее правило знаков для 

продольной силы: растягивающая продольная сила положительна, сжимающая – 

отрицательна. 

Из соотношения Коши-Грина (11) находим: 

                                                                               𝐍 = 𝑨・𝐞                                                                      (15)      

Отсюда следует, что линейный вектор деформации при растяжении стержня будет 

выражаться через силу и модуль жесткости 𝐴𝑧 следующим образом: 

                                                                             𝐞 = 𝑁0

1

𝐴𝑧
𝐤                                                                    (16) 

В силу отсутствия изгиба стержня, угол закручиванию будет равен нулю, тогда 

получаем выражение для перемещений сечений стержня при растяжении: 

                                                                         𝐮(z)   =  
𝑁0𝑧

𝐴𝑧
𝐤                                                                  (17) 

Здесь z — координата сечения. 

Ранее было сказано, что для нахождения модулей жесткости необходимо совпадение 

количество движения и кинетический момент у модели и у трёхмерного тела. Поэтому 

подставляем найденное перемещение (17) в формулу (14). Отсюда получаем 𝐴𝑧 — модуль 

жесткости на растяжение: 

                                                                           𝐴𝑧  =  
𝑁0𝑧

u(3)(𝑧)
                                                                  (18) 

Хорошо известна формула для модуля жесткости [5]: 

                                                                               𝐴𝑧0  =  ES                                                                     (19) 

Где E —  модуль Юнга, S — площадь поперечного сечения. 
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Сравним результаты вычислений модуля жесткости по известной формуле (19) и по 

полученной (18). Для этого введем относительную погрешность измерений 𝛿: 

                                                                    δ =
𝐴𝑧 − 𝐴𝑧0

𝐴𝑧0
・100%                                                          (20) 

Решение соответствующей задачи по трехмерной теории строилось в пакете Abaqus. 

Рассматривался стержень длиной 𝑙 = 1м. Поперечное сечение стержня — П – образный 

профиль (швеллер) площадью 𝑆 = 0,02858м2. (Характерные размеры стрежня a(толщина) = 

0.02м, b = 0.5м, c = 0.429. (Рис. 4)). Материал стержня — медь (модуль Юнга 𝐸 = 1,14・ 

1011 Па). Приложенная сила 𝑁 = 500кН. Вычисления проводились при количестве 

элементов 𝑛 = 14300. В результате решения было найдено 𝐮(3)(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≈ u(3) (𝑧)k. С учетом 

того, что ρ0 = ρ𝑆. 

  

Рис. 3: Модель стержня в программе Abaqus               Рис. 4: Характерные размеры  

                 сечения 

Построим график зависимости относительной погрешности величин 𝐴𝑧 и 𝐴𝑧0 от 

безразмерной координаты сечения стержня ξ = 
𝑧

𝑙
 для рассматриваемого случая: 

 

Рис. 5: Относительная погрешность величин  𝐴𝑧  и 𝐴𝑧0 
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По этому графику видно, что чем дальше от заделки находится координата сечения, 

тем меньше погрешность между известной и полученной формулами. 

Если моделировать данную задачу при крупной сетке, то относительная погрешность 

получается более 2%. Поэтому для достижения более точного результата рассматривалась 

более мелкая сетка, у которой количество элементов n = 14300 (Рис. 6). Величина 

относительной погрешности в этом случае оказалось около 1%. 

 

 

Рис. 6: Сходимость метода 

 

Согласно принципу Сен-Венана [6] не будем учитывать погрешность измерений на 

концах стержня. Тогда видим, что кривая, характеризующая относительную погрешность, 

меняет своё значение в пределах одного процента. 
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Глава 2  
 

Постановка задачи для определения коэффициента сдвига 
 

Рассматривается задача изгиба стержня длинной 𝑙 (см. рис. 7). Один конец жестко 

закреплен, на втором конце действует поперечная сила N = 𝑁0𝒊. Решение будем искать в 

виде: u = −𝑢i, 𝜓 = 𝜓j. Имеем:  

                                       𝜓1 =
𝑁0

𝐶𝑦
z (𝑙 −

𝑧

2
),           𝑢1 =

𝑁0

𝐴𝑥
𝑧 +

𝑁0

2𝐶𝑦
(𝑧2𝑙 −

𝑧3

3
)                             (21) 

Здесь 𝑢1 — перемещение стержня со свободным концом, 𝜓1 — угол поворота сечения 

стержня со свободным концом, 𝐴𝑥 — модуль жесткости на поперечный сдвиг, 𝐶𝑦 — модуль 

жесткости на изгиб [7]. 

Решение (21) содержит два неизвестных модуля упругости. Для их нахождения 

существует следующие способы: 

1. Считаем изгибную жесткость известной величиной. Подставляем перемещение в 

первую формулу (14) и находим жесткость на сдвиг. 

2. Подставляем выражения (21) в уравнения (14) и получаем систему из двух 

уравнений с двумя неизвестными. В результате находятся жесткость на сдвиг и 

изгибная жесткость. 

Но при вычислении может возникнуть проблема. В формуле для перемещения 

слагаемое содержащее жесткость на сдвиг является поправочным. Поэтому для его 

определения задача должна быть решена с высокой точность. Формула (14) содержит 

интегралы от перемещений, которые находятся в результате решения трехмерной задачи. В 

конечно-элементном пакете мы находим набор дискретных величин. Значит в формуле (14) 

нужно вычислять римановы суммы, а это вносит погрешность. Модуль жесткости на 

кручение 𝐶𝑦 также вычисляется с погрешностью. Угол поворота сечения и перемещение 

для стержня с двумя заделками: 

При решении этой задачи нужно раскрыть векторное произведение в правой части 

формулы (14). Из-за большого количества узлов погрешность будет большой. Чтобы 

избежать эту проблему нужно решить две задачи: изгиб стержня со свободным концом и с 

заделкой, как показано на Рис 7.  
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Рис. 3: Постановка задачи для изгиба стержня 

 

Угол поворота сечения и перемещение для стержня с двумя заделками: 

                                        𝜓2 =
𝑁0𝑧

2𝐶𝑦

(z − 𝑙),           𝑢2 =
𝑁0

𝐴𝑥
𝑧 +

𝑁0

2𝐶𝑦
(

𝑧2𝑙

2
−

𝑧3

3
)                              (22) 

где 𝑢2 — перемещение стержня с заделкой с двух сторон, 𝜓2 — угол закручивания 

стержня с заделкой с двух сторон. Переходим к относительной координате сечения, делая 

замену     𝜉 = 𝑧/𝑙. Получаем итоговую формулу для модуля жесткости на поперечный сдвиг: 

                                                           𝐴𝑥 =  
3ξ𝑙𝑁0

2𝑢2(3 − ξ) − 𝑢1(3 − 2ξ)
                                                 (23) 

Перейдем от найденного модуля жесткости на поперечный сдвиг к коэффициенту 

сдвига: 

                                                                                 𝑘 =  
𝐴𝑥

GS
                                                                       (24) 

Здесь 𝐺 — модуль сдвига, 𝑆 — площадь поперечного сечения. 
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Результаты 
 

Задача была смоделирована в программном конечно-элементном комплексе Abaqus 

для нахождения численных значений коэффициента сдвига.  

В ходе проведения экспериментов использовалось два типа элементов: квадратные 

четырехугольные элементы типа S8R для моделирования тонкостенного стержня и 

балочные элементы типа B31. Элементы типа B31 использовались на краю стержня, к 

которому была приложена поперечная сила N = 106 H. В случае, если не использовать это 

дополнение, то конструкция начинает деформироваться как оболочка и теория стержней 

дает большую ошибку. Для линейных элементов модуль Юнга 𝐸 = 1,14・ 1015 Па. 

Рассматриваются стержни длины 𝑙 = 1м с одинаковой площадью сечения для 

большинства форм равной 0,02858. Общее количество элементов, когда рассматривается П 

– образный профиль (швеллер): 𝑛 = 14300, когда прямоугольники и квадраты: 𝑛 = 19190, 

когда прямоугольники с одинаковыми моментами инерции 𝑛 = {15400; 20200} (Площадь в 

этом случае S ~ 0,043). Введём в рассмотрение следующие величины: 𝜉 — это позиция 

сечения от жесткого закрепления, k — коэффициент сдвига,  𝐽𝑥, 𝐽𝑦 — моменты инерции.  

Рассматривались следующие поперечные сечения стержня с характерными размерами 

a, b, c, где a — толщина: 

1. П – образный профиль (швеллер) (Рис. 4, таблица 1). 

2. Швеллер с сохранением одного из моментов инерции постоянным (𝐽𝑥  = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

(Рис. 5),  𝐽𝑦  = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (Рис. 6,)). 

3. Прямоугольник с разным, а также одинаковым произведением моментов инерции 

(Рис. 7, таблица 3). 

4. Квадрат (Рис. 8, таблица 4) 

 

Рис. 4 Рис. 5 Рис. 6 
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Рис. 7 

 

Рис. 8 

 

№ a, м b, м с, м 𝜉, м 
Коэф. 

сдвига 
𝐽𝑥 𝐽𝑦 

1 0,02 0,3 0,829 

0,4 0,3144 

0,00024644 0,00301163 0,6 0,2843 

0,9 0,2783 

2 0,02 0,35 0,729 

0,4 0,3870 

0,00036218 0,00250601 0,6 0,3581 

0,9 0,3509 

3 0,02 0,4 0,629 

0,4 0,4608 

0,00049476 0,00199702 0,6 0,4361 

0,9 0,4279 

4 0,02 0,45 0,529 

0,4 0,5359 

0,00064083 0,001506 0,6 0,5176 

0,9 0,5089 

5 0,02 0,5 0,429 

0,4 0,6124 

0,00079139 0,00105207 0,6 0,6013 

0,9 0,5927 

6 0,02 0,55 0,329 

0,4 0,6900 

0,00093746 0,00065431 0,6 0,6843 

0,9 0,6771 

7 0,02 0,6 0,229 

0,4 0,7663 

0,00106668 0,00033521 0,6 0,7625 

0,9 0,7578 

8 0,02 0,65 0,129 

0,4 0,8342 

0,00116331 0,00011161 0,6 0,8297 

0,9 0,8267 

 

Таблица 1: Зависимость коэффициента сдвига от формы сечения швеллера. 
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В следующей таблице значения a = 0.02, b = 0.5, c = 0.429, где a — толщина (Рис. 4) 

сохраняют свое значение на протяжении всего эксперимента. 

 

№ Особенности сечения 𝜉, м 
Коэф. 

сдвига 
𝐽𝑥 𝐽𝑦 

1 
Без изменений 

(как на Рис. 4) 

0,4 0,6124 

0,00079139 0,00105207 0,6 0,6013 

0,9 0,5927 

2 

Боковые стены сместили 

внутрь на 0,015м каждую 

(Рис. 5) 

0,4 0,6161 

0,00079139 0,00092735 0,6 0,6080 

0,9 0,6027 

3 

Боковые стены сместили 

внутрь на 0,05м каждую 

(Рис. 5) 

0,4 0,6270 

0,00079139 0,00067229 0,6 0,6218 

0,9 0,6182 

4 

Боковые стены сместили 

внутрь на 0,1м каждую 

(Рис. 5) 

0,4 0,6317 

0,00079139 0,00039364 0,6 0,6281 

0,9 0,6264 

5 

Боковые стены сместили 

внутрь на 0,125м каждую 

(Рис. 5) 

0,4 0,6296 

0,00079139 0,00029139 0,6 0,6254 

0,9 0,6243 

6 
Перекладину сместили вниз 

по сечению на 0,05м (Рис.6) 

0,4 0,5765 

0,00065656 0,00105207 0,6 0,5638 

0,9 0,5565 

7 

Перекладину сместили вниз 

по сечению на 0,075м 

(Рис.6) 

0,4 0,5699 

0,00060038 0,00105207 0,6 0,5561 

0,9 0,5494 

8 
Перекладину сместили вниз 

по сечению на 0,1м (Рис.6) 

0,4 0,5697 

0,00055094 0,00105207 0,6 0,5553 

0,9 0,5494 

9 
Перекладину сместили вниз 

по сечению на 0,2м (Рис.6) 

0,4 0,6072 

0,00043184 0,00105207 0,6 0,5978 

0,9 0,5937 

 

Таблица 2.1: Зависимость коэффициента сдвига в зависимости от  𝐽𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 или 𝐽𝑦 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, когда в сечении швеллер. 

 

Следующая таблица с результатами является продолжением предыдущего 

эксперимента, но с другими характерными значениями сечения a = 0.02, b = 0.4, c = 0.629, 

где a — толщина (Рис. 4). Эти значения также сохраняют свое значение на протяжении 

всего эксперимента 
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№ Особенности сечения 𝜉, м 
Коэф. 

сдвига 
𝐽𝑥 𝐽𝑦 

1 
Без изменений 

(как на рис. 4) 

0,4 0,4608 

0,00049476 0,00199702 0,6 0,4361 

0,9 0,4279 

2 

Боковые стены сместили 

внутрь на 0,05м каждую 

(Рис. 5) 

0,4 0,4771 

0,00049476 0,00153409 0,6 0,4613 

0,9 0,4551 

3 

Боковые стены сместили 

внутрь на 0,1м каждую 

(Рис. 5) 

0,4 0,4829 

0,00049476 0,00115095 0,6 0,4754 

0,9 0,4712 

4 

Боковые стены сместили 

внутрь на 0,15м каждую 

(Рис. 5) 

0,4 0,4826 

0,00049476 0,00084757 0,6 0,4780 

0,9 0,4763 

5 

Перекладину сместили 

вниз по сечению на 0,05м 

(Рис.6) 

0,4 0,4301 

0,00037229 0,00199702 0,6 0,4057 

0,9 0,3989 

6 

Перекладину сместили 

вниз по сечению на 

0,075м (Рис.6) 

0,4 0,4294 

0,00032285 0,00199702 0,6 0,4048 

0,9 0,3985 

7 

Перекладину сместили 

вниз по сечению на 0,1м 

(Рис.6) 

0,4 0,4389 

0,00028352 0,00199702 0,6 0,4146 

0,9 0,4086 

8 

Перекладину сместили 

вниз по сечению на 0,2м 

(Рис.6) 

0,4 0,5134 

0,00021386 0,00199702 0,6 0,4959 

0,9 0,4884 

 

Таблица 2.2: Зависимость коэффициента сдвига в зависимости от  𝐽𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 или 𝐽𝑦 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, когда в сечении швеллер. 

 

№ a, м b, м с, м 𝜉, м 
Коэф. 

сдвига 
𝐽𝑥 𝐽𝑦 

1 0,02 0,295 0,4195 

0,4 0,3583 

0,00045094 0,00076555 0,6 0,3473 

0,9 0,3360 

2 0,02 0,3195 0,395 

0,4 0,3965 

0,00051161 0,00070375 0,6 0,3871 

0,9 0,3757 

3 0,02 0,495 0,2195 

0,4 0,6656 

0,00094195 0,00027341 0,6 0,6639 

0,9 0,6577 
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4 0,02 0,595 0,1195 

0,4 0,7978 

0,0011251 0,00009026 0,6 0,7949 

0,9 0,7922 

5 0,015 0,7527 0,2 

0,4 0,7609 

0,00191612 0,00024644 0,6 0,7575 

0,9 0,7518 

6 0,015 0,6527 0,3 

0,4 0,6571 

0,00165432 0,00050824 0,6 0,6536 

0,9 0,6440 

7 0,015 0,5527 0,4 

0,4 0,5458 

0,00133859 0,00082285 0,6 0,5377 

0,9 0,5261 

8 0,0264 0,3941 0,3941 

0,4 0,4591 

0,00107688 0,00107688 0,6 0,4497 

0,9 0,4381 

9 0,03 0,469 0,3 

0,4 0,5809 

0,00150551 0,00076844 0,6 0,5767 

0,9 0,5666 

10 0,03 0,3 0,469 

0,4 0,3386 

0,00076844 0,00150551 0,6 0,3238 

0,9 0,3131 

11 0,02 0,801 0,209 

0,4 0,7649 

0,00305356 0,00038052 0,6 0,7610 

0,9 0,7547 

 

Таблица 3: Зависимость коэффициента сдвига от размеров прямоугольника в сечении. 

 

№ a, м b, м с, м 𝜉, м 
Коэф. 

сдвига 
𝐽𝑥 𝐽𝑦 

1 0,015 0,47635 0,47635 

0,4 0,4546 

0,00108118 0,00108118 0,6 0,4440 

0,9 0,4358 

2 0,02 0,38573 0,38573 

0,4 0,4520 

0,00060815 0,00060815 0,6 0,4461 

0,9 0,4382 

3 0,03 0,23816 0,23816 

0,4 0,4604 

0,00026994 0,00026994 0,6 0,4571 

0,9 0,4497 

 

Таблица 4: Зависимость коэффициента сдвига от размеров квадрата в сечении. 
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По приведенным значениям в таблицах видно, что коэффициент сдвига принимает 

различные значения. Можно также заметить, что чем меньше с — ширина наших сечений 

и чем больше длина сторон (b), тем ближе коэффициент сдвига к 1. Это видно в 

экспериментах с разными П – образными формами (швеллера) (Таблица 1), а также с 

различными формами прямоугольного сечения (Таблица 3).  

 

Теперь систематизируем полученные результаты, построив графики различных 

зависимостей коэффициента сдвига от моментов инерции.  

 

 

Рис. 9.1: График зависимости коэффициента сдвига от корня отношения моментов 

(𝐽𝑦 и 𝐽𝑥) 

 

Рис. 9.2: График зависимости коэффициента сдвига от корня отношения моментов 

(𝐽𝑦 и 𝐽𝑥) с аппроксимирующей кривой и коэффициентом достоверности 

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

k

J1=const(1) J2=const(1)
J1=const(2) J2=const(2)
Jx!=Jy Прямоугольник и квадрат
Jx*Jy=const

𝑱𝒚

𝑱𝒙

y = 0,0637x2 - 0,3421x + 0,8412
R² = 0,6494

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

k

𝑱𝒚

𝑱𝒙



18 

 

 

Рис. 10.1: График зависимости коэффициента сдвига от корня отношения моментов 

(𝐽𝑥  и 𝐽𝑦) 

 

Рис. 10.2: График зависимости коэффициента сдвига от корня отношения моментов 

( 𝐽𝑥  и 𝐽𝑦) с аппроксимирующей кривой и коэффициентом достоверности 

 

  
 

Рис. 11.1: График зависимости 𝑘√
𝐽𝑦

𝐽𝑥
 от корня отношения моментов (𝐽𝑦 и 𝐽𝑥) 
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Рис. 11.2: График зависимости 𝑘√
𝐽𝑦

𝐽𝑥
 от корня отношения моментов ( 𝐽𝑦 и 𝐽𝑥) с 

аппроксимирующими кривыми (квадратичная и линейная) и соответствующими 

коэффициентами достоверности 

 

 

Рис. 12.1: График зависимости 𝑘√
𝐽𝑥

𝐽𝑦
 от корня отношения моментов ( 𝐽𝑥  и 𝐽𝑦) 
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Рис. 12.2: График зависимости 𝑘√
𝐽𝑥

𝐽𝑦
 от корня отношения моментов ( 𝐽𝑥  и 𝐽𝑦) с 

аппроксимирующими кривыми (квадратичная и линейная) и соответствующими 

коэффициентами достоверности 

 

 

На рисунках 9.1, 10.1, 11.1 и 12.2: 

1)  𝐽1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(1) — Таблица 2.1 (№ 1-5); 

2)  𝐽2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(1) — Таблица 2.1 (№ 6-9); 

3)  𝐽1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(2) — Таблица 2.2 (№ 1-4); 

4)  𝐽2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(2) — Таблица 2.2 (№ 5-8); 

5) 𝐽𝑥 ∗ 𝐽𝑦! = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 — Таблица 1; 

6) 𝐽𝑥 ∗ 𝐽𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 — Таблица 3 (№ 8-11); 

7) Прямоугольник и квадрат — Таблица 3 (№ 1-7), Таблица 4. 

Было построено несколько зависимостей, но наиболее точно все эти точки 

аппроксимирует полином второй степени, изображенный на Рис. 12.2. Теперь приведем 

уравнение этой кривой к виду k =  𝑘(𝐽𝑥, 𝐽𝑦).  

Выпишем уравнение аппроксимирующей кривой: 

                                                      𝑦 = 0.0831𝑥2 + 0.5556𝑥 − 0.0862                                               (25) 

Где 𝑦 =  𝑘√
𝐽𝑥

𝐽𝑦
, 𝑥 =  √

𝐽𝑥

𝐽𝑦
, k — коэффициент сдвига. 

                                                  𝑘 = 0.0831√
𝐽𝑦

𝐽𝑥
 + 0.5556 − 0.0862√

𝐽𝑥

𝐽𝑦
                                        (26) 

Получилось выражение для коэффициента сдвига, с помощью которого можно его 

вычислить, зная только моменты инерции тонкостенного стержня.  
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Стоит уделить внимание на формуле (27), полученную в магистерской работе 

Анастасии Прокопенко “Исследование зависимости коэффициента сдвига от параметров 

сечения стержня” для коэффициента сдвига в случае не тонкостенных прямолинейных 

стержней. 

𝑘 = 0.4566 + 0.0029 
𝑆4

𝐽𝑥𝐽𝑦
− 0.067

(𝐽𝑥 − 𝐽𝑦)𝑆2

𝐽𝑥𝐽𝑦
+ 0.0831√

𝐽𝑦

𝐽𝑥
 + 0.5556 − 0.0862√

𝐽𝑥

𝐽𝑦
     (27) 

При учете наших значений площади поперечного сечения (S), слагаемые, содержащие 

эту величину, становятся пренебрежимо малы. В итоге, без учета этих слагаемых, можно 

увидеть, что эта формула, в точности, принимает вид полученного в этой работе выражения 

коэффициента сдвига в случае тонкостенного стержня (26).   
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Сравнение решений задачи для балки Бернулли-Эйлера и 

Тимошенко 
 

Рассматривается задача, изображенная на Рис. 3, когда один конец жестко закреплен, 

а второй конец свободный и находится под действием поперечной силы. 

Полученное решение (21) — есть решение задачи в случае балки Тимошенко, где 

𝐶𝑦= 𝐸J [8]. 

Для балки Бернулли-Эйлера будем иметь решение [9]: 

                                                                        𝑢 =
𝑁0𝑧2

2𝐸𝐽
(𝑙 −

𝑧

3
)                                                              (28) 

Вычислим абсолютную погрешность решений 𝜇 как разницу решений (21) и 

(25). Будем иметь: 

                                                                               μ =
𝑁0

𝐴𝑥
𝑧                                                                        (29) 

Рассмотрим случай, когда в сечении прямоугольник (Рис. 7) со сторонами b = 0.295, c 

= 0.4195 и толщиной a = 0.02. Результаты численного решения данной задачи представлены 

в таблице 2. Среднее значение коэффициента сдвига будет равно 0.35. Тогда модуль 

жесткости на поперечный сдвиг будет равен, с учетом формулы (24) и что 𝐺 = 4, 35 ・1010: 

𝐴𝑥 = 4, 32 ・ 108. 

Изобразим на графиках для данного случая решения задачи балки Бернулли-Эйлера, 

Тимошенко, а также погрешность этих решений 𝜇, в зависимости от позиции сечения. 

Также был рассмотрен случай, смоделированный в программном конечно-элементном 

комплексе Abaqus с помощью элементов типа B21 с таким же сечением (прямоугольник 

(Рис. 7) со сторонами b = 0.295, c = 0.4195 и толщиной a = 0.02). Кроме того, был рассмотрен 

случай с теми же характеристиками, но коэффициент сдвига был взят равным 1, 

перемещение считалось по модели балки Тимошенко. 
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Рис. 13: Зависимость перемещения от позиции сечения 

 

При сравнении решений Бернулли-Эйлера и Тимошенко был рассмотрен пример с 

конкретной формой сечения.  

По этому графику видно, что в нашем случае (Рис. 13) решения Бернулли-Эйлера и 

Тимошенко имеют значительное отличие. Получается, что на такие стержни влияет модуль 

жесткости на сдвиг.  

Также стоит отметить, что результат задачи, решенной в программном конечно-

элементном комплексе Abaqus с использованием балочных элементов типа beam (B21), 

практически совпал с решением для балки Тимошенко (с учетом полученного 

коэффициента сдвига). Но в пакете Abaqus можно рассматривать ограниченный набор форм 

сечений. Полученная формула (26) подходит для любых сечений, поскольку используется 

только зависимость от моментов инерции, в которых уже учтена форма. 
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Выводы 
 

В работе решен ряд задач численным методом по трехмерной теории. Основываясь на 

сравнении напряженно-деформированного состояния стержней и трехмерных тел, были 

найдены корректирующие коэффициенты сдвига.  

К тому же, в случае на растяжение сделан вывод, что чем дальше по сечению от 

заделки находится координата сечения, тем меньше разница между известной и полученной 

формулами для модуля жесткости на растяжение. 

Также удалось систематизировать данные и сделать вывод о влиянии формы сечения 

на коэффициент сдвига при поперечном сдвиге. А именно: при увеличении длин сторон 

сечения и уменьшения его ширины, коэффициент сдвига будет значительно увеличиваться, 

стремясь к 1, коэффициент сдвига не зависит от положения сечения. 

Кроме того, полученные результаты были нанесены на график, после чего стало 

очевидно, что точки можно довольно точно аппроксимировать кривой. С помощью 

уравнения этой кривой можно получить коэффициент сдвига, используя 2 момента 

инерции. 
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