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требуется подстройка регулятора (внизу) с учетом модели быстрой динамики силовых 
установок. 
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ВЛИЯНИЕ ДЛИНЫ НА ТЕПЛОВОЕ РАСШИРЕНИЕ КВАЗИОДНОМЕРНОЙ ЦЕПОЧКИ  
С ПРОДОЛЬНОЙ И ИЗГИБНОЙ ЖЕСТКОСТЬЮ 

 

Большинство известных веществ имеют положительный коэффициент теплового 
расширения. Однако существует класс веществ, обладающих отрицательным коэффициентом 
теплового расширения. Хорошо известный пример – лед. Но помимо льда отрицательным 
коэффициентом теплового расширения обладают и многие другие вещества, которые активно 
используются в науке и технике [1, 2]. Поэтому исследование физических процессов, лежащих 
в основе отрицательного теплового расширения, является актуальной проблемой. 
Определение зависимости коэффициента теплового расширения от свойств вещества на 
микроуровне является довольно трудной задачей, решение которой, как правило, 
основывается на методах статистической физики [3]. Однако использование данных методов 
позволяет получить количественные результаты только при использовании 
квазигармонического приближения, которое не всегда применимо [4]. Альтернативным 
подходом является использование метода динамики частиц. В частности, в работе [4] с 
помощью метода динамики частиц исследовалось тепловое расширение в цепочке, 
совершающей продольные и поперечные колебания. Взаимодействия описывались парным 
потенциалом типа Леннарда-Джонса. В работе [4] было показано, что параметр Грюнайзена 
меняется от -∞ до +∞ при изменении деформации цепочки от нуля до критического значения, 
соответствующего разрыву связи. Также аналитически и численно было показано, что 
зависимость теплового давления от тепловой энергии нелинейна при малых деформациях 
цепочки, а при некоторых значениях деформации еще и не монотонна.  

Целью настоящей работы является обобщение результатов, полученных в работе [4], на 
случай квазиодномерной цепочки с продольной и изгибной жесткостью, совершающей 
продольные и поперечные колебания в плоскости. Для описания теплового расширения в 
квазиодномерной цепочке используется метод динамики частиц. В ходе моделирования 
численно решаются уравнения движения частиц. Для численного интегрирования 
используется модифицированный алгоритм Верлe с шагом интегрирования  = 0.02!", где 
!" – период, соответствующий частоте Эйнштейна. Используются периодические граничные 
условия. В начальный момент времени частицы цепочки находятся на одинаковом расстоянии 
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# друг от друга и обладают случайными скоростями, значения которых равномерно 
распределены в круге. Макроскопическими параметрами модели являются тепловое давление 
$% = $ & $'( и тепловая энергия )%. Давление $ определяется как средняя сила, действующая 
на частицы в направлении цепочки. Холодное давление($' – давление в цепочке при 
отсутствии теплового движения. В системе присутствует два типа взаимодействий: парные и 

трехчастичные. Парные описываются потенциалом Леннарда-Джонса *+, = - /134
5 6

78 &
2( 134

5 6
9:(, где - – энергия связи, #' – равновесное расстояние, ;(– расстояние между 

частицами. Трехчастичные взаимодействия задаются угловыми пружинками, энергия которых 
зависит от угла между соседними связами. Потенциальная энергия угловой пружинки имеет 

вид *< =(>< ?@ABCD
8 , где >< – жесткость угловой пружинки, E( – угол между двумя соседними 

связями. Длина цепочки варьируется от F до G0H частиц. Время интегрирования 
пропорционально числу частиц. Так, например, для цепочки, состоящей из 10 и 300 частиц, 
графики зависимости среднего давления от времени представлены на рис. 1. Видно, что при 
увеличении длины в 30 раз для выхода давления на стационарное значение требуется 
примерно в 100 раз больше время. Для каждого набора параметров проводится несколько 
расчетов с различными начальными скоростями. Экспериментально показано, что приемлемая 

точность достигается, если для цепочки, состоящей из I частиц, проводить J = ( KL7'MN  

экспериментов с различными начальными условиями. Все результаты, приведенные ниже, 

получены при 
OP
OQ =

7
R8, где >S – продольная жесткость связи. 

 

 
Рис. 1 

  
Рис. 2 
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В ходе моделирования определяется зависимость давления от тепловой энергии )%. Под 
тепловой энергией понимается сумма кинетической и потенциальной энергий, 
соответствующая тепловому движению частиц. В растянутой цепочке зависимость давления 
от тепловой энергии практически линейна при малых )% (рис. 2). На данном рисунке T = 3A(34

3 , 

где # – среднее расстояние между двумя соседними частицами. При этом для описания 
зависимости $%?)%C можно пользоваться уравнением состояния Ми-Грюнайзена  

$ = ($'?UC V(W?XCX )% Y U = #, которое предполагает линейную зависимость между тепловой 

энергией и тепловым давлением. Параметр W называется коэффициентом Грюнайзена. 
 

  
Рис. 3 Рис. 4 

 

Наибольший интерес представляет исследование зависимости $%?)%C при тех значениях 
деформации, при которых цепочка теряет устойчивость. В работе [4] показано, что 
нерастянутая цепочка без изгибной жесткости демонстрирует сильно нелинейное тепловое 
расширение. Формально в этом случае коэффициент Грюнайзена равен &Z. Данный эффект 
связан с нелинейностью поперечных колебаний цепочки. В настоящей работе было сделано 
предположение, что в цепочке с изгибной жесткостью аналогичный эффект будет 
наблюдаться при стремлении длины к бесконечности. Данное предположение основано на 
том, с увеличением числа частиц стремится к нулю деформация, при которой происходит 
потеря устойчивости цепочки. Для того чтобы проверить данное предположение, проводился 
расчет коэффициента Грюнайзена при различных деформациях цепочки. Коэффициент 

Грюнайзена определялся по формуле W?#C = [A([4?3C
\]

#. Рассмотрим сначала зависимость W?IC 
при T = 0.0G, изображенную на рис. 3. Все значения, представленные на рис. 3, получены при 
значениях тепловой энергии )% порядка G0AR-. Из графика видно, что с увеличением числа 
частиц коэффициент Грюнайзена быстро сходится к некоторому постоянному значению, 
соответствующему бесконечной цепочке. В нерастянутой цепочке (T = 0C коэффициент 
Грюнайзена демонстрирует качественно иное поведение (рис. 4). Он практически линейно 
растет с увеличением числа частиц. Закрашенными кругами на рис. 4 обозначены средние 
значения, плюсами обозначены значения с учетом стандартной ошибки.  

В настоящей работе предлагается следующее объяснение зависимости коэффициента 
Грюнайзена от длины цепочки. Отрицательное тепловое расширение в цепочке связано с 
поперечными колебаниями. При увеличении длины изгибная жесткость системы стремится к 
нулю, растет амплитуда поперечных колебаний, а с ними и сила натяжения (давление).  

Результаты. В данной работе исследовано тепловое расширение квазиодномерной 
цепочки с продольной и изгибной жесткостью. Если цепочка растянута, то коэффициент 
Грюнайзена при увеличении длины цепочки сравнительно быстро сходится к постоянному 
значению. При отсутствии начального натяжения зависимость коэффициента Грюнайзена, WY 
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от длины цепочки практически линейна. С увеличением длины W стремится к минус 
бесконечности. Следовательно, в данном случае коэффициент Грюнайзена не является 
характеристикой материала. Ожидается, что аналогичный эффект может проявляться в 
графене и нанопроволоках (nanowires) [5]. 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ, ИССЛЕДОВАНИЕ И АНАЛИЗ  
ПРОЦЕССОВ ПУСКА И РАБОТЫ РОТОРНОГО МЕХАНИЗМА 

  

Актуальность. В настоящее время при проектировании разного рода конструкций, 
машин и механизмов все больше внимания уделяется оптимизации. Важным становится не 
только непосредственное решение самой проблемы, но и выбор рациональной конфигурации, 
выявление направлений модификации, настройка параметров системы. Численное 
компьютерное моделирование работы сложных машин и механизмов весьма эффективно 
заменяет многочисленные натурные дорогостоящие испытания. Кроме того, на базе 
сформированных математических моделей легко рассмотреть влияние изменения 
конструктивных узлов механизма или значения параметров элементов. 

 

 
Рис. 1. Роторный механизм 

 


