
 

Санкт-Петербургский государственный политехнический университет, 
кафедра “Теоретическая механика” 

 

Институт Проблем Машиноведения 
Российской Академии Наук 

 
Доклад 22.08.2015 

Обновление 10.10.2015 
 
  

A. М. Kривцов  



Благодарности 
 Обсуждения:  

 W. G. Hoover 
 Д. А. Индейцев 
 М. Л. Качанов 
 В. А. Кузькин 
 С. А. Лурье 
 Н. Ф. Морозов 

 

 Расчеты / анализ: 
 М. Б. Бабенков 
 А. А. Ле-Захаров 
 М. В. Симонов 
 Д. В. Цветков 



Представляется, что нет 
проблемы в современной 
физике, для которой бы 
имелось столько безуспешных 
попыток решения, как 
проблема теплопроводности 
неметаллических кристаллов.   

Рудольф Пайерс,  
лауреат премий Резефорда и Энрико Ферми, член Лондонского 
королевского общества и иностранный член РАН.   



Свойства гармонического кристалла в 
стационарном неравновесном состоянии 



Закон Ома:                (напряжение = сопротивление • ток) 

 

 

Закон Фурье 

Электро- и теплопроводность 

разность 
потенциалов 

удельное  
сопротивление 

тепловой 
поток 

теплопроводность 

температура 



Тепловая сверхпроводимость 

Rieder, Lebowitz, Lieb. J. Math. Phys. 1967 

Тепловая сверхпроводимость 

Закон Фурье: 

1 N 



Тепловая прозрачность 

Rieder, Lebowitz, Lieb. J. Math. Phys. 1967 
1 N 

По закону 
Фурье 

Точное 
решение 



Нарушение закона Фурье в идеальных 
кристаллических структурах 

Обзорная статья (спустя 33 года): 
 

Закон Фурье: вызов для теоретиков. 
Fourier’s law: А challenge for theorists    
Bonetto, Rey-Bellet, Lebowitz, 2000 
In Mathematical physics, Imperial college press, London   

Теплопроводность 
Тепловой поток Температура 



Пути решения проблемы с 
нарушением закона Фурье 

Учет нелинейности 

Учет неоднородности 

Повышение размерности пространства 

Введение внутренних степеней свободы 

Учет взаимодействия с окружением 



Зависимость теплопроводности 
от плотности дефектов 

 Теплопроводность идеальных кристаллов 
неограниченно возрастает при уменьшении числа 
дефектов. А.А. Ле-Захаров, А.М. Кривцов, ДАН, 2008  



Сверхбыстрая передача тепла: 
экспериментальное подтверждение 



Сверхбыстрая передача тепла: 
экспериментальное подтверждение 

1 км/c 



Нарушение закона Фурье: 
экспериментальное подтверждение 



Нарушение закона Фурье: 
экспериментальное подтверждение 

 Thermal conductivity of individual C 
and BN nanotubes does not obey 
Fourier’s law of thermal conduction.  

 Because of isotopic disorder, thermal 
conductivity of C and BN nanotubes 
show different length dependence 
behavior.  

 Fourier’s law is violated even when 
the phonon mean free path is much 
shorter than the sample length. 

Breakdown of Fourier’s Law  
in Nanotube Thermal Conductors 
Chang, Okawa, Garcia, Majumdar, and Zettl 
PRL 101, 075903 (2008) 



Массивы сверхчистых 
углеродных нанотрубок  

 Специальная технология 
позволяет удалять дефектные 
нанотрубки, что позволяет 
создавать массивы углеродных 
нанотрубок для изготовления на 
их основе полупроводниковых 
транзисторов.  



Сверхчистые материалы 
Развитие нанотехнологий в обозримом будущем 
позволит получать сверхчистые бездефектные 
материалы, свойства которых будут кардинально 
отличаться от свойств обычных материалов: 
 Теоретическая прочность (пример — графен) 
 Тепловая сверхпроводимость (нарушение закона Фурье) 



Вопрос: 
 Если закон Фурье не выполняется, то какой 

альтернативный закон должен использоваться 
для описания распространения тепла?  
 

 Может ли этот закон быть непосредственно 
выведен из уравнений движения атомов? 

? 



Классическая и гиперболическая 
теплопроводности 
 Закон Фурье 

 
Недостатки: мгновенное распространение сигнала, 
бесконечные потоки. 
 

 Закон распространения тепла Максвелла-
Каттанео-Вернотта (МКВ)  
 
 

Преимущество: наличие теплового фронта; 
недостаток: сложность физической интерпретации 
времени релаксации    . 



Классическая и гиперболическая 
теплопроводности 
 Баланс внутренней энергии 

 
 

 Классическое уравнение теплопроводности 
 
 

 Гиперболическое уравнение теплопроводности 
Максвелла-Каттанео-Вернотта (МКВ)  
 



Задача о затухании 
синусоидального 
теплового возмущения 

 Начальное распределение температуры 
 
 

 Одномерный гармонический кристалл: 
немонотонное степенное затухание    
 

 Закон Фурье:                                            
(монотонное экспоненциальное затухание). 
 

 Закон МКВ:                                   
(немонотонное экспоненциальное затухание). 



Задача о распространении тепла 
в 1D гармоническом кристалле 

( ) ,,2 011
2
0 mCuuuu kkkk =+−= +− ωω

( ) ,,0
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Начальные условия: 

Уравнения движения: 

случайная 
величина 

A.M. Krivtsov, 2015, ArXiv:1509.02506 



Определение 
 
 
 
 
 

 
 

Нелокальная (ковариационная) 
температура 



При             
 
 
 
 
 

 
 

Ковариационная и кинетическая 
температуры 



Получение уравнения для 
нелокальной температуры 
Ковариационный анализ 
(дифференцирование ковариаций с использованием 
уравнений движения; Rieder, Lebowitz, Lieb; 1967) 

Вириальное приближение 
(выражение ковариаций деформаций через 
ковариации скоростей; Р. Клаузиус; 1870) 

Длинноволновое приближение 
(разложение в ряд по пространственной 
переменной; М. Борн; 1915) 



Начальная задача для 
нелокальной температуры 
Дифференциально-разностное уравнение 

 

 
 

Начальные условия 



Преобразование Фурье             : 
уравнение цепочки для образов 
Дифференциально-разностное уравнение 

 

 
 

Начальные условия 



Решение для           :   (          ) 
Выражается через функцию Бесселя 1 рода 

 

 
 

Дифференциальное уравнение Бесселя дает: 



Обратное преобразование Фурье дает 
начальную задачу для температуры 

Дифференциальное  уравнение 

 

 
 

 

Начальные условия 



Нахождение  
кинетической температуры 

Начальная задача 

 

 
 

Интегральное решение 





Пример 1: синусоидальное 
возмущение температуры 

 Температура: 
 

 Поток: 

Решение: 



Затухание синусоидального 
возмущения температуры 

(108 частиц) 



Пример 2: нагрев холодного 
полупространства  
(переход тепла от горячего к холодному) 

 Температура: 
 

 Поток: 

Решение при                    : 



Обмен тепла между горячей и 
холодной областями 1D кристалла 



Распространение тепла для 
различных моделей 



 Тепловые процессы в сверхчистых материалах 
кардинально отличаются от процессов в материалах с 
загрязнениями и дефектами. 

 Стохастические задачи для простейших дискретных 
сред могут быть сведены к детерминированным задачам 
для обобщенных дискретных сред. 

 Распространение тепла в идеальных одномерных 
гармонических кристаллах описывается 
неавтономными уравнениями вида 
 
 
 

 Сверхвысокая скорость передачи тепла и ничтожное 
тепловое сопротивление позволяют говорить о тепловой 
сверхпроводимости в сверхчистых кристаллах. 

Выводы 



Публикации 

 A.M. Krivtsov. On unsteady heat conduction in a 
harmonic crystal. 2015, ArXiv:1509.02506. 
 

 А. М. Кривцов. Колебания энергий в одномерном 
кристалле. Доклады Академии Наук. 2014, том 458,  
№ 3, 279–281. 
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