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Вызов: охлаждение микропроцессоров
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https://spectrum.ieee.org/nanoclast/semiconductors/processors/intel-now-packs-100-million-
transistors-in-each-square-millimeter
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Режимы теплопереноса

• Диффузионный
• Выполняется закон Фурье

• Коэффициент теплопроводности 
– константа материала

• Баллистический
• Нарушение закона Фурье

• Эффективный коэффициент 
теплопроводности 
пропорционален размеру (𝐾 ~ L)
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*T.-K. Hsiao et al. Observation of room-temperature ballistic thermal conduction persisting over 8.3 micron in SiGe
nanowires. Nature Nanotech. 2013

Length dependence of heat conductivity*

ballistic diffusive



Kuzkin V.A. Unsteady ballistic heat transport in harmonic crystals with polyatomic unit cell. Continuum Mech. 
Thermodyn. 2019

Баллистическое распространение тепла в 
бесконечных кристаллах

Изменение начального распределения температуры T0(x) 

Формула справедлива для 
• 1D, 2D, 3D
• ячейки с N степенями свободы
• Произвольных линейных взаимодействий

тепловые волны



Особенности баллистического теплопереноса в 
бесконечных кристаллах

Гармоническая теория предсказывает:

✓ Конечная скорость фронта

✓ Несколько температур

✓ Анизотропия в “изотропных материалах”

✓ Перенос тепла “от холодного к горячему”

✓ Колебательное затухание температуры
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Отражение тепловых волн 
от свободной границы
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Перенос тепла в свободном кристалле

• Уравнения динамики

• Начальные условия
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ሷ𝑢𝑛 = 𝜔𝑒
2 𝑢𝑛+1 − 2𝑢𝑛 + 𝑢𝑛−1 ,

ሷ𝑢0 = 𝜔𝑒
2 𝑢1 − 𝑢0 ,

ሷ𝑢𝑁−1 = 𝜔𝑒
2 𝑢𝑁−2 − 𝑢𝑁−1 .

𝑢𝑛
0 = 0, 𝑣𝑛

0 = 𝜌𝑛

𝑘𝐵𝑇𝑛
0

𝑚

𝜌𝑛 = 0, 𝜌𝑛𝜌𝑚 = 𝛿𝑛𝑚

෨𝐿1 = 25
෨𝐿2 = 50

Сергей Ляжков

свободные концы



Континуальное выражение для кинетической 
температуры

Поле температуры: 
𝑇(𝑥, 𝑡) = 𝑇𝐹 + 𝑇𝑆

Быстрый процесс (выравнивание кинетической и потенциальной энергий):

𝑇𝐹(𝑥, 𝑡) =
𝑇0 𝑥

2
𝐽0 4𝜔𝑒𝑡 .

Медленный процесс (баллистическое распространение тепла):

𝑇𝑆(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋
න

0

𝜋

𝑇0( 𝑥 + 𝑣𝑠𝑡 cos 𝜃 )d𝜃

где 𝑣𝑠 – скорость звука.
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Прямоугольное тепловое возмущение (до достижения 
границы)
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Скачок!

До достижения границы После отражения от границы
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Скачок на границе
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Температура на свободной границе цепочки

Континуальное решение 
на границе не работает



Прохождение волновых пакетов
через интерфейс
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Пример (цепочки с разными жесткостями)



Мотивация (глобальная)

• Тепловое сопротивление интерфейса 
(сопротивление Капицы)

• Тепловые диоды (величина теплового потока 
зависит от знака градиента температуры)

• Кинетическая теория Больцмана - связь фононов и 
волновых пакетов

• Квантовая механика – соотношения 
неопределенности, карпускулярно-волновой 
дуализм 



• Развитие подхода энергетической 
динамики (Krivtsov, ZAMM, 2022) для 
неоднородных сред

• Исследование влияния упругого 
основания (подложки) на 
прохождение волн через интерфейс

Мотивация (локальная)

Length dependence of heat conductivity*

ballistic diffusive



• Уравнения динамики

• Распределение параметров

Используемая модель



Начальные условия: “волновые пакеты”

• Перемещения

• Скорости

Часто цитируемая статья - P.K. Schelling, S.R.  Phillpot, P. Keblinski, Phonon wave-packet dynamics at
semiconductor interfaces by molecular-dynamics simulation. Appl. Phys. Lett., 80(14), 2484-2486 (2002)



Замечание о начальных условиях

• Ищем решение уравнений динамики цепочки в виде

• Подстановка в уравнения динамики при малом beta дает

• Приближенное решение (“волновой пакет”)



Движение волнового пакета в однородной среде



Вычисление коэффициента прохождения

Коэффициент прохождения – отношение энергии 
прошедшего волнового пакета/волны к энергии 
падающего пакета (волны)

Два подхода:
1. Метод “трех волн”
2. Энергетическая динамика (Krivtsov, ZAMM, 2022)



• Ищем решение уравнений динамики в виде

• Связь между амплитудами находится из уравнений для  
интерфейса

Подход 1. Метод “трех волн”

L. Rayleigh, Theory of Sound, McMillan, London, 1894



• Определение к-та прохождения (для полубесконечных волн)

• Коэффициент прохождения

Подход 1. Метод “трех волн”



Подход 2. Энергетическая динамика

• Аналогия между распространением 
энергии и переносом массы 

• Энергия ~ масса, поток ~ импульс

• Уравнения баланса для потока (аналог 
баланса импульса)



• Уравнения баланса для потока (аналог баланса импульса)

• Пример 1. Однородная цепочка

• Пример 2. Цепочка с медленно меняющейся жесткостью

Подход 2. Энергетическая динамика



• Баланс потока

• Уравнение не замкнуто

• Правая часть определяется движением интерфейса

Подход 2. Энергетическая динамика



Подход 2. Энергетическая динамика

• Дополнительные уравнения (баланса энергии)

• Дополнительные уравнения (динамика интерфейса)



• Предположение о проходящем пакете 

• Свойства гармонических волн / пакетов

Подход 2. Энергетическая динамика



• Изменение потока при отражении

• Коэффициент прохождения

Подход 2. Энергетическая динамика



• Метод “трех волн”

• Энергетическая динамика

Сравнение двух подходов



• Два подхода дают формально различные выражения для 
коэффициента прохождения

• Для всех рассмотренных случаем результаты, полученные двумя 
методами, совпадают

• Метод энергетической динамики дает асимптотически точное 
решение в пределе  

Сравнение двух подходов



Анализ частотной зависимости 
коэффициента прохождения
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Case 1

Case 2

Case 3

Качественный анализ частотной зависимости



• Спектры полностью совпадают при условии:

• Коэффициент прохождения:

Пример. Цепочки с одинаковыми спектрами



• Вид частотной зависимости определяется тем, как пересекаются 
спектры цепочек

• При наличии упругого основания возможно три качественно 
разных варианта

• При наличии упругого основания коэффициент прохождения 
может быть равен 1

Качественный анализ частотной зависимости



Акустическая прозрачность
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Условия прозрачности

• Коэффициент отражения

• Из равенства единице коэффициента прохождения:

• Частота прозрачности:



• Случай 1. Равные частоты отсечки и импедансы

• Случай 2. Равные жесткости

Условия прозрачности



Акустическая прозрачность. Равные частоты отсечки и 
импедансы

Предельная кривая:



Акустическая прозрачность. Равные жесткости



Акустическая прозрачность. Равные жесткости



Прозрачность интерфейса (в обратную сторону)



Акустическая прозрачность. Равные жесткости



Падающий пакет

Прошедший пакет

Нет отражения!

Акустическая прозрачность. Равные жесткости



Точное “прозрачное” решение

На частоте прозрачности уравнения движения составной цепочки 
имеют точное решение:



“Градиентная” цепочка 
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Резкий переход (изменение жесткости)



“Не очень резкий” переход



Гладкий переход  

Как интерпретировать разделение возмущения на две части с точки зрения энергетической 
динамики (аналогии между массой и энергией)?



Открытые вопросы

• Обобщение на многомерный случай 

• “Туннелирование” – аналогия с квантовой механикой

• Локализация на интерфейсе

• Возможность реализации теплового диода в гармонических 
системах

• Тепловое равновесие двух цепочек с разными температурами



Kuzkin V.A. Acoustic transparency of the chain-chain interface. Physical Review E, 2023 [under review] 

Статья по теме доклада
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Дополнительные слайды
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Актуальность

Актуальность работы обусловлена:

• необходимостью установления связи между 
континуальным и дискретным описание деформируемых 
твердых тел;

• необходимостью решения задач термомеханики на 
микро- и наноуровне (в т.ч. для дизайна новых 
процессоров);

• необходимостью рассмотрения сильно неравновесных 
процессов в деформируемых твердых телах, 
возникающих, в т.ч. при лазерном воздействии;

• отклонением от макроскопических определяющих 
соотношений на микро- и наноуровне (в т.ч. нарушение 
закона Фурье).

60

Фомин, В. М., Краус, Е. И., Шабалин, И. И. (2008). 

Механика - от дискретного к сплошному.

Новосибирск: Изд-во СО РАН, 2008 г., 344 с.



• Общая формула

Симметрия коэффициента отражения 

Есть ли симметрия относительно замены индексов 1 → 2 ?
Да, она следует из теоремы взаимности Рэлея 



Симметрия коэффициента отражения 

• При прохождении из среды 1 в среду 2 коэффициент отражения такой 
же как и при прохождении из среды 2 в среду 1 (численный факт). 

Почему? Теорема Рэлея о взаимности (симметрия функции Грина)

• Коэффициент прохождения при 𝑐12 = 𝑐1 такой же как при 𝑐12 = 𝑐2
(численный факт). 

Почему?

• Может ли быть НЕсимметрия 𝑻𝟏𝟐! = 𝑻𝟐𝟏?

Наверно в нелинейной системе может.
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