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В работе рассматриваются два высокочастотных тепловых процесса, происходящие при переходе
гармонических кристаллов в состояние термодинамического равновесия: выравнивание кинетиче-
ской и потенциальной энергий и перераспределение энергии по пространственным направлениям.
Получено уравнение с детерминированными начальными условиями, описывающее оба процесса.
Решение уравнения показывает, что данные процессы происходят на временах порядка десяти пе-
риодов колебаний атомов, после чего система практически переходит в стационарное состояние.
Аналитически показано, что в гармонических кристаллах тензор температуры, вообще говоря, не
является шаровым даже в стационарном состоянии. Для треугольной решетки выведена формула,
связывающая стационарное значение тензора температуры с начальными условиями. Определена
функция, описывающая процесс выравнивания кинетической и потенциальной энергий. Показа-
но, что их разность (лагранжиан) совершает затухающие колебания с амплитудой, обратно пропор-
циональной времени. Аналитические выводы подтверждены компьютерным моделированием.
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Описание неравновесных тепловых процессов
в кристаллах является актуальной проблемой со-
временной механики и физики твердого тела и
имеет особую значимость в связи с развитием на-
нотехнологий [1]. В настоящей работе рассматри-
ваются быстрые тепловые процессы [2–4], про-
исходящие при переходе системы из неравновес-
ного состояния в состояние термодинамического
равновесия [5]. Начальное неравновесное состоя-
ние может быть вызвано, например, фемтосе-
кундным или аттосекундным лазерным воздей-
ствием [6] или прохождением ударных волн [7].
В таком состоянии кинетическая и потенциаль-
ная энергии хаотического движения атомов не
равны, а также могут быть не равны температуры
в различных направлениях1 [7]. Компьютерное
моделирование показывает, что в гармонических
кристаллах при переходе к состоянию термоди-
намического равновесия реализуется два процес-

1 Здесь и далее имеется в виду кинетическая температура,
равная кинетической энергии хаотического движения ато-
мов.

са: выравнивание кинетической и потенциаль-
ной энергий [2, 3, 8] и перераспределение энер-
гии между пространственными направлениями.
Характерное время протекания данных переход-
ных процессов составляет порядка десяти перио-
дов колебаний атомов2.

Настоящая работа посвящена аналитическому
описанию упомянутых выше быстрых тепловых
процессов и является обобщением работ [2, 4] на
многомерный случай. Рассматривается бесконеч-
ный двух- или трехмерный гармонический кри-
сталл, в котором заданы случайные начальные
скорости и перемещения частиц. Основным ис-
пользуемым аппаратом является корреляцион-
ный анализ [2, 4, 9–11]. Производится переход от
стохастической начальной задачи для перемеще-
ний частиц3 к детерминированной задаче относи-
тельно обобщенных энергий [2–4, 10, 11]. На ос-
нове решения детерминированной задачи опре-
деляется закон выравнивания кинетической и
потенциальной энергий, а также получаются рав-
новесные значения температур, соответствую-
щих различным направлениям.

Рассмотрим бесконечную простую кристалли-
ческую решетку, в которой ближайшие соседи
взаимодействуют посредством линеаризованных

2 Под периодом понимается величина  = 2π , где m –
масса атома, C – жесткость межатомной связи.

3 Случайность вносится начальными условиями.

τ* /m C
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(гармонических) сил. Для идентификации частиц
используются их радиусы-векторы в недеформи-
рованном состоянии. Динамика решетки описы-
вается дифференциально-разностным уравне-
нием4.

(1)

где u(r), v(r) – перемещение и скорость частицы с
радиусом-вектором r; $ – тензорный разностный
оператор; aα – вектор, соединяющий две сосед-
ние частицы; eα = aα/|aα|;  = ; C – жест-
кость связи; m – масса частицы. Суммирование
ведется по неколлинеарным направлениям свя-
зей α. В частности, в квадратной решетке α = 1, 2,
в треугольной решетке α = 1, 2, 3. В начальный
момент времени перемещения и скорости частиц
имеют вид

(2)

где u0, v0 – независимые случайные векторы с ну-
левым математическим ожиданием.

Уравнение (1) с начальными условиями (2) пол-
ностью определяют динамику кристалла. В прин-
ципе, оно может быть решено аналитически. Одна-
ко при описании макроскопических тепловых
процессов интерес представляют не случайные
движения отдельных частиц, а изменения статисти-
ческих характеристик, таких как температура.

В работах [2, 3, 10, 11] показано, что для получе-
ния замкнутой системы уравнений температуры
недостаточно. Замкнуть систему позволяет рас-
смотрение обобщенных энергий. Введем обобщен-
ные (двухчастичные) кинетические K и потенци-
альные Π энергии, определенные для пары ча-
стиц i и j с радиусами-векторами ri и rj:

(3)

Здесь vi = v(ri); угловые скобки обозначают мате-
матическое ожидание. При i = j следы тензоров K,
Π соответствуют кинетической и потенциальной
энергиям, приходящимся на частицу. Введем так-
же т е н з о р н у ю  т е м п е р а т у р у  [7]:

(4)

где kB – постоянная Больцмана, d – размерность
пространства. Кинетическая температура T свя-
зана с тензором T соотношением T = (1/d)trT. Бу-

4 Уравнение эквивалентно бесконечной системе обыкно-
венных дифференциальных уравнений второго порядка.
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дем также использовать обобщенную полную
энергию H и обобщенный лагранжиан L:

(5)

Далее рассматриваются процессы, происходя-
щие в однородно нагретом кристалле. Предпола-
гается, что обобщенные энергии удовлетворяют
соотношениям

Далее аргумент ri – rj для краткости будет опущен.
Отметим, что множество точек, задаваемых век-
торами ri – rj, образует ту же решетку, что и части-
цы кристалла.

Покажем, что для обобщенной полной энер-
гии H выполняется несколько законов сохране-
ния. Используя уравнения движения (1), вычис-
лим производную от H:

(6)

Домножая уравнение (6) на $n, получим иско-
мые законы сохранения:

(7)

В случае n = 0 и i = j формула (7) дает закон со-
хранения энергии. Из теоремы Гамильтона–Кэли
следует, что количество независимых законов (7)
равно размерности пространства.

Выведем уравнения, описывающие динамику
обобщенных энергий. Дифференцируя обобщен-
ный лагранжиан L с учетом уравнения динамики
решетки (1), получим

(8)

где $2 = $ ⋅ $. Уравнению (8) также удовлетворя-
ют величины K, Π, H. Соответствующие началь-
ные условия однозначно определяются началь-
ными смещениями и скоростями частиц (2). Та-
ким образом, динамика обобщенных энергий
определяется уравнением (8) с детерминирован-
ными начальными условиями.

Компьютерное моделирование показывает, что
после достаточно быстрого переходного процесса
кристалл практически приходит в стационарное
состояние5. Определим связь обобщенных энергий
в стационарном состоянии с начальными условия-
ми. Отбрасывая производные в уравнении (8), за-
писанном для H, и используя законы сохранения
(7), получим систему уравнений для определения
стационарных значений обобщенных энергий:

5 Стационарным называется состояние, в котором вторые
производные по времени от ковариаций скоростей и пере-
мещений равны нулю.
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(9)

где H0 – начальное значение обобщенной полной
энергии. Для определения соотношения между
обобщенной кинетической и потенциальной

энергиями воспользуемся тождеством  = L.

В стационарном состоянии левая часть данного
уравнения обращается в нуль, следовательно:

(10)

Уравнение (10) и первое уравнение системы (9)
определяют следы обобщенных энергий: trK =

= trΠ = trH0. При i = j данное соотношение озна-

чает равенство кинетической и потенциальной
энергий в стационарном состоянии, что также
следует из теоремы о вириале. Девиаторы обоб-
щенных энергий находятся из решения уравне-
ний (9), (10).

Полученные выше соотношения справедливы
как в двумерном, так и в трехмерном случае. В ка-
честве примера рассмотрим переход к стационар-
ному состоянию в треугольной решетке. В началь-
ный момент времени частицы имеют случайные
начальные скорости, а их перемещения равны ну-
лю. При этом начальные условия для L имеют вид:

(11)

где δ(0) = 1; δ(ri – rj) = 0 при i ≠ j.
Вычислим стационарное значение тензора

температуры (4). Уравнения (9) с учетом (11) ре-
шаются с использованием дискретного преобра-
зования Фурье. В случае бесконечной треуголь-
ной решетки решение дает следующую связь ста-
ционарного значения тензора температуры (4) с
начальными условиями:

(12)

Видно, что тензор температуры в стационар-
ном состоянии, вообще говоря, не является ша-
ровым.

Для проверки формулы (12) проведем сравнение
с численным решением уравнений динамики ре-
шетки (1). Для численного интегрирования исполь-
зуется метод Верле с шагом 10–3 , где  = 2π/ .
В начальный момент времени перемещения ча-
стиц равны нулю, а случайные скорости направ-
лены вдоль одного из направлений решетки, сов-
падающего с осью x. Полученная в результате за-
висимость разности температур в направлениях x

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =

2 2
0 0 0
2 2

tr tr , , ,

2 0,

H H H H H H

H H H

$ $ $ $

$ $ $ $

〈 〉
..

4 i j
m u u

= = 1 .
2

K HΠ

1
2

= = δ −

= 〈 〉 =

= ⋅ + ⋅ =

�

�� ���

0

0

( ),

, 0,
2

2( ), 0,

i j

i j
m

L H K r r

K v v L

L L L L$ $

= 0
1dev dev .
2Bk T K

τ* τ* ω*

и y от времени показана на рис. 1. Для сравнения
на рисунке также приведен результат численного
решения уравнения (8), записанного для K. Вид-
но, что за несколько периодов  система перехо-
дит в практически стационарное состояние, в кото-
ром выполняется соотношение (12). Переходный
процесс в точности описывается уравнением (8).

Рассмотрим теперь процесс выравнивания ки-
нетической и потенциальной энергий в треуголь-
ной решетке. Данный процесс также описывается
уравнением (8). Пусть начальные скорости ча-
стиц равномерно распределены по направлени-

ям, тогда K0 = , где E – единичный тензор.

Для решения (8) с начальными условиями (11)
воспользуемся предположением6 $ ⋅ L = L ⋅ $.
Тогда уравнение (8) приводится к виду

(13)
Отметим, что уравнение (13) по форме совпадает
с уравнением динамики кристалла (1). Уравне-
ние (13) решается с использованием дискретного
преобразования Фурье. В случае бесконечного
кристалла для лагранжиана L = trL|i = j имеем

(14)

Вторая из формул (14) соответствует дисперсион-
ному соотношению для треугольной решетки.

Анализ формулы (14) показывает, что лагран-
жиан совершает затухающие колебания с ампли-
тудой, обратно пропорциональной времени. За
время порядка 10  разность между кинетиче-
ской и потенциальной энергиями уменьшается
на два порядка. Аналогичные колебания в одно-
мерном кристалле описываются функцией Бессе-
ля и затухают существенно медленнее – обратно
пропорционально корню из времени [2].

Для проверки проводили сравнение аналити-
ческого решения (14) с численным решением
уравнений динамики решетки (1) (см. рис. 2).
Видно, что в масштабе рисунка данные решения
совпадают.

Таким образом, в настоящей работе предложено
аналитическое описание двух неравновесных теп-
ловых процессов: выравнивания кинетической и
потенциальной энергий и перераспределения энер-

6 Данное соотношение позволяет существенно упростить
уравнение (8). Сравнение с численным решением уравне-
ний динамики решетки (1) показывает, что уравнение (13)
правильно описывает динамику лагранжиана L = trL|i = j
(см. рис. 2).
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Рис. 1. Зависимость разности температур, соответствующих направлениям x и y, от времени. Точки – численное ре-
шение уравнений динамики решетки (1) (число частиц 1.6 ⋅ 104, периодические граничные условия). Сплошная
линия – численное решение дифференциально-разностного уравнения (8), записанного для обобщенной кинетиче-
ской энергии. Штриховая линия – решение стационарной задачи (12).
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Рис. 2. Колебания лагранжиана в кристалле со случайными начальными скоростями. Линия – аналитическое реше-
ние (14); точки – численное решение уравнений динамики решетки (1).
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гии по пространственным направлениям. Выведе-
но уравнение (8) с детерминированными началь-
ными условиями, описывающее оба процесса в
двух- и трехмерном случаях. Получены уравнения (9),
(10), связывающие стационарные значения обоб-
щенных энергий с начальными условиями. На
примере треугольной решетки показано, что тен-
зор температуры, вообще говоря, не является ша-
ровым. В стационарном состоянии его девиатор
определяется формулой (12):

(15)

где ,  – температуры в направлениях x и y в
начальный момент времени. Также показано, что
выравнивание кинетической и потенциальной
энергий описывается функцией (14).

Полученные результаты могут использоваться
при описании быстрых тепловых процессов в ан-
гармонических кристаллах в случае малой нели-
нейности (низкой температуры). В работе [12] по-
казано, что малая нелинейность приводит к мед-
ленному обмену энергией между нормальными
модами колебаний.

Кроме того, полученные результаты могут по-
служить для описания процессов аномального
распространения тепла, которые в бездефектных
кристаллах, вообще говоря, не описываются за-
коном Фурье [3, 9–11, 13–15].

Авторы благодарны Д.А. Индейцеву, М.Б. Ба-
бенкову и У.Г. Хуверу за полезные обсуждения.
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