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Ââåäåíèå

Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà èçó÷àåò äâèæåíèå ìàòåðèàëüíûõ òåë â ïðîñòðàí-
ñòâå. Ïîíÿòèå ìàòåðèàëüíîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëÿåìûì, îäíàêî â
çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå èëè ìåíåå ñëîæíûå
ìîäåëè ìàòåðèàëüíûõ òåë, äîïóñêàþùèå îòíîñèòåëüíî ñòðîãîå ìàòåìà-
òè÷åñêîå îïðåäåëåíèå. Ïåðå÷èñëèì òàêèå ìîäåëè â ïîðÿäêå èõ óñëîæ-
íåíèÿ: ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî, òâåðäîå äåôîðìè-
ðóåìîå òåëî, òâåðäîå òåëî ñ ìèêðîñòðóêòóðîé. Åñëè ïåðâûå òðè ìîäåëè
øèðîêî ïðåäñòàâëåíû â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå, òî ÷åòâåðòàÿ � ÷àùå èñ-
ïîëüçóåòñÿ â íàó÷íûõ ðàáîòàõ è îòíîñèòåëüíî ðåäêî ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ó÷åáíèêàõ ïî ìåõàíèêå. Îäíàêî ýòà ìîäåëü èìååò äàâíþþ èñòîðèþ, áî-
ëåå òîãî, èìåííî îíà, òî÷íåå åå ÷àñòíûé ñëó÷àé � èäåàëüíûé ìîíîêðè-
ñòàëë, èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ è îáîñíîâàíèÿ êîíòèíóàëüíîé ìî-
äåëè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Â áîëüøåé ñòåïåíè òâåðäîå òåëî ñ
ìèêðîñòðóêòóðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ â ó÷åáíèêàõ ïî ôèçèêå òâåðäîãî òåëà,
íî íåîáõîäèìîñòü îïèñûâàòü ìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû â ïîäîáíûõ òåëàõ
òðåáóåò äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ ýòîé ìîäåëè â ó÷åáíèêàõ ïî ìåõàíè-
êå. ×àñòè÷íîìó âîñïîëíåíèþ ýòîãî ïðîáåëà è ïîñâÿùåíî äàííîå ó÷åáíîå
ïîñîáèå.

Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ òâåðäîãî òåëà ñ ìèêðîñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ
èäåàëüíûé ìîíîêðèñòàëë. Â ñèëó åãî ðåãóëÿðíîñòè ìíîãèå ñîîòíîøå-
íèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïàðàìåòðû ìèêðîñòðóêòóðû ñ ìàêðîñêîïè÷åñêèìè ïà-
ðàìåòðàìè äåôîðìèðîâàíèÿ, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêè. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, ïîäîáíûå àíàëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿ-
òåëüíûé èíòåðåñ äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà äåôîðìèðîâàíèÿ êðèñòàë-
ëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì íàíî-
òåõíîëîãèé âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëÿòü ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà
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îáúåêòîâ, ðàçìåðû êîòîðûõ ñîïîñòàâèìû ñ ìåæàòîìíûìè ðàññòîÿíèÿ-
ìè, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîòðåáîâàëîñü ÿâíî ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè èõ àòî-
ìàðíîé ñòðóêòóðû. Ìíîãèå íàíîñòðóêòóðû èëè ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè
êðèñòàëëàìè, èëè ñîäåðæàò çíà÷èòåëüíûå ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèå ó÷àñò-
êè, ïîýòîìó ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà è ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé
äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë íåîáõîäè-
ìî äëÿ ïðàâèëüíîãî îïèñàíèÿ è ýêñïëóàòàöèè îáúåêòîâ íàíîìåòðîâîãî
ìàñøòàáíîãî óðîâíÿ. È, íàêîíåö, âîçìîæíîñòü ñâÿçûâàòü ìèêðî- è ìàê-
ðîïàðàìåòðû íåîáõîäèìà äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ìåòîäîì ÷àñòèö [18],
òàê êàê â îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå òâåðäîãî òåëà ñ ïî-
ìîùüþ ðàçëè÷íûõ óïàêîâîê ÷àñòèö, èç êîòîðûõ ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèå
ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè.

Â ïîñîáèè âçàèìîäåéñòâèå íà ìèêðîóðîâíå îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè (áåç ó÷åòà êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ),
÷òî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ èçó÷åíèÿ óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ
áîëüøèíñòâà êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë. Îäíàêî äàæå ÷èñòî êëàññè-
÷åñêîå îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà íåïðîñòûì. Ñâÿçà-
íî ýòî ïðåæäå âñåãî ñ òåì, ÷òî äëÿ ðÿäà êðèñòàëëîâ ïðîñòåéøàÿ êëàññè-
÷åñêàÿ ìîäåëü (äàëåå áóäåì íàçûâàòü åå ñèëîâîé), ãäå àòîìû ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, ñâÿçàííûìè ïàðíûì ñèëîâûì âçàèìî-
äåéñòâèåì, îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íîé. Ýòî, ïðåæäå âñåãî, îòíîñèòñÿ ê
êîâàëåíòíûì êðèñòàëëàì. Îäíàêî èìåííî êîâàëåíòíûå ñâÿçè õàðàêòåð-
íû äëÿ ìíîãèõ íàíîñòðóêòóð, òàêèõ êàê ãðàôåí, ôóëëåðåíû, óãëåðîäíûå
íàíîòðóáêè, îðãàíè÷åñêèå ìîëåêóëû è ò.ä. Â ïîñîáèè ðàññìàòðèâàåòñÿ
äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû. Ïåðâûé ïîäõîä ñîñòîèò â èñ-
ïîëüçîâàíèè ìíîãî÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ � ïîòåíöèàëû çàâèñÿò îò
îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ íåñêîëüêèõ ÷àñòèö (àòîìîâ). Âòîðîé ïîäõîä
ñîñòîèò â ó÷åòå ïàðíîãî ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ � ïîòåíöèàëû çàâè-
ñÿò îò îòíîñèòåëüíûõ ïîëîæåíèé è ïîâîðîòîâ äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ
÷àñòèö. È òîò, è äðóãîé ïîõîä ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó àòîìàìè ïåðåñòàþò áûòü öåíòðàëüíûìè: íàðÿäó ñ óñèëèåì âäîëü
ñâÿçè ïîÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íîå óñèëèå. Ýòî ïîçâîëÿåò ó÷åñòü íàïðàâëåí-
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íîñòü ñâÿçåé â êîâàëåíòíûõ ñòðóêòóðàõ.
Îäíà èç îñíîâíûõ öåëåé äàííîãî ïîñîáèÿ � ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç

òðåõ ìîäåëåé: ïàðíîé ñèëîâîé, ïàðíîé ìîìåíòíîé è ìíîãî÷àñòè÷íîé; ïî-
ëó÷åíèå äëÿ íèõ ôîðìóë, ñâÿçûâàþùèõ ïàðàìåòðû ìèêðîñòðóêòóðû ñ
ìàêðîñêîïè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè óïðóãîñòè êðèñòàëëîâ. Äëÿ ìíî-
ãî÷àñòè÷íîé ìîäåëè áóäåò ðàññìîòðåí òîëüêî åå ïðîñòåéøèé âàðèàíò,
ïðè êîòîðîì âçàèìîäåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ïîëîæåíèåì
òðåõ ÷àñòèö � òðåõ÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî âçàèìîäåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïàðàìè ÷àñòèö è
óãëàìè ìåæäó ñâÿçÿìè.

Â ðàâíîâåñèè ðàñïîëîæåíèå àòîìîâ ìîíîêðèñòàëëà õàðàêòåðèçóåòñÿ
òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèåé, ò. å. îíè îáðàçóþò èäåàëüíóþ êðèñòàëëè÷å-
ñêóþ ðåøåòêó. Êðèñòàëëè÷åñêèå ðåøåòêè ïðèíÿòî äåëèòü íà ïðîñòûå è
ñëîæíûå. Â ïðîñòîé ðåøåòêå âñå àòîìû îäèíàêîâû è íàõîäÿòñÿ â îäèíà-
êîâîì ïîëîæåíèè. Ñëîæíàÿ ðåøåòêà ìîæåò ñîäåðæàòü êàê ðàçëè÷íûå
àòîìû, òàê è îäèíàêîâûå àòîìû, íî èìåþùèå ðàçëè÷íîå ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ñîñåäíèõ àòîìîâ. Ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî âòîðîé ñëó÷àé, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò êðèñòàëëû, ñôîð-
ìèðîâàííûå èç îäíîãî õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà, õîòÿ ìíîãèå ðåçóëüòàòû,
ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé, ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû äëÿ äâóõ ýëåìåí-
òîâ. Ñëîæíàÿ ðåøåòêà âñåãäà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ. Â ïîñîáèè
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòûå ðåøåòêè (èëè îäíîàòîìíûå) è ñëîæíûå äâóõ-
àòîìíûå (ò.å. ñîñòîÿùèå èç äâóõ ïîäðåøåòîê). Äâóõàòîìíûìè ðåøåòêàìè
îáëàäàþò, â ÷àñòíîñòè, óãëåðîäíûå êðèñòàëëû, òàêèå, êàê ãðàôåí, ãðà-
ôèò, àëìàç. Ðàññìîòðåíèå äâóõàòîìíûõ ðåøåòîê ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî
óïðîñòèòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, òðåáóåìûé äëÿ îïèñàíèÿ ñëîæíûõ
ðåøåòîê. Ïîëó÷åíèå òåíçîðà æåñòêîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (ìíîãîàòîì-
íûõ) ñëîæíûõ ðåøåòîê îïèñûâàåòñÿ â ìîíîãðàôèè [18] äëÿ ñèëîâîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ è â ðàáîòå [13] äëÿ ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïîñîáèå ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü ââîäíàÿ; âòîðàÿ ïî-
ñâÿùåíà êðèñòàëëàì, èìåþùèì ïðîñòóþ (îäíîàòîìíóþ) ðåøåòêó; òðåòüÿ
� ñëîæíóþ (äâóõàòîìíóþ) ðåøåòêó.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè áóäóò ïîëó÷åíû îáùèå ôîðìóëû, ñïðà-
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âåäëèâûå äëÿ ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 1, 2, 3. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ
áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äâóõìåðíûå ðåøåòêè: òðåóãîëüíàÿ, êâàäðàòíàÿ,
øåñòèóãîëüíàÿ (ðåøåòêà ãðàôåíà); òðåõìåðíûå ðåøåòêè: êóáè÷åñêàÿ, ÎÖÊ
(îáúåìîöåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ), ÃÖÊ (ãðàíåöåíòðèðîâàííàÿ êóáè-
÷åñêàÿ), ðåøåòêà àëìàçà. Ãðàôåí (ìîíîñëîé ãðàôèòà) îñîáåííî èíòåðå-
ñåí, òàê êàê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, êàê íåäàâíî áûëî ïîêàçàíî [34, 35],
ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèé ïðàêòè÷åñêè äâóõìåðíûé ìîíîêðèñòàëë. Ïîýòî-
ìó îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàê ìîíîêðèñòàëë, òàê è íàíîñòðóêòóðó. Êðî-
ìå òîãî, ãðàôåí ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñòðóêòóðíûì ýëåìåíòîì äëÿ ìíî-
ãèõ óãëåðîäíûõ íàíîñòðóêòóð, òàêèõ, êàê ôóëëåðåíû è íàíîòðóáêè. Â
îñíîâíîì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ìîíîêðèñòàëëû è èõ óïðóãèå õàðàêòå-
ðèñòèêè, íî òàêæå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îñðåäíåíèå òåíçîðà æåñòêîñòè,
ïîçâîëÿþùåå ïðèáëèæåííî îïèñûâàòü äåôîðìèðîâàíèå ïîëèêðèñòàëëè-
÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå óïðóãîå äåôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû. Êàæ-
äàÿ ÷àñòèöà ñ÷èòàåòñÿ âçàèìîäåéñòâóþùåé ëèøü ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñ-
ëîì ñîñåäåé � ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ïåðåõîäå ê ìàêðîñêîïè÷åñêîìó ìàñ-
øòàáíîìó óðîâíþ ïîëó÷èòü ëîêàëüíóþ òåîðèþ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ õàðàê-
òåðèñòèê óïðóãîñòè èñïîëüçóåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèé ïîäõîä � ñâÿçü ìèêðî-
è ìàêðîïàðàìåòðîâ ïîëó÷àåòñÿ èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé äëÿ ýíåðãèè
äåôîðìèðîâàíèÿ. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò íàèáîëåå ïðîñòî ïîëó÷èòü
òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ, îñîáåííî äëÿ ìîìåíòíîãî è ìíîãî÷àñòè÷íîãî
âçàèìîäåéñòâèé. Ïîäõîäû, ïîçâîëÿþùèå âûâîäèòü èç ìèêðîñêîïè÷åñêèõ
ïðåäñòàâëåíèé íå òîëüêî óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè, íî è ïîëíóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé äèíàìèêè ñïëîøíîé ñðåäû, èçëàãàþòñÿ â ìîíîãðàôèè [18] äëÿ
ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è â ðàáîòàõ [12, 13] äëÿ ìîìåíòíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî èäåàëüíûå áåñêîíå÷íûå êðèñòàëëû. Âëèÿ-
íèå êîíå÷íîñòè êðèñòàëëà íà åãî óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè, ÷òî îñîáåííî
âàæíî äëÿ íàíîñòðóêòóð, èññëåäîâàíî â ðàáîòàõ [11, 17, 22].

Îñíîâîïîëàãàþùèìè ïî äèíàìèêå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ñ÷èòà-
þòñÿ ðàáîòû Ì. Áîðíà è äð. [2]. Â íèõ, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû ëèíåéíûå
ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè äëÿ èäåàëüíîãî êðèñòàëëà íà îñíîâå ðàçâèòîãî
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Áîðíîì ìåòîäà äëèííûõ âîëí. Âïîñëåäñòâèè ìåõàíèêà êðèñòàëëè÷åñêèõ
ðåøåòîê èññëåäîâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè [14, 15, 18, 19, 21].

Èñïîëüçóåìîå â ïîñîáèè îïèñàíèå ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåð-
äîãî òåëà îïèðàåòñÿ íà ðàáîòû Ï. À. Æèëèíà, À. È. Ëóðüå, Â. À. Ïàëü-
ìîâà [7, 25, 27]. Ïîñòðîåíèå ìîìåíòíîé ìîäåëè êðèñòàëëà îñíîâûâàåòñÿ
íà èäåÿõ Ï. À. Æèëèíà [7, 8] è ðàáîòàõ [10, 12, 13]; ïîñòðîåíèå òðåõ÷à-
ñòè÷íîé ìîäåëè äâóõàòîìíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè � íà ðåçóëüòà-
òàõ ðàáîòû [30].

Àâòîð ìíîãèì îáÿçàí ñâîåìó Ó÷èòåëþ � Ïàâëó Àíäðååâè÷ó Æèëè-
íó, ïîä âëèÿíèåì êîòîðîãî ôîðìèðîâàëîñü íàó÷íîå ìèðîâîççðåíèå àâòî-
ðà.

Çà íåèçìåííóþ íàó÷íóþ ïîääåðæêó è öåííûå ñîâåòû àâòîð áëàãîäà-
ðåí Å.À. Èâàíîâîé, Ä.À. Èíäåéöåâó, Í.Ô. Ìîðîçîâó è Â.À. Ïàëüìîâó.
Àâòîð áëàãîäàðåí À.È. Áîðîâêîâó è Ð.Â. Ãîëüäøòåéíó çà ïîëåçíûå îá-
ñóæäåíèÿ. Àâòîð áëàãîäàðåí È.Å. Áåðèíñêîìó, Í. Ã. Äâàñó, À.Ì. Êóäà-
ðîâîé, Â.À. Êóçüêèíó, À.À. Ëå-Çàõàðîâó, Î.Ñ. Ëîáîäà, È.È. Íåéãåáàóýð
è Å.À. Ïîäîëüñêîé, ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà ñ êîòîðûìè ñïîñîáñòâîâàëà ïîÿâ-
ëåíèþ ýòîé êíèãè.

Ðÿä ìàòåðèàëîâ, ïðèâåäåííûõ â ïîñîáèè, ðàçðàáîòàí ïðè ïîääåðæêå
ÐÔÔÈ (ãðàíòû 08-01-00865-à, 09-01-12096-îôè-ì).
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Ãëàâà 1

Êðèñòàëëû

Ïðèâîäÿòñÿ êðàòêèå ñâåäåíèÿ î ñòðóêòóðå è ñâîéñòâàõ êðèñòàëëîâ, êîòîðûå ïîòðåáó-

þòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,

â ìîíîãðàôèè [3].

1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ

Êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê (óçëîâ) â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òðîéêà íåêîìïëà-
íàðíûõ âåêòîðîâ, ÷òî ñìåùåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà íà ëþáîé èç íèõ åñòü
òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäîáíîå ìíîæåñòâî äîëæ-
íî áûòü íåîãðàíè÷åííûì â ïðîñòðàíñòâå. Åñëè óêàçàííàÿ òðîéêà âåêòî-
ðîâ ñóùåñòâóåò, òî îíà ìîæåò áûòü âûáðàíà íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Â êà÷åñòâå îñíîâíîé òðîéêè âûáèðàåòñÿ òàêàÿ, ÷òîáû ïàðàëëåëåïèïåä,
ïîñòðîåííûé íà åå âåêòîðàõ, èìåë ìèíèìàëüíûé îáúåì. Ýòè âåêòîðû
íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè, à ïàðàëëåëåïèïåä � ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé. Îñ-
íîâíûå âåêòîðû òàêæå îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî, îäíàêî âñåãäà ìîæíî
âûäåëèòü êàêóþ-íèáóäü îäíó òðîéêó èç âîçìîæíûõ. Ââåäåííîå ïîíÿòèå
ðåøåòêè î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà ïðîñòðàí-
ñòâî ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, â òîì ÷èñëå íà îäíî- è äâóõìåðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîâîêóïíîñòü ÷àñòèö, îáðàçóþùèõ â ðàâíî-
âåñíîì ñîñòîÿíèè èäåàëüíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó. ×àñòèöû áóäåì
íàçûâàòü àòîìàìè, à âñþ ñîâîêóïíîñòü � êðèñòàëëîì. Îïðåäåëåííûé
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òàêèì îáðàçîì êðèñòàëë ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì (áåçäåôåêòíûì). Ðåàëü-
íûå êðèñòàëëû îòëè÷àþòñÿ íàëè÷èåì äåôåêòîâ ñòðóêòóðû, îäíàêî ïðè
íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå äåôåêòîâ îòêëîíåíèÿìè îò èäåàëüíîñòè ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü, åñëè ðå÷ü èäåò î âû÷èñëåíèè óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê. Êðîìå
òîãî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ðàññìàòðèâàåìûå êðèñòàëëû ÿâëÿþòñÿ áåñ-
êîíå÷íûìè. Èçìåíåíèå óïðóãèõ ñâîéñòâ, ñâÿçàííîå ñ êîíå÷íîñòüþ êðè-
ñòàëëîâ, èìååò ïîðÿäîê 1/N , ãäå N � ÷èñëî ñëîåâ àòîìîâ â íàïðàâëå-
íèè èçìåðåíèÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè. Äëÿ íàíîñòðóêòóð ýòè îòêëî-
íåíèÿ ìîãóò áûòü çàìåòíûìè, ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â
ðàáîòàõ [11, 17, 22]. Ìíîãèå èçëàãàåìûå â äàííîé êíèãå ðåçóëüòàòû ìî-
ãóò ïðèìåíÿòüñÿ òàêæå äëÿ ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð, â òîì
÷èñëå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ, â êîòîðûõ ÷àñòèöû âîâñå íå ÿâëÿþòñÿ àòîìà-
ìè. Îòìåòèì, ÷òî òîëüêî ïðè íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè êðèñòàë-
ëà ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â óçëàõ ðåøåòêè, ïðè äåôîðìàöèè îíè ïîëó÷àþò
íåêîòîðûå ñìåùåíèÿ è èõ ïîëîæåíèÿ ñ óçëàìè óæå íå ñîâïàäàþò.

Ñîâîêóïíîñòü óçëîâ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç íåêîòîðîãî
îäíîãî óçëà êîìïîçèöèÿìè ïåðåìåùåíèé íà îñíîâíûå âåêòîðû, íàçûâà-
åòñÿ ðåøåòêîé Áðàâå äàííîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Ðåøåòêà, ñîâïà-
äàþùàÿ ñî ñâîåé ðåøåòêîé Áðàâå, íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, íå ñîâïàäàþùàÿ
� ñëîæíîé. Ñëîæíàÿ ðåøåòêà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ âñòàâëåííûõ äðóã â
äðóãà îäèíàêîâûõ ðåøåòîê Áðàâå. Èíûìè ñëîâàìè, ïðîñòîé íàçûâàåòñÿ
ðåøåòêà, äëÿ êîòîðîé ïåðåìåùåíèå íà âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâà
óçëà, åñòü òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ïðîñòîé
ðåøåòêè ñîäåðæèò îäèí óçåë, ñëîæíîé � íåñêîëüêî.

Â ïîñîáèè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êðèñòàëëè÷åñêèå ðåøåòêè, ýëå-
ìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà êîòîðûõ ñîäåðæèò îäèí èëè äâà óçëà (àòîìà). Íàçû-
âàòü èõ áóäåì, ñîîòâåòñòâåííî, îäíîàòîìíîé è äâóõàòîìíîé ðåøåòêàìè.
Î÷åâèäíî, îäíîàòîìíàÿ ðåøåòêà � ýòî äðóãîå íàçâàíèå ïðîñòîé ðåøåò-
êè, äâóõàòîìíàÿ � ýòî ïðîñòåéøèé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëîæíîé ðåøåòêè.
Èíòåðåñ èìåííî ê äâóõàòîìíûì ðåøåòêàì â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñâÿ-
çàí ñ òåì, ÷òî òàêóþ ñòðóêòóðó èìåþò ìíîãèå ìàòåðèàëû, èñïîëüçóåìûå
â íàíîòåõíîëîãèÿõ. Òàê, äâóõàòîìíûìè ÿâëÿþòñÿ ðåøåòêè ãðàôåíà è àë-
ìàçà. Ãðàôåí ñàì ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ íàíîñòðóêòóðîé; êðîìå òîãî, îí ÿâëÿ-
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åòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îñíîâîé äëÿ óãëåðîäíûõ íàíîñòðóêòóð, òàêèõ, êàê
íàíîòðóáêè è ôóëëåðåíû. Ñòðóêòóðó àëìàçà èìåþò íåêîòîðûå ýëåìåí-
òû è èõ ñîåäèíåíèÿ, èñïîëüçóåìûå, â ÷àñòíîñòè, â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ
íàíîòåõíîëîãèÿõ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé óçåë ðåøåòêè, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü èñ-
õîäíûì. Ñôåðû ñ öåíòðîì â èñõîäíîì óçëå è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äðóãèå
óçëû ðåøåòêè, íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàöèîííûìè. Èõ ïðèíÿòî íóìåðîâàòü
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ðàäèóñà, ïðè÷åì ïåðâîé ñ÷èòàåòñÿ êîîðäèíàöè-
îííàÿ ñôåðà, íà êîòîðîé íàõîäÿòñÿ óçëû, áëèæàéøèå ê èñõîäíîìó. Êî-
îðäèíàöèîííûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî óçëîâ, ëåæàùèõ íà êîîðäèíà-
öèîííîé ñôåðå. Åñëè íîìåð ñôåðû íå óêàçûâàåòñÿ, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ
ïåðâàÿ, à êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî äàåò ÷èñëî óçëîâ, ñîñåäñòâóþùèõ ñ
èñõîäíûì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå äîñòàòî÷íî
áûñòðî óáûâàåò íà ðàññòîÿíèè, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íîå
÷èñëî êîîðäèíàöèîííûõ ñôåð, à â ðÿäå ñëó÷àåâ îãðàíè÷èâàòüñÿ îäíîé
èëè äâóìÿ ñôåðàìè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè êðè-
ñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ýíåðãåòè÷åñêèé ïîäõîä. Ñóòü
åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â äâóõ
ïðåäñòàâëåíèÿõ � ìèêðîñêîïè÷åñêîì (÷åðåç äåôîðìàöèè ìåæàòîìíûõ
ñâÿçåé) è ìàêðîñêîïè÷åñêîì (÷åðåç äåôîðìàöèè ñïëîøíîé ñðåäû). Ïðè-
ðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèé, ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó ìàêðîñêîïè-
÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè óïðóãîñòè ìàòåðèàëà è ìèêðîñêîïè÷åñêèìè
ïàðàìåòðàìè êðèñòàëëà. Ïðè ýòîì äëÿ óäîáñòâà áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ëèøü îäíîðîäíîå äåôîðìèðîâàíèå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, ò. å. äå-
ôîðìèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì ïåðåìåùåíèÿ àòîìîâ êàæäîé ðåøåòêè Áðàâå
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò.

Âîçìîæíû äðóãèå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè. Â
÷àñòíîñòè, â ìîíîãðàôèè [18] äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ äëèííîâîëíîâîå
ïðèáëèæåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü íå òîëüêî õàðàêòåðèñòèêè óïðó-
ãîñòè, íî è ïîëíîñòüþ âûâåñòè ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
èç ìèêðîñêîïè÷åñêèõ. Íî äëÿ ðàññìîòðåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ïðè ìàëûõ
äåôîðìàöèÿõ ýíåðãåòè÷åñêèé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Îí
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ïîçâîëÿåò ïðîùå ïîëó÷èòü èñêîìûå ñîîòíîøåíèÿ, îñîáåííî äëÿ íåïàð-
íîãî (ìíîãî÷àñòè÷íîãî) âçàèìîäåéñòâèÿ.

1.2. Òèïû ìåæàòîìíûõ âçàèìîäåéñòâèé

Ðàññìîòðèì ñóùåñòâóþùèå â ïðèðîäå îñíîâíûå òèïû ìåæàòîìíûõ âçàè-
ìîäåéñòâèé. Ïî õàðàêòåðó ïðåîáëàäàþùèõ ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ êðèñòàë-
ëû ãðóáî ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íà ÷åòûðå ãðóïïû.

1. Âàí-äåð-Âààëüñîâû êðèñòàëëû. Èç-çà îòñóòñòâèÿ îáîáùåñòâëåííûõ
ýëåêòðîíîâ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ ïàðíûìè è ïðè íåáîëü-
øèõ ðàçìåðàõ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ (àòîìîâ èëè ìîëåêóë) öåí-
òðàëüíûìè. Êðîìå òîãî, îíè áûñòðî óáûâàþò ñ ðàññòîÿíèåì � ïðî-
ïîðöèîíàëüíî r−7. Ýòî ïðåæäå âñåãî êðèñòàëëû èíåðòíûõ ãàçîâ, à
òàêæå ìîëåêóëÿðíûå êðèñòàëëû ñ íàñûùåííûìè âíóòðèìîëåêóëÿð-
íûìè ñâÿçÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ïàðíûì ñè-
ëîâûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó àòîìàìè.

2. Èîííûå êðèñòàëëû. Êðèñòàëë ñîñòîèò èç èîíîâ, ñèëû âçàèìîäåé-
ñòâèÿ êóëîíîâñêèå, çíà÷èò, ïàðíûå è öåíòðàëüíûå. Îäíàêî ñèëû
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåäëåííî óáûâàþò íà ðàññòîÿíèè, â ñâÿçè ñ ÷åì
èîííûå êðèñòàëëû, âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå ìîãóò îïèñûâàòüñÿ ëî-
êàëüíîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèåé � â îáùåì ñëó÷àå îíè ÿâëÿþòñÿ
ïüåçîýëåêòðèêàìè. Îäíàêî åñëè êðèñòàëëû îáëàäàþò îïðåäåëåííû-
ìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè, à èìåííî êàæäûé àòîì ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì
èíâåðñèè, òî ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ýôôåêòîâ íå âîçíèêàåò è âçàèìî-
äåéñòâèå ìîæíî ñ÷èòàòü ëîêàëüíûì. Ýòî ïðåæäå âñåãî îòíîñèòñÿ ê
ùåëî÷íî-ãàëîèäíûì ñîåäèíåíèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ìîäåëü ïàðíîãî ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îãðàíè÷åí-
íûì ÷èñëîì ñîñåäåé ïî êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå.

3. Ìåòàëëû. Ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ èîíîâ,
ïîãðóæåííûõ â ýëåêòðîííûé ãàç. Äëÿ àíàëèçà ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ïîäîáíîé ñèñòåìû ÷àñòî òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå êâàíòîâî-ìåõàíè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Îäíàêî äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ
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ìåòàëëîâ ìîãóò ñ óñïåõîì ïðèìåíÿòüñÿ è êëàññè÷åñêèå ìîäåëè. Â
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îíè îñíîâûâàþòñÿ íà ïàðíîì âçàèìîäåéñòâèè,
äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ òðåáóåòñÿ ó÷åò ìíîãî÷àñòè÷íîãî èëè
ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

4. Êîâàëåíòíûå êðèñòàëëû. Êàæäûé àòîì ìîæåò îáðàçîâûâàòü îãðà-
íè÷åííîå ÷èñëî êîâàëåíòíûõ ñâÿçåé, êðîìå òîãî, èìååòñÿ ÿðêî âûðà-
æåííàÿ ïðåèìóùåñòâåííàÿ íàïðàâëåííîñòü ñâÿçåé. Èñïîëüçîâàíèå
÷èñòî ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ñèñòåì âñòðå-
÷àåò ñåðüåçíûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ îáåñïå÷åíèåì óñòîé÷èâîñòè
ðåøåòêè è ïðàâèëüíûì îïèñàíèåì åå óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê. Çäåñü
ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìîäåëåé, èñïîëüçóþùèõ ìíî-
ãî÷àñòè÷íîå èëè ìîìåíòíîå âçàèìîäåéñòâèå.

Äëÿ êðèñòàëëîâ, ðåøåòêè êîòîðûõ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íû îòíî-
ñèòåëüíî ëþáîãî óçëà (â ÷àñòíîñòè, ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ïðîñòîé
ðåøåòêè), ïðè ÷èñòî ñèëîâîì âçàèìîäåéñòâèè òåíçîð æåñòêîñòè îêàçûâà-
åòñÿ àáñîëþòíî ñèììåòðè÷íûì (ïðîåêöèè òåíçîðà â îðòîíîðìèðîâàííîì
áàçèñå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ) [2]. Ïî-
äîáíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïðîåêöèÿìè òåíçîðà æåñòêîñòè èñòîðè÷åñêè íîñèò
íàçâàíèå ñîîòíîøåíèé Êîøè. Èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [26, 29] ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ ìíîãèõ ùåëî÷íî-ãàëîèäíûõ ñîåäèíåíèé îòêëîíåíèÿ îò ñî-
îòíîøåíèé Êîøè ëèøü íåñêîëüêî ïðåâîñõîäÿò ïîãðåøíîñòü ýêñïåðèìåí-
òà. Äëÿ áîëüøèíñòâà æå ìåòàëëîâ è êîâàëåíòíûõ ñîåäèíåíèé ñîîòíîøå-
íèÿ Êîøè íå âûïîëíÿþòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ
èç àáñîëþòíîé ñèììåòðèè òåíçîðà æåñòêîñòè ñëåäóåò çíà÷åíèå êîýôôè-
öèåíòà Ïóàññîíà ν = 0.25. Íà ñàìîì æå äåëå ν èçìåíÿåòñÿ â äîñòàòî÷íî
øèðîêèõ ïðåäåëàõ ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì, áëèçêèì ê 0.3. Îäíàêî áîëü-
øèíñòâî òåîðèé, ïîñòðîåííûõ íà áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëÿõ, ó÷èòûâàþùèõ
êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêóþ ïðèðîäó âçàèìîäåéñòâèÿ, äàþò â ëó÷øåì ñëó÷àå
ïðàâèëüíûé çíàê îòêëîíåíèÿ îò ñîîòíîøåíèé Êîøè, âåëè÷èíà æå ýòîãî
îòêëîíåíèÿ ïëîõî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì (ñì., íàïðèìåð, ñðàâíå-
íèå â ðàáîòàõ [26, 29]). Âïðî÷åì, è ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïîðîé
ðàçëè÷àþòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííî. Â ýòîé ñèòóàöèè ïðèåìëåìîãî ñîîò-
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âåòñòâèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì óäàåòñÿ äîáèòüñÿ, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ êëàññè-
÷åñêîé ìåõàíèêè, íî ïðè èñïîëüçîâàíèè óñëîæíåííûõ ìîäåëåé. Äåéñòâè-
òåëüíî, ñîîòíîøåíèÿ Êîøè ñòðîãî âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî ïðè ñëåäóþùèõ
óñëîâèÿõ:

1) ïðîñòàÿ êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà;
2) ïàðíîå ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå;
3) èäåàëüíûé áåñêîíå÷íûé ìîíîêðèñòàëë;
4) îòñóòñòâèå òåïëîâîãî äâèæåíèÿ.
Îòêàç îò ëþáîãî èç íèõ ìîæåò ïðèâåñòè ê îòêëîíåíèþ îò ñîîòíîøå-

íèé Êîøè. Â ïîñîáèè áóäóò ðàññìîòðåíû àëüòåðíàòèâû ïåðâîìó è âòî-
ðîìó óñëîâèÿì: ñëîæíàÿ ðåøåòêà, íåïàðíîå òðåõ÷àñòè÷íîå èëè ïàðíîå
ìîìåíòíîå âçàèìîäåéñòâèå.

1.3. Ñïîñîáû îïèñàíèÿ ìåæàòîìíûõ âçàèìîäåéñòâèé

Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðíîå ñè-
ëîâîå âçàèìîäåéñòâèå. Â ýòîì ñëó÷àå ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì, çàâèñÿùèì òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðàìè
÷àñòèö (çäåñü è äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïîòåíöèàëüíûå âçàèìî-
äåéñòâèÿ). Ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè,
ò. å. íàïðàâëåíû îíè âäîëü ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû àòîìîâ. Äëÿ
êðàòêîñòè òàêîé òèï âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåì íàçûâàòü ñèëîâûì.

Ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå ñ óñïåõîì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøå-
íèÿ ìíîãèõ êëàññîâ çàäà÷, òàêèõ, êàê ìîäåëèðîâàíèå ôèçèêî-ìåõàíè÷åñ-
êèõ ïðîöåññîâ â ïëîòíîóïàêîâàííûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ, ìîäå-
ëèðîâàíèå äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ âåùåñòâà íà ìåçîóðîâíå [18].
Îäíàêî äëÿ ðÿäà çàäà÷ èñïîëüçîâàíèå ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâî-
äèò ê ïðèíöèïèàëüíûì ïðîáëåìàì. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê îïèñà-
íèþ ìîëåêóëÿðíûõ ñòðóêòóð ñ íàïðàâëåííûìè ñâÿçÿìè. Òàêîâûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ óãëåðîäíûå íàíîñòðóêòóðû, êîâàëåíòíûå êðèñòàëëû (íàïðèìåð,
êðèñòàëëû ãðàôèòà, àëìàçà), ïðàêòè÷åñêè âñå îðãàíè÷åñêèå ìîëåêóëû.
Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè öåíòðàëüíîì âçàèìîäåéñòâèè âñå íà-
ïðàâëåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ðàâíîçíà÷íûìè, ÷òî çàòðóäíÿåò âîçíèêíîâåíèå
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íàïðàâëåííûõ ñâÿçåé; â ðåçóëüòàòå ÷àñòèöû ñòðåìÿòñÿ ñôîðìèðîâàòü
ñòðóêòóðû ñ íàèáîëüøåé âîçìîæíîé ïëîòíîñòüþ óïàêîâêè. Ñòðóêòóðû
æå ñ íàïðàâëåííûìè ñâÿçÿìè îòëè÷àþòñÿ, íàïðîòèâ, íèçêîé ïëîòíîñòüþ
óïàêîâêè.

Èçëîæåííîå âûøå, îäíàêî, íå îçíà÷àåò, ÷òî ñòðóêòóðû ñ íàïðàâëåí-
íûìè ñâÿçÿìè â ïðèíöèïå íå ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ ñèëîâî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ðÿäå ðàáîò ïàðàìåòðû ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ñ óñïåõîì ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òî îíè äåëàþò óñòîé÷èâûìè êîâàëåíòíûå
óãëåðîäíûå êðèñòàëëû [1, 4, 23]. Îäíàêî ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü
ðàçëè÷íûé çàêîí âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó áëèæíèìè è äàëüíèìè àòîìà-
ìè, ÷òî çàòðóäíÿåò îïèñàíèå ïåðåñòðîåê êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû.
Êðîìå òîãî, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, ïðè ñèëîâîì âçàèìîäåéñòâèè óäà-
åòñÿ óäîâëåòâîðèòü òîëüêî ÷àñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé óïðóãèõ
ìîäóëåé.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ óêàçàííûõ âûøå ïðîáëåì.
Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ïîäõîä ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ìíîãî÷àñòè÷-
íûõ ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ [32, 33, 36] � ïîòåíöèàëîâ, çàâèñÿùèõ
îò îòíîñèòåëüíûõ ïîëîæåíèé íåñêîëüêèõ ÷àñòèö, îêðóæàþùèõ äàííóþ.
Ìû îãðàíè÷èìñÿ òðåõ÷àñòè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì, êîãäà, íàðÿäó ñ ðàñ-
òÿæåíèåì ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé, âçàèìîäåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ èçìåíåíè-
åì óãëîâ ìåæäó ñâÿçÿìè.

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ñîñòîèò âî ââåäåíèè â ðàññìîòðåíèå âðà-
ùàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû è ó÷åòå ìîìåíòíîãî âêëàäà â ìåæàòîìíîå
âçàèìîäåéñòâèå [10, 12, 13]. Ïðè ýòîì âçàèìîäåéñòâèå îñòàåòñÿ ïàðíûì,
íî ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ óæå íå îáÿçàíû áûòü öåíòðàëüíûìè � íàðÿäó ñ
ïðîäîëüíîé ñèëîé âçàèìîäåéñòâèÿ âîçíèêàåò ïîïåðå÷íàÿ, êîòîðàÿ è ïîä-
äåðæèâàåò íàïðàâëåííîñòü ñâÿçåé. Ïîäîáíûé ïîäõîä ñáëèæàåò îïèñàíèå
ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì ñ îïèñàíèåì ìîìåíòíûõ êîíòèíóàëüíûõ ñðåä [8, 9],
÷òî ïîçâîëÿåò äàòü ÿñíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïàðàìåòðàì âçà-
èìîäåéñòâèÿ. Äëÿ êðàòêîñòè òàêîé òèï âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåì íàçûâàòü
ìîìåíòíûì.

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ äàííîãî ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé
àíàëèç òðåõ ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ ìåæàòîìíûõ âçàèìîäåé-
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ñòâèé â êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ: ïàðíîãî ñèëîâîãî, ïàðíîãî ìîìåíò-
íîãî è ìíîãî÷àñòè÷íîãî.

1.4. Ïàðàìåòðû êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñåìü êðèñòàëëè÷åñêèõ
ðåøåòîê: òðåóãîëüíàÿ, êâàäðàòíàÿ, øåñòèóãîëüíàÿ (ðåøåòêà ãðàôåíà),
êóáè÷åñêàÿ, ÎÖÊ (îáúåìíîöåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ), ÃÖÊ (ãðàíå-
öåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ), ðåøåòêà àëìàçà. Èç íèõ òðè äâóõìåðíûå
(òðåóãîëüíàÿ, êâàäðàòíàÿ, øåñòèóãîëüíàÿ) è ÷åòûðå òðåõìåðíûå (êóáè-
÷åñêàÿ, ÎÖÊ, ÃÖÊ, ðåøåòêà àëìàçà). Ðåøåòêè ãðàôåíà è àëìàçà äâóõ-
àòîìíûå, îñòàëüíûå � îäíîàòîìíûå. Òåíçîð æåñòêîñòè òðåóãîëüíîé è
øåñòèóãîëüíîé ðåøåòîê èçîòðîïåí, äëÿ îñòàëüíûõ îí îáëàäàåò êóáè÷å-
ñêîé (êâàäðàòíîé) ñèììåòðèåé. Äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè áóäåì îòäåëüíî
ðàññìàòðèâàòü äâå åå îðèåíòàöèè, äëÿ îäíîé èç êîòîðûõ ñîõðàíèì íàçâà-
íèå êâàäðàòíîé ðåøåòêè, à äðóãóþ, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà
íà π/4, áóäåì óñëîâíî íàçûâàòü ðîìáè÷åñêîé ðåøåòêîé.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïåðå÷èñëåííûå êðèñòàëëè÷åñêèå ðåøåòêè. Âû-
ïèøåì äëÿ íèõ îðòû (åäèíè÷íûå âåêòîðû) nα, çàäàþùèå íàïðàâëåíèå îò
íåêîòîðîãî àòîìà êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ê åãî áëèæàéøèì ñîñåäÿì.
Âñå îðòû nα âûðàçèì ÷åðåç îðòû i, j, k îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò. Ïðè êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè ðåøåòêè îðòû i, j, k íàïðàâëÿþòñÿ
âäîëü îñåé êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè.

Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà. Àòîìû ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîí-
íèõ òðåóãîëüíèêîâ, ïëîòíî çàïîëíÿþùèõ ïëîñêîñòü. Ñîîòâåòñòâóåò
ïëîòíîé óïàêîâêå øàðîâ íà ïëîñêîñòè.

n1,2 = ±i, n2,3,4,5,6 = ±1

2
i±

√
3

2
j.

Êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà. Àòîìû ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ êâàäðàòîâ, ïëîò-
íî çàïîëíÿþùèõ ïëîñêîñòü.

n1,2 = ±i, n3,4 = ±j.
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Ðîìáè÷åñêàÿ ðåøåòêà. Êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà, ïîâåðíóòàÿ íà π/4.

n1,2,3,4 =
1√
2

(±i± j) .

Øåñòèóãîëüíàÿ ðåøåòêà (ðåøåòêà ãðàôåíà). Àòîìû ðàñïîëîæåíû
â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííèõ øåñòèóãîëüíèêîâ, ïëîòíî çàïîëíÿþùèõ
ïëîñêîñòü. Â ïðèðîäå ýòîé ðåøåòêîé îáëàäàåò ãðàôåí � ìîíîñëîé
ãðàôèòà, êîòîðûé ìîæåò ñóùåñòâîâàòü è êàê îòäåëüíàÿ íàíîñòðóê-
òóðà � ïðàêòè÷åñêè äâóõìåðíûé ìîíîêðèñòàëë.

n1 = i, n2,3 = −1

2
i±

√
3

2
j.

Êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêà. Àòîìû ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ êóáîâ, ïëîòíî
çàïîëíÿþùèõ ïðîñòðàíñòâî. ×àñòî ýòó ðåøåòêó íàçûâàþò ïðîñòîé
êóáè÷åñêîé. Åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, êîòîðûé ìîæåò îáðàçîâûâàòü
äàííóþ ðåøåòêó � ïîëîíèé.

n1,2 = ±i, n3,4 = ±j, n5,6 = ±k.

ÎÖÊ (îáúåìíîöåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ) ðåøåòêà. Àòîìû ðàñ-
ïîëîæåíû â öåíòðàõ è âåðøèíàõ êóáîâ, ïëîòíî çàïîëíÿþùèõ ïðî-
ñòðàíñòâî. Ýòîé ðåøåòêîé îáëàäàåò æåëåçî (ïðè íå ñëèøêîì âû-
ñîêîé òåìïåðàòóðå), ùåëî÷íûå ìåòàëëû, à òàêæå áàðèé, âàíàäèé,
âîëüôðàì, ìîëèáäåí, õðîì è äð.

n1,2,3,4,5,6,7,8 =
1√
3

(±i± j± k) .

ÃÖÊ (ãðàíåöåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ) ðåøåòêà. Àòîìû ðàñïî-
ëîæåíû â öåíòðàõ ãðàíåé è âåðøèíàõ êóáîâ, ïëîòíî çàïîëíÿþùèõ
ïðîñòðàíñòâî. Ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èç âîçìîæíûõ ïëîòíûõ óïàêî-
âîê øàðîâ â ïðîñòðàíñòâå. Ýòîé ðåøåòêîé îáëàäàåò ðÿä ìåòàëëîâ
(àëþìèíèé, çîëîòî, ìåäü, íèêåëü, ñåðåáðî, ïëàòèíà è äð.), åå îáðà-
çóþò ïðè êîíäåíñàöèè èíåðòíûå ãàçû.

n1,2,3,4 =
1√
2

(±i± j) , n5,6,7,8 =
1√
2

(±j± k) ,

n9,10,11,12 =
1√
2

(±i± k) .
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Ðåøåòêà àëìàçà. Ýòà ðåøåòêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ÎÖÊ óäàëå-
íèåì ñ ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû êàæäîãî âòîðîãî àòîìà òàê,
÷òîáû îñòàâøèåñÿ àòîìû ëåæàëè íà âåðøèíàõ òåòðàýäðà. Äàííîé
ðåøåòêîé îáëàäàåò àëìàç, à òàêæå ýëåìåíòû ÷åòâåðòîé ãðóïïû: êðåì-
íèé, ãåðìàíèé è α-îëîâî.

n1 =
1√
3

(i + j + k) , n2 =
1√
3

(−i− j + k) ,

n3 =
1√
3

(i− j− k) , n4 =
1√
3

(−i + j− k) .

Äëÿ äâóõàòîìíûõ ðåøåòîê (ãðàôåíà è àëìàçà) âûøå âûïèñàíû îð-
òû, îòâå÷àþùèå îäíîìó èç äâóõ àòîìîâ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Äëÿ âòîðî-
ãî àòîìà îðòû îòëè÷àþòñÿ çíàêîì. Îòìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ ýòèõ ðåøåòîê
îáúåäèíèòü ìíîæåñòâî îðòîâ äëÿ äâóõ òèïîâ àòîìîâ, òî äëÿ ðåøåòêè
ãðàôåíà îðòû ñîâïàäóò ñ îðòàìè òðåóãîëüíîé ðåøåòêè, à äëÿ ðåøåòêè
àëìàçà � ñ îðòàìè ÎÖÊ ðåøåòêè.

Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ðàçëè÷íûõ ðåøåòîê ïðèâåäåíû â òàáë. 1.1,
ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, L � ÷èñëî ïîäðåøåòîê, M � êîîðäè-
íàöèîííîå ÷èñëî (÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé àòîìà), V0 � îáúåì ýëåìåí-
òàðíîé ÿ÷åéêè, a � ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Â ïðåäïî-

Òàáëèöà 1.1: Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê.

Ðåøåòêà d L M V0a
−d V0a

−d/L ρ̃

Òðåóãîëüíàÿ 2 1 6
√

3/2 0.87 1.00
Êâàäðàòíàÿ 2 1 4 1 1.00 0.87

Ãðàôåíà 3 2 3 3
√

3/2 1.30 0.67
Êóáè÷åñêàÿ 3 1 6 1 1.00 0.71

ÎÖÊ 3 1 8 4
√

3/9 0.77 0.92

ÃÖÊ 3 1 12
√

2/2 0.71 1.00

Àëìàçà 3 2 4 16
√

3/9 1.54 0.46

ñëåäíåì ñòîëáöå ïðèâåäåí óäåëüíûé îáúåì, ïðèõîäÿùèéñÿ íà àòîì êðè-
ñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Èç äâóõìåðíûõ ðåøåòîê íàèìåíüøèé óäåëüíûé
îáúåì èìååò òðåóãîëüíàÿ, èç òðåõìåðíûõ � ÃÖÊ ðåøåòêà. Ýòè ðåøåòêè
ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîóïàêîâàííûìè � èì îòâå÷àåò ïëîòíàÿ óïàêîâêà øàðîâ
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â ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå óêà-
çàíà îòíîñèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü óïàêîâêè. Âû÷èñëåíà îíà êàê îòíîøåíèå
óäåëüíîãî îáúåìà ïëîòíîóïàêîâàííîé ðåøåòêè ê óäåëüíîìó îáúåìó äàí-
íîé ðåøåòêè. Ñîãëàñíî òàáë.1.1, èç äâóõìåðíûõ ðåøåòîê íàèìåíüøóþ
ïëîòíîñòü óïàêîâêè èìååò ðåøåòêà ãðàôåíà, èç òðåõìåðíûõ � ðåøåòêà
àëìàçà.



Ãëàâà 2

Òåíçîðíûå âåëè÷èíû

Â ãëàâå äàíû êðàòêèå ñâåäåíèÿ î òåíçîðíûõ âåëè÷èíàõ è îñíîâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

îïåðàöèÿõ ñ íèìè. Èñïîëüçóåòñÿ ÿçûê ïðÿìîãî òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Áîëåå ïî-

äðîáíî îñíîâû òåíçîðíîé àëãåáðû èçëîæåíû â ó÷åáíîì ïîñîáèè Â. À. Ïàëüìîâà [28].

Îñíîâû âåêòîðíîé è òåíçîðíîé àëãåáðû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â çàäà÷àõ ìåõàíèêè èç-

ëîæåíû â ïîñîáèè Ï. À. Æèëèíà [6]. Â ñæàòîé ôîðìå, íî äîñòàòî÷íî ïîëíî, ïðÿìîå

òåíçîðíîå èñ÷èñëåíèå îïèñûâàåòñÿ â êíèãàõ À. È. Ëóðüå [24, 25]. Êðîìå òîãî, ïî ïðÿ-

ìîìó òåíçîðíîìó èñ÷èñëåíèþ ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü ìîíîãðàôèè [5, 16, 20], à ïî

ïðèìåíåíèþ åãî â çàäà÷àõ ìåõàíèêè � ìîíîãðàôèè [7, 27].

2.1. Îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðíûõ è òåíçîðíûõ âåëè÷èí

Â ïîñîáèè äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðíûõ è òåíçîðíûõ âåëè÷èí èñïîëüçóåò-
ñÿ æèðíûé ïðÿìîé øðèôò: a, b, A, B. Ðàíã òåíçîðà îáîçíà÷àåòñÿ âåðõ-
íèì èíäåêñîì, ðàñïîëîæåííûì ñëåâà îò òåíçîðà, íàïðèìåð: 3B � òåí-
çîð òðåòüåãî ðàíãà. Äëÿ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà ýòîò èíäåêñ, êàê ïðàâè-
ëî, îïóñêàåòñÿ. Òåíçîð n-ãî ðàíãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñëàãàåìûõ,
êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì n âåêòîðîâ. Òàê,
òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äèàä:

A = a1a2 + a3a4 + . . . , (2.1)

òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà � ñóììó òðèàä:

3B = a1a2a3 + a4a5a6 + . . . , (2.2)



24 Ãëàâà 2. Òåíçîðíûå âåëè÷èíû

÷åòâåðòîãî ðàíãà � ñóììó òåòðàä:
4C = a1a2a3a4 + a5a6a7a8 + . . . . (2.3)

Êîîðäèíàòû òåíçîðà n-ãî ðàíãà â âåêòîðíîì áàçèñå èìåþò n èíäåê-
ñîâ. Íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå 4C = aaaa â èíäåêñíîé ôîðìå ïðèíèìàåò
âèä Cklmn = akalaman, ãäå âåëè÷èíû Cklmn � êîîðäèíàòû òåíçîðà ÷åò-
âåðòîãî ðàíãà 4C, à âåëè÷èíû ak � êîîðäèíàòû âåêòîðà a.

Ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî: a·b � ñêà-
ëÿðíîå, a×b � âåêòîðíîå, ab � òåíçîðíîå (äèàäíîå). Òåíçîðíîå ïðîèç-
âåäåíèå àññîöèàòèâíî è äèñòðèáóòèâíî êàê ïî âåêòîðó, òàê è ïî ÷èñ-
ëó (ñêàëÿðíîìó ìíîæèòåëþ), îäíàêî îíî íåêîììóòàòèâíî � âåêòîðû â
òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè íåëüçÿ ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè. Îïåðàöèÿ òðàíñ-
ïîíèðîâàíèÿ, ïðèìåíåííàÿ ê òåíçîðó A, îáîçíà÷àåòñÿ AT , â ÷àñòíîñòè
(ab)T = ba. Åñëè AT = A, òî òåíçîð A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, à
åñëè AT = −A, òî àíòèñèììåòðè÷íûì. Ñèììåòðè÷íàÿ è àíòèñèììåò-
ðè÷íàÿ ÷àñòè òåíçîðà îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

AS def
=

1

2
(A + AT ), AA def

=
1

2
(A−AT ). (2.4)

Ðàññìîòðèì äâà òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà A è C. Ïðåäñòàâèì èõ â âèäå
ñóììû òðåõ äèàä (ýòî âîçìîæíî äëÿ ëþáîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà):

A =
3∑

k=1

akbk, C =
3∑

n=1

cndn. (2.5)

Òîãäà ñëåäîì è ñîïóòñòâóþùèì âåêòîðîì òåíçîðà A íàçûâàþòñÿ, ñîîò-
âåòñòâåííî, ñêàëÿð è âåêòîð:

trA def
=

3∑
k=1

ak ·bk, A×
def
=

3∑
k=1

ak×bk. (2.6)

Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðà A è âåêòîðà c îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-
ëàìè

c·A def
=

3∑
k,n=1

(c·ak)bk, A·c def
=

3∑
k,n=1

ak(bk ·c); (2.7)
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âåêòîðíûå � ôîðìóëàìè

c×A
def
=

3∑
k,n=1

(c×ak)bk, A×c
def
=

3∑
k,n=1

ak(bk×c). (2.8)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ A è C îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

A·C =
3∑

k,n=1

ak(bk ·cn)dn =
3∑

k,n=1

(bk ·cn)akdn, (2.9)

äâîéíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � ôîðìóëîé

A··C =
3∑

k,n=1

(bk ·cn)(ak ·dn). (2.10)

Ñâåðòêà sA�sB äâóõ òåíçîðîâ ðàíãà s ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿð, ïîëó-
÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïåðåìíîæåíèÿ âõî-
äÿùèõ â òåíçîðû âåêòîðîâ, ïðè÷åì ñíà÷àëà ïåðåìíîæàþòñÿ âíóòðåííèå
âåêòîðû, çàòåì � âíåøíèå. Â ÷àñòíîñòè, äâîéíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå (2.10) � ñâåðòêà òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà.

Åäèíè÷íûé òåíçîð îáîçíà÷àåòñÿ E. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ñïðàâåä-
ëèâû òîæäåñòâà

E·a = a·E = a, E×a = a×E. (2.11)

Äëÿ òåíçîðà A−1, îáðàòíîãî òåíçîðó A, âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà

A·A−1 = A−1 ·A = E. (2.12)

2.2. Èçîòðîïíûå òåíçîðû

Òåíçîð íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì, åñëè åãî êîîðäèíàòû íå èçìåíÿþòñÿ ïðè
ïîâîðîòå áàçèñà. Èçîòðîïíûå òåíçîðû îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî:
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èçîòðîïíûõ òåíçîðîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì
òåíçîðîì. Äëÿ òåíçîðîâ âòîðîãî è òðåòüåãî ðàíãà ýòî ïðîñòðàíñòâî îä-
íîìåðíî, ÷åòâåðòîãî ðàíãà � òðåõìåðíî. Äëÿ îïèñàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ
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ðåøåòîê ïîòðåáóþòñÿ èçîòðîïíûå òåíçîðû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ðàíãà,
êîòîðûå íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû ïîäðîáíåå.

Èçîòðîïíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà íàçûâàþò øàðîâûì, åãî îáùåå
ïðåäñòàâëåíèå

A = λE, λ =
trA

d
, (2.13)

ãäåE� åäèíè÷íûé òåíçîð; trA = E··A� ñëåä òåíçîðà; d� ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ek åäèíè÷íûé òåíçîð
ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

E = ekek
def
=

d∑
k=1

ekek, d = 1, 2, 3. (2.14)

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ ëàòèíñêî-
ìó èíäåêñó îò 1 äî d. Åñëè òåíçîð A íå øàðîâîé, òî îí ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå ðàçëîæåíèÿ íà øàðîâóþ ÷àñòü S(A) è äåâèàòîð dev A:

A = S(A)+dev A; S(A)
def
=

trA

d
E, dev A

def
= A−S(A). (2.15)

Î÷åâèäíî, ñëåäû òåíçîðà è åãî øàðîâîé ÷àñòè ñîâïàäàþò.
Ïðîèçâîëüíûé èçîòðîïíûé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí â âèäå [25]
4C = λ1J1 + λ2J2 + λ3J3, (2.16)

ãäå J1, J2 è J3 � áàçèñíûå èçîòðîïíûå òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà, èìåþ-
ùèå âèä

J1 = ekekenen, J2 = ekenenek, J3 = ekeneken. (2.17)

Îòìåòèì, ÷òî J1 = EE. Êîýôôèöèåíòû λk ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÷åðåç
ñâåðòêè òåíçîðîâ Jk ñ òåíçîðîì 4C (ïîäðîáíåå ñì. [13]). Ìàòåìàòè÷åñêèé
ñìûñë òåíçîðîâ Jk, ïðèìåíèòåëüíî ê óìíîæåíèþ íà òåíçîð âòîðîãî ðàíãà
ε, ñëåäóþùèé:

J1 = dJS, JS ·· ε = S(ε),

J2 = JE, JE ·· ε = ε,

J3 = JT , JT ·· ε = εT .

(2.18)
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Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ JS, JE, JT íà òåíçîð
ε ïîëó÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, åãî øàðîâàÿ ÷àñòü S(ε), ñàì òåíçîð ε è
òðàíñïîíèðîâàííûé òåíçîð εT .

Îãðàíè÷èìñÿ òåïåðü ðàññìîòðåíèåì èçîòðîïíûõ òåíçîðîâ ÷åòâåðòî-
ãî ðàíãà, îáëàäàþùèõ ñèììåòðèåé òåíçîðà æåñòêîñòè â áåçìîìåíòíîé
òåîðèè óïðóãîñòè. Òàêèå òåíçîðû íàçûâàþò ñèììåòðè÷íûìè àïîëÿðíû-
ìè (ïîäðîáíåå ñì. ãë. 3). Ðàññìàòðèâàåìûå òåíçîðû òàêæå îáðàçóþò ëè-
íåéíîå ïðîñòðàíñòâî, îäíàêî îíî äâóõìåðíî � â êà÷åñòâå áàçèñíûõ òåí-
çîðîâ ìîãóò áûòü âûáðàíû òåíçîðû

J1
def
= ekekenen, J23

def
= J2 + J3 = ekenenek + ekeneken, (2.19)

òîãäà ïðåäñòàâëåíèå (2.16) ïðèìåò âèä
4C = λJ1 + µJ23, (2.20)

ãäå êîýôôèöèåíòû λ, µ ïðèíÿòî íàçûâàòü êîýôôèöèåíòàìè Ëÿìå.
Ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë òåíçîðîâ (2.19), ïðèìåíèòåëüíî ê óìíîæå-

íèþ íà ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ε, ñëåäóþùèé:
J1 = dJS, JS ·· ε = S(ε),

J23 = 2Je, Je ·· ε = ε.
(2.21)

Çäåñü â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ òåíçîðîâ JS, Je íà òåíçîð ε ïîëó÷àåòñÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, åãî øàðîâàÿ ÷àñòü S(ε) è ñàì òåíçîð ε. Óäîáíî ââåñòè
òàêæå òåíçîð ÷åòâåðòîãî Jd, äàþùèé â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ íà ñèì-
ìåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ε åãî äåâèàòîð dev ε:

Jd
def
= Je − JS = 1

2J23 − 1
dJ1, Jd ·· ε = dev ε

def
= ε− S(ε). (2.22)

Åñëè òåíçîð ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïåðåñòàíîâêè âõîäÿ-
ùèõ â íåãî âåêòîðîâ, òî îí íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñèììåòðè÷íûì òåí-
çîðîì. Èçîòðîïíûé àáñîëþòíî ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå

4C = λJ, J
def
= J1 + J2 + J3. (2.23)

Êîýôôèöèåíò λ ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

λ =
1

d(d + 2)
E·· 4C··E. (2.24)



28 Ãëàâà 2. Òåíçîðíûå âåëè÷èíû

2.3. Êîîðäèíàöèîííûé òåíçîð

Âûáåðåì íåêîòîðûé àòîì ðåøåòêè, íàçîâåì åãî èñõîäíûì. Ðàññìîòðèì
îðòû (åäèíè÷íûå âåêòîðû) nα, çàäàþùèå íàïðàâëåíèå îò èñõîäíîãî àòî-
ìà ê åãî áëèæàéøèì ñîñåäÿì. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäå-
ñòâî ∑

α

nα = 0. (2.25)

Òåíçîð
∑

α nαnα äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåòîê ÿâëÿåòñÿ øà-
ðîâûì: ∑

α

nαnα =
M

d
E, (2.26)

ãäå M � êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî (÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé èñõîäíîãî
àòîìà), d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.

Òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà
∑

α nαnαnαnα áóäåì íàçûâàòü êîîðäèíà-
öèîííûì òåíçîðîì. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåòîê îí ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå∑

α

nαnαnαnα = Mκekekekek + Mµ(J1 + J2 + J3), (2.27)

ãäå ek � îðòû îñåé êóáè÷åñêîé ïîäðåøåòêè (äëÿ êðèñòàëëîâ êóáè÷åñêîé
ñèììåòðèè) èëè îðòû ïðîèçâîëüíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà (ïðè
èçîòðîïèè óïðóãèõ ñâîéñòâ); Mκ è Mµ � áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû,
õàðàêòåðèçóþùèå êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó.

Èç êîýôôèöèåíòîâ Mκ è Mµ òîëüêî îäèí ÿâëÿåòñÿ íîâûì íåçàâèñè-
ìûì ïàðàìåòðîì, òàê êàê äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

Mκ + (d + 2)Mµ =
1

d
M, (2.28)

ãäå M � êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî.
Òîæäåñòâî (2.28) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñâåðòêè óðàâíåíèÿ (2.27)

ñ òåíçîðîì J1 = EE.
Ââåäåì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð

η
def
=

2Mµ

Mκ + 2Mµ
. (2.29)
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Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, ïàðàìåòð η ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì àíèçîòðî-
ïèè êîîðäèíàöèîííîãî òåíçîðà, à òàêæå òåíçîðà æåñòêîñòè ðàññìàòðè-
âàåìîãî êðèñòàëëà ïðè ÷èñòî ñèëîâîì âçàèìîäåéñòâèè. Äëÿ èçîòðîïíîãî

Òàáëèöà 2.1: Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû êîîðäè-
íàöèîííîãî òåíçîðà äëÿ ðàçëè÷íûõ êðèñòàëëè-
÷åñêèõ ðåøåòîê.

Ðåøåòêà η Mκ Mµ

Òðåóãîëüíàÿ 1 0 3/4
Ðîìáè÷åñêàÿ ∞ −2 1
Êâàäðàòíàÿ 0 2 0
Ãðàôåíà 1 0 3/8
Êóáè÷åñêàÿ 0 2 0
ÎÖÊ ∞ −16/9 8/9
ÃÖÊ 2 −1 1
Àëìàçà ∞ −8/9 4/9

òåíçîðà η = 1. Ïîäñòàâëÿÿ (2.29) â (2.28), ïîëó÷àåì

Mκ =
2M

d

1− η

dη + 2
, Mµ =

M

d

η

dη + 2
. (2.30)

Çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ η, Mκ, Mµ äëÿ ðàçëè÷íûõ êðèñòàë-
ëè÷åñêèõ ðåøåòîê ïðèâåäåíû â òàáë. 2.3.



Ãëàâà 3

Òåíçîð æåñòêîñòè

Ïðèâîäèòñÿ èíôîðìàöèÿ î òåíçîðå æåñòêîñòè àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ (ïðåèìó-

ùåñòâåííî ñ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé), à òàêæå î êîýôôèöèåíòàõ, õàðàêòåðèçóþùèõ

óïðóãèå ñâîéñòâà àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ.

3.1. Îáùèå ôîðìóëû

Ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ W ëèíåéíî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

W = 1
2
ε··C·· ε, (3.1)

ãäå òåíçîð C íàçûâàþò òåíçîðîì æåñòêîñòè ìàòåðèàëà.
Òåíçîð æåñòêîñòè C óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó òåíçîðîì íàïðÿæå-

íèé τ è òåíçîðîì äåôîðìàöèè ε:

τ =
dW

dε
= C·· ε. (3.2)

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ek òåíçîð æåñòêîñòè ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí ôîðìóëîé

C = Cknpqekenepeq, (3.3)

ãäå Cknpq � êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè (êîîðäèíàòû òåíçîðà æåñòêîñòè â
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå).

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ ëà-
òèíñêîìó èíäåêñó îò 1 äî d, ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.



3.1. Îáùèå ôîðìóëû 31

Êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ
ïåðåñòàíîâîê èíäåêñîâ:

Cknpq = Cpqkn, Cknpq = Cnkpq, Cknpq = Cknqp, (3.4)

÷òî ñëåäóåò èç ñèììåòðèè ôîðìóëû (3.1) äëÿ ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ
è ñèììåòðè÷íîñòè òåíçîðà äåôîðìàöèè ε â êëàññè÷åñêîé (áåçìîìåíò-
íîé) òåîðèè óïðóãîñòè. Òåíçîðû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò
ôîðìóëàì (3.4), íàçûâàþò ñèììåòðè÷íûìè (ïåðâàÿ ïåðåñòàíîâêà) àïî-
ëÿðíûìè (âòîðàÿ è òðåòüÿ ïåðåñòàíîâêè). Äàííûå ñèììåòðèè ïîçâîëÿþò
âîñïîëüçîâàòüñÿ óïðîùåííîé çàïèñüþ, ïðè êîòîðîé ïàðàì èíäåêñîâ ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäèí èíäåêñ. Òàê, êîîðäèíàòû òåíçîðà äåôîðìàöèè
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ε1
def
= ε11, ε2

def
= ε22, ε3

def
= ε33, ε4

def
= ε12, ε5

def
= ε23, ε6

def
= ε31. (3.5)

Òîãäà òåíçîðó æåñòêîñòè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñèììåòðè÷-
íóþ ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè. Â äâóõìåðíîì ñëó÷àå ýòî ìàò-
ðèöà 3× 3:

C ∼


C11 C12 C14

C12 C22 C24

C14 C24 C44

 def
=


C1111 C1122 C1112

C1122 C2222 C2212

C1112 C2212 C1212

 . (3.6)

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå òåíçîðó æåñòêîñòè ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà 6× 6:

C ∼



C11 C12 C13 C14 C15 C16

C12 C22 C23 C24 C25 C26

C13 C23 C33 C34 C35 C36

C14 C24 C34 C44 C45 C46

C15 C25 C35 C45 C55 C56

C16 C26 C36 C46 C56 C66


def
=



C1111 C1122 C1133 C1112 C1123 C1131

C1122 C2222 C2233 C2212 C2223 C2231

C1133 C2233 C3333 C3312 C3323 C3331

C1112 C2212 C3312 C1212 C1223 C1231

C1123 C2223 C3323 C1223 C2323 C2331

C1131 C2231 C3331 C1231 C2331 C3131


.

(3.7)
Èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé âèäíî, ÷òî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîýôôèöèåí-

òîâ æåñòêîñòè ðàâíî 6 â äâóõìåðíîì è 21 â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.
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Ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ K îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîýôôèöèåíò ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó äàâëåíèåì p è îáúåìíîé äåôîðìàöèåé ϑ:

p = −Kϑ; p
def
= −1

d
tr τ , ϑ

def
= tr ε. (3.8)

Ñâÿçü ìîäóëÿ îáúåìíîãî ñæàòèÿ ñ òåíçîðîì æåñòêîñòè äàåòñÿ ôîðìóëîé

K =
1

d2 E··C··E =
1

d2 Ckknn, (3.9)

÷òî äàåò â äâóõìåðíîì ñëó÷àå âûðàæåíèå

K =
1

4
(C11 + C22 + 2C12) , (3.10)

à â òðåõìåðíîì �

K =
1

9
(C11 + C22 + C33 + 2C12 + 2C23 + 2C31) . (3.11)

3.2. Îðòîòðîïíûé ìàòåðèàë ñ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé

Îðòîòðîïíûì íàçûâàåòñÿ ìàòåðèàë, èìåþùèé òðè âçàèìíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíûå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè. Âûáåðåì íàïðàâëåíèå âåêòîðîâ ek òàê,
÷òîáû îíè áûëè ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòÿì ñèììåòðèè. Êðîìå òîãî,
îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ñ êóáè÷åñêîé ñèì-
ìåòðèåé, ò. å. ñ îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè â íàïðàâëåíèè îñåé ek. Äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì íàçûâàòü ýòè ìàòåðèàëû îðòîòðîïíûìè, ïðè ýòîì ïîä-
ðàçóìåâàÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé îðòîòðîïíîãî ìàòåðèà-
ëà.

Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ìàòåðèàëà â
äâóõìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä

C ∼


C11 C12 0

C12 C11 0

0 0 C44

 =


C1111 C1122 0

C1122 C1111 0

0 0 C1212

 , (3.12)
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à â òðåõìåðíîì ñëó÷àå �

C ∼



C11 C12 C12 0 0 0

C12 C11 C12 0 0 0

C12 C12 C11 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 0

0 0 0 0 0 C44


=



C1111 C1122 C1122 0 0 0

C1122 C1111 C1122 0 0 0

C1122 C1122 C1111 0 0 0

0 0 0 C1212 0 0

0 0 0 0 C1212 0

0 0 0 0 0 C1212


.

(3.13)
Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ òðè íåçàâèñèìûõ êîýôôèöèåíòà æåñòêîñòè êàê
â äâóõìåðíîì, òàê è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.

Çàïèøåì îðòîòðîïíûé òåíçîð â âèäå
C = C11ekekekek + C12 (ekekenen − ekekekek) +

+ C44 (ekenenek + ekeneken − 2ekekekek) .
(3.14)

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

C = (C11 − C12 − 2C44) ekekekek + C12J1 + C44J23, (3.15)

ãäå J1, J23 � èçîòðîïíûå òåíçîðû, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (2.19).
Òåíçîð ekekekek, íàïðîòèâ, àíèçîòðîïåí, ïîýòîìó èç ôîðìóëû (3.15)

ñëåäóåò, ÷òî îðòîòðîïíûé ìàòåðèàë áóäåò èçîòðîïíûì ïðè

C11 = C12 + 2C44 ⇐⇒ C1111 = C1122 + 2C1212. (3.16)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó èçîòðîïíûé ìàòåðèàë âñåãäà îðòîòðîïåí,
òî ñîîòíîøåíèå (3.15) âìåñòå ñ (3.16) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî
èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.

Ôîðìóëó (3.15) äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

C = κekekekek + λJ1 + µJ23, (3.17)

ãäå κ, λ è µ � îáîáùåííûå êîýôôèöèåíòû Ëÿìå, ñâÿçàííûå ñ êîýôôè-
öèåíòàìè æåñòêîñòè ñîîòíîøåíèÿìè

C11 = κ + λ + 2µ, C12 = λ, C44 = µ. (3.18)

Óñëîâèå èçîòðîïèè â îáîáùåííûõ êîýôôèöèåíòàõ Ëÿìå çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå: κ = 0.
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3.3. Ìîäóëè óïðóãîñòè îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà

Ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ (3.9) îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ìîæåò áûòü çà-
ïèñàí â âèäå

K =
C11 + (d− 1)C12

d
=

κ + dλ + 2µ

d
. (3.19)

Ìîäóëü ñäâèãà G îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëî-
âèíà êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó êàñàòåëüíûì íàïðÿæå-
íèåì τ12 è äåôîðìàöèåé ñäâèãà ε12:

τ12 = 2Gε12 ⇒ G = C1212 = C44 = µ. (3.20)

Âîçüìåì òåíçîðû äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèé â âèäå

ε = εe ee + ε⊥Ẽ, τ = τe ee + τ⊥Ẽ, Ẽ
def
= E− ee, (3.21)

ãäå e � îäèí èç îðòîâ îðòîòðîïèè; èíäåêñîì e îáîçíà÷åíû êîîðäèíàòû
òåíçîðîâ â íàïðàâëåíèè e, èíäåêñîì ⊥ � êîîðäèíàòû â îðòîãîíàëüíîì
íàïðàâëåíèè.

Òîãäà êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà è ìîäóëü Þíãà îïðåäåëÿþòñÿ âûðà-
æåíèÿìè

ν
def
= − ε⊥

εe

∣∣∣∣
τ⊥=0

, E
def
=

τe

εe

∣∣∣∣
τ⊥=0

. (3.22)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè â âèäå τ = C·· ε, ïîëó÷èì

ν =
ee··C·· Ẽ
Ẽ··C·· Ẽ

, E =
(ee··C·· ee)

(
Ẽ··C·· Ẽ

)
−
(
ee··C·· Ẽ

)2

Ẽ··C·· Ẽ
.

(3.23)
Âû÷èñëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (2.21) è (3.17) äàåò

ν =
λ

κ + (d− 1)λ + 2µ
, E =

(κ + 2µ)(κ + dλ + 2µ)

κ + (d− 1)λ + 2µ
. (3.24)

Ýòè æå ôîðìóëû (3.24), âûðàæåííûå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè:

ν =
C12

C11 + (d− 2)C12
, E = (C11 − C12)

C11 + (d− 1)C12

C11 + (d− 2)C12
. (3.25)
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Îñîáåííî ïðîñòîé âèä ýòè ôîðìóëû ïðèîáðåòàþò â äâóõìåðíîì ñëó-
÷àå (d = 2):

ν =
C12

C11
, E =

C2
11 − C2

12

C11
. (3.26)

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (d = 3) ôîðìóëû ïðèíèìàþò âèä

ν =
C12

C11 + C12
, E =

(C11 − C12) (C11 + 2C12)

C11 + C12
(3.27)

Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùåå òîæäåñòâî, íå çàâèñÿùåå îò ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà:

E = (κ + 2µ)(1 + ν) = (C11 − C12)(1 + ν). (3.28)
Ïîäâåäåì èòîãè. Äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà äåôîðìàöèþ ðàñòÿ-

æåíèÿ-ñæàòèÿ õàðàêòåðèçóþò ìîäóëè K, C11, C12 = λ, κ + 2µ, E, ν. Èç
ïåðå÷èñëåííûõ ìîäóëåé òîëüêî äâà ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè: åñëè âû-
áðàòü â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ëþáûå äâà ìîäóëÿ, òî âñå îñòàëüíûå ìîãóò
áûòü âûðàæåíû ÷åðåç íèõ. Ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû äåìîíñòðèðóþò
òàêîå ïðåäñòàâëåíèå, êîãäà â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ìîäóëåé âûáðàíû ïàðû
λ, κ + 2µ èëè C11, C12. Îòíîøåíèå æå ëþáûõ äâóõ èç ïåðå÷èñëåííûõ
ìîäóëåé ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, â ÷àñòíî-
ñòè çàïèøåì îòíîøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäóëåé ê ìîäóëþ îáúåìíîãî
ñæàòèÿ

C11

K
= d

1− (d− 2)ν

1 + ν
,

C12

K
=

λ

K
=

dν

1 + ν
,

κ + 2µ

K
= d

1− (d− 1)ν

1 + ν
,

E

K
= d

(
1− (d− 1)ν

)
.

(3.29)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.29), íåñëîæíî ïîëó÷èòü ëþáûå îòíîøåíèÿ
ðàçìåðíûõ ìîäóëåé, íàïðèìåð,

C11

C12
=

1

ν
+ 2− d,

C11

E
=

1

1 + ν

1− (d− 2)ν

1− (d− 1)ν
. (3.30)

Êðîìå òîãî, îðòîòðîïíûé ìàòåðèàë èìååò åùå ìîäóëü ñäâèãà G =

µ = C44, íåçàâèñèìûé îò ïåðå÷èñëåííûõ ìîäóëåé. Êîýôôèöèåíò κ òàêæå
ñâÿçàí ñî ñäâèãîâîé äåôîðìàöèåé. Äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ìîæ-
íî ââåñòè áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò, íåçàâèñèìûé îò êîýôôèöèåíòà
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Ïóàññîíà, â êà÷åñòâå êîòîðîãî îáû÷íî âûáèðàþò ïàðàìåòð àíèçîòðî-
ïèè η:

η
def
=

2C44

C11 − C12
=

2µ

κ + 2µ
. (3.31)

Äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè ðàâåí åäèíèöå. Îòíî-
øåíèÿ ñäâèãîâûõ ìîäóëåé ê êîýôôèöèåíòó îáúåìíîãî ñæàòèÿ, â îòëè÷èå
îò ðàññìîòðåííûõ âûøå, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äâà áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåò-
ðà � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà è ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè:

C44

K
=

G

K
=

µ

K
=

dη

2

1− (d− 1)ν

1 + ν
,

κ

K
= 2

1− η

η

µ

K
. (3.32)

3.4. Èçîòðîïíûé òåíçîð æåñòêîñòè

Ïðåäñòàâèì èçîòðîïíûé òåíçîð æåñòêîñòè â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
èçîòðîïíûõ òåíçîðîâ J1 è J23:

C = λJ1 + µJ23, (3.33)

òîãäà ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ìîãóò áûòü
çàïèñàíû â âèäå

τ = C·· ε = λ tr εE + 2µε. (3.34)
Êîýôôèöèåíòû λ, µ íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè Ëÿìå.

Âûðàçèì òåíçîð J23 ÷åðåç òåíçîð J1 è äåâèàòîðíûé òåíçîð Jd:

J23 =
2

d
J1 + 2Jd. (3.35)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (3.33) äàåò

C = KJ1 + 2µJd ⇒ τ = K tr εE + 2µ dev ε, (3.36)

ãäå K � ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ, ñâÿçàííûé ñ êîýôôèöèåíòàìè Ëÿìå
ôîðìóëîé

K = λ +
2

d
µ. (3.37)

Êàê è äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, êîýôôèöèåíò µ òîæäåñòâåííî
ðàâåí ìîäóëþ ñäâèãà G.
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Êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè Ëÿìå ñîîò-
íîøåíèÿìè

C11 = λ + 2µ, C12 = λ, C44 = µ. (3.38)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.38) ñëåäóåò ñâÿçü êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè äëÿ èçî-
òðîïíîãî ìàòåðèàëà:

C11 = C12 + 2C44 ⇐⇒ 1

2
(C11 − C12) = C44. (3.39)

3.5. Ìîäóëè óïðóãîñòè èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà

Èçîòðîïíûé ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îðòîòðîïíîãî ìàòåðè-
àëà ïðè κ = 0, ÷òî ïîçâîëÿåò èç ôîðìóë (3.24) ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ìîäóëÿ Þíãà ÷åðåç êîýô-
ôèöèåíòû Ëÿìå:

ν =
λ

(d− 1)λ + 2µ
, E =

2µ(dλ + 2µ)

κ + (d− 1)λ + 2µ
. (3.40)

Ïðåäñòàâëåíèå (3.25) äëÿ ν è E ÷åðåç êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè
îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé. Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùåå òîæäåñòâî, íå çà-
âèñÿùåå îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà:

E = 2µ(1 + ν) = (C11 − C12)(1 + ν). (3.41)

Èçîòðîïíûé òåíçîð æåñòêîñòè ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíó íåçàâè-
ñèìóþ áåçðàçìåðíóþ õàðàêòåðèñòèêó, â êà÷åñòâå êîòîðîé îáû÷íî âû-
ñòóïàåò êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Îòíîøåíèå ëþáûõ ðàçìåðíûõ ìîäóëåé
ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; â ÷àñòíîñòè, ñëå-
äóÿ (3.29), âûïèøåì îòíîøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäóëåé ê ìîäóëþ îáú-
åìíîãî ñæàòèÿ:

C11

K
= d

1− (d− 2)ν

1 + ν
,

C12

K
=

λ

K
=

dν

1 + ν
,

C44

K
=

µ

K
=

d

2

1− (d− 1)ν

1 + ν
,

E

K
= d

(
1− (d− 1)ν

)
.

(3.42)
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.29), íåñëîæíî ïîëó÷èòü ëþáûå îòíîøåíèÿ
ðàçìåðíûõ ìîäóëåé, íàïðèìåð,

C11

C12
=

1

ν
+ 2− d,

C11

E
=

1

1 + ν

1− (d− 2)ν

1− (d− 1)ν
. (3.43)
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Ãëàâà 4

Ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå,

òåíçîð æåñòêîñòè

Âûâîäèòñÿ òåíçîð æåñòêîñòè ïðîñòîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ïðè ñèëîâîì âçà-

èìîäåéñòâèè ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì êîîðäèíàöèîííûõ ñôåð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà

ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà.

4.1. Âûâîä óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó. Âûáåðåì îäèí èç àòî-
ìîâ è íàçîâåì åãî îòñ÷åòíûì. Ïðîíóìåðóåì àòîìû, ñ êîòîðûìè âçàèìî-
äåéñòâóåò îòñ÷åòíûé, èíäåêñàìè α; ðàññòîÿíèÿ äî íèõ îáîçíà÷èì aα è
Aα äëÿ íåäåôîðìèðîâàííîãî è äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèé êðèñòàëëà,
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó
ðåøåòêè, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

W
def
=

1

2V0

∑
α

Πα, (4.1)

ãäå V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè íåäåôîðìèðîâàííîé ðåøåòêè; Πα

� ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ îòñ÷åòíîãî àòîìà ñ àòîìîì α.
Ìíîæèòåëü 1/2 â ôîðìóëå (4.1) âîçíèê â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïîòåíöè-

àë Πα îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå äâóõ àòîìîâ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ Πα � â âèäå ôóíêöèè îò Aα è ôóíêöèè îò A2

α:

Πα = Π(Aα) = Π̃(A2
α). (4.2)
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Ïðîèçâîäíûå ïî àðãóìåíòó îò ýòèõ ôóíêöèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿ-
ìè

Π̃ ′(a2) =
1

2a
Π ′(a), Π̃ ′′(a2) =

1

4a2Π
′′(a)− 1

4a3Π
′(a). (4.3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà êðèñòàëë íàëîæåíà îäíîðîäíàÿ äåôîðìàöèÿ ε.
Òîãäà êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

A2
α = a2

α (1 + 2nαnα ·· ε) , (4.4)

ãäå ε � òåíçîð äåôîðìàöèè; nα � îðò, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå îò îò-
ñ÷åòíîãî àòîìà ê àòîìó α â íåäåôîðìèðîâàííîé ðåøåòêå. Ôîðìóëà (4.4)
ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, åñëè â êà÷åñòâå ε âçÿòü òåíçîð êîíå÷íîé äåôîðìàöèè
Êîøè�Ãðèíà [25]. Ïðè ñëàáîì äåôîðìèðîâàíèè òåíçîð Êîøè�Ãðèíà ïå-
ðåõîäèò â òåíçîð ìàëîé äåôîðìàöèè, èñïîëüçóåìûé â ëèíåéíîé òåîðèè
ñïëîøíîé ñðåäû. Ñ÷èòàÿ ε ìàëûì ïàðàìåòðîì, ðàçëîæèì ïîòåíöèàë Πα

â ðÿä, ñîõðàíÿÿ ñëàãàåìûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè âêëþ÷èòåëüíî:

Π̃(A2
α) = Π̃(a2

α) + 2a2
αΠ̃ ′(a2

α)nαnα·· ε+ ε·· 2a4
αΠ̃ ′′(a2

α)nαnαnαnα·· ε. (4.5)

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëó (4.5) â âûðàæåíèå (4.1) äëÿ ýíåðãèè äåôîðìèðîâà-
íèÿ, ïîëó÷èì

W = W0 + τ 0 ·· ε+ 1
2
ε··C·· ε,

τ 0
def
=

1

V0

∑
α

a2
αΠ̃ ′(a2

α)nαnα, C
def
=

2

V0

∑
α

a4
αΠ̃ ′′(a2

α)nαnαnαnα.
(4.6)

Çäåñü W0 � ýíåðãèÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ (áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè
ìîæåò áûòü ïðèíÿòà íóëåâîé); τ 0 � òåíçîð íàïðÿæåíèé ðàâíîâåñíîãî
ñîñòîÿíèÿ (îáðàùåíèå åãî â íóëü ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ); C �
òåíçîð æåñòêîñòè ðåøåòêè.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (4.3), ïîëó÷àåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ðåøåòêè

τ 0 =
1

2V0

∑
α

aαΠ ′(aα)nαnα = 0 (4.7)

è ôîðìóëó äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè

C =
1

2V0

∑
α

(
a2

αΠ ′′(aα)− aαΠ ′(aα)
)

nαnαnαnα. (4.8)
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òåíçîð æåñòêîñòè

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé òåíçîð æåñòêîñòè ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî
ñèììåòðè÷íûì, òî åñòü îí íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå âõîäÿùèõ
â íåãî âåêòîðîâ, à åãî êîîðäèíàòû íå ìåíÿþòñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå
èíäåêñîâ. Èç ýòîãî ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ Êîøè

C1122 = C1212 ⇐⇒ C12 = C44, (4.9)

íå âûïîëíÿþùèåñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà æåñòêîñòè.

4.2. Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîñòîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ðàññìîòðèì äâóõ-
ìåðíóþ òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó. Äëÿ íåå òåíçîðû τ 0 è C èçîòðîïíû, ÷òî
ïîçâîëÿåò èõ ïðåäñòàâèòü â âèäå

τ 0 = σ0E, σ0
def
=

1

2
E·· τ 0 =

1

4V0

∑
α

aαΠ ′(aα); (4.10)

C = 1
2
KJ, K

def
=

1

4
E··C··E =

1

8V0

∑
α

(
a2

αΠ ′′(aα)− aαΠ ′(aα)
)

;

(4.11)

J
def
= J1 + J2 + J3, V0 =

√
3

2
a2

e. (4.12)

Çäåñü Jk � áàçèñíûå èçîòðîïíûå òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà (2.17); ae �
ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè â ðàâíîâåñíîé ðåøåòêå.

Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (4.7) ïðèíèìàåò âèä

σ0 = 0 ⇐⇒
∑

α

aαΠ ′(aα) = 0. (4.13)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (4.13) âûðàæåíèå (4.11) äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè
çàïèøåì â âèäå

C = 1
2
KJ, K =

√
3

12a2
e

∑
α

a2
αΠ ′′(aα). (4.14)

Êîýôôèöèåíò K íàçûâàþò ìîäóëåì îáúåìíîãî ñæàòèÿ.
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Óäîáíî îò ñóììèðîâàíèÿ ïî α ïåðåéòè ê ñóììèðîâàíèþ ïî êîîðäè-
íàöèîííûì ñôåðàì, ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (4.13) â
âèäå

n∑
k=1

MkρkΠ
′(ρkae) = 0, (4.15)

ãäå k � íîìåð êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû; Mk � ÷èñëî ëåæàùèõ íà íåé
àòîìîâ (êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî); n � ÷èñëî ó÷èòûâàåìûõ êîîðäèíàöè-
îííûõ ñôåð; ρk è Rk � îòíîñèòåëüíûé è àáñîëþòíûé ðàäèóñ êîîðäèíà-
öèîííîé ñôåðû, ρk

def
= Rk/ae. Óðàâíåíèå (4.15) ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ

îäíîé íåèçâåñòíîé ae. Îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ae ðàâíî ðà-
äèóñó ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû R1. Âûðàæåíèå (4.11) äëÿ ìîäóëÿ
îáúåìíîãî ñæàòèÿ ïðè ñóììèðîâàíèè ïî êîîðäèíàöèîííûì ñôåðàì ïðè-
íèìàåò âèä

K =

√
3

12

n∑
k=1

Mkρ
2
kck, ck

def
= Π ′′(ρkae), (4.16)

ãäå ck � æåñòêîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçè.
Ïðè âçàèìîäåéñòâèè òîëüêî áëèæàéøèõ ñîñåäåé ïîëó÷àåì

K =

√
3

2
c, c

def
= Π ′′(a2), (4.17)

ãäå c � æåñòêîñòü ñâÿçè; a � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè:
Π ′(a) = 0.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ìîäóëÿ îáúåìíîãî ñæàòèÿ K îñòàëüíûå õàðàêòå-
ðèñòèêè óïðóãîñòè íàõîäèì ïî ôîðìóëàì

λ = µ = G = C12 = C44 =
1

2
K, C11 =

3

2
K, E =

4

3
K, ν =

1

3
.

(4.18)
Çäåñü λ è µ � êîýôôèöèåíòû Ëÿìå; G � ìîäóëü ñäâèãà; Ckn � êîýôôè-
öèåíòû æåñòêîñòè; E � ìîäóëü Þíãà; ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.



Ãëàâà 5

Ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå,

ðàçëè÷íûå ðåøåòêè

Àíàëèçèðóåòñÿ òåíçîð æåñòêîñòè ïðîñòûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê ïðè ñèëîâîì

âçàèìîäåéñòâèè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåóãîëüíàÿ, êâàäðàòíàÿ, êóáè÷åñêàÿ, ÎÖÊ è ÃÖÊ

ðåøåòêè. Õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè âûâîäÿòñÿ äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îäíîé è äâóìÿ

êîîðäèíàöèîííûìè ñôåðàìè.

5.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Âûáåðåì íåêîòîðûé àòîì ïðîñòîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè è íàçîâåì
åãî îòñ÷åòíûì. Ïðîíóìåðóåì àòîìû, ñ êîòîðûìè âçàèìîäåéñòâóåò îò-
ñ÷åòíûé, èíäåêñàìè α. Îðò, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå îò îòñ÷åòíîãî àòîìà
ê àòîìó α, îáîçíà÷èì nα. Òîãäà òåíçîð æåñòêîñòè êðèñòàëëè÷åñêîé ðå-
øåòêè ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

C =
1

2V0

∑
α

cαa2
αnαnαnαnα, (5.1)

ãäå V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè; aα è cα � äëèíà è æåñòêîñòü ñâÿ-
çè α.

Ôîðìóëà (5.1) ñïðàâåäëèâà ïðè îòñóòñòâèè óñèëèé â ñâÿçÿõ (â ðàâíî-
âåñíîì ñîñòîÿíèè êðèñòàëëà ñâÿçè ñ÷èòàþòñÿ íåíàïðÿæåííûìè). Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå æåñòêîñòü cα äîëæíà áûòü çàìåíåíà ïðèâåäåííîé æåñò-
êîñòüþ c̃α, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé

c̃α = cα +
1

aα
fα, (5.2)
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ãäå cα � æåñòêîñòü ñâÿçè; fα � óñèëèå â ñâÿçè (ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ïðè
ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ðåøåòêè).

Åñëè âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè îïðåäåëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì Π,
òî

cα = Π ′′(aα), fα = −Π ′(aα). (5.3)
Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïîëàãàòü fα = 0, îäíàêî âñå ïîëó÷åííûå íèæå
ôîðìóëû ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà ñëó÷àé fα 6= 0 çàìåíîé æåñòêî-
ñòåé ñâÿçåé ïðèâåäåííûìè æåñòêîñòÿìè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà æåñòêîñòè óäîáíî ïåðåéòè â ôîðìóëå (5.1)
îò ñóììèðîâàíèÿ ïî α ê ñóììèðîâàíèþ ïî êîîðäèíàöèîííûì ñôåðàì,
òîãäà ôîðìóëà (5.1) ïðèìåò âèä

C =
S∑

s=1

Cs, Cs
def
=

csa
2
s

2V0

∑
α∈Ωs

nαnαnαnα, (5.4)

ãäå s è S � íîìåð è ÷èñëî êîîðäèíàöèîííûõ ñôåð; as � ðàäèóñ êîîð-
äèíàöèîííîé ñôåðû; cs æåñòêîñòü ñâÿçè ñ àòîìàìè, ëåæàùèìè íà êîîð-
äèíàöèîííîé ñôåðå; Ωs � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ àòîìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ
êîîðäèíàöèîííîé ñôåðå s; òåíçîð Cs � òåíçîð æåñòêîñòè, ñîîòâåòñòâó-
þùèé âçàèìîäåéñòâèþ ñ s-é êîîðäèíàöèîííîé ñôåðîé.

5.2. Îäíà êîîðäèíàöèîííàÿ ñôåðà

Ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ òîëüêî ñ àòîìàìè ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé
ñôåðû ôîðìóëà äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè ïðèíèìàåò âèä

C =
ca2

2V0

∑
α

nαnαnαnα, (5.5)

ãäå c � æåñòêîñòü ñâÿçè; a � äëèíà ñâÿçè; V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé
ÿ÷åéêè.

Äëÿ ðåøåòîê, óïðóãèå ñâîéñòâà êîòîðûõ èçîòðîïíû èëè îáëàäàþò
êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (2.27):∑

α

nαnαnαnα = Mκekekekek + Mµ(J1 + J23), (5.6)
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ãäå ek � îðòû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, íàïðàâëåííûå èëè âäîëü îñåé
êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè, èëè ïðè èçîòðîïèè, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì; J1 è
J23 � èçîòðîïíûå òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà (2.19); Mκ è Mµ � áåçðàç-
ìåðíûå êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

Mκ =
2M

d

1− η

dη + 2
, Mµ =

M

d

η

dη + 2
, (5.7)

ãäå M � êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî; d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà; η �
ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (5.6) â (5.5), ïîëó÷àåì
4C = κekekekek + λJ1 + µJ23,

κ = Mκ
ca2

2V0
, λ = µ = Mµ

ca2

2V0
,

(5.8)

ãäå κ, λ, µ � îáîáùåííûå êîýôôèöèåíòû Ëÿìå.
Äàëåå âñå ìîäóëè òåíçîðà æåñòêîñòè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîð-

ìóëàì

C11 = κ + 3µ, C12 = C44 = λ = µ; K =
κ + (d + 2)µ

d
,

E =
(κ + 2µ)

(
κ + (d + 2)µ

)
κ + (d + 1)µ

, ν =
µ

κ + (d + 1)µ
.

(5.9)

Óäîáíî âû÷èñëèòü îäíó ðàçìåðíóþ õàðàêòåðèñòèêó, à îñòàëüíûå �
îïðåäåëÿòü ïî îòíîøåíèþ ê íåé. Â êà÷åñòâå òàêîé õàðàêòåðèñòèêè âû-
áåðåì êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî ñæàòèÿ:

K =
κ + (d + 2)µ

d
=

Mca2

2V0d2 . (5.10)

Òîãäà äëÿ îñòàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê

C11 = d
Mκ + 3Mµ

Mκ + (d + 2)Mµ
K, C12 =

dMµ

Mκ + (d + 2)Mµ
K;

E = d
Mκ + 2Mµ

Mκ + (d + 1)Mµ
K, ν =

Mµ

Mκ + (d + 1)Mµ
.

(5.11)

Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ðàçëè÷íûõ ðåøåòîê ïðèâåäåíû â òàáë. 5.1,
à âû÷èñëåííûå ïî íèì õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè � â òàáë. 5.2. Äëÿ óäîá-
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Òàáëèöà 5.1: Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê.

Ðåøåòêà d M η Mκ Mµ V0a
−d

Òðåóãîëüíàÿ 2 6 1 0 3/4
√

3/2
Ðîìáè÷åñêàÿ 2 4 ∞ −2 1 1
Êâàäðàòíàÿ 2 4 0 2 0 1
Êóáè÷åñêàÿ 3 6 0 2 0 1

ÎÖÊ 3 8 ∞ −16/9 8/9 4
√

3/9

ÃÖÊ 3 12 2 −1 1
√

2/2

ñòâà ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ðåøåòîê â òàáë. 5.3 ïðèâåäåíû ÷èñëîâûå çíà-
÷åíèÿ ðÿäà áåçðàçìåðíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Òàáëèöà 5.2: Õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê.

Ðåøåòêà K C11 C12 E ν

Òðåóãîëüíàÿ
√

3
2

c 3
√

3
4

c
√

3
4

c 2
√

3
3

c 1
3

Ðîìáè÷åñêàÿ 1
2
c 1

2
c 1

2
c 0 1

Êâàäðàòíàÿ 1
2
c c 0 c 0

Êóáè÷åñêàÿ 1
3

c
a

c
a

0 c
a

0

ÎÖÊ
√

3
3

c
a

√
3

3
c
a

√
3

3
c
a

0 1
2

ÃÖÊ 2
√

2
3

c
a

√
2 c

a

√
2

2
c
a

2
√

2
3

c
a

1
3

Ïîä ðîìáè÷åñêîé ðåøåòêîé (ñì. òàáë. 5.2�5.3) ïîíèìàåòñÿ êâàäðàò-
íàÿ ðåøåòêà, ïîâåðíóòàÿ íà π/4. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ êâàäðàòíîé ðå-
øåòêè îðòû ek íàïðàâëåíû âäîëü ñòîðîí êâàäðàòîâ, äëÿ ðîìáè÷åñêîé �
âäîëü äèàãîíàëåé. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè η äëÿ
êâàäðàòíîé è ðîìáè÷åñêîé ðåøåòîê ðàçëè÷àþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà-
ìåòð η íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé õàðàêòåðèñòèêîé ðåøåòêè. Åñëè îñðåä-
íèòü òåíçîð æåñòêîñòè ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì (âû÷èñëèòü åãî èçîòðîï-
íóþ ÷àñòü), òî ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì òåíçîð æåñòêîñòè áóäåò èìåòü
òîò æå êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî ñæàòèÿ, ÷òî è èñõîäíûé, à êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà ó íåãî áóäåò ðàâåí 1/(d + 1), òî åñòü 1/3 äëÿ äâóõìåðíîãî è
1/4 äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ.
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Òàáëèöà 5.3: ×èñëîâûå çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëè÷åñêèõ ðå-
øåòîê.

Òèï ðåøåòêè V0a
−d K/(ca2−d) C11/K C12/K E/K ν

Òðåóãîëüíàÿ 0.87 0.87 1.50 0.50 1.33 0.33
Ðîìáè÷åñêàÿ 1.00 0.50 1.00 1.00 0.00 1.00
Êâàäðàòíàÿ 1.00 0.50 2.00 0.00 2.00 0.00
Êóáè÷åñêàÿ 1.00 0.33 3.00 0.00 3.00 0.00
ÎÖÊ 0.77 0.58 1.00 1.00 0.00 0.50
ÃÖÊ 0.71 0.94 1.50 0.75 1.00 0.33

5.3. Äâå êîîðäèíàöèîííûå ñôåðû

Ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ àòîìàìè ïåðâîé è âòîðîé êîîðäèíàöèîííûõ
ñôåð ôîðìóëà (5.4) äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè ïðèíèìàåò âèä

C = C1 + C2, Cs
def
=

csa
2
s

2V0

∑
α∈Ωs

nαnαnαnα. (5.12)

Êàê è ðàíåå, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (5.6), êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå∑

α∈Ωs

nαnαnαnα = M s
κekekekek + M s

µ(J1 + J23), (5.13)

ãäå M s
κ è M s

µ � áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

M s
κ =

2Ms

d

1− ηs

dηs + 2
, M s

µ =
Ms

d

ηs

dηs + 2
, (5.14)

ãäåMs � s-å êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî; ηs � ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè òåíçîðà
Cs.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (5.13) â (5.12), ïîëó÷àåì

4C = κekekekek + λJ1 + µJ23;

κ =
1

2V0

(
M 1

κc1a
2
1 + M 2

κc2a
2
2
)
, λ = µ =

1

2V0

(
M 1

µc1a
2
1 + M 2

µc2a
2
2
)
,

(5.15)
ãäå κ, λ, µ � îáîáùåííûå êîýôôèöèåíòû Ëÿìå.
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Òàáëèöà 5.4: Òèïû ïîäðåøåòîê, îòâå÷àþùèõ âòîðîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðå.

Îñíîâíàÿ ðåøåòêà Ïîäðåøåòêà a2/a1

Òðåóãîëüíàÿ Òðåóãîëüíàÿ √
3 ≈ 1.73

Ðîìáè÷åñêàÿ Êâàäðàòíàÿ √
2 ≈ 1.41

Êâàäðàòíàÿ Ðîìáè÷åñêàÿ √
2 ≈ 1.41

Êóáè÷åñêàÿ ÃÖÊ √
2 ≈ 1.41

ÎÖÊ Êóáè÷åñêàÿ 2
3

√
3 ≈ 1.15

ÃÖÊ Êóáè÷åñêàÿ √
2 ≈ 1.41

Òàáëèöà 5.5: Õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê

Ðåøåòêà K C11 C12

Òðåóãîëüíàÿ
√

3
2

(c1 + 3c2)
3
√

3
4

(c1 + 3c2)
√

3
4

(c1 + 3c2)

Ðîìáè÷åñêàÿ 1
2
(c1 + 2c2)

1
2
(c1 + 4c2)

1
2
c1

Êâàäðàòíàÿ 1
2
(c1 + 2c2) c1 + c2 c2

Êóáè÷åñêàÿ 1
3a

(c1 + 4c2)
1
a
(c1 + 2c2)

1
a
c2

ÎÖÊ
√

3
3a

(c1 + c2)
√

3
3a

(c1 + 3c2)
√

3
3a

c1

ÃÖÊ 2
√

2
3a

(c1 + c2)
√

2
a

(c1 + 2c2)
√

2
2a

c1

Äàëåå âñå ìîäóëè òåíçîðà æåñòêîñòè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîð-
ìóëàì (5.9). Îäíàêî óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî âñå õàðàêòåðèñòèêè
óïðóãîñòè, êðîìå E, ν, η, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè æåñòêîñòåé,
à ñëåäîâàòåëüíî, îíè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñóïåð-
ïîçèöèè: õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà ñóììå õàðàêòåðèñòèê, ñîîòâåòñòâóþùèõ
êàæäîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðå. Òîãäà

κ = κ1 + κ2, µ = µ1 + µ2,

C11 = C1
11 + C2

11, C12 = C1
12 + C2

12, K = K1 + K2.
(5.16)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîýôôèöèåíòà îáúåìíîãî ñæàòèÿ ïîëó÷àåì

K =
1

2V0d2

(
M1c1a

2
1 + M2c2a

2
2

)
. (5.17)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè äîñòà-
òî÷íî âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòèêè, îòâå÷àþùèå âçàèìî-
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äåéñòâèþ ñ àòîìàìè âòîðîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû. Ôàêòè÷åñêè òðåáó-
åòñÿ ðàññìîòðåòü ïîäðåøåòêó, ïîëó÷åííóþ èç äàííîé ñîõðàíåíèåì àòî-
ìîâ âòîðîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû äëÿ âñåõ àòîìîâ, íà÷èíàÿ ñ äàííîãî.
Òèïû ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì ïîäðåøåòîê ïðèâåäåíû â òàáë. 5.4.

Èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò èç òàáë. 5.2 â õîäå íåñëîæ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè
êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äâóìÿ êîîðäèíà-
öèîííûìè ñôåðàìè (òàáë. 5.5).



Ãëàâà 6

Ìíîãî÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå

Âûâîäèòñÿ òåíçîð æåñòêîñòè ïðîñòîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ïðè ó÷åòå ìíîãî-

÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñî-

ñåäÿìè è ñìåæíûìè ñâÿçÿìè (òðåõ÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà

ðàññìàòðèâàþòñÿ òðåóãîëüíàÿ, êâàäðàòíàÿ è êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêè.

6.1. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó. Îãðàíè÷èìñÿ âçàèìî-
äåéñòâèåì áëèæàéøèõ àòîìîâ è ñìåæíûõ ñâÿçåé. Ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿ-
ñÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó êðèñòàëëà, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

W =
1

2V0

G1

∑
α

ε2
α + G2

∑
α,β

′
ξ2
αβ + G3

∑
α,β

′
(εα + εβ)ξαβ

 , (6.1)

ãäå V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè; α, β � íîìåðà ñîñåäíèõ àòîìîâ; εα,
εβ � äåôîðìàöèè ñâÿçåé; ξαβ = ξβα � èçìåíåíèå óãëà ìåæäó ñâÿçÿìè;
Gk � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû; øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî
ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ òîëüêî ïî ñìåæíûì ñâÿçÿì.

Åñëè âçàèìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíûìè ïðóæèíàìè æåñò-
êîñòè c è óãëîâûìè ïðóæèíàìè æåñòêîñòè γ, òî

G1 = 1
2
ca2, G2 = 1

2
γ, G3 = 0, (6.2)

ãäå a � äëèíà ëèíåéíîé ïðóæèíû.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèñòàëë ïîäâåðãíóò ìàëîé îäíîðîäíîé äåôîð-
ìàöèè ε, òîãäà

ξαβ =
(εα + εβ) cos ϕ− 2εαβ

sin ϕ
, εα = nαnα·· ε, εαβ

def
= nαnβ·· ε, (6.3)

ãäå ϕ � óãîë ìåæäó ñìåæíûìè ñâÿçÿìè; nα, nβ � åäèíè÷íûå âåêòîðû,
çàäàþùèå íàïðàâëåíèå ñâÿçåé.

Ïîäñòàíîâêà ôîðìóë (6.3) â âûðàæåíèå (6.1) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùå-
ìó ïðåäñòàâëåíèþ óäåëüíîé ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ:

W = 1
2
ε··C·· ε, (6.4)

ãäåC� ìàêðîñêîïè÷åñêèé òåíçîð æåñòêîñòè, ïðåäñòàâëåííûé ôîðìóëîé

C =
1

V0

(
H1

∑
α

nαnαnαnα + H2

∑
α,β

′
nαnαnβnβ+

+ H3

∑
α,β

′
(nαnβnβnα + nαnβnαnβ)

)
,

(6.5)

âûðàæåííîé ÷åðåç ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Hk:
H1 = G1 − 6M1G2 ctg2 ϕ− 2M1G3 ctg ϕ,

H2 = 2G2 ctg2 ϕ + 2G3 ctg ϕ, H3 = 2G2
(
1 + ctg2 ϕ

)
,

(6.6)

ãäå M1 � ÷èñëî ñâÿçåé, ñìåæíûõ ñ äàííîé.
Ïðè ïîëó÷åíèè (6.5)�(6.6) ó÷òåíà ñèììåòðèÿ òåíçîðà æåñòêîñòè îò-

íîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è èñïîëüçîâàíû òîæäåñòâà∑
α,β

′
nαnαnαnα = M1

∑
α

nαnαnαnα,

∑
α,β

′
nαnαnαnβ = M1 cos ϕ

∑
α

nαnαnαnα.
(6.7)

6.2. Ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìóëû äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè

Ðàññìîòðèì îðòû nα è nβ, çàäàþùèå íàïðàâëåíèå äâóõ ñìåæíûõ ñâÿçåé.
Ïðåäñòàâèì nβ â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, ïàðàëëåëüíûõ è ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ nα:

nβ = nα cos ϕ + nα
β sin ϕ, (6.8)



6.2. Ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìóëû äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè 53

ãäå nα
β � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé nα.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèëó ñèììåòðèè ðåøåòêè âûïîëíÿþòñÿ òîæäå-

ñòâà∑
β(α)

nα
β = 0,

∑
β(α)

nα
βn

α
β =

M1

d− 1
(E− nαnα) ,

∑
α

nαnα =
M

d
E,

(6.9)
ãäå ñóììèðîâàíèå ïî β(α) îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñâÿçÿì, ñìåæ-
íûì ñ nα; d = 2, 3 � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà; E � åäèíè÷íûé òåíçîð,
ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Òîæäåñòâà (6.9) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ïðîñòûõ êðèñòàëëè-
÷åñêèõ ðåøåòîê: òðåóãîëüíîé, êâàäðàòíîé (ðîìáè÷åñêîé), êóáè÷åñêîé,
ÎÖÊ. Äëÿ ÃÖÊ ðåøåòêè âòîðîå èç òîæäåñòâ (6.9) íå âûïîëíÿåòñÿ �
ñîîòâåòñòâóþùèé òåíçîð íå îáëàäàåò òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèåé. Ïî-
ýòîìó äëÿ ÃÖÊ ðåøåòêè âñå ïîëó÷åííûå íèæå ôîðìóëû íåïðèìåíèìû è
åå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè äîëæíû íàïðÿìóþ ðàññ÷èòûâàòüñÿ ïî ôîð-
ìóëàì (6.5)�(6.6).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (6.8)�(6.9) ïîëó÷àåì∑
β(α)

nβnβ = M1k(ϕ)nαnα +
M1

d− 1
E, k(ϕ)

def
= cos2 ϕ− sin2 ϕ

d− 1
. (6.10)

Òîãäà òåíçîðû, âõîäÿùèå â (6.5), ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê âèäó∑
α,β

′
nαnαnβnβ = M1k(ϕ)

∑
α

nαnαnαnα +
M1M sin2 ϕ

d(d− 1)
J1,

∑
α,β

′
(nαnβnβnα+ nαnβnαnβ) = 2M1k(ϕ)

∑
α

nαnαnαnα +
M1M sin2 ϕ

d(d− 1)
J23,

(6.11)
ãäå J1, J23 � èçîòðîïíûå òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà (2.19).

Ïîäñòàíîâêà òîæäåñòâ (6.11) â ôîðìóëó (6.5) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü
òåíçîð æåñòêîñòè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè â âèäå

C = κ′
∑

α

nαnαnαnα + λ′J1 + µ′J23, (6.12)
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ãäå

κ′ =
1

V0

(
H1 + M1k(ϕ)(H2 + 2H3)

)
,

λ′ =
1

V0

M1M sin2 ϕ

d(d− 1)
H2, µ′ =

1

V0

M1M sin2 ϕ

d(d− 1)
H3.

(6.13)

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàöèîííûé òåíçîð
∑

α nαnαnαnα. Äëÿ äàííûõ
ðåøåòîê îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå (2.27)∑

α

nαnαnαnα = Mκekekekek + Mµ(J1 + J23), (6.14)

ãäå ek � îðòû îñåé êóáè÷åñêîé ïîäðåøåòêè äëÿ êðèñòàëëîâ êóáè÷åñêîé
ñèììåòðèè èëè îðòû ïðîèçâîëüíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïðè èçî-
òðîïèè óïðóãèõ ñâîéñòâ; Mκ è Mµ � áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû, îïðå-
äåëÿåìûå ôîðìóëàìè

Mκ =
2M

d

1− ηc

dηc + 2
, Mµ =

M

d

ηc

dηc + 2
, (6.15)

ãäå ηc � ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè òåíçîðà
∑

α nαnαnαnα, ñîâïàäàþùèé ñ
ïàðàìåòðîì àíèçîòðîïèè òåíçîðà æåñòêîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ìàòåðè-
àëà ïðè ÷èñòî ñèëîâîì âçàèìîäåéñòâèè.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (6.14) â (6.12), ïîëó÷àåì

C = κekekekek + λJ1 + µJ23;

κ = Mκκ
′, λ = Mµκ

′ + λ′, µ = Mµκ
′ + µ′,

(6.16)

ãäå κ, λ, µ � îáîáùåííûå êîýôôèöèåíòû Ëÿìå.
Äàëåå âñå ìîäóëè òåíçîðà æåñòêîñòè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîð-

ìóëàì

C11 = κ + λ + 2µ, C12 = λ, C44 = µ; K =
κ + dλ + 2µ

d
,

E =
(κ + 2µ)(κ + dλ + 2µ)

κ + (d− 1)λ + 2µ
, ν =

λ

κ + (d− 1)λ + 2µ
, η =

2µ

κ + 2µ
.

(6.17)
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6.3. Ìîäåëü ñ óãëîâûìè ïðóæèíàìè

Ðàññìîòðèì ìàòåðèàë, â êîòîðîì âçàèìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûìè ïðóæèíàìè æåñòêîñòè c è óãëîâûìè ïðóæèíàìè æåñòêîñòè γ. Òî-
ãäà

G1 = 1
2
ca2, G2 = 1

2
γ, G3 = 0; (6.18)

H1 = 1
2
ca2 − 3M1γ ctg2 ϕ, H2 = γ ctg2 ϕ, H3 = γ

(
1 + ctg2 ϕ

)
.

(6.19)
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (6.13), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå
òåíçîðà æåñòêîñòè:

C = κ′
∑

α

nαnαnαnα + λ′J1 + µ′J23;

κ′ =
1

V0

(
ca2

2
− d cos2 ϕ + 2

d− 1
M1γ

)
,

λ′ =
1

V0

M1M cos2 ϕ

d(d− 1)
γ, µ′ =

1

V0

M1M

d(d− 1)
γ.

(6.20)

Ïðîàíàëèçèðóåì ôîðìóëû (6.20). Ïðè îòñóòñòâèè óãëîâûõ ïðóæèí
(γ = 0) â âûðàæåíèè äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ïåðâîå
ñëàãàåìîå. Ïîÿâëåíèå ïîëîæèòåëüíîãî γ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ âòîðî-
ãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî òåíçîð æåñòêîñòè ïåðåñòàåò
áûòü àáñîëþòíî ñèììåòðè÷íûì1. Êîýôôèöèåíòû λ′ è µ′ ïîëîæèòåëüíû
è óâåëè÷èâàþòñÿ ñ ðîñòîì γ. Êîýôôèöèåíò κ′, íàîáîðîò, óìåíüøàåòñÿ ñ
óâåëè÷åíèåì γ è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ γ ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíûì.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (6.16), âûðàçèì òåíçîð æåñòêîñòè ÷åðåç îáîá-

1Àáñîëþòíî ñèììåòðè÷íûì íàçûâàåòñÿ òåíçîð, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïå-
ðåñòàíîâêè èíäåêñîâ.
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ùåííûå êîýôôèöèåíòû Ëÿìå:

C = κekekekek + λJ1 + µJ23;

κ =
1

V0

2(1− ηc)M

d(dηc + 2)

(
ca2

2
− d cos2 ϕ + 2

d− 1
M1γ

)
,

λ =
1

V0

M

d(dηc + 2)

(
ηc

ca2

2
+ 2

cos2 ϕ− ηc

d− 1
M1γ

)
,

µ =
1

V0

M

d(dηc + 2)

(
ηc

ca2

2
+

dηc sin2 ϕ + 2(1− ηc)

d− 1
M1γ

)
.

(6.21)

Ââåäåì ïðèâåäåííûå æåñòêîñòè

cγ
def
= 2

ηc − cos2 ϕ

d− 1

M1γ

a2 , c′γ
def
=

2

d

dηc sin2 ϕ + 2(1− ηc)

d− 1

M1γ

a2 . (6.22)

Ïðèâåäåííûå æåñòêîñòè èìåþò ðàçìåðíîñòü æåñòêîñòè ëèíåéíûõ ïðó-
æèí c, îäíàêî îïðåäåëÿþòñÿ æåñòêîñòüþ óãëîâûõ ïðóæèí γ. Ïðè èçîòðî-
ïèè (ηc = 1) âûïîëíÿåòñÿ c′γ = cγ. Ïîäñòàâëÿÿ (6.21) â (6.17), ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè:

C11 =
Ma2

2dV0

(ηc + 2)c + 2(d− 1)cγ

dηc + 2
, C12 = λ =

Ma2

2dV0

ηcc− 2cγ

dηc + 2
,

C44 = µ =
Ma2

2dV0

ηcc + dc′γ
dηc + 2

, κ =
Ma2

dV0

(1− ηc)c + d(cγ − c′γ)

dηc + 2
,

(6.23)

K =
Ma2

2d2V0
c, E =

Ma2

dV0

c(c + dcγ)

(dηc − ηc + 2)c + 2cγ
,

ν =
ηcc− 2cγ

(dηc − ηc + 2)c + 2cγ
, η =

ηcc + dc′γ
c + dcγ

.

(6.24)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ÷èñòî ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ: cγ = c′γ = 0.
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Òîãäà ôîðìóëû (6.23) ïðèîáðåòàþò âèä

C11 =
Ma2

2dV0

ηc + 2

dηc + 2
c, C12 = C44 = λ = µ =

Ma2

2dV0

ηcc

dηc + 2
,

κ =
Ma2

dV0

1− ηc

dηc + 2
c, K =

Ma2

2d2V0
c, E =

Ma2

dV0

c

dηc − ηc + 2
,

ν =
ηc

dηc − ηc + 2
, η = ηc.

(6.25)
Êîãäà ïðèâåäåííûå æåñòêîñòè óãëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íàìíîãî ïðå-

âîñõîäÿò æåñòêîñòü ëèíåéíûõ ïðóæèí (cγ ∼ c′γ � c), ôîðìóëû (6.23)
ïðèîáðåòàþò âèä

C11 =
Ma2

dV0

d− 1

dηc + 2
cγ, C12 = λ = −Ma2

dV0

cγ

dηc + 2
,

C44 = µ =
Ma2

2V0

c′γ
dηc + 2

,

κ =
Ma2

V0

cγ − c′γ
dηc + 2

, K =
Ma2

2d2V0
c, E =

Ma2

2V0
c,

ν = −1, η =
c′γ
cγ

.

(6.26)

Ïàðàìåòðû êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê, äëÿ êîòîðûõ ìîãóò èñïîëü-
çîâàòüñÿ ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû, ïðèâåäåíû â òàáë. 6.1.

Òàáëèöà 6.1: Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ðàññìàòðèâàåìûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ
ðåøåòîê.

Ðåøåòêà d M M1 ϕ ηc V0a
−d

Òðåóãîëüíàÿ 2 6 2 π/3 1
√

3/2
Êâàäðàòíàÿ 2 4 2 π/2 0 1
Êóáè÷åñêàÿ 3 6 4 π/2 0 1

ÎÖÊ 3 8 3 arcsin
√

3
3

∞ 4
√

3/9
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6.4. Êâàäðàòíàÿ è êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêè

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ êâàäðàòíîé è êóáè÷åñêîé ðåøåòîê ìîãóò áûòü çà-
ïèñàíû â âèäå îáùèõ ôîðìóë äëÿ ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè d = 2, 3:

M = 2d, M1 = 2(d− 1), ϕ =
π

2
, ηc = 0, V0 = ad. (6.27)

Òîãäà äëÿ ïðèâåäåííûõ æåñòêîñòåé (6.22) ïîëó÷àåì

cγ = 0, c′γ =
8γ

da2 , (6.28)

à èç ôîðìóë (6.23) íàõîäèì çíà÷åíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè

C11 = ca2−d, C12 = λ = 0, C44 = µ = 4γ a−d,

κ = (ca2 − 8γ)a−d, K =
1

d
ca2−d, E = ca2−d,

ν = 0, η =
8γ

ca2 .

(6.29)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êâàäðàòíîé è êóáè÷åñêîé ðåøåòîê êîýôôèöè-
åíò Ïóàññîíà òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîäóëü Þíãà ðàâåí ïðîäîëü-
íîé æåñòêîñòè è íå çàâèñèò îò æåñòêîñòè óãëîâûõ ïðóæèí, ñäâèãîâàÿ
æåñòêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ æåñòêîñòüþ óãëîâûõ ïðóæèí è íå çàâèñèò îò
æåñòêîñòè ëèíåéíûõ ïðóæèí, ïðè γ = ca2/8 óïðóãèå ñâîéñòâà ðåøåòîê
ñòàíîâÿòñÿ èçîòðîïíûìè.

6.5. Èçîòðîïíàÿ ÷àñòü òåíçîðà æåñòêîñòè

Â âûðàæåíèè (6.12) äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå ìî-
æåò áûòü àíèçîòðîïíûì, îñòàëüíûå ñëàãàåìûå èçîòðîïíû. Âû÷èñëèì
èçîòðîïíóþ ÷àñòü êîîðäèíàöèîííîãî òåíçîðà:

I

(∑
α

nαnαnαnα

)
=

M

d(d + 2)
(J1 + J23) . (6.30)

Çäåñü I � îïåðàòîð âû÷èñëåíèÿ èçîòðîïíîé ÷àñòè.
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Òîãäà èçîòðîïíàÿ ÷àñòü òåíçîðà æåñòêîñòè (6.12) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå

I(C) = λJ1 + µJ23,

λ =
M

d(d + 2)
κ′ + λ′, µ =

M

d(d + 2)
κ′ + µ′.

(6.31)

Çäåñü λ è µ � êîýôôèöèåíòû Ëÿìå ñîîòâåòñòâóþùåãî èçîòðîïíîãî ìà-
òåðèàëà, à êîýôôèöèåíòû κ′, λ′ è µ′ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (6.13).

Ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ K, ìîäóëü Þíãà E è êîýôôèöèåíò Ïóàñ-
ñîíà ν ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì

K = λ +
2

d
µ, E =

2µ (dλ + 2µ)

(d− 1)λ + 2µ
, ν =

λ

(d− 1)λ + 2µ
. (6.32)

Äëÿ ìàòåðèàëà ñ óãëîâûìè ïðóæèíàìè ôîðìóëû (6.31) äàþò

λ =
a2

V0

M

2d(d + 2)
(c− 2cγ) , µ =

a2

V0

M

2d(d + 2)
(c + dcγ) , (6.33)

ãäå
cγ = c′γ =

2 sin2 ϕ

d− 1
M1

γ

a2 . (6.34)

Èñïîëüçóÿ (6.32), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìîäóëÿ îáú-
åìíîãî ñæàòèÿ K, ìîäóëÿ Þíãà E è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν:

K =
a2

V0

M

2d2 c, E =
a2

V0

M

d

c(c + dcγ)

(d + 1)c + 2cγ
, ν =

c− 2cγ

(d + 1)c + 2cγ
.

(6.35)
Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé æåñòêîñòè óãëîâûõ ïðóæèí (cγ > c/2) êîýôôè-
öèåíò Ïóàññîíà ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì ôîð-
ìóëàì, ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ c è γ âûïîëíÿþòñÿ

µ ≥ µc, K = Kc, Ec ≤ E ≤ d(d + 1)

2
Ec, −1 ≤ ν ≤ νc,

(6.36)
ãäå

µc =
a2

V0

M

2d(d + 2)
c, Kc =

a2

V0

M

2d2 c,

Ec =
a2

V0

M

d(d + 1)
c, νc =

1

d + 1

(6.37)
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� çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ïðè ÷èñòî ñèëîâîì âçàèìîäåéñòâèè (cγ = 0). Âïðî-
÷åì, ìàòåðèàë ìîæåò áûòü óñòîé÷èâûì è ïðè îòðèöàòåëüíîì çíà÷åíèè
æåñòêîñòè óãëîâûõ ïðóæèí. Èç ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óñëîâèé óñòîé÷èâî-
ñòè K > 0, µ > 0 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íà ìèêðî-
óðîâíå:

c > 0, cγ > −c/d. (6.38)

6.6. Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà

Ðàññìîòðèì äâóõìåðíóþ òðåóãîëüíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó. Îíà
îáëàäàåò ñèììåòðèåé âðàùåíèÿ øåñòîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ëþáîãî
àòîìà, à ñëåäîâàòåëüíî, òåíçîð æåñòêîñòè òðåóãîëüíîé ðåøåòêè äîëæåí
áûòü èçîòðîïíûì. Ïîýòîìó äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè C = I(C) è äëÿ
âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà æåñòêîñòè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè ïðåäû-
äóùåãî ïàðàãðàôà. Äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè

M = 6, M1 = 2, ϕ =
π

3
, d = 2, V0 =

√
3

2
a2, (6.39)

ãäå a � øàã ðåøåòêè.
Òîãäà èç ôîðìóë (6.13), (6.31) ïîëó÷àåì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ëÿìå

λ =
3

4V0
(H1 + 5H2 − 2H3) , µ =

3

4V0
(H1 −H2 + 4H3) . (6.40)

Êîãäà âçàèìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíûìè ïðóæèíàìè æåñò-
êîñòè c è óãëîâûìè ïðóæèíàìè æåñòêîñòè γ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (6.2),
(6.6), ïîëó÷àåì

λ =

√
3

4a2

(
ca2 − 6γ

)
, µ =

√
3

4a2

(
ca2 + 6γ

)
. (6.41)

Òîãäà, ñ ó÷åòîì (6.32), äëÿ ìîäóëÿ îáúåìíîãî ñæàòèÿ, ìîäóëÿ Þíãà è
êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà òðåóãîëüíîé ðåøåòêè

K =

√
3

2
c, E =

2
√

3

3
c

ca2 + 6γ

ca2 + 2γ
, ν =

1

3

ca2 − 6γ

ca2 + 2γ
. (6.42)
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Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì ôîðìóëàì, ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ c è γ âûïîëíÿþòñÿ

µ ≥ µc, K = Kc, Ec ≤ E ≤ 3Ec, −1 ≤ ν ≤ νc, (6.43)

ãäå

µc =

√
3

4
c, Kc =

√
3

2
c, Ec =

2
√

3

3
c, νc =

1

3
(6.44)

� çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ïðè γ = 0, â òî÷íîñòè ðàâíûå èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì,
ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñòî ñèëîâîìó âçàèìîäåéñòâèþ [18].

Îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî (6.42), ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé æåñòêîñòè
óãëîâûõ ïðóæèí (γ > ca2/6) êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ñòàíîâèòñÿ îòðèöà-
òåëüíûì. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (6.38) äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ïðèîá-
ðåòàþò âèä

c > 0, γ > −ca2/6. (6.45)
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Ìîìåíòíîå âçàèìîäåéñòâèå

Âûâîäèòñÿ òåíçîð æåñòêîñòè ïðîñòîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ïðè ó÷åòå ñèëîâîãî è

ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñâÿçè äëÿ ðàâíîâåñíîãî êðèñòàëëà ñ÷èòàþòñÿ íåíàïðÿ-

æåííûìè. Áîëåå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûå ñâÿçè ïðè

âçàèìîäåéñòâèè ñ àòîìàìè ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ òðåóãîëüíàÿ, êâàäðàòíàÿ è êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêè, à òàêæå ìîäåëü ñâÿ-

çàííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

7.1. Âûâîä óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó. Âûáåðåì îäèí èç àòî-
ìîâ è íàçîâåì åãî îòñ÷åòíûì. Ïðîíóìåðóåì àòîìû, ñ êîòîðûìè âçàèìî-
äåéñòâóåò îòñ÷åòíûé, èíäåêñàìè α; âåêòîðû, íàïðàâëåííûå èç îòñ÷åòíî-
ãî àòîìà â àòîì α äëÿ íåäåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà, îáîçíà-
÷èì aα. Àòîìû ðåøåòêè áóäåì ìîäåëèðîâàòü òâåðäûìè òåëàìè, âåêòîðû
ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòà êîòîðûõ ïî îòíîøåíèþ ê èõ ïîëîæåíèþ â íåäå-
ôîðìèðîâàííîì êðèñòàëëå îáîçíà÷èì uα è ϕα; âåêòîðû ïåðåìåùåíèÿ è
ïîâîðîòà îòñ÷åòíîãî àòîìà îáîçíà÷èì u è ϕ.

Ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ðåøåòêè, ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

W
def
=

1

2V0

∑
α

Πα, (7.1)

ãäå V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè íåäåôîðìèðîâàííîé ðåøåòêè; Πα �
ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ îòñ÷åòíîãî àòîìà ñ àòîìîì α; ìíîæèòåëü 1/2
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â ôîðìóëå (7.1) òðåáóåòñÿ â âèäó òîãî, ÷òî ïîòåíöèàë Πα îïèñûâàåò âçà-
èìîäåéñòâèå äâóõ àòîìîâ. Ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ çàïèøåì â
âèäå [13]

Πα = 1
2
εα ·Aα ·εα + εα ·Bα ·κα + 1

2
κα ·Gα ·κα, (7.2)

ãäå εα è κα � âåêòîðû äåôîðìàöèè ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé

εα
def
= uα − u + 1

2
aα×(ϕα +ϕ), κα

def
= ϕα −ϕ; (7.3)

Aα, Bα è Gα � òåíçîðû æåñòêîñòè ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé (âòîðîãî ðàíãà).
Â ïðåäñòàâëåíèè (7.2) îòñóòñòâóþò ëèíåéíûå ïî äåôîðìàöèÿì ñëà-

ãàåìûå, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå íà÷àëüíûõ óñèëèé â ñâÿçÿõ (â ðàâíî-
âåñíîì ñîñòîÿíèè êðèñòàëëà ñâÿçè ÿâëÿþòñÿ íåíàïðÿæåííûìè). Èñïîëü-
çîâàíèå äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ îïðàâäàíî, òàê êàê â ðåàëüíîñòè, â ñèëó
áûñòðîãî óáûâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, íà÷àëüíûå óñèëèÿ â ñâÿçÿõ ìàëû.
Ó÷åò æå èõ ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó óñëîæíåíèþ ôîðìóë è, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íåîáõîäèìîñòè ïðèâëå÷åíèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè. Äàííîå ïðèáëèæå-
íèå ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåííîé ìîäåëè, â êîòîðîé êðèñòàëë îïèñû-
âàåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ òâåðäûõ òåë, ñâÿçàííûõ íåíàïðÿæåííûìè ïðóæè-
íàìè.

Ìàêðîñêîïè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå óäåëüíîé (ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäè-
íèöó îáúåìà) ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ ìîìåíòíîé ñðåäû ïðè ìàëûõ äå-
ôîðìàöèÿõ èìååò âèä [13]

W = 1
2
ε·· 4A·· ε+ ε·· 4B··κ+ 1

2
κ·· 4G··κ. (7.4)

Çäåñü 4A, 4B è 4G � òåíçîðû æåñòêîñòè ñðåäû (÷åòâåðòîãî ðàíãà); ε è
κ � ìàêðîñêîïè÷åñêèå òåíçîðû äåôîðìàöèè:

ε
def
= ∇u + E×ϕ, κ

def
= ∇ϕ, (7.5)

ãäå u è ϕ � âåêòîðû ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòà ýëåìåíòà ñðåäû; ∇ �
âåêòîðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.

Ïðè îäíîðîäíîì1 äåôîðìèðîâàíèè ðåøåòêè ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ

uα = u + aα ·∇u, ϕα = ϕ+ aα ·∇ϕ, (7.6)
1Ïîä îäíîðîäíûì áóäåì ïîíèìàòü äåôîðìèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòû ÿâ-

ëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò.
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ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ â âûðàæåíèÿ (7.3) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ
ñâÿçü âåêòîðîâ äåôîðìàöèè ñâÿçåé è òåíçîðîâ äåôîðìàöèè ñðåäû:

εα = aα ·ε− 1
2
aα ·κ×aα, κα = aα ·κ. (7.7)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (7.7), èç ñðàâíåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêîãî (7.1)�(7.2)
è ìàêðîñêîïè÷åñêîãî (7.4) ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ
ïîëó÷èì ôîðìóëû ñâÿçè òåíçîðîâ æåñòêîñòè:
4A =

1

2V0

∑
α

aαAαaα, 4B =
1

2V0

∑
α

aαB̃αaα, 4G =
1

2V0

∑
α

aαG̃αaα,

(7.8)
ãäå òåíçîðû B̃α è G̃α ëèíåéíûì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òåíçîðû Aα,
Bα, Gα.

7.2. Ïåðåõîä ê áåçìîìåíòíîé òåîðèè

Íà ìàêðîóðîâíå, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî áåçìîìåíòíîãî îïèñàíèÿ äå-
ôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïåðåõîä ê áåçìîìåíòíîé òåî-
ðèè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëèíåéíî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà, ñ ñèììåòðè-
åé íå íèæå êóáè÷åñêîé, óñëîâèå áåçìîìåíòíîñòè ïðèâîäèò ê ñèììåòðèè
òåíçîðà äåôîðìàöèè. Òîãäà, èñïîëüçóÿ (7.5), ïîëó÷àåì

ε = εS ⇐⇒ (∇u)A + E×ϕ = 0 ⇐⇒ ϕ = 1
2
∇×u. (7.9)

Ãåîìåòðè÷åñêè ñîîòíîøåíèå (7.9) îçíà÷àåò, ÷òî âñå ÷àñòèöû ïîâîðà÷èâà-
þòñÿ âìåñòå ñî ñðåäîé. Äëÿ âòîðîãî òåíçîðà äåôîðìàöèè ïîëó÷àåì

κ = ∇ϕ = 1
2
∇∇×u, (7.10)

à ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îäíîðîäíîì äåôîðìèðîâàíèè äàííûé òåíçîð òîæ-
äåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Òàê êàê òåíçîð äåôîðìàöèè ε â áåçìîìåíòíîé òåîðèè ñèììåòðè÷åí,
òî äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ áåçìîìåíòíîé ñðåäû èñïîëüçóåòñÿ òåí-
çîð 4C, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ñèììåòðèçàöèè òåíçîðàA îòíîñèòåëüíî
ïåðåñòàíîâîê ïåðâîãî ñî âòîðûì è òðåòüåãî ñ ÷åòâåðòûì èíäåêñîâ:

4C
def
= 4AS; Cknpq =

1

4
(Aknpq + Ankpq + Aknqp + Ankqp) . (7.11)
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåíçîðà 4C ìîæíî ïðîâåñòè ñèììåòðèçàöèþ òîëüêî ïî
îäíîé ïàðå èíäåêñîâ

Cknpq = 1
2

(Aknpq + Aknqp) (7.12)

ñ ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêîé ñèììåòðè÷íîñòè ïî äðóãîé ïàðå èíäåêñîâ. Îò-
ìåòèì, ÷òî åñëè òåíçîð 4A, â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ, îáëàäàåò ñèì-
ìåòðèåé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ïåðâîãî ñ ÷åòâåðòûì è âòîðîãî ñ
òðåòüèì èíäåêñîâ, òî òåíçîð 4C, âîîáùå ãîâîðÿ, òàêîé ñèììåòðèåé íå
îáëàäàåò. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, áóäåò âèäíî ïî ðåçóëüòàòàì ñëåäóþùåãî ïà-
ðàãðàôà. Âîçìîæíîñòü çàìåíû òåíçîðà 4A òåíçîðîì 4C îáåñïå÷èâàåòñÿ
ðàâåíñòâîì ýíåðãèé

W = 1
2
ε·· 4A·· ε = 1

2
ε·· 4C·· ε (7.13)

äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ε. Óñëîâèå ðàâåíñòâà ýíåðãèé, â ÷àñòíîñòè,
íå ïîçâîëÿåò çàìåíèòü òåíçîð 4A àáñîëþòíî ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì,
ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå ñèììåòðèçàöèè 4A ïî âñåì âîçìîæíûì ïåðå-
ñòàíîâêàì èíäåêñîâ. Òàêîé òåíçîð îáëàäàë áû ñèììåòðèÿìè êàê òåíçîðà
4A, òàê è òåíçîðà 4C, îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ýíåðãèÿ ñîäåðæèò
ñëàãàåìûå, íå âõîäÿùèå â (7.13).

Äàííûé áåçìîìåíòíûé ïîäõîä óäîáåí äëÿ ïîëó÷åíèÿ óïðóãèõ ìîäó-
ëåé, îäíàêî äëÿ ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåòêè òðåáóåòñÿ
ðàññìîòðåíèå âñåõ òåíçîðîâ æåñòêîñòè 4A, 4B, 4G.

7.3. Òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûå ñâÿçè

Áóäåì ñ÷èòàòü òåíçîðû æåñòêîñòè ñèëîâîãî ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè, ïðè ýòîì, äëÿ ïðîñòîòû, îãðàíè÷èìñÿ âçà-
èìîäåéñòâèåì ñ àòîìàìè ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû. Òîãäà òåíçîðû
æåñòêîñòè ñâÿçåé ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

Aα = cA nαnα + cD (E− nαnα) , nα =
1

a
aα, a = |aα|, (7.14)

ãäå cA è cD � ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ æåñòêîñòè ñâÿçåé.
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Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (7.14) â (7.8) äàåò

4A =
a2

2V0

∑
α

(
(cA − cD)nαnαnαnα + cD nαEnα

)
. (7.15)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê òåíçîð
∑

α nαnα

èçîòðîïåí, ÷òî äàåò∑
α

nαnα =
M

d
E ⇒

∑
α

nαEnα =
M

d
ekenenek, (7.16)

ãäå M � êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî; d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà; ek �
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ; çäåñü è äàëåå âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïî-
âòîðÿþùåìóñÿ ëàòèíñêîìó èíäåêñó îò 1 äî d.

Òîãäà äëÿ òåíçîðà 4C = 4AS, èñïîëüçóþùåãîñÿ â áåçìîìåíòíîé òåî-
ðèè óïðóãîñòè, ïîëó÷àåì

4C =
a2

2V0

(
(cA − cD)

∑
α

nαnαnαnα +
M

2d
cD J23

)
. (7.17)

Ïðåäñòàâèì òåíçîð æåñòêîñòè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè â âèäå (6.12):

4C = κ′
∑

α

nαnαnαnα + λ′J1 + µ′J23. (7.18)

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àåì

κ′ =
a2

2V0
(cA − cD), λ′ = 0, µ′ =

Ma2

4V0d
cD. (7.19)

Èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ñëåäóåò ðàçëè÷èå ìåæäó ìîìåíòíûì è òðåõ÷à-
ñòè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì: äëÿ ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êîýôôèöè-
åíò λ′ ðàâåí íóëþ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ òðåõ÷àñòè÷íîãî, ñîãëàñíî ôîðìó-
ëàì (6.13), ýòîò êîýôôèöèåíò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåíóëåâîé.

Ïðåäñòàâèì êîîðäèíàöèîííûé òåíçîð â âèäå (2.27):∑
α

nαnαnαnα = Mκekekekek + Mµ(J1 + J23), (7.20)
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ãäå ek � îðòû îñåé êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè ïîäðåøåòêè äëÿ êðèñòàëëîâ
êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè èëè îðòû ïðîèçâîëüíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áà-
çèñà ïðè èçîòðîïèè óïðóãèõ ñâîéñòâ; Mκ è Mµ � áåçðàçìåðíûå êîýôôè-
öèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

Mκ =
2M

d

1− ηc

dηc + 2
, Mµ =

M

d

ηc

dηc + 2
, (7.21)

ãäå ηc � ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè òåíçîðà
∑

α nαnαnαnα, ñîâïàäàþùèé ñ
ïàðàìåòðîì àíèçîòðîïèè òåíçîðà æåñòêîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ìàòåðè-
àëà ïðè ÷èñòî ñèëîâîì âçàèìîäåéñòâèè.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (7.20) â (7.18), ïîëó÷àåì

4C = κekekekek + λJ1 + µJ23;

κ = Mκκ
′, λ = Mµκ

′, µ = Mµκ
′ + µ′,

(7.22)

ãäå κ, λ, µ � îáîáùåííûå êîýôôèöèåíòû Ëÿìå.
Äàëåå âñå ìîäóëè òåíçîðà æåñòêîñòè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîð-

ìóëàì

C11 = κ + λ + 2µ, C12 = λ, C44 = µ; K =
κ + dλ + 2µ

d
,

E =
(κ + 2µ)(κ + dλ + 2µ)

κ + (d− 1)λ + 2µ
, ν =

λ

κ + (d− 1)λ + 2µ
, η =

2µ

κ + 2µ
.

(7.23)

7.4. Ñðàâíåíèå ñ òðåõ÷àñòè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì

Ìû ïîëó÷èëè

4C = κ′
∑

α

nαnαnαnα + λ′J1 + µ′J23, (7.24)

ãäå

κ′ =
a2

2V0
(cA − cD), λ′ = 0, µ′ =

Ma2

4V0d
cD. (7.25)
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Ïðè òðåõ÷àñòè÷íîì âçàèìîäåéñòâèè äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ áûëè ïî-
ëó÷åíû ôîðìóëû (6.20)

κ′ =
1

V0

(
ca2

2
− d cos2 ϕ + 2

d− 1
M1γ

)
λ′ =

1

V0

M1M cos2 ϕ

d(d− 1)
γ, µ′ =

1

V0

M1M

d(d− 1)
γ,

(7.26)

ãäå c è γ � æåñòêîñòü ëèíåéíîé è óãëîâîé ïðóæèí; M1 � ÷èñëî ñìåæíûõ
ñâÿçåé; ϕ � óãîë ìåæäó ñâÿçÿìè.

Ôîðìóëû (7.26) ñïðàâåäëèâû äëÿ òðåóãîëüíîé, êâàäðàòíîé, êóáè÷å-
ñêîé è ÎÖÊ ðåøåòîê. Ñðàâíåíèå ôîðìóë (7.25) è (7.26) ïîêàçûâàåò, ÷òî
îíè ìîãóò áûòü ýêâèâàëåíòíû ïðè ϕ = π/2, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êâàä-
ðàòíîé è êóáè÷åñêîé ðåøåòîê. Òîãäà ôîðìóëû (7.26) ïðèíèìàþò âèä

κ′ =
1

V0

(
ca2

2
− 2

d− 1
M1γ

)
, λ′ = 0, µ′ =

1

V0

M1M

d(d− 1)
γ.

(7.27)
Ñðàâíèâàÿ (7.27) ñ ôîðìóëàìè (7.25), ïîëó÷àåì, ÷òî îíè ýêâèâàëåíòíû
ïðè

cA = c, cD =
4M1

d− 1

γ

a2 . (7.28)

À åñëè ó÷åñòü, ÷òî äëÿ êâàäðàòíîé è êóáè÷åñêîé ðåøåòîê M1 = 2(d−1),
òî óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðèíèìàþò âèä

cA = c, cD = 8
γ

a2 . (7.29)

Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, ìîìåíòíîå è òðåõ÷àñòè÷íîå âçàèìîäåé-
ñòâèå îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè òàêæå äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè.
Âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ âçàèìîäåéñòâèé äëÿ îñòàëüíûõ ðåøå-
òîê ñêîðåå âñåãî ðåøàåòñÿ îòðèöàòåëüíî, îäíàêî ýòî òðåáóåò äàëüíåéøå-
ãî èññëåäîâàíèÿ.
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7.5. Êâàäðàòíàÿ è êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêè

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ êâàäðàòíîé è êóáè÷åñêîé ðåøåòîê ìîãóò áûòü çà-
ïèñàíû â âèäå îáùèõ ôîðìóë äëÿ ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè d = 2, 3:

M = 2d, ηc = 0, V0 = ad, (7.30)

ãäå a � øàã ðåøåòêè.
Òîãäà

Mκ = 2, Mµ = 0, (7.31)

κ = 2κ′ = a2−d(cA − cD), λ = λ′ = 0, µ = µ′ =
a2−d

2
cD. (7.32)

Èç ôîðìóë (7.23) íàõîäèì çíà÷åíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè

C11 = cAa2−d, C12 = λ = 0, C44 = µ = 1
2

cDa2−d,

κ = (cA − cD)a2−d, K =
1

d
cAa2−d, E = cAa2−d,

ν = 0, η =
cD

cA
.

(7.33)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êâàäðàòíîé è êóáè÷åñêîé ðåøåòîê êîýôôèöè-
åíò Ïóàññîíà òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ìîäóëü Þíãà ðàâåí ïðîäîëüíîé
æåñòêîñòè è íå çàâèñèò îò ïîïåðå÷íîé, ñäâèãîâàÿ æåñòêîñòü îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòüþ è íå çàâèñèò îò ïðîäîëüíîé, ïðè ðàâåíñòâå
ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòåé óïðóãèå ñâîéñòâà ðåøåòîê ñòàíî-
âÿòñÿ èçîòðîïíûìè.

7.6. Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà

Ðàññìîòðèì äâóõìåðíóþ òðåóãîëüíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó. Îíà
îáëàäàåò ñèììåòðèåé âðàùåíèÿ øåñòîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ëþáîãî
àòîìà, à ñëåäîâàòåëüíî, òåíçîð æåñòêîñòè òðåóãîëüíîé ðåøåòêè äîëæåí
áûòü èçîòðîïíûì. Äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè

M = 6, d = 2, ηc = η = 1, V0 =

√
3

2
a2, (7.34)
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ãäå a � øàã ðåøåòêè.
Òîãäà

κ′ =

√
3

3
(cA − cD), λ′ = 0, µ′ =

√
3

2
cD, (7.35)

Mκ = 0, Mµ =
3

4
, (7.36)

κ = 0, λ =

√
3

4
(cA − cD), µ =

√
3

4
(cA + cD). (7.37)

Ñðàâíèì ñ òðåõ÷àñòè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (6.41),
ïðè òðåõ÷àñòè÷íîì âçàèìîäåéñòâèè

λ =

√
3

4

(
c− 6

γ

a2

)
, µ =

√
3

4

(
c + 6

γ

a2

)
. (7.38)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ìîìåíòíîå è òðåõ÷àñòè÷-
íîå âçàèìîäåéñòâèÿ îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïðè

cA = c, cD = 6
γ

a2 . (7.39)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ìîìåíòíîì âçàèìîäåéñòâèè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
âûâîäàìè, ïîëó÷åííûìè â ãëàâå 6 äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ïðè óãëî-
âîì âçàèìîäåéñòâèè; â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìîäóëÿ îáúåìíîãî ñæàòèÿ, ìîäóëÿ
Þíãà è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà òðåóãîëüíîé ðåøåòêè

K =

√
3

2
cA, E =

2
√

3

3
cA

cA + cD

cA + cD/3
, ν =

1

3

cA − cD

cA + cD/3
. (7.40)

Êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè òðåóãîëüíîé ðåøåòêè, ñîãëàñíî (7.23) è
(7.37)

C11 =

√
3

4
(3cA + cD), C12 =

√
3

4
(cA − cD), C44 =

√
3

4
(cA + cD).

(7.41)

7.7. Ìîäåëü ñâÿçàííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ

Ðàññìîòðèì ìîäåëü, â êîòîðîé êàæäàÿ ÷àñòèöà ìîäåëèðóåòñÿ ìíîãîóãîëü-
íèêîì, èìåþùèì ñèììåòðèþ ðåøåòêè. Ñâÿçè ìåæäó ìíîãîóãîëüíèêàìè
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îñóùåñòâëÿþòñÿ ïðóæèíàìè, êîòîðûå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü íåíà-
ïðÿæåííûìè â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ðåøåòêè. Òîãäà ñèëîâîé òåíçîð
æåñòêîñòè ñâÿçè ìåæäó ÷àñòèöàìè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

A =
N∑

k=1

ckekek, (7.42)

ãäå ck � æåñòêîñòü ïðóæèíû, ek � îðò íàïðàâëåíèÿ íåäåôîðìèðîâàííîé
ïðóæèíû, N � ÷èñëî ïðóæèí.

Êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà

Ðàññìîòðèì êâàäðàòíûå ÷àñòèöû, â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè îáðà-
ùåííûå äðóã ê äðóãó ñòîðîíàìè. Ïðóæèíû c1 ñâÿçûâàþò öåíòðû ÷àñòèö,
c2 � îäíîèìåííûå óãëû (ëåæàùèå ïî îäíó ñòîðîíó îò öåíòðà), c3 � ðàç-
íîèìåííûå óãëû (ëåæàùèå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò öåíòðà). Ïîëàãàÿ, ÷òî
îðò i çàäàåò íàïðàâëåíèå ìåæäó öåíòðàìè ÷àñòèö, îðò j � îðòîãîíàëüíîå
íàïðàâëåíèå, ïîëó÷àåì

e1 = e±2 = i, e±3 = i cos ϕ± j sin ϕ, (7.43)

ãäå ñèìâîëîì ± îáîçíà÷åíû îðòû äëÿ ïàðíûõ ïðóæèí, ϕ � ñîîòâåòñòâó-
þùèé óãîë (îïðåäåëÿåìûé îòíîøåíèåì ñòîðîíû ÷àñòèöû ê ðàññòîÿíèþ
ìåæäó íèìè).

Â ðåçóëüòàòå äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè âûïîëíÿåòñÿ

A = c1ii + 2c2ii + c3 (i cos ϕ + j sin ϕ) (i cos ϕ + j sin ϕ) +

+ c3 (i cos ϕ− j sin ϕ) (i cos ϕ− j sin ϕ) .
(7.44)

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåì

A =
(
c1 + 2c2 + 2c3 cos2 ϕ

)
ii + 2c3 sin2 ϕ jj. (7.45)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ æåñòêîñòè

cA = c1 + 2c2 + 2c3 cos2 ϕ, cD = 2c3 sin2 ϕ. (7.46)
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Òîãäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (7.33) äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè

C11 = E = 2K = cA, C12 = λ = 0, C44 = µ = 1
2

cD,

κ = cA − cD, ν = 0, η =
cD

cA
.

(7.47)

Ïîäñòàíîâêà (7.46) â (7.47) äàåò

C11 = E = 2K = c1 + 2c2 + 2c3 cos2 ϕ, C12 = λ = 0,

C44 = µ = c3 sin2 ϕ, κ = c1 + 2c2 + 2c3 cos 2ϕ,

ν = 0, η =
2c3 sin2 ϕ

c1 + 2c2 + 2c3 cos2 ϕ
.

(7.48)

Åñëè îáîçíà÷èòü b ñòîðîíó êâàäðàòà, òî òîãäà

tg ϕ =
b

a− b
, sin ϕ =

b√
a2 − 2ab + 2b2

, cos ϕ =
a− b√

a2 − 2ab + 2b2
,

cos 2ϕ =
a(a− 2b)

a2 − 2ab + 2b2 .

(7.49)

Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà

Ðàññìîòðèì øåñòèóãîëüíûå ÷àñòèöû, â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè
îáðàùåííûå äðóã ê äðóãó óãëàìè. Ïðóæèíû c1 ñâÿçûâàþò öåíòðû ÷à-
ñòèö, c2 � îäíîèìåííûå óãëû (ëåæàùèå ïî îäíó ñòîðîíó îò öåíòðà),
c3 � ðàçíîèìåííûå óãëû (ëåæàùèå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò öåíòðà). Ïî-
ëàãàÿ, ÷òî i � íàïðàâëåíèå ìåæäó öåíòðàìè ÷àñòèö, j � îðòîãîíàëüíîå,
ïîëó÷àåì

e1 = e±2 = i, e±3 = i cos ϕ± j sin ϕ, (7.50)

ãäå ñèìâîëîì ± îáîçíà÷åíû îðòû äëÿ ïàðíûõ ïðóæèí, ϕ � ñîîòâåòñòâó-
þùèé óãîë (îïðåäåëÿåìûé îòíîøåíèåì õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ÷àñòèöû
ê ðàññòîÿíèþ ìåæäó íèìè).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû îêàçûâàþòñÿ ñîâåðøåííî îäèíàêîâûìè ñ
ôîðìóëàìè äëÿ êâàäðàòíûõ ÷àñòèö, îòëè÷àòüñÿ áóäåò òîëüêî âûðàæåíèå
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äëÿ óãëà ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòåé
ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (7.46):

cA = c1 + 2c2 + 2c3 cos2 ϕ, cD = 2c3 sin2 ϕ. (7.51)

Òîãäà èç ôîðìóë (7.40), (7.41) ïîëó÷àåì

C11 =

√
3

4
(3cA + cD), C12 = λ =

√
3

4
(cA − cD),

C44 = µ =

√
3

4
(cA + cD),

(7.52)

K =

√
3

2
cA, E =

2
√

3

3
cA

cA + cD

cA + cD/3
, ν =

1

3

cA − cD

cA + cD/3
. (7.53)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè

C11 =

√
3

4

(
3c1 + 6c2 + 2c3(2 + cos 2ϕ)

)
,

C12 =

√
3

4
(c1 + 2c2 + 2c3 cos 2ϕ), C44 =

√
3

4
(c1 + 2c2 + 2c3).

(7.54)

Åñëè îáîçíà÷èòü b ñòîðîíó øåñòèóãîëüíèêà, òî òîãäà

tg ϕ =

√
3 b

a− b
, sin2 ϕ =

3b2

a2 − 2ab + 4b2 , cos2 ϕ =
(a− b)2

a2 − 2ab + 4b2 ,

cos 2ϕ =
a2 − 2ab− 2b2

a2 − 2ab + 4b2 , 2 + cos 2ϕ = 3
a2 − 2ab + 2b2

a2 − 2ab + 4b2 .

(7.55)
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Ãëàâà 8

Óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè

Ïðèâîäèòñÿ ðÿä îáùèõ ñâåäåíèé äëÿ òåíçîðîâ æåñòêîñòè äâóõàòîìíûõ ðåøåòîê, èñ-

ñëåäóåòñÿ èõ ñòðóêòóðà äëÿ äâóõìåðíîé ðåøåòêè ãðàôåíà (ïðè ïðîèçâîëüíîì âçàè-

ìîäåéñòâèè). Îöåíèâàåòñÿ âëèÿíèå âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû íà õàðàêòåðèñòèêè

óïðóãîñòè.

8.1. Ñëîæíàÿ äâóõàòîìíàÿ ðåøåòêà

Ñëîæíàÿ äâóõàòîìíàÿ ðåøåòêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñîâîêóï-
íîñòü äâóõ êîíãðóýíòíûõ ïðîñòûõ ðåøåòîê, ñäâèíóòûõ äðóã îòíîñèòåëü-
íî äðóãà. Äåôîðìèðîâàíèå ñëîæíîé ðåøåòêè ñîñòîèò èç äåôîðìèðîâà-
íèÿ êàæäîé èç ïîäðåøåòîê è ñìåùåíèÿ ðåøåòîê äðóã îòíîñèòåëüíî äðó-
ãà. Äåôîðìèðîâàíèå ïîäðåøåòîê, êàê è ðàíåå, çàäàåòñÿ òåíçîðîì ε, à
ñìåùåíèå ïîäðåøåòîê � âåêòîðîì íåâÿçêè ζ, èìåþùèì ðàçìåðíîñòü äëè-
íû [18]. Âåêòîð íåâÿçêè çàäàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè ε = 0 îí îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü. Èíûìè ñëîâàìè, íåâÿçêà îïèñûâàåò òîëüêî îòíîñèòåëü-
íîå ñìåùåíèå ïîäðåøåòîê, âûçâàííîå äåôîðìèðîâàíèåì, â íåå íå âõîäèò
èñõîäíûé ñäâèã ïîäðåøåòîê äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà. Åñëè íåâÿçêà íå
ó÷èòûâàåòñÿ ïðè çàäàíèè äåôîðìèðîâàíèÿ êðèñòàëëà, òî ýòî ïðèâîäèò
ê íåïðàâèëüíîìó îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè.

Ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó
ñëîæíîé äâóõàòîìíîé ðåøåòêè, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

W = 1
2
ε·· 4C∗ ·· ε+ ε·· 3C·ζ + 1

2
ζ ·2C·ζ, (8.1)
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ãäå ε � òåíçîð äåôîðìàöèè, ζ � âåêòîð íåâÿçêè; 2C, 3C è 4C∗ � òåíçîðû
æåñòêîñòè âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ðàíãà, ñîîòâåòñòâåííî.

Âåêòîð íåâÿçêè ζ0, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàâíîâåñèþ îòíîñèòåëüíîãî
ïîëîæåíèÿ ïîäðåøåòîê ïðè çàäàííîì òåíçîðå äåôîðìàöèè ε, îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç óñëîâèÿ

∂W/∂ζ = 0 ⇒ ζ = ζ0
def
= −2C−1 ·3C·· ε. (8.2)

Òîãäà ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

W = 1
2
ε·· 4C·· ε+ 1

2
ζ∗ ·2C·ζ∗, (8.3)

4C
def
= 4C∗ − 3C·2C−1 ·3C, ζ∗

def
= ζ − ζ0. (8.4)

Çäåñü 4C � ìàêðîñêîïè÷åñêèé òåíçîð æåñòêîñòè ìàòåðèàëà; ζ∗ ïðèâå-
äåííàÿ íåâÿçêà, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü ïðè ðàâíîâåñíîì ðàñïîëîæåíèè
ïîäðåøåòîê â äåôîðìèðîâàííîì êðèñòàëëå.

Óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ñëîæíîé ðåøåòêè, ñîãëàñíî (8.3), ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü òåíçîðîâ 4C (ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ óñòîé-
÷èâîñòü ìàòåðèàëà) è 2C (ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëü-
íîãî ñìåùåíèÿ ïîäðåøåòîê). Ýòî, ñîîòâåòñòâåííî, óñòîé÷èâîñòè àêóñòè-
÷åñêîé è îïòè÷åñêîé ìîäû êîëåáàíèé.

8.2. Òåíçîðû æåñòêîñòè

Ðàññìîòðèì òåíçîðû æåñòêîñòè äâóõàòîìíîé ðåøåòêè è çàïèøåì èõ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ek (k = 1, 2).

Òåíçîð æåñòêîñòè êðèñòàëëà ïðè îäíîðîäíîì äåôîðìèðîâàíèè
(áåç ó÷åòà îòíîñèòåëüíîãî ñìåùåíèÿ ïîäðåøåòîê):

4C∗ = C∗
knpqekenepeq, C∗

knpq = C∗
knqp = C∗

nkpq = C∗
pqkn. (8.5)

Òåíçîð ñèììåòðè÷íûé àïîëÿðíûé, ÷òî âûðàæàåòñÿ â ñèììåòðèÿõ
(8.5) îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê èíäåêñîâ. Äëÿ óñòîé÷èâîé ðåøåòêè
òåíçîð 4C∗ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé.
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Ïåðåêðåñòíûé òåíçîð æåñòêîñòè:

3C = Cknpekenep, Cknp = Cnkp = Cpkn. (8.6)

Äëÿ íåãî, â ÷àñòíîñòè, âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ε·· 3C·ζ = ζ ·3C·· ε.

Òåíçîð æåñòêîñòè îòíîñèòåëüíîãî ñìåùåíèÿ ïîäðåøåòîê:

2C = Ckneken, Ckn = Cnk. (8.7)

Òåíçîð ñèììåòðè÷íûé, äëÿ óñòîé÷èâîé ðåøåòêè � ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûé.

Ìàêðîñêîïè÷åñêèé òåíçîð æåñòêîñòè ðåøåòêè:

4C
def
= 4C∗ − 3C·2C−1 ·3C

4C = Cknpqekenepeq, Cknpq = Cknqp = Cnkpq = Cpqkn.
(8.8)

Ó÷èòûâàåò êàê äåôîðìèðîâàíèå ïîäðåøåòîê, òàê è èõ îòíîñèòåëü-
íîå ñìåùåíèå. Òåíçîð ñèììåòðè÷íûé àïîëÿðíûé, äëÿ óñòîé÷èâîé
ðåøåòêè � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé.

8.3. Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ãðàôåíà

Ãðàôåí óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóõìåðíûé ìàòåðèàë, äëÿ êîòîðîãî
ìîäóëè óïðóãîñòè èìåþò ðàçìåðíîñòü Í/ì, à íå Í/ì2, êàê â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå. Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ãðàôåíà � ïëîñêàÿ øåñòèóãîëüíàÿ ðå-
øåòêà, îáëàäàåò ñèììåòðèåé âðàùåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà (îòíîñèòåëüíî
ïîâîðîòà íà 2π/3). Ýòîé æå ñèììåòðèåé äîëæíû îáëàäàòü òåíçîðû æåñò-
êîñòè. Äëÿ òåíçîðîâ 4C, 4C∗, 2C òðåáîâàíèå ñèììåòðèè òðåòüåãî ïîðÿä-
êà ïðèâîäèò ê èçîòðîïèè. Òåíçîð 3C êàê òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà ìîæåò
îáëàäàòü ñèììåòðèåé òðåòüåãî ïîðÿäêà íå áóäó÷è èçîòðîïíûì, îäíàêî
òðåáîâàíèå ñèììåòðèè ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü åãî ñòðóêòóðó.
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñòðóêòóðó òåíçîðîâ æåñòêîñòè ãðàôåíà.
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Òåíçîð æåñòêîñòè âòîðîãî ðàíãà

Èçîòðîïíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ øàðîâûì, ÷òî ïîçâîëÿåò åãî
çàïèñàòü â âèäå

2C = C2E, C2 = 1
2

tr
(2C) = C11 = C22. (8.9)

Òðåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíîñòè C2.

Òåíçîð æåñòêîñòè òðåòüåãî ðàíãà

Ââåäåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, e2 òàêèì îáðàçîì, ÷òî îðò ek íà-
ïðàâëåí âäîëü îäíîãî èç êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé ðåøåòêè
ãðàôåíà. Òîãäà òåíçîð 3C ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

3C = C3
3I, 3I

def
= e1e1e1 − e1e2e2 − e2e1e2 − e2e2e1,

C3 = C111 = −C122 = ±1
2

√
3C� 3C.

(8.10)

Äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðåøåòêà ãðàôåíà îáëàäàåò ñèì-
ìåòðèåé âðàùåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà, à òàêæå ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç e1. Ýòî óòâåðæäåíèå íåñëîæíî äîêàçàòü äëÿ
òåíçîðîâ âèäà

3C =
∑

α

Hαaαaαaα, (8.11)

ãäå Hα è aα � ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå âåëè÷èíû.
Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ â äàííîé ðàáîòå îïèñàíèé ðåøåòêè ãðàôåíà

òåíçîð 3C äåéñòâèòåëüíî èìååò âèä (8.11). Âèäèìî, ïðåäñòàâëåíèå (8.10)
ñïðàâåäëèâî è â îáùåì ñëó÷àå, îäíàêî ýòîò âîïðîñ òðåáóåò îòäåëüíîãî
ðàññìîòðåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî òåíçîð 3I àáñîëþòíî ñèììåòðè÷åí (òî åñòü ñèììåòðè-
÷åí îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè âõîäÿùèõ â íåãî âåêòîðîâ),
à ñëåäîâàòåëüíî, è êîîðäèíàòû òåíçîðà 3C ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
ëþáîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ. Ïðèâåäåì ðÿä òîæäåñòâ, ñïðàâåäëèâûõ
äëÿ òåíçîðà 3I:

3I··E = E·· 3I = 0, 3I� 3I = 4, 3I·· 3I = 2E, 3I·3I = 2Jd,

(8.12)
ãäå Jd � äåâèàòîðíûé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà.
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Òåíçîðû æåñòêîñòè ÷åòâåðòîãî ðàíãà

Èçîòðîïíûé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
4C = λJ1 + µJ12,

J1
def
= EE, J12

def
= ekenenek + ekeneken,

(8.13)

ãäå ek � ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ; λ, µ � êîýôôèöèåíòû
Ëÿìå.

Àëüòåðíàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå (ýòè è äàëüíåéøèå ôîðìóëû ñïðà-
âåäëèâû òîëüêî äëÿ äâóõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà):

4C = 2 (KJs + GJd) ,

Js = 1
2
J1, Jd = 1

2
(J23 − J1),

(8.14)

ãäåK � ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ;G� ìîäóëü ñäâèãà; Js è Jd �øàðîâîé
è äåâèàòîðíûé òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà. Ñâÿçü êîýôôèöèåíòîâ Ëÿìå è
ìîäóëåé óïðóãîñòè

K = λ + µ, G = µ; λ = K −G. (8.15)

Ñâÿçü ñ êîýôôèöèåíòàìè æåñòêîñòè

K = 1
2
(C11 + C12), G = 1

2
(C11 − C12) = C44, λ = C12;

C11 = K + G, C12 = K −G, C44 = G.
(8.16)

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà è ìîäóëü Þíãà

ν =
C12

C11
=

K −G

K + G
, E = 2G(1 + ν) =

C2
11 − C2

12

C11
=

4KG

K + G
. (8.17)

Îòíîøåíèå ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè ê ìîäóëþ îáúåì-
íîãî ñæàòèÿ

C11

K
=

2

1 + ν
,

C12

K
=

λ

K
=

2ν

1 + ν
,

C44

K
=

G

K
=

1− ν

1 + ν
,

E

K
= 2 (1− ν) .

(8.18)
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Îòíîøåíèå ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè ê ìîäóëþ Þíãà
C11

E
=

1

1− ν2 ,
C12

E
=

λ

E
=

ν

1− ν2 ,

C44

E
=

G

E
=

1

2(1 + ν)
,

K

E
=

1

2 (1− ν)
.

(8.19)

Âëèÿíèå âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû

Ó÷åò âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñëîæíîé ðåøåòêè (îòíîñèòåëüíîãî
ñìåùåíèÿ ïîäðåøåòîê) ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ôîð-
ìóëå (8.8) äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè:

4C
def
= 4C∗ − 3C·2C−1 ·3C. (8.20)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè ðàíåå ïðåäñòàâëåíèÿìè äëÿ òåíçîðîâ 2C

è 3C:
2C = C2E, 3C = C3

3I, (8.21)
÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ôîðìóëó (8.20) â âèäå

4C = 4C∗ − 2SJd, S
def
=

C3
2

C2
=

1

2

3C� 3C

E·· 2C
. (8.22)

Ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóëû (8.22) èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî 3I·3I = 2Jd.
Èç ôîðìóëû (8.22) ñëåäóåò, ÷òî âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû íå âëèÿ-
þò íà ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ, îäíàêî ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ìîäóëü
ñäâèãà.

Èç ôîðìóëû (8.22) ïîëó÷àåì ñâÿçü õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè ìàòå-
ðèàëà (ñîîòâåòñòâóþùèõ òåíçîðó 4C) ñ õàðàêòåðèñòèêàìè, ïîëó÷åííûìè
áåç ó÷åòà âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû (ñîîòâåòñòâóþùèõ òåíçîðó 4C∗,
ïîìå÷åíû �çâåçäî÷êîé�):

K = K∗, G = G∗ − S, λ = λ∗ + S,

C11 = C∗
11 − S, C12 = C∗

12 + S, C44 = C∗
44 − S.

(8.23)

Òàê êàê äëÿ óñòîé÷èâîé ðåøåòêè êîýôôèöèåíò S ïîëîæèòåëåí, òî âíóò-
ðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû óìåíüøàþò ìîäóëü ñäâèãà. Èçìåíåíèå îñòàëü-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ëåãêî ïðîñëåäèòü ïî ôîðìóëàì (8.23).
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Äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ìîäóëÿ Þíãà ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

ν =
K −G

K + G
, E = 2K(1− ν), (8.24)

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû óâåëè÷èâàþò êîýô-
ôèöèåíò Ïóàññîíà è óìåíüøàþò ìîäóëü Þíãà.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [18] â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ ñ äâóõìåðíûìè àìîðôíûìè ìàòåðèàëàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò
âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþ
ìîäóëÿ Þíãà. Âîçìîæíî, ýòî îáùàÿ òåíäåíöèÿ, ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ñðåä ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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Èç ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âûâîäèòñÿ òåíçîð æåñòêîñòè äâóõàòîìíîé êðèñòàë-

ëè÷åñêîé ðåøåòêè ïðè ñèëîâîì âçàèìîäåéñòâèè ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì êîîðäèíàöè-

îííûõ ñôåð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåòêà ãðàôåíà. Ïîêàçàíî, ÷òî

ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè

÷èñòî ñèëîâîì âçàèìîäåéñòâèè.

9.1. Ïîëó÷åíèå òåíçîðîâ æåñòêîñòè

âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ðàíãîâ

Ðàññìîòðèì ñëîæíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó, ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà
êîòîðîé ñîäåðæèò äâà àòîìà. Áóäåì óñëîâíî íàçûâàòü èõ àòîìàìè ïåð-
âîãî è âòîðîãî òèïà, ñîîòâåòñòâåííî. Àòîìû êàæäîãî òèïà îáðàçóþò ïðî-
ñòóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó, ïðè÷åì ýòè ðåøåòêè êîíãðóýíòíû. Âû-
áåðåì îäèí èç àòîìîâ ïåðâîãî òèïà è íàçîâåì åãî îòñ÷åòíûì. Ïðîíóìå-
ðóåì àòîìû, ñ êîòîðûìè âçàèìîäåéñòâóåò îòñ÷åòíûé, èíäåêñàìè α. Âåê-
òîðû, ïðîâåäåííûå èç îòñ÷åòíîãî àòîìà â àòîì α, îáîçíà÷èì aα è Aα äëÿ
íåäåôîðìèðîâàííîãî è äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèé êðèñòàëëà. Êðîìå
òîãî, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

aα
def
= |aα|, Aα

def
= |Aα|, nα

def
= aα/aα. (9.1)

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà îòñ÷åòíûé àòîì, ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Π
def
=

1

2

∑
α

Πα, (9.2)
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ãäå Πα � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ îòñ÷åòíîãî àòîìà ñ àòîìîì α; ìíî-
æèòåëü 1/2 ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ïîòåíöèàë Πα îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå
äâóõ àòîìîâ.

Ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ðåøåòêè, îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé

W
def
=

2

V0
Π =

1

V0

∑
α

Πα, (9.3)

ãäå V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè íåäåôîðìèðîâàííîé ðåøåòêè; ìíî-
æèòåëü 2 òðåáóåòñÿ, òàê êàê ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò äâà àòîìà
(ýíåðãèè, ïðèõîäÿùèåñÿ íà êàæäûé èç àòîìîâ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ðàâ-
íû â ñèëó ñèììåòðèè ðåøåòêè).

Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü Πα êàê ôóíêöèåé Aα, òàê è A2
α:

Πα = Π(Aα) = Π̃(A2
α). (9.4)

Ïðîèçâîäíûå ïî àðãóìåíòó îò ýòèõ ôóíêöèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

Π̃ ′(a2) =
1

2a
Π ′(a), Π̃ ′′(a2) =

1

4a3

(
aΠ ′′(a)−Π ′(a)

)
. (9.5)

Äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñëîæíîé ðåøåòêè ïðåäñòàâèì êàê êîì-
ïîçèöèþ îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè, íàëîæåííîé íà êàæäóþ èç ïîäðåøå-
òîê, è ñìåùåíèÿ ïîäðåøåòîê îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Òîãäà ìîæíî çà-
ïèñàòü

Aα = aα + aα ·κ+ ναζ, (9.6)
ãäå κ � òåíçîð, õàðàêòåðèçóþùèé îäíîðîäíóþ äåôîðìàöèþ (ãðàäèåíò
ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèöû ïîäðåøåòêè [25]); ζ � âåêòîð ñìåùåíèÿ âòîðîé
ïîäðåøåòêè ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîé (äàëåå � âåêòîð íåâÿçêè); να � êî-
ýôôèöèåíò, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå 0 äëÿ àòîìîâ ïåðâîãî òèïà è çíà÷å-
íèå 1 äëÿ àòîìîâ âòîðîãî òèïà.

Ââåäåíèå êîýôôèöèåíòà να ïîçâîëÿåò èçáåæàòü òðåõèíäåêñíîãî îïè-
ñàíèÿ, èñïîëüçóåìîãî ïðè ðàññìîòðåíèè ñëîæíûõ ðåøåòîê ïðîèçâîëüíî-
ãî âèäà [18], è îãðàíè÷èòüñÿ ïðèìåíåíèåì åäèíñòâåííîãî èíäåêñà α.

Êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

A2
α = a2

α + δα, δα
def
= 2aα ·(aα ·κ+ ναζ) + (aα ·κ+ ναζ)

2. (9.7)
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Âåëè÷èíû κ, ζ è δα áóäåì ñ÷èòàòü ìàëûìè:

κ··κT � 1, |ζ| � aα, |δα| � a2
α. (9.8)

Ðàçëîæèì ýíåðãèþ äåôîðìèðîâàíèÿ W â ðÿä, ñîõðàíÿÿ ñëàãàåìûå äî
âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè âêëþ÷èòåëüíî:

W =
1

V0

∑
α

(
Π̃(a2

α) + Π̃ ′(a2
α)δα +

1

2
Π̃ ′′(a2

α)δ2
α

)
. (9.9)

Ïîäñòàâèì (9.7) â (9.9) è, îòáðîñèâ ñëàãàåìûå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè, ïîëó÷èì

W = W0 + W1 + W21 + W22, (9.10)

W0
def
=

1

V0

∑
α

Π̃(a2
α), W1

def
=

2

V0

∑
α

Π̃ ′(a2
α)
(
aαaα ··κ+ ναaα ·ζ

)
,

(9.11)
W21

def
=

1

V0

∑
α

Π̃ ′(a2
α)(aα ·κ+ ναζ)

2, (9.12)

W22
def
=

2

V0

∑
α

Π̃ ′′(a2
α)
(
aαaα ··κ+ ναaα ·ζ

)2
. (9.13)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

τ 0
def
=

2

V0

∑
α

Π̃ ′(a2
α)aαaα, f0

def
=

2

V0

∑
α

ναΠ̃ ′(a2
α)aα, (9.14)

4C∗ def
=

4

V0

∑
α

Π̃ ′′(a2
α)aαaαaαaα, 3C

def
=

4

V0

∑
α

ναΠ̃ ′′(a2
α)aαaαaα, (9.15)

2C
def
=

2

V0

∑
α

να

(
Π̃ ′(a2

α)E + 2Π̃ ′′(a2
α)aαaα

)
. (9.16)

Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

W = W0+τ 0··κ+f0·ζ+ 1
2
τ 0··κ·κT +f0·κ·ζ+ 1

2
κ·· 4C∗··κ+κ·· 3C·ζ+ 1

2
ζ·2C·ζ.
(9.17)

Âåëè÷èíó W0 áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíîé íó-
ëþ. Òåíçîð τ 0 è âåêòîð f0 îïðåäåëÿþò â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè
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íàïðÿæåíèå â ðåøåòêå è ðàñïðåäåëåííîå óñèëèå ìåæäó ïîäðåøåòêàìè
(ñèëà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó). Ïðèðàâíèâàÿ èõ íóëþ,
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ðåøåòêè:

τ 0 =
1

V0

∑
α

aαΠ ′(aα)nαnα = 0, f0 =
1

V0

∑
α

ναΠ ′(aα)nα = 0. (9.18)

Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ ðàâ-
íîâåñèÿ ïðîñòîé ðåøåòêè; âòîðîå óðàâíåíèå, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ
òîæäåñòâåííî.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ïðè-
ìåò âèä

W = 1
2
ε·· 4C∗ ·· ε+ ε·· 3C·ζ + 1

2
ζ ·2C·ζ. (9.19)

Çäåñü ε def
= κs � òåíçîð ìàëîé äåôîðìàöèè, çàìåíà κ òåíçîðîì ε ñòàëà

âîçìîæíîé â ñèëó ñèììåòðèè òåíçîðîâ æåñòêîñòè (òåíçîðíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ â ïîëó÷åííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå).

Äëÿ òåíçîðîâ æåñòêîñòè ïîëó÷àåì

4C∗ =
1

V0

∑
α

aα

(
aαΠ ′′(aα)−Π ′(aα)

)
nαnαnαnα, (9.20)

3C =
1

V0

∑
α

να

(
aαΠ ′′(aα)−Π ′(aα)

)
nαnαnα, (9.21)

2C =
1

V0

∑
α

να

aα

[
Π ′(aα)E +

(
aαΠ ′′(aα)−Π ′(aα)

)
nαnα

]
. (9.22)

Àëüòåðíàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ òåíçîðà 2C:

2C =
1

V0

∑
α

να

aα

(
Π ′(aα)(E− nαnα) + aαΠ ′′(aα)nαnα

)
. (9.23)

Çäåñü 4C∗ � òåíçîð æåñòêîñòè êðèñòàëëà ïðè îäíîðîäíîì äåôîðìèðî-
âàíèè (áåç ó÷åòà îòíîñèòåëüíîãî ñìåùåíèÿ ïîäðåøåòîê); 2C � òåíçîð
æåñòêîñòè ñâÿçè ìåæäó ïîäðåøåòêàìè; 3C � ïåðåêðåñòíûé òåíçîð æåñò-
êîñòè.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå òåíçîðû æåñòêîñòè àáñîëþòíî ñèììåòðè÷íû (ñèì-
ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïåðåñòàíîâêè âõîäÿùèõ â íèõ âåêòîðîâ).
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

cα
def
= Π ′′(aα), fα

def
= −Π ′(aα), c̃α

def
= cα +

fα

aα
. (9.24)

Çäåñü cα � æåñòêîñòü ñâÿçè; fα � óñèëèå â ñâÿçè (ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ïðè
ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ðåøåòêè); c̃α � ïðèâåäåííàÿ æåñòêîñòü ñâÿçè.

Äëÿ c̃α ñïðàâåäëèâû ôîðìóëà

c̃α = Π ′′(aα)− 1

aα
Π ′(aα) = 4a2

αΠ̃ ′′(a2
α). (9.25)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (9.18)
è ôîðìóëû (9.20)�(9.22) ïðèìóò âèä

τ 0 = − 1

V0

∑
α

aαfαnαnα = 0, f0 = − 1

V0

∑
α

ναfαnα = 0, (9.26)

4C∗ =
1

V0

∑
α

a2
αc̃α nαnαnαnα, 3C =

1

V0

∑
α

ναaαc̃α nαnαnα, (9.27)

2C =
1

V0

∑
α

να

aα
(aαc̃α nαnα − fαE) . (9.28)

Åñëè óñèëèÿ â ñâÿçÿõ îòñóòñòâóþò èëè èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî
ôîðìóëû äëÿ òåíçîðîâ æåñòêîñòè ïðèìóò âèä

4C∗ =
1

V0

∑
α

a2
αcα nαnαnαnα, 3C =

1

V0

∑
α

ναaαcα nαnαnα,

2C =
1

V0

∑
α

ναcα nαnα.
(9.29)

9.2. Óïðîùåííûé ïîäõîä

Ðàññìîòðèì âûâîä óðàâíåíèé äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà óñèëèÿ â ñâÿ-
çÿõ îòñóòñòâóþò. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà âçàèìîäåéñòâèå
àòîìîâ ìîäåëèðóåòñÿ ëèíåéíûìè ïðóæèíàìè, íå íàïðÿæåííûìè â ðàâ-
íîâåñíîé êîíôèãóðàöèè êðèñòàëëà. Òîãäà ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ýëå-
ìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

W =
1

V0

∑
α

Πα, Πα =
1

2
cαε2

α ⇒ W =
1

2V0

∑
α

cαε2
α, (9.30)
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ãäå cα � æåñòêîñòü ñâÿçè; εα � äåôîðìàöèÿ ñâÿçè (åå îòíîñèòåëüíîå
óäëèíåíèå). Äëÿ âåêòîðîâ ñâÿçåé

Aα = aα + ∆α, ∆α
def
= aα ·κ+ ναζ, (9.31)

òîãäà äåôîðìàöèÿ ñâÿçè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

εα
def
=

Aα − aα

aα
≈ 1

aα
nα ·∆α = nαnα ·· ε+

να

aα
nα ·ζ. (9.32)

Çäåñü ñîõðàíåíû ñëàãàåìûå äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî äåôîðìàöèÿì
âêëþ÷èòåëüíî.

Ïîäñòàíîâêà (9.32) â âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè (9.30) ïðèâîäèò åãî ê
âèäó (9.19):

W = 1
2
ε·· 4C∗ ·· ε+ ε·· 3C·ζ + 1

2
ζ ·2C·ζ, (9.33)

ãäå äëÿ òåíçîðîâ æåñòêîñòè ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû, â òî÷íîñòè ñîâïàäà-
þùèå ñ ôîðìóëàìè (9.29), ïîëó÷åííûìè ïðè fα = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äàííûé óïðîùåííûé ïîäõîä ñïðàâåäëèâ òîëüêî äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà â íåäåôîðìèðîâàííîì êðèñòàëëå îòñóòñòâóþò óñèëèÿ â

ñâÿçÿõ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âìåñòî èñïîëüçîâàííûõ ôîðìóë

Πα =
1

2
cαε2

α, εα =
1

aα
nα ·∆α (9.34)

ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû

Πα = Π(aα)−fαaαεα +
1

2
cαε2

α, εα =
1

aα
nα·∆α +

1

2a2
α

(E−nαnα)··∆α∆α,

(9.35)
ãäå â âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà äîáàâëåíû ëèíåéíûå ñëàãàåìûå, à äå-
ôîðìàöèÿ ïðåäñòàâëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ìà-
ëîñòè âêëþ÷èòåëüíî.

Ïîäñòàíîâêà äàííûõ âûðàæåíèé â ôîðìóëó (9.3) äëÿ ýíåðãèè ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì (9.31) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ æåñò-
êîñòè ïðè íàëè÷èè óñèëèé â ñâÿçÿõ. Îäíàêî ïðè ýòîì òðåáóþòñÿ ãðî-
ìîçäêèå âûêëàäêè, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå áîëåå óäîáíûì îêàçûâàåòñÿ
ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ãäå ïîòåíöèàë ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè.
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9.3. Ïîëó÷åíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî

òåíçîðà æåñòêîñòè

Âûøå áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà
ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ñëîæíîé äâóõàòîìíîé ðåøåòêè, èìååò âèä

W = 1
2
ε·· 4C∗ ·· ε+ ε·· 3C·ζ + 1

2
ζ ·2C·ζ, (9.36)

ãäå ε � òåíçîð äåôîðìàöèè; ζ � âåêòîð íåâÿçêè; 2C, 3C è 4C∗ � àáñî-
ëþòíî ñèììåòðè÷íûå òåíçîðû æåñòêîñòè âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî
ðàíãà, ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè ââåñòè ïðèâåäåííóþ íåâÿçêó

ζ∗ = ζ − ζ0, ζ0
def
= −2C−1 ·3C·· ε, (9.37)

òî ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

W = 1
2
ε·· 4C·· ε+ 1

2
ζ∗ ·2C·ζ∗, (9.38)

ãäå 4C � ìàêðîñêîïè÷åñêèé òåíçîð æåñòêîñòè êðèñòàëëà:

4C
def
= 4C∗ − 3C·2C−1 ·3C. (9.39)

Ïðèâåäåííàÿ íåâÿçêà îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ðàâíîâåñíîì ðàñïîëîæåíèè
ïîäðåøåòîê:

∂W

∂ζ

∣∣∣∣
ζ=ζ0

=
∂W

∂ζ∗

∣∣∣∣
ζ∗=0

= 0, (9.40)

ïîýòîìó äëÿ àêóñòè÷åñêèõ ìîä êîëåáàíèé âòîðîå ñëàãàåìîå â ôîðìó-
ëå (9.38) ìîæåò áûòü îòáðîøåíî, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèå ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ, èñïîëüçóåìîå â ëèíåéíîé òåîðèè óïðó-
ãîñòè. Òåíçîð 2C õàðàêòåðèçóåò óäåëüíóþ æåñòêîñòü ñâÿçè ìåæäó ïîä-
ðåøåòêàìè.

Ïðåäñòàâëåíèå (9.38) íå ñîäåðæèò ïåðåêðåñòíîãî ÷ëåíà, ÷òî ïîçâîëÿ-
åò ñðàçó ïîëó÷èòü óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñëîæíîé ðåøåòêè: ïîëîæèòåëü-
íàÿ îïðåäåëåííîñòü òåíçîðîâ 4C (ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ìàòå-
ðèàëà) è 2C (ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíîãî ñìåùåíèÿ
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ïîäðåøåòîê). Ýòî, ñîîòâåòñòâåííî, îòâå÷àåò óñòîé÷èâîñòè àêóñòè÷åñêîé
è îïòè÷åñêîé ìîä êîëåáàíèé.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó (9.39) äëÿ ìàêðîñêîïè-
÷åñêîãî òåíçîðà æåñòêîñòè

4C
def
= 4C∗ − 3C·2C−1 ·3C. (9.41)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîð æåñòêîñòè êðèñòàëëà ïðè
îäíîðîäíîì äåôîðìèðîâàíèè, âòîðîå ñëàãàåìîå äàåò âêëàä îò âíóòðåí-
íèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû (îòíîñèòåëüíîå ñìåùåíèå ïîäðåøåòîê). Åñëè òåí-
çîðû æåñòêîñòè 2C, 3C è 4C∗ àáñîëþòíî ñèììåòðè÷íû, òî ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèé òåíçîð æåñòêîñòè, çà ñ÷åò âòîðîãî ñëàãàåìîãî, òàêèì ñâîéñòâîì íå
îáëàäàåò. Â ýòîì âàæíîå îòëè÷èå ñëîæíîé ðåøåòêè îò ïðîñòîé. Òàê, äëÿ
ïðîñòîé ðåøåòêè ïðè ÷èñòî ñèëîâîì âçàèìîäåéñòâèè òåíçîð æåñòêîñòè
àáñîëþòíî ñèììåòðè÷åí è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ Êîøè

C1122 = C1212 ⇐⇒ C12 = C44, (9.42)

íå ðåàëèçóþùèåñÿ äëÿ ñëîæíîé ðåøåòêè.

9.4. Ðåøåòêà ãðàôåíà: îáùèå ôîðìóëû

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äâóõàòîìíîé ðåøåòêè ðàññìîòðèì ðåøåòêó ãðàôåíà
(äâóõìåðíóþ øåñòèóãîëüíóþ ðåøåòêó). Ýòà ðåøåòêà îáëàäàåò ñèììåò-
ðèåé òðåòüåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî êàæäîãî àòîìà, ýòîé æå ñèììåòðè-
åé äîëæíû îáëàäàòü è òåíçîðíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ðåøåòêó.
Òðåáîâàíèå ñèììåòðèè äàåò: âåêòîð f0 = 0; òåíçîðû τ 0, 4C∗, 2C � èçî-
òðîïíû; òåíçîð 3C èìååò ñïåöèàëüíûé âèä, ïîêàçàííûé íèæå. Â ðåçóëü-
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òàòå ïîëó÷àåì

τ 0 = σ0E, σ0
def
=

1

2
E·· τ 0 =

1

2V0

∑
α

aαfα,

4C∗ = 1
2
K J, K

def
=

1

4
E·· 4C∗ ··E =

1

4V0

∑
α

a2
αc̃α,

3C = C3
3I, C3 = e1e1e1 � 3C =

1

V0

∑
α

ναaαc̃α(e1 ·nα)3,

2C = C2E, C2
def
=

1

2
E·· 2C =

1

2V0

∑
α

να

aα
(aαc̃α − 2fα) .

(9.43)

Âûøå èñïîëüçîâàíû òåíçîðû

J
def
= ekekenen + ekenenek + ekeneken, (9.44)

3I
def
= e1e1e1 − e1e2e2 − e2e1e2 − e2e2e1, (9.45)

ãäå e1, e2 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ïðè÷åì îðò e1 íàïðàâëåí âäîëü
îäíîé èç îñåé ñèììåòðèè ðåøåòêè.

Òåíçîð 3I, â îòëè÷èå îò J, íåèçîòðîïåí. Îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

V0 =
3
√

3

2
a2

e, (9.46)

ãäå ae � ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè â íåäåôîðìèðîâàííîé
ðåøåòêå.

Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ðåøåòêè ïðèíèìàåò âèä

σ0 = 0 ⇐⇒
∑

α

aαfα = 0. (9.47)

Èç óñëîâèÿ (9.47) ñëåäóåò òîæäåñòâî∑
α

a2
αc̃α =

∑
α

a2
αcα, (9.48)

ïîçâîëÿþùåå â âûðàæåíèè äëÿ òåíçîðà 3C∗ ïåðåéòè îò ïðèâåäåííûõ
æåñòêîñòåé c̃α ê æåñòêîñòÿì cα. Âûïèøåì åùå ðàç ïîëó÷åííûå ïðåä-
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ñòàâëåíèÿ äëÿ òåíçîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ:

4C∗ = 1
2
K J, K =

1

4V0

∑
α

a2
αcα,

3C = C3
3I, C3 =

1

V0

∑
α

ναaα(cα + φα)(e1 ·nα)3,

2C = C2E, C2 =
1

2V0

∑
α

να (cα − φα) .

(9.49)

Çäåñü ïðèâåäåííûå æåñòêîñòè c̃α çàìåíåíû æåñòêîñòÿìè cα è ââåäåíû
îòíîñèòåëüíûå óñèëèÿ â ñâÿçÿõ

φα
def
=

1

aα
fα. (9.50)

Âû÷èñëèì òåïåðü ìàêðîñêîïè÷åñêèé òåíçîð æåñòêîñòè êðèñòàëëà.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (9.39), ïîëó÷àåì

4C
def
= 4C∗ − 3C·2C−1 ·3C = 1

2
K J− C3

2

C2

3I·3I. (9.51)

Òàêèì îáðàçîì, âëèÿíèå âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû îïèñûâàåòñÿ îä-
íèì ñêàëÿðíûì êîýôôèöèåíòîì

S
def
=

C3
2

C2
. (9.52)

Òîãäà òåíçîð æåñòêîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ôîðì:
4C = K

2 J−2SJd =
(

K
2 + S

)
J1+

(
K
2 − S

)
J23 = 2KJs+(K−2S)Jd, (9.53)

ãäå èñïîëüçîâàíû èçîòðîïíûå òåíçîðû (2.19), (2.21):

J1
def
= ekekenen, J23

def
= ekenenek + ekeneken,

Js = 1
2
J1, Jd = 1

2
(J23 − J1) = 1

2
3I·3I, J = J1 + J23,

(9.54)

â ÷àñòíîñòè, Js � øàðîâîé òåíçîð; Jd � äåâèàòîðíûé.
Îòìåòèì, ÷òî, õîòÿ òåíçîð 3I íåèçîòðîïåí, ïðîèçâåäåíèå 3I·3I = 2Jd

èçîòðîïíî, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìàêðîñêîïè÷åñêèé òåíçîð æåñòêîñòè îêà-
çûâàåòñÿ èçîòðîïíûì, ÷òî è äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â ñèëó ñèììåòðèè ðå-
øåòêè ãðàôåíà. Òàê êàê äîáàâêà, ñâÿçàííàÿ ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè



92 Ãëàâà 9. Ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå

ñâîáîäû, ñîãëàñíî (9.53), èìååò ÷èñòî äåâèàòîðíûé õàðàêòåð, òî îíà íå
âëèÿåò íà ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ, ðàâíûé äëÿ òåíçîðîâ 4C∗ è 4C.

Âûïèøåì çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ òåí-
çîðó 4C∗ (ïîìå÷åíû �çâåçäî÷êàìè�):

λ∗ = µ∗ = G∗ = C∗
12 = C∗

44 =
1

2
K, C∗

11 =
3

2
K,

E∗ =
4

3
K, ν∗ =

1

3
.

(9.55)

Äàííûå õàðàêòåðèñòèêè îïèñûâàþò ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è
äåôîðìàöèÿìè ïðè îäíîðîäíîì äåôîðìèðîâàíèè êðèñòàëëà (áåç ó÷åòà
îòíîñèòåëüíîãî ñìåùåíèÿ ïîäðåøåòîê). Ñîãëàñíî (9.53), âûðàæåíèÿ äëÿ
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè (ñîîòâåòñòâóþùèõ òåíçîðó
4C) èìåþò âèä

G = 1
2K − S, λ = 1

2K + S,

C11 = 3
2K − S, C12 = 1

2K + S, C44 = 1
2K − S,

(9.56)

ν =
C12

C11
=

K + 2S

3K − 2S
, E = 2K(1− ν) = 4K

K − 2S

3K − 2S
. (9.57)

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (9.56), ïàðàìåòð S õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå
îò ñîîòíîøåíèé Êîøè:

S =
1

2
(C12 − C44) =

1

2
(C1122 − C1212) . (9.58)

Ìàêðîñêîïè÷åñêîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäå-
ëåííîñòü òåíçîðà 4C) ñâîäèòñÿ ê íåðàâåííñòâàì

K > 0, G > 0. (9.59)

Ìèêðîñêîïè÷åñêîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäå-
ëåííîñòü òåíçîðà 2C) èìååò âèä

C2 > 0 ⇐⇒ S > 0 ⇐⇒ C12 > C44 ⇐⇒ K > 2G. (9.60)

Òîãäà ïîëíûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåòêè ãðàôåíà (ìèêðî- è ìàêðî-
ñêîïè÷åñêèå) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ôîðìå

K > 2S > 0 ⇐⇒ K > 2G > 0. (9.61)
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Çàïèøåì ôîðìóëó (9.57) äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â âèäå

ν =
1

3

(
1 + 2S/K

1− 2
3S/K

)
. (9.62)

Òîãäà, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (9.61), âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà
Ïóàññîíà íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå

1

3
< ν < 1. (9.63)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèëîâàÿ ìîäåëü íè ïðè êàêîì âûáî-

ðå ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà ìåíüøå 1/3. Îãðàíè÷åíèå ñíèçó äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà
äèêòóåòñÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèì òðåáîâàíèåì óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî-
ãî ñìåùåíèÿ ïîäðåøåòîê. Íàïîìíèì, îäíàêî, ÷òî, ñîãëàñíî èçâåñòíûì
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [31], çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ
ãðàôåíà äîëæíî áûòü çíà÷èòåëüíî ìåíüøå � îêîëî 0.17.

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (9.56)�(9.57), âñå õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè ìî-
ãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç äâà ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðà K è S. Âûïèøåì,
èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (9.49), èõ ìèêðîñêîïè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

K =
1

4V0

∑
α

a2
αcα, S

def
=

C3
2

C2
=

2

V0

(∑
α ναaα(cα + φα)(e1 ·nα)3

)2∑
α να (cα − φα)

.

(9.64)
Óäîáíî òàêæå ââåñòè áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò

s
def
=

S

K
= 8

(∑
α ναaα(cα + φα)(e1 ·nα)3

)2(∑
α a2

αcα

)(∑
α να (cα − φα)

) , (9.65)

õàðàêòåðèçóþùèé îòíîñèòåëüíîå âëèÿíèå âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.
Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (9.61) âíîñÿò îãðàíè÷åíèÿ äëÿ çíà÷åíèé ïà-

ðàìåòðà s:
0 < s <

1

2
. (9.66)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòà s, íàïðèìåð, ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöè-
åíòà Ïóàññîíà ïðèíèìàåò âèä

ν =
1 + 2s

3− 2s
=

1

3

(
1 +

8s

3− 2s

)
. (9.67)
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Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ôîðìóëó (9.65) äëÿ ïàðàìåòðà S. Îíà ñî-
äåðæèò íåèíâàðèàíòíóþ õàðàêòåðèñòèêó � îðò ñèììåòðèè ðåøåòêè e1.
Îäíàêî ìàêðîñêîïè÷åñêèé òåíçîð æåñòêîñòè èçîòðîïåí, ñëåäîâàòåëüíî,
äîëæíà ñóùåñòâîâàòü èíâàðèàíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ S. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ òàêîé ôîðìóëû âû÷èñëèì ñâåðòêó:

3C� 3C = C3
2(3I� 3I) = 4C3

2. (9.68)

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (9.27), ïîëó÷èì

C3
2 =

1

4
3C� 3C =

1

4V 2
0

∑
α,β

νανβaαaβ c̃αc̃β(nα ·nβ)
3. (9.69)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïàðàìåòðà S ïîëó÷àåì èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

S =
1

2V0

∑
α,β νανβaαaβ(cα + φα)(cβ + φβ)(nα ·nβ)

3∑
α να (cα − φα)

. (9.70)

Èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå êîýôôèöèåíòà s:

s = 2

∑
α,β νανβaαaβ(cα + φα)(cβ + φβ)(nα ·nβ)

3∑
α a2

αcα

∑
β νβ (cβ − φβ)

. (9.71)

9.5. Êîíêðåòíûå ìîäåëè ðåøåòêè ãðàôåíà

Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû

Âûïèøåì îñíîâíûå ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå ñâÿçü ìèêðî- è ìàêðîïàðà-
ìåòðîâ. ∑

α

aαfα = 0, K =
1

4V0

∑
α

a2
αcα, S =

C3
2

C2
,

C3 =
1

V0

∑
α

ναaα(cα + φα)(e1 ·nα)3, C2 =
1

2V0

∑
α

να (cα − φα) ,

cα
def
= Π ′′(aα), fα

def
= −Π ′(aα), φα

def
=

1

aα
fα.

(9.72)



9.5. Êîíêðåòíûå ìîäåëè ðåøåòêè ãðàôåíà 95

Ïðè ñóììèðîâàíèè ïî êîîðäèíàöèîííûì ñôåðàì ôîðìóëû ïðèîáðå-
òàþò âèä

n∑
k=1

Mkρkfk = 0, K =

√
3

18

n∑
k=1

Mkρ
2
kck, S =

C3
2

C2
,

C3 =
2
√

3

9a2
e

n∑
k=1

νkak(ck + φk)
∑

α(e1 ·nkα)3, C2 =

√
3

9a2
e

n∑
k=1

νkMk (ck − φk) ,

(9.73)
ãäå k � íîìåð êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû; Mk � ÷èñëî ëåæàùèõ íà íåé
àòîìîâ (êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî); n � ÷èñëî ó÷èòûâàåìûõ êîîðäèíàöè-
îííûõ ñôåð; ρk è Rk � îòíîñèòåëüíûé è àáñîëþòíûé ðàäèóñû êîîðäè-
íàöèîííîé ñôåðû, ρk

def
= Rk/ae; ae � ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñî-

ñåäÿìè â ðàâíîâåñíîé ðåøåòêå; nkα � îðòû äëÿ êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû
k; èíäåêñ α ïðîáåãàåò ïî âñåì àòîìàì, ëåæàùèì íà äàííîé êîîðäèíàöè-
îííîé ñôåðå.

Ïðè îòñóòñòâèè óñèëèé â ñâÿçÿõ ôîðìóëû ïðèìóò âèä

K =

√
3

18

n∑
k=1

Mkρ
2
kck, C3 =

2
√

3

9ae

n∑
k=1

νkρkck

∑
α(e1 ·nkα)3,

C2 =

√
3

9a2
e

n∑
k=1

νkMkck.

(9.74)

Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè:
G = 1

2K − S, λ = 1
2K + S,

C11 = 3
2K − S, C12 = 1

2K + S, C44 = 1
2K − S,

(9.75)

ν =
C12

C11
=

K + 2S

3K − 2S
, E = 2K(1− ν) = 4K

K − 2S

3K − 2S
. (9.76)

Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè, âûðàæåííûå
÷åðåç áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð s = S/K:

G = (1
2 − s)K, λ = (1

2 + s)K;

C11 = (3
2 − s)K, C12 = (1

2 + s)K, C44 = (1
2 − s)K;

(9.77)

ν =
1 + 2s

3− 2s
, E =

1− 2s

3− 2s
4K. (9.78)
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Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:

K > 2S > 0 ⇒ G > 0, 0 < s < 1/2. (9.79)

Âçàèìîäåéñòâèå áëèæàéøèõ ñîñåäåé

Â ýòîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå

k = n = 1, Mk = 3, ρk = 1, νk = 1,

ae
def
= a, ck

def
= c, fk = 0, nkα = nα.

(9.80)

Îðòû ñâÿçåé çàïèøåì â âèäå

n1 = e1, n2,3 = −1

2
e1 ±

√
3

2
e2 ⇒

∑
α

(e1 ·nα)3 = 1− 1

8
− 1

8
=

3

4
.

(9.81)
Òîãäà ïîëó÷àåì

K =

√
3

6
c, C3 =

√
3

6

c

a
, C2 =

√
3

3

c

a2 ; S =

√
3

12
c, s =

1

2
.

(9.82)
Îòêóäà äëÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè

G = 0, λ = K, C11 = C12 = K, C44 = 0, ν = 1, E = 0. (9.83)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåðèàë èìååò íóëåâîé ìîäóëü ñäâèãà, à êîýôôèöèåíò
îáúåìíîãî ñæàòèÿ â òðè ðàçà ìåíüøå, ÷åì â òðåóãîëüíîé ðåøåòêå ñ òåìè
æå çíà÷åíèÿìè a è c (ñì. ôîðìóëó (4.17)). Ìàòåðèàë íåóñòîé÷èâ îòíîñè-
òåëüíî ñäâèãîâîé äåôîðìàöèè.

Äâå êîîðäèíàöèîííûå ñôåðû áåç ó÷åòà óñèëèé â ñâÿçÿõ

Äàííàÿ ìîäåëü èñïîëüçîâàëàñü â ðàáîòàõ Ð. Â. Ãîëüäøòåéíà è À. Â. ×åí-
öîâà, â ÷àñòíîñòè â ñòàòüå [4]. Â ìîäåëè ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ñ
àòîìàìè, ëåæàùèìè íà ïåðâûõ äâóõ êîîðäèíàöèîííûõ ñôåðàõ; ïðè ýòîì
âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåíàïðÿæåííûõ ïðóæèí. Òî-
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ãäà

n = 2; M1 = 3, M2 = 6, ρ1 = 1, ρ2 =
√

3,

ν1 = 1, ν2 = 0, ae
def
= a, fk = 0,

n1α
def
= nα,

∑
α(e1 ·nα)3 = 3/4.

(9.84)

Îòêóäà ïîëó÷àåì

K =

√
3

6
(c1 + 6c2) , C3 =

√
3

6

c1

a
, C2 =

√
3

3

c1

a2 .
(9.85)

Òàê êàê ν2 = 0, òî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì, èçìåíèëîñü
òîëüêî âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà îáúåìíîãî ñæàòèÿ K. È äàëåå:

S =

√
3

12
c1, s =

1

2

c1

c1 + 6c2
. (9.86)

Îòêóäà äëÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè ïîëó÷àåì

G = C44 =

√
3

2
c2, C11 =

√
3

6
(c1 + 9c2) , λ = C12 =

√
3

6
(c1 + 3c2) ,

(9.87)
ν =

c1 + 3c2

c1 + 9c2
, E = 2

√
3 c2

c1 + 6c2

c1 + 9c2
. (9.88)

Ðàññìîòðèì ïîëó÷åííûå ôîðìóëû. Ñäâèãîâàÿ æåñòêîñòü ðåøåòêè
G îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî æåñòêîñòüþ c2. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííîå
çíà÷åíèå G ðàâíî óäâîåííîìó çíà÷åíèþ äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè, æåñò-
êîñòè ñâÿçåé â êîòîðîé ðàâíû c2 (ñì. ôîðìóëó (4.18)), ÷òî åñòåñòâåí-
íî, òàê êàê ðåøåòêà ãðàôåíà ñîñòîèò èç äâóõ òðåóãîëüíûõ ïîäðåøåòîê.
Âêëàä âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû S, íàïðîòèâ, îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
æåñòêîñòüþ c1 è ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì, ïîëó÷åííûì äëÿ ïðåäûäóùåé
ìîäåëè (âçàèìîäåéñòâèå áëèæàéøèõ ñîñåäåé).

Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè K > 0, G > 0 ïðèâîäÿò ê
íåðàâåíñòâàì

c1 > −6c2, c2 > 0, (9.89)

äîïóñêàþùèì îòðèöàòåëüíóþ æåñòêîñòü ñâÿçè ñ àòîìàìè ïåðâîé êîîð-
äèíàöèîííîé ñôåðû. Îäíàêî ìèêðîñêîïè÷åñêîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè
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S > 0 ðàâíîñèëüíî òðåáîâàíèþ c1 > 0. Äåéñòâèòåëüíî, c1 îïðåäåëÿ-
åò æåñòêîñòü ñâÿçè ìåæäó ïîäðåøåòêàìè. Ïðè îòðèöàòåëüíîñòè c1 ïðè
ëþáîì âîçìóùåíèè ïîäðåøåòêè íà÷íóò ñìåùàòüñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî
äðóãà, óõîäÿ âñå äàëüøå îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
øåñòèóãîëüíîé ðåøåòêå ãðàôåíà. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
ðåøåòêè, ó÷èòûâàþùèå ìèêðî- è ìàêðîñêîïè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ, ïðèíè-
ìàþò âèä

c1 > 0, c2 > 0. (9.90)
Ïðåäñòàâèì êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ôîðìóëîé

ν =
1

3
+

2

3

1

1 + 9c2/c1
, (9.91)

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
îòíîøåíèÿ c2/c1, ëåæàùàÿ ïðè ïîëîæèòåëüíûõ æåñòêîñòÿõ â ïðåäåëàõ

1

3
< ν < 1, (9.92)

ïðè÷åì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò:
c1 � c2 ⇒ ν ≈ 1/3 (äâå òðåóãîëüíûå ðåøåòêè);
c1 � c2 ⇒ ν ≈ 1 (ìàëàÿ ñäâèãîâàÿ æåñòêîñòü). (9.93)

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì

K =

√
3

6
(c1 + 6c2) , S =

√
3

12
c1, (9.94)

èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó æåñòêîñòÿìè c1, c2 è
ìîäóëÿìè K, S; à ñîãëàñíî ôîðìóëàì

K =

√
3

6
(c1 + 6c2) , ν =

1 + 3c2/c1

1 + 9c2/c1
(9.95)

� âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó æåñòêîñòÿìè è ïàðàìåòðà-
ìè K, ν. Òàêèì îáðàçîì, âûáîðîì æåñòêîñòåé c1 è c2 ìîæíî ïîëó÷èòü
ëþáûå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà â ïðåäå-
ëàõ çîíû óñòîé÷èâîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, äàëüíåéøåå óñëîæíåíèå ìîäåëè
(ó÷åò óñèëèé â ñâÿçÿõ, ó÷åò ñëåäóþùèõ êîîðäèíàöèîííûõ ñôåð) íå ïðè-
íåñåò êà÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé íà ìàêðîóðîâíå. Äîñòóïíîé áóäåò òà æå
îáëàñòü çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåðàâåíñòâó 1/3 < ν < 1, è íåäî-
ñòóïíûìè îñòàíóòñÿ ìàòåðèàëû ñ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν ≤ 1/3.
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Äâå êîîðäèíàöèîííûå ñôåðû � îáùèé ñëó÷àé

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìîòðåííîé âûøå ìîäåëüþ, ó÷òåì óñèëèÿ â ñâÿçÿõ.
Òîãäà

K =

√
3

6
(c1 + 6c2) , C3 =

√
3

6

c1 + φ1

a
, C2 =

√
3

3

c1 − φ1

a2 , (9.96)

S =

√
3

12

(c1 + φ1)
2

c1 − φ1
, s =

1

2

(c1 + φ1)
2

(c1 − φ1)(c1 + 6c2)
. (9.97)

Õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì

G = C44 = (1
2 − s)K, λ = C12 = (1

2 + s)K, C11 = (3
2 − s)K,

(9.98)

ν =
1 + 2s

3− 2s
, E =

1− 2s

3− 2s
4K. (9.99)

Êàê è ïðåäñêàçûâàëîñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ó÷åò óñèëèé â ñâÿçÿõ
íå ïðèâåë ê êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì íà ìàêðîóðîâíå � óñëîæíèëîñü
ëèøü âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà s. Îäíàêî íà ìèêðîóðîâíå èçìåíå-
íèÿ åñòü � â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñâîäÿòñÿ ê íåðàâåíñòâàì

c1 + 6c2 > 0, (c1 − φ1)(c1 + 6c2) > (c1 + φ1)
2, (9.100)

äîïóñêàþùèì îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ îäíîé èç æåñòêîñòåé.
Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ

n∑
k=1

Mkρkfk = 0 (9.101)

â äàííîé ìîäåëè ïðèíèìàþò âèä

f1 + 2
√

3f2 = 0 ⇐⇒ φ1 + 6φ2 = 0. (9.102)

Îíè íå íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà φ1 (ïðè ïðîèçâîëüíîì çàêîíå âçà-
èìîäåéñòâèÿ) è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ φ2.
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Òðè êîîðäèíàöèîííûå ñôåðû áåç ó÷åòà óñèëèé â ñâÿçÿõ

Â äàííîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ñ òðåìÿ êîîðäèíàöè-
îííûìè ñôåðàìè ïîñðåäñòâîì íåíàïðÿæåííûõ ïðóæèí. Òîãäà

n = 3, M1 = 3, M2 = 6, M3 = 3,

ρ1 = 1, ρ2 =
√

3, ρ3 = 2,

ν1 = 1, ν2 = 0, ν3 = 1, ae
def
= a, fk = 0,

n3α = −n1α,
∑

α(e1 ·n11)
3 = −

∑
α(e1 ·n13)

3 = 3/4.

(9.103)

Îòêóäà ïîëó÷àåì

K =

√
3

6
(c1 + 6c2 + 4c3) , C3 =

√
3

6

c1 − 2c3

a
, C2 =

√
3

3

c1 + c3

a2 ,

(9.104)

S =

√
3

12

(c1 − 2c3)
2

c1 + c3
, s =

1

2

(c1 − 2c3)
2

(c1 + c3) (c1 + 6c2 + 4c3)
. (9.105)

Õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì

G = C44 = 1
2K − S, λ = C12 = 1

2K + S, C11 = 3
2K − S, (9.106)

ν =
C12

C11
, E = 2K(1− ν). (9.107)

Â ÷àñòíîñòè,
G =

√
3

4

(
2c2 + 3

c1c3

c1 + c3

)
. (9.108)

Âûïèøåì ìàêðîñêîïè÷åñêèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:

K =

√
3

6
(c1 + 6c2 + 4c3) > 0, G =

√
3

4

(
2c2 + 3

c1c3

c1 + c3

)
> 0.

(9.109)
Ïðè èõ ðàññìîòðåíèè ìîæíî îáíàðóæèòü ïàðàäîêñàëüíóþ ñèòóàöèþ, êî-
ãäà ìîäóëü ñäâèãà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ
æåñòêîñòåé, à óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè ýòîì íå íàðóøàþòñÿ. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî âçÿòü ñóììó c1 è c2 ðàçíûõ çíàêîâ, íî òàê, ÷òîáû èõ ñóììà
áûëà îòðèöàòåëüíà è áëèçêà ê íóëþ. Òîãäà äðîáü â âûðàæåíèè äëÿ G ìî-
æåò ïðèíÿòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå. Ïðè ýòîì
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ïîëîæèòåëüíîñòü K îáåñïå÷èâàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì çíà÷åíèåì c2.
Îäíàêî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìàòåðèàëà çàïðåùåíî ìèêðîñêîïè÷åñêèì
óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè S > 0, ñîãëàñíî êîòîðîìó c1 + c3 > 0. Ñ ó÷åòîì
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà óñëîâèå K > 0 îêàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèåì G > 0, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëíûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðèíèìàþò âèä

c2 > −3

2

c1c3

c1 + c3
, c1 + c3 > 0. (9.110)

Èç íåðàâåíñòâ (9.110), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ó óñòîé÷èâîãî ìàòåðèàëà
òîëüêî îäíà èç òðåõ æåñòêîñòåé ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé.



Ãëàâà 10

Ìîìåíòíîå âçàèìîäåéñòâèå

Âûâîäèòñÿ òåíçîð æåñòêîñòè äâóõàòîìíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ïðè ó÷åòå ñè-

ëîâîãî è ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèé. Ñâÿçè äëÿ ðàâíîâåñíîãî êðèñòàëëà ñ÷èòàþò-

ñÿ íåíàïðÿæåííûìè. Áîëåå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûå

ñâÿçè ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ àòîìàìè ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû. Â êà÷åñòâå

ïðèìåðà ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåòêè ãðàôåíà è àëìàçà.

10.1. Âûâîä óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñëîæíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó, ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà
êîòîðîé ñîäåðæèò äâà àòîìà. Áóäåì óñëîâíî íàçûâàòü èõ àòîìàìè ïåð-
âîãî è âòîðîãî òèïà, ñîîòâåòñòâåííî. Àòîìû êàæäîãî òèïà îáðàçóþò ïðî-
ñòóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó, ïðè÷åì ýòè ðåøåòêè êîíãðóýíòíû. Âû-
áåðåì îäèí èç àòîìîâ ïåðâîãî òèïà è íàçîâåì åãî îòñ÷åòíûì. Ïðîíó-
ìåðóåì àòîìû, ñ êîòîðûìè âçàèìîäåéñòâóåò îòñ÷åòíûé, èíäåêñàìè α.
Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà îòñ÷åòíûé àòîì, ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Π
def
=

1

2

∑
α

Πα, (10.1)

ãäå Πα � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ îòñ÷åòíîãî àòîìà ñ àòîìîì α; ìíî-
æèòåëü 1/2 â ôîðìóëå (10.1) âîçíèê â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïîòåíöèàë Πα

îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå äâóõ àòîìîâ.
Ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ðåøåòêè îïðåäå-
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ëÿåòñÿ ôîðìóëîé
W

def
=

2

V0
Π =

1

V0

∑
α

Πα, (10.2)

ãäå V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè íåäåôîðìèðîâàííîé ðåøåòêè; ìíî-
æèòåëü 2 òðåáóåòñÿ, òàê êàê ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò äâà àòîìà
(ýíåðãèè, ïðèõîäÿùèåñÿ íà êàæäûé èç àòîìîâ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ðàâ-
íû â ñèëó ñèììåòðèè ðåøåòêè).

Âåêòîðû, íàïðàâëåííûå èç îòñ÷åòíîãî àòîìà â àòîì α äëÿ íåäåôîð-
ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà, îáîçíà÷èì aα. Àòîìû ðåøåòêè áóäåì
ìîäåëèðîâàòü òâåðäûìè òåëàìè, âåêòîðû ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòà êî-
òîðûõ ïî îòíîøåíèþ ê èõ ïîëîæåíèþ â íåäåôîðìèðîâàííîì êðèñòàëëå
îáîçíà÷èì uα è ϕα; âåêòîðû ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòà îòñ÷åòíîãî àòîìà
îáîçíà÷èì u è ϕ. Òîãäà ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå [13]

Πα = 1
2
εα ·Aα ·εα + εα ·Bα ·κα + 1

2
κα ·Gα ·κα, (10.3)

ãäå εα è κα � âåêòîðû äåôîðìàöèè ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé:

εα
def
= uα − u + 1

2
aα×(ϕα +ϕ), κα

def
= ϕα −ϕ; (10.4)

Aα, Bα è Gα � òåíçîðû æåñòêîñòè ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé (âòîðîãî ðàíãà).
Â ïðåäñòàâëåíèè (10.3) îòñóòñòâóþò ëèíåéíûå ïî äåôîðìàöèÿì ñëà-

ãàåìûå, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå íà÷àëüíûõ óñèëèé â ñâÿçÿõ (â ðàâíîâåñ-
íîì ñîñòîÿíèè êðèñòàëëà ñâÿçè ÿâëÿþòñÿ íåíàïðÿæåííûìè). Èñïîëüçî-
âàíèå äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ îïðàâäàíî, òàê êàê â ðåàëüíîñòè, â ñèëó
áûñòðîãî óáûâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, íà÷àëüíûå óñèëèÿ â ñâÿçÿõ ìàëû.
Ó÷åò æå èõ ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó óñëîæíåíèþ ôîðìóë è, âîîáùå ãîâîðÿ,
ê íåîáõîäèìîñòè ïðèâëå÷åíèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè.

Ìàêðîñêîïè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå óäåëüíîé (ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäè-
íèöó îáúåìà) ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ ìîìåíòíîé ñðåäû ïðè ìàëûõ äå-
ôîðìàöèÿõ èìååò âèä [13]

W = 1
2
ε·· 4A·· ε+ ε·· 4B··κ+ 1

2
κ·· 4G··κ. (10.5)
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Çäåñü 4A, 4B è 4G � òåíçîðû æåñòêîñòè ñðåäû (÷åòâåðòîãî ðàíãà); ε è
κ � ìàêðîñêîïè÷åñêèå òåíçîðû äåôîðìàöèè:

ε
def
= ∇u + E×ϕ, κ

def
= ∇ϕ, (10.6)

ãäå u è ϕ � âåêòîðû ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòà ýëåìåíòà ñðåäû; ∇ �
âåêòîðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.

Ïðè îäíîðîäíîì1 äåôîðìèðîâàíèè ðåøåòêè ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ

uα = u + aα ·∇u + ναζ, ϕα = ϕ+ aα ·∇ϕ+ ναψ, (10.7)

ãäå ζ è ψ � âåêòîðû òðàíñëÿöèîííîé è óãëîâîé íåâÿçîê, îïèñûâàþ-
ùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, ñìåùåíèÿ è ïîâîðîòû ÷àñòèö îäíîé ïîäðåøåòêè ïî
îòíîøåíèþ ê ÷àñòèöàì äðóãîé ïîäðåøåòêè; να � êîýôôèöèåíò, ïðèíè-
ìàþùèé çíà÷åíèå 0 äëÿ àòîìîâ ïåðâîãî òèïà è çíà÷åíèå 1 äëÿ àòîìîâ
âòîðîãî òèïà.

Ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâëåíèé (10.7) â âûðàæåíèÿ (10.4) ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü ñëåäóþùóþ ñâÿçü âåêòîðîâ äåôîðìàöèè ñâÿçåé è òåíçîðîâ äåôîð-
ìàöèè ñðåäû:

εα = aα ·ε+ ναζ − 1
2
aα ·κ×aα + 1

2
ναaα×ψ, κα = aα ·κ+ ναψ. (10.8)

10.2. Ïåðåõîä ê áåçìîìåíòíîé òåîðèè

Íà ìàêðîóðîâíå, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî áåçìîìåíòíîãî îïèñàíèÿ äå-
ôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïåðåõîä ê áåçìîìåíòíîé òåî-
ðèè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëèíåéíî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà, ñ ñèììåòðè-
åé íå íèæå êóáè÷åñêîé, óñëîâèå áåçìîìåíòíîñòè ïðèâîäèò ê ñèììåòðèè
òåíçîðà äåôîðìàöèè. Òîãäà, èñïîëüçóÿ (10.6), ïîëó÷àåì

ε = εS ⇐⇒ (∇u)A + E×ϕ = 0 ⇐⇒ ϕ = 1
2
∇×u. (10.9)

Ãåîìåòðè÷åñêè ñîîòíîøåíèå (10.9) îçíà÷àåò, ÷òî âñå ÷àñòèöû ïîâîðà÷è-
âàþòñÿ âìåñòå ñî ñðåäîé.

1Ïîä îäíîðîäíûì áóäåì ïîíèìàòü äåôîðìèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòû ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò.
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Äëÿ âòîðîãî òåíçîðà äåôîðìàöèè ïîëó÷àåì

κ = ∇ϕ = 1
2
∇∇×u, (10.10)

à ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îäíîðîäíîì äåôîðìèðîâàíèè äàííûé òåíçîð òîæ-
äåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî â íîëü îáðàùà-
åòñÿ óãëîâàÿ íåâÿçêà ψ. Òîãäà ôîðìóëû (10.2), (10.3), (10.8) äàþò

W =
1

2V0

∑
α

εα ·Aα ·εα, εα = aα ·ε+ ναζ, (10.11)

îòêóäà ïîëó÷àåì

W = 1
2
ε·· 4C∗ ·· ε+ ε·· 3C·ζ + 1

2
ζ ·2C·ζ, (10.12)

ãäå

4C∗ =
1

V0

∑
α

(aαAαaα)S , 3C =
1

V0

∑
α

να (aαAα)S , 2C =
1

V0

∑
α

ναAα.

(10.13)
Çäåñü ñèììåòðèçàöèÿ âåäåòñÿ ïî òåì âåêòîðàì, íà êîòîðûå â ôîðìóëå
(10.12) óìíîæàåòñÿ ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ε. Íåâÿçêà íàõîäèòñÿ èç óñëî-
âèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëà ïðè çàäàííîì òåíçîðå ε:

∂W

∂ζ
= 0 ⇒ ζ = −ε·· 3C·2C−1 = −2(C−1)·3CT ·· ε, (10.14)

ãäå
3CT def

=
1

V0

∑
α

να (Aαaα)S , (10.15)

ïðè÷åì ñèììåòðèçàöèÿ âåäåòñÿ ïî ïðàâûì äâóì èíäåêñàì. Ïîäñòàíîâêà
âûðàæåíèÿ (10.14) äëÿ ζ â ôîðìóëó (10.12) äàåò

W = 1
2
ε·· 4C·· ε, 4C

def
= 4C∗ − 3C·2C−1 ·3CT . (10.16)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà æåñòêîñòè ìàêðî-
ñêîïè÷åñêîé áåçìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè.
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10.3. Òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûå ñâÿçè

Áóäåì ñ÷èòàòü òåíçîðû æåñòêîñòè ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòî-
ìàìè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè, ïðè ýòîì, äëÿ ïðîñòîòû, îãðàíè÷èì-
ñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ñ àòîìàìè ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû. Òîãäà
òåíçîðû æåñòêîñòè ñâÿçåé ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

Aα = cA nαnα + cD (E− nαnα) , nα =
1

a
aα, a = |aα|, (10.17)

ãäå cA è cD � ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ æåñòêîñòè ñâÿçåé.
Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (10.17) â (10.13) äàåò

4C∗ =
a2

V0

∑
α

(
(cA − cD)nαnαnαnα + cD nαEnα

)S

,

3C =
a

V0
(cA − cD)

∑
α

ναnαnαnα,

2C =
1

V0

∑
α

να

(
(cA − cD)nαnα + cDE

)
.

(10.18)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî, ÷òî
∑

α ναnα = 0.
Äàëåå, äëÿ óïðîùåíèÿ, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êðèñòàëëè÷å-

ñêèõ ðåøåòîê, äëÿ êîòîðûõ να = 1, ò. å. íà ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôå-
ðå íàõîäÿòñÿ àòîìû òîëüêî âòîðîãî òèïà. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî òåíçîð

∑
α nαnα èçîòðîïåí. Îáà ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ

äëÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê ãðàôåíà è àëìàçà, êîòîðûå áóäóò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ íèæå. Óêàçàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò âîñïîëüçîâàòüñÿ
òîæäåñòâàìè∑

α

nαnα =
M

d
E ⇒

∑
α

nαEnα =
M

d
ekenenek, (10.19)

ãäå M � êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî; d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà; ek �
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, çäåñü è äàëåå âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïî-
âòîðÿþùåìóñÿ ëàòèíñêîìó èíäåêñó îò 1 äî d.

Òîãäà ôîðìóëû (10.18) ïðèîáðåòàþò âèä

4C∗ =
a2

V0

(
(cA − cD)

∑
α

nαnαnαnα +
M

2d
cD J23

)
, (10.20)
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3C =
a

V0
(cA − cD)

∑
α

nαnαnα, 2C =
M

V0d
(cA + d1cD)E, (10.21)

ãäå
J23

def
= ekenenek + ekeneken, d1

def
= d− 1. (10.22)

Îòìåòèì, ÷òî, íàïðèìåð, äëÿ ãåêñàãîíàëüíîé ïëîòíîóïàêîâàííîé
ðåøåòêè (ÃÏÓ) óêàçàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ, è äëÿ íåå
âìåñòî ôîðìóë (10.20)�(10.21) äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ ïîëíûå ôîðìó-
ëû (10.18).

Çàïèøåì âûðàæåíèå (10.16) äëÿ ðåçóëüòèðóþùåãî òåíçîðà æåñòêî-
ñòè 4C â ôîðìå

4C
def
= 4C∗ − 4C′, 4C′ def

= 3C·2C−1 ·3CT , (10.23)

ãäå òåíçîð 4C∗ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (10.20), à äëÿ ïîïðàâî÷íîãî òåí-
çîðà æåñòêîñòè 4C′, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (10.21), ïîëó÷àåì

4C′ =
a2d

V0M

(cA − cD)2

(cA + d1cD)

∑
α

nαnαnα ·
∑

β

nβnβnβ. (10.24)

10.4. Ðåøåòêè ãðàôåíà è àëìàçà

Ðåøåòêà ãðàôåíà äâóõìåðíàÿ, àëìàçà � òðåõìåðíàÿ, â îñòàëüíîì îíè
îáëàäàþò áîëüøèì ÷èñëîì ñõîæèõ ñâîéñòâ, ïîçâîëÿþùèõ èõ ðàññìàò-
ðèâàòü âìåñòå è ïîëó÷àòü ôîðìóëû, ñïðàâåäëèâûå äëÿ îáåèõ ðåøåòîê.
Çíà÷åíèå êîîðäèíàöèîííîãî ÷èñëà äëÿ ýòèõ ðåøåòîê îïðåäåëÿåòñÿ êàê

M = d + 1, d = 2, 3, (10.25)

÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ôîðìóëû (10.20), (10.24) â âèäå
4C

def
= 4C∗ − 4C′,

4C∗ =
a2

V0

(
(cA − cD)

d+1∑
α=1

nαnαnαnα +
d + 1

2d
cD J23

)
,

4C′ =
d

d + 1

a2

V0

(cA − cD)2

(cA + d1cD)

d+1∑
α=1

nαnαnα ·
d+1∑
β=1

nβnβnβ.

(10.26)
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Âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå
d+1∑
α=1

nαnαnα ·
d+1∑
β=1

nβnβnβ =
d+1∑

α,β=1

(nα ·nβ)nαnαnβnβ. (10.27)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå
∑

α nα = 0, íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

nα ·nβ =

[
1, α = β,

−1/d, α 6= β,
⇐⇒ nα ·nβ =

1

d

(
(d + 1)δαβ − 1

)
,

(10.28)
ãäå δαβ � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ïîäñòàíîâêà ôîðìóëû (10.28) â (10.27) äàåò
d+1∑
α=1

nαnαnα ·
d+1∑
β=1

nβnβnβ =
d + 1

d

d+1∑
α=1

nαnαnαnα −
1

d

d+1∑
α=1

nαnα

d+1∑
β=1

nβnβ.

(10.29)
Ôîðìóëà (10.29) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ

d+1∑
α=1

nαnα =
d + 1

d
E (10.30)

ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ôîðìóëó äëÿ ïîïðàâî÷íîãî òåíçîðà æåñòêîñòè:

4C′ =
a2

V0

(cA − cD)2

(cA + d1cD)

(
d+1∑
α=1

nαnαnαnα −
d + 1

d2 EE

)
. (10.31)

Çàïèøåì òåíçîð æåñòêîñòè â ôîðìå (3.17):
4C = κ′

∑
α

nαnαnαnα + λ′J1 + µ′J23, J1
def
= EE. (10.32)

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ, èñïîëüçóÿ (10.26) è (10.31), ïî-
ëó÷àåì

κ′ = d
a2

V0

cD(cA − cD)

cA + d1cD
, λ′ =

d + 1

d2

a2

V0

(cA − cD)2

cA + d1cD
, µ′ =

d + 1

2d

a2

V0
cD.

(10.33)
Äëÿ ðåøåòîê, óïðóãèå ñâîéñòâà êîòîðûõ èçîòðîïíû (íàïðèìåð, ãðà-

ôåí) èëè îáëàäàþò êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé (íàïðèìåð, àëìàç), ñïðàâåä-
ëèâà ôîðìóëà (2.27):∑

α

nαnαnαnα = Mκekekekek + Mµ(J1 + J23), (10.34)
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ãäå ek � îðòû îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, íàïðàâëåííûå èëè âäîëü îñåé
êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè, èëè äëÿ èçîòðîïèè, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì; Mκ

è Mµ � áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

Mκ =
2M

d

1− ηc

dηc + 2
, Mµ =

M

d

ηc

dηc + 2
, (10.35)

ãäå ηc � ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè òåíçîðà
∑

α nαnαnαnα, ñîâïàäàþùèé ñ
ïàðàìåòðîì àíèçîòðîïèè òåíçîðà æåñòêîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ìàòåðè-
àëà ïðè ÷èñòî ñèëîâîì âçàèìîäåéñòâèè.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (10.34) â (10.32), ïîëó÷àåì
4C = κekekekek + λJ1 + µJ23,

κ = Mκκ
′, λ = Mµκ

′ + λ′, µ = Mµκ
′ + µ′,

(10.36)

ãäå κ, λ, µ � îáîáùåííûå êîýôôèöèåíòû Ëÿìå.
Äàëåå âñå ìîäóëè òåíçîðà æåñòêîñòè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîð-

ìóëàì

C11 = κ + λ + 2µ, C12 = λ, C44 = µ; K =
κ + dλ + 2µ

d
,

E =
(κ + 2µ)(κ + dλ + 2µ)

κ + d1λ + 2µ
, ν =

λ

κ + d1λ + 2µ
, η =

2µ

κ + 2µ
.

(10.37)
Ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðåøåòîê ãðàôåíà

è àëìàçà (òàáë. 10.1). Äëÿ àëìàçà ïàðàìåòð àíèçîòðîïèè âû÷èñëÿëñÿ â
Òàáëèöà 10.1: Çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðåøåòîê ãðàôåíà è àëìàçà

Ðåøåòêà d M ηc Mκ Mµ V0a
−d

Ãðàôåí 2 3 1 0 3/8 3
√

3/2

Àëìàç 3 4 ∞ −8/9 4/9 16
√

3/9

áàçèñå ek (ò. å. äëÿ íàïðàâëåíèÿ 100). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà àíèçî-
òðîïèè àëìàçà óäîáíî èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî îí äîëæåí ñîâïàäàòü
ñ òàêîâûì äëÿ ÎÖÊ ðåøåòêè (òàê êàê âåðøèíû âåêòîðîâ nα, âìåñòå
ñ âåêòîðàìè −nα, äàþò âîñåìü òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ âåðøèíàìè êóáà, â
öåíòðå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ îòñ÷åòíûé àòîì). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà
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ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùàÿ îáùàÿ ôîðìóëà
(ïîëó÷åííàÿ ýìïèðè÷åñêè):

V0 =

√
(d + 1)d+1

dd
ad, d = 1, 2, 3. (10.38)

Ðåøåòêà ãðàôåíà

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (10.33) â (10.36), ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáë. 10.1, ïî-
ëó÷àåì äëÿ ðåøåòêè ãðàôåíà

κ = 0, λ =

√
3

6

cA(cA − cD)

cA + cD
, µ =

√
3

3

cAcD

cA + cD
. (10.39)

Ôîðìóëû (10.37) äëÿ ðåøåòêè ãðàôåíà ïðèíèìàþò âèä
C11 = λ + 2µ, C12 = λ, C44 = µ,

K = λ + µ, E = 4µ
λ + µ

λ + 2µ
, ν =

λ

λ + 2µ
, η = 1,

(10.40)

îòêóäà ïîëó÷àåì

C11 =

√
3

6
cA

cA + 3cD

cA + cD
, C12 =

√
3

6
cA

cA − cD

cA + cD
, C44 =

√
3

3

cAcD

cA + cD
,

K =

√
3

6
cA, E = 4

√
3

3

cAcD

cA + 3cD
, ν =

cA − cD

cA + 3cD
, η = 1.

(10.41)

Ðåøåòêà àëìàçà

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (10.33) â (10.36), ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáë. 10.1, ïî-
ëó÷àåì äëÿ ðåøåòêè àëìàçà

κ = −
√

3

2a
cD

cA − cD

cA + 2cD
, λ =

√
3

12a
(cA − cD), µ =

3
√

3

8a

cAcD

cA + 2cD
.

(10.42)
Ôîðìóëû (10.37) äëÿ ðåøåòêè àëìàçà ïðèíèìàþò âèä

C11 = κ + λ + 2µ, C12 = λ, C44 = µ, K =
κ + 3λ + 2µ

3
,

E =
(κ + 2µ)(κ + 3λ + 2µ)

κ + 2λ + 2µ
, ν =

λ

κ + 2λ + 2µ
, η =

2µ

κ + 2µ
,

(10.43)



10.4. Ðåøåòêè ãðàôåíà è àëìàçà 111

÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

C11 =

√
3

12a
(cA + 2cD), C12 =

√
3

12a
(cA − cD), C44 =

3
√

3

8a

cAcD

cA + 2cD
,

K =

√
3

12a
cA, E =

3
√

3

4a

cAcD

2cA + cD
,

ν =
cA − cD

2cA + cD
, η =

3cA

cA + 2cD
.

(10.44)
Åñëè ñîõðàíèòü â ôîðìóëàõ (10.44) ïàðàìåòð V0, òî îíè ïðèìóò âèä

C11 =
4a2

9V0
(cA + 2cD), C12 =

4a2

9V0
(cA − cD), C44 =

2a2

V0

cAcD

cA + 2cD
,

K =
4a2

9V0
cA, E =

4a2

V0

cAcD

2cA + cD
.

(10.45)
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Ìíîãî÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå

Âûâîäèòñÿ òåíçîð æåñòêîñòè äâóõàòîìíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ïðè ó÷åòå òðåõ-

÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñå-

äÿìè è ñìåæíûìè ñâÿçÿìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåòêà ãðàôåíà.

11.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Â äàííîé ãëàâå îñíîâíûå ôîðìóëû ïðèâîäÿòñÿ áåç äåòàëüíîãî âûâîäà,
áîëåå ïîäðîáíî îíè îïèñàíû â ðàáîòå [30]. Ðàññìîòðèì ñëîæíóþ êðèñòàë-
ëè÷åñêóþ ðåøåòêó, ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà êîòîðîé ñîäåðæèò äâà àòîìà.
Êàê è ðàíåå, áóäåì óñëîâíî íàçûâàòü èõ àòîìàìè ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà.
Àòîìû êàæäîãî òèïà îáðàçóþò ïðîñòóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó, ïðè-
÷åì ýòè ðåøåòêè êîíãðóýíòíû. Âûáåðåì îäèí èç àòîìîâ ïåðâîãî òèïà è
íàçîâåì åãî îòñ÷åòíûì. Ïðîíóìåðóåì àòîìû, ÿâëÿþùèåñÿ áëèæàéøèìè
ñîñåäÿìè îòñ÷åòíîãî. Ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó
êðèñòàëëà, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

W =
1

V0

G1

∑
α

κ2
α + G2

∑
α,β

′
ξ2
αβ + G3

∑
α,β

′
(κα + κβ)ξαβ

 , (11.1)

ãäå V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè; α, β � íîìåðà ñîñåäíèõ àòîìîâ; κα,
κβ � äåôîðìàöèè ñâÿçåé; ξαβ = ξβα � èçìåíåíèå óãëà ìåæäó ñâÿçÿìè;
Gk � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû; øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî
ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ òîëüêî ïî ñìåæíûì ñâÿçÿì.

Ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóëû (11.1) ìû îãðàíè÷èëèñü âçàèìîäåéñòâèåì
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ìåæäó áëèæàéøèìè àòîìàìè è ñìåæíûìè ñâÿçÿìè, êðîìå òîãî, ó÷òåí
ïåðåêðåñòíûé ÷ëåí, çàâèñÿùèé îò äåôîðìàöèé ñâÿçåé è óãëîâ. Åñëè âçà-
èìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíûìè ïðóæèíàìè æåñòêîñòè c è óã-
ëîâûìè ïðóæèíàìè æåñòêîñòè γ, òî

G1 = 1
2
ca2, G2 = 1

2
γ, G3 = 0, (11.2)

ãäå a � äëèíà ëèíåéíîé ïðóæèíû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèñòàëë ïîäâåðãíóò ìàëîé îäíîðîäíîé äåôîð-

ìàöèè ε, òîãäà

ξαβ =
(κα + κβ) cos ϕ− 2καβ

sin ϕ
,

κα = nαnα ·· ε+ nα ·ζ, καβ
def
= nαnβ ·· ε+ 1

2
(nα + nβ)··ζ,

(11.3)

ãäå ϕ � óãîë ìåæäó ñìåæíûìè ñâÿçÿìè; nα, nβ � åäèíè÷íûå âåêòî-
ðû, çàäàþùèå íàïðàâëåíèå ñâÿçåé; ζ � âåêòîð íåâÿçêè, îïèñûâàþùèé
ñìåùåíèÿ ÷àñòèö îäíîé ïîäðåøåòêè ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòèöàì äðóãîé
ïîäðåøåòêè.

Ïîäñòàíîâêà ôîðìóë (11.3) â âûðàæåíèå (11.1) ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-
ùåìó ïðåäñòàâëåíèþ óäåëüíîé ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ:

W = 1
2
ε·· 4C∗ ·· ε+ ε·· 3C·ζ + 1

2
ζ ·2C·ζ, (11.4)

ãäå 4C∗, 3C è 2C � òåíçîðû æåñòêîñòè;

4C∗ =
2

V0

(
H1

∑
α

nαnαnαnα + H2

∑
α,β

′
nαnαnβnβ+

+ H3

∑
α,β

′
(nαnβnβnα + nαnβnαnβ)

)
,

3C =
1

V0
H4

∑
α

nαnαnα, 2C =
2

V0
H5

∑
α

nαnα;

(11.5)
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êîýôôèöèåíòû Hk îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

H1 = G1 − 6M1G2 ctg2 ϕ− 2M1G3 ctg ϕ,

H2 = 2G2 ctg2 ϕ + 2G3 ctg ϕ, H3 = 2G2
(
1 + ctg2 ϕ

)
,

H4 = 2G1 + 4M1G2
ctg ϕ

sin ϕ
(1− cos ϕ)2 + 2M1G3

cos 2ϕ− cos ϕ

sin ϕ
,

H5 = G1 + 2M1G2(1− cos ϕ)− 2M1G3 sin ϕ,

(11.6)

ãäå M1 � ÷èñëî ñâÿçåé, ñìåæíûõ ñ äàííîé.
Ïðè ïîëó÷åíèè (11.5)�(11.6) ó÷òåíà ñèììåòðèÿ òåíçîðà æåñòêîñòè

îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è èñïîëüçîâàíû òîæäåñòâà∑
α,β

′
rnα = M1

∑
α

rnα,
∑
α,β

′
r−1nαnβ = M1 cos ϕ

∑
α

rnα,

rnα
def
= nαnα . . .nα︸ ︷︷ ︸

r

, r = 2, 3, 4.
(11.7)

Ïîñëå òîãî êàê òåíçîðû æåñòêîñòè 4C∗, 3C è 2C íàéäåíû, ìàêðî-
ñêîïè÷åñêèé òåíçîð æåñòêîñòè ñðåäû 4C íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì

4C
def
= 4C∗ − 4C′, 4C′ def

= 3C·2C−1 ·3CT , (11.8)

ãäå òåíçîð 4C∗ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (11.5), à äëÿ ïîïðàâî÷íîãî òåí-
çîðà æåñòêîñòè 4C′, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (11.5), ïîëó÷àåì

4C′ =
dH2

4

2MV0H5

∑
α

nαnαnα ·
∑

β

nβnβnβ. (11.9)

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (11.9) èñïîëüçîâàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî â ñè-
ëó ñèììåòðèè ðåøåòêè òåíçîð 2C ÿâëÿåòñÿ øàðîâûì. Îòìåòèì, ÷òî òåí-
çîð 4C∗ â òî÷íîñòè ðàâåí òåíçîðó æåñòêîñòè ïðîñòîé ðåøåòêè, ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ íàïðÿìóþ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ôîð-
ìóëû ãëàâû 6; òåíçîð 4C′ ïðîïîðöèîíàëåí ñîîòâåòñòâóþùåìó òåíçîðó
äëÿ ñèëîâîãî èëè ìîìåíòíîãî îïèñàíèÿ äâóõàòîìíîé ðåøåòêè, ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ íåãî íàïðÿìóþ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ôîðìóëû ãëàâû 9
èëè 10.
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11.2. Ðåøåòêà ãðàôåíà

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû äëÿ ãðàôåíà è ôîðìóëû ïðåäû-
äóùåãî ïàðàãðàôà, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ Ëÿìå ãðàôåíà:

λ =

√
3

6

c(c− 6cγ)

c + 6cγ
, µ = 2

√
3

6ccγ

c + 6cγ
. (11.10)

Çäåñü äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðåí ìàòåðèàë, â êîòîðîì âçàèìîäåéñòâèå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíûìè ïðóæèíàìè æåñòêîñòè c è óãëîâûìè ïðóæèíàìè
æåñòêîñòè γ; ïðèâåäåííàÿ æåñòêîñòü cγ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

cγ
def
= γ/a2. (11.11)

Îñòàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

C11 = λ + 2µ, C12 = λ, C44 = µ,

K = λ + µ, E = 4µ
λ + µ

λ + 2µ
, ν =

λ

λ + 2µ
, η = 1,

(11.12)

÷òî äàåò

C11 =

√
3

6
c

c + 18cγ

c + 6cγ
, C12 =

√
3

6
c

c− 6cγ

c + 6cγ
, C44 = 2

√
3

ccγ

c + 6cγ
,

K =

√
3

6
c, E = 8

√
3

ccγ

c + 18cγ
, ν =

c− 6cγ

c + 18cγ
, η = 1.

(11.13)



Ãëàâà 12

Òðè ìîäåëè ãðàôåíà

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïàðíîé ñèëîâîé, ïàðíîé ìîìåíòíîé è ìíîãî÷àñòè÷íîé ìîäåëåé.

Âñå ðàññìîòðåííûå ìîäåëè ñîäåðæàò ïî äâà ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùèå ðàçëè÷íûå

æåñòêîñòè ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèëîâàÿ

ìîäåëü íå ìîæåò îáåñïå÷èòü ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà;

ìîìåíòíàÿ è ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ìîäåëè ñâîáîäíû îò ýòîãî íåäîñòàòêà è ýêâèâàëåíòíû

äðóã äðóãó.

12.1. Ìîäóëè óïðóãîñòè

Ãðàôåí óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóõìåðíûé ìàòåðèàë, äëÿ êîòîðîãî
ìîäóëè óïðóãîñòè èìåþò ðàçìåðíîñòü Í/ì, à íå Í/ì2, êàê â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå. Â ñèëó ñèììåòðèè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ãðàôåíà ýòîò ìà-
òåðèàë èçîòðîïåí. Âûïèøåì ðÿä ñîîòíîøåíèé ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè
æåñòêîñòè è ìîäóëÿìè óïðóãîñòè äâóõìåðíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà:

K = 1
2

(C11 + C12), G = C44 = 1
2

(C11 − C12), ν =
C12

C11
=

K −G

K + G
,

(12.1)

E = 2K(1− ν) = 2G(1 + ν) =
C2

11 − C2
12

C11
=

4KG

K + G
. (12.2)

12.2. Óñòîé÷èâîñòü

Óñëîâèåì ìàêðîñêîïè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ, ÷òî äëÿ äâóõìåðíîãî
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èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

C11 > |C12|. (12.3)

Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òðåáîâàíèþ ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòà
îáúåìíîãî ñæàòèÿ K è ìîäóëÿ ñäâèãà G:

K = 1
2

(C11 + C12) > 0, G = 1
2

(C11 − C12) > 0. (12.4)

Äëÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðèâîäèò ê íåðà-
âåíñòâó

|ν| < 1 ⇐⇒ −1 < ν < 1, (12.5)
ãäå îãðàíè÷åíèå ñíèçó äèêòóåòñÿ óñëîâèåì K > 0, à ñâåðõó � óñëîâè-
åì G > 0.

12.3. Ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå

Äàííàÿ ìîäåëü èñïîëüçîâàëàñü â ðàáîòàõ [1, 4]. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (9.87),
äëÿ ãðàôåíà ïðè ó÷åòå äâóõ êîîðäèíàöèîííûõ ñôåð è ÷èñòî ñèëîâîì âçà-
èìîäåéñòâèè

C11 =

√
3

6
(c1 + 9c2), C12 =

√
3

6
(c1 + 3c2), (12.6)

ãäå c1 è c2 � æåñòêîñòè ñâÿçåé ñ àòîìàìè íà ïåðâîé è âòîðîé êîîðäèíà-
öèîííûõ ñôåðàõ.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

K =

√
3

6
(c1 + 6c2), G =

√
3

2
c2, ν =

c1 + 3c2

c1 + 9c2
. (12.7)

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (12.4) äàåò

c1 > −6c2, c2 > 0. (12.8)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêðîñêîïè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè äîïóñêàþò
îòðèöàòåëüíóþ æåñòêîñòü ñâÿçè ñ àòîìàìè ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôå-
ðû. Îäíàêî ñ ìèêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàêîé ìàòåðèàë íåóñòîé-
÷èâ, òàê êàê c1 îïðåäåëÿåò æåñòêîñòü ñâÿçè ìåæäó ïîäðåøåòêàìè. Ïðè
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îòðèöàòåëüíîñòè c1 ïðè ëþáîì âîçìóùåíèè ïîäðåøåòêè íà÷íóò ñìåùàòü-
ñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, óõîäÿ âñå äàëüøå îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî øåñòèóãîëüíîé ðåøåòêå ãðàôåíà. Ñëåäîâàòåëüíî,
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåòêè, ó÷èòûâàþùèå ìèêðî- è ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèå òðåáîâàíèÿ, ïðèíèìàþò âèä

c1 > 0, c2 > 0. (12.9)

Ïðåäñòàâèì êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà â ôîðìå

ν =
1

3
+

2

3

1

1 + 9c2/c1
, (12.10)

èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
îòíîøåíèÿ c2/c1, ëåæàùàÿ ïðè ïîëîæèòåëüíûõ æåñòêîñòÿõ â ïðåäåëàõ

1

3
< ν < 1, (12.11)

ïðè÷åì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò:

c1 � c2 ⇒ ν ≈ 1/3 (äâå òðåóãîëüíûå ðåøåòêè);
c1 � c2 ⇒ ν ≈ 1 (ìàëàÿ ñäâèãîâàÿ æåñòêîñòü). (12.12)

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü íå ïîçâîëÿ-
åò îïèñàòü ìàòåðèàëû êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ìåíüøå 1/3. Íàïîìíèì,
îäíàêî, ÷òî, ñîãëàñíî èçâåñòíûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [31], çíà-
÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà äëÿ ãðàôåíà äîëæíî áûòü çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå � îêîëî 0.17.

12.4. Ìîìåíòíîå âçàèìîäåéñòâèå

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (10.41), äëÿ ãðàôåíà ïðè ó÷åòå îäíîé êîîðäèíàöè-
îííîé ñôåðû è ìîìåíòíîì âçàèìîäåéñòâèè

C11 =

√
3

6
cA

cA + 3cD

cA + cD
, C12 =

√
3

6
cA

cA − cD

cA + cD
, (12.13)

ãäå cA è cD � ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ æåñòêîñòè ñâÿçåé.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì

K =

√
3

6
cA, G =

√
3

3

cAcD

cA + cD
, ν =

cA − cD

cA + 3cD
. (12.14)

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (12.4) äàåò

cA > 0,

[
cD > 0;
cD < −cA.

(12.15)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêðîñêîïè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè äîïóñêàþò
îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè ñâÿçè. Ìèêðîñêîïè÷åñêîå
óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè, ñîãëàñíî ôîðìóëå (10.21), èìååò âèä

cA + cD > 0, (12.16)

çàïðåùàÿ â êîìáèíàöèè ñ (12.15) îáëàñòü ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿ-
ìè cD. Â ðåçóëüòàòå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðèíèìàþò âèä

cA > 0, cD > 0. (12.17)

Ïðåäñòàâèì êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà â ôîðìå

ν =
cA − cD

cA + 3cD
=

1

3

(
4

1 + 3cD/cA
− 1

)
, (12.18)

èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
îòíîøåíèÿ cD/cA, ëåæàùàÿ ïðè ïîëîæèòåëüíûõ æåñòêîñòÿõ â ïðåäåëàõ

−1

3
< ν < 1, (12.19)

ïðè÷åì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò:

cA � cD ⇒ ν ≈ −1/3 (ìàòåðèàë ñî ñòåñíåííûì ñäâèãîì);
cA = cD ⇒ ν = 0 (ìàòåðèàë áåç ýôôåêòà Ïóàññîíà);
cA � cD ⇒ ν ≈ 1 (ìàëàÿ ñäâèãîâàÿ æåñòêîñòü).

(12.20)
Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíòíîå âçàèìîäåéñòâèå äàåò áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà, â êîòîðóþ ïîïàäàåò ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ãðàôåíà [31]: ν = 0.17. Èñïîëüçóÿ äàííîå
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çíà÷åíèå, âû÷èñëèì îòíîøåíèå ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè ñâÿçè ê ïðîäîëü-
íîé:

cD

cA
=

1− ν

1 + 3ν
≈ 0.55 ≈ 1

2
. (12.21)

Ìû ïîëó÷èëè ëåãêî çàïîìèíàþùèéñÿ ðåçóëüòàò: â ãðàôåíå ïîïåðå÷íàÿ
æåñòêîñòü ñâÿçè îòíîñèòñÿ ê ïðîäîëüíîé ïðèìåðíî êàê îäèí ê äâóì.

12.5. Ìíîãî÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (11.13), äëÿ ãðàôåíà ïðè ó÷åòå îäíîé êîîðäèíàöè-
îííîé ñôåðû è òðåõ÷àñòè÷íîì âçàèìîäåéñòâèè

K =

√
3

6
c, G = 2

√
3

ccγ

c + 6cγ
, ν =

c− 6cγ

c + 18cγ
. (12.22)

Çäåñü c � ïðîäîëüíàÿ æåñòêîñòü ñâÿçè; cγ
def
= γ/a2 � ïðèâåäåííàÿ æåñò-

êîñòü óãëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (γ � æåñòêîñòü óãëîâîé ïðóæèíû; a �
ðàäèóñ ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû).

Ôîðìóëû äëÿ ìîìåíòíîãî è ìíîãî÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, î÷å-
âèäíî, ñîâïàäàþò, åñëè ïðèíÿòü

cA = c, cD = 6cγ = 6γ/a2. (12.23)

Ìèêðîñêîïè÷åñêîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (11.5),
(11.6), èìååò âèä íåðàâåíñòâà:

c + 6cγ > 0, (12.24)

ñîâïàäàþùåãî ïðè âûïîëíåíèè (12.23) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâèåì (12.17)
äëÿ ìîìåíòíîé ìîäåëè.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûå ìîìåíòíàÿ è ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ìî-
äåëè äëÿ ãðàôåíà ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû è ïîçâîëÿþò óäîâëåòâîðèòü
ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè, ÷òî íå óäàåòñÿ
ñäåëàòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðíîé ñèëîâîé ìîäåëè.



Çàêëþ÷åíèå

Â ïîñîáèè áûëè ðàññìîòðåíû òðè ïîäõîäà ê îïèñàíèþ èäåàëüíûõ êðè-
ñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë � ïàðíûé ñèëîâîé, ïàðíûé ìîìåíòíûé è ìíî-
ãî÷àñòè÷íûé. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïàðíàÿ ñèëîâàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé âçà-
èìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïàðíûìè öåíòðàëüíûìè ñèëàìè, íàêëàäû-
âàåò ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óïðóãèõ õà-
ðàêòåðèñòèê êðèñòàëëà. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ìíîãèõ êðèñòàëëîâ íå óäàåò-
ñÿ óäîâëåòâîðèòü ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèÿì äëÿ êîìïîíåíò òåíçî-
ðà æåñòêîñòè. Ïàðíàÿ ìîìåíòíàÿ è ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ìîäåëè ïîçâîëÿþò
ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó. Õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå ýòè äâå ìîäåëè äàþò ðàç-
íûå âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ æåñòêîñòè, îäíàêî äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ
êîíêðåòíûõ òèïîâ ðåøåòîê ïðè ïðîñòåéøèõ âàðèàíòàõ âçàèìîäåéñòâèÿ
ýòè äâå ìîäåëè îêàçûâàëèñü ýêâèâàëåíòíûìè � ïðè ïîäõîäÿùåì âûáî-
ðå ïàðàìåòðîâ îíè äàâàëè èäåíòè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèê
óïðóãîñòè.

Â îáùåì æå ñëó÷àå ñðàâíåíèå ïàðíîé ìîìåíòíîé è ìíîãî÷àñòè÷íîé
ìîäåëåé ïîêàçàëî, ÷òî ñëîæíîñòü ìîìåíòíîé ìîäåëè â áîëüøåé ñòåïå-
íè êà÷åñòâåííàÿ, ìíîãî÷àñòè÷íîé � êîëè÷åñòâåííàÿ. Ìîìåíòíàÿ ìîäåëü
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ óïðóãèõ õàðàêòåðè-
ñòèê, îäíàêî òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ áîëåå ñëîæíîé òåîðèè. Ðàçëè÷èå ýòî
ñâÿçàíî, â ÷àñòíîñòè, ñ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ìîìåíòíûå ìîäåëè
ïîñòðîåíû â ðàìêàõ ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîýòîìó êîëè÷åñòâåííàÿ
ñëîæíîñòü èõ ïðîïîðöèîíàëüíà N � ÷èñëó àòîìîâ, ñ êîòîðûìè âçàèìî-
äåéñòâóåò àòîì êðèñòàëëà. Äëÿ òðåõ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êîëè÷å-
ñòâåííàÿ ñëîæíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà N 2, à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷à-
ñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îíà ïðîïîðöèîíàëüíà N s−1, ãäå s � êðàòíîñòü
âçàèìîäåéñòâèÿ (s = 2 äëÿ ïàðíîãî è s = 3 äëÿ òðåõ÷àñòè÷íîãî âçàèìî-
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äåéñòâèÿ).
Ïðåèìóùåñòâîì ìîìåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

îíî èìååò àíàëîãèè ñ ìîìåíòíûìè òåîðèÿìè ñïëîøíîé ñðåäû, òàêèìè,
êàê òåîðèÿ ïëàñòèí è îáîëî÷åê, ÷òî ìîæåò áûòü â äàëüíåéøåì ïîëåçíî
äëÿ îïèñàíèÿ èçãèáíûõ äåôîðìàöèé òàêèõ íàíîñòðóêòóð, êàê ãðàôåí
èëè óãëåðîäíûå íàíîòðóáêè.

Îäíàêî â ïîñîáèè ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê
ìíîãèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð â ðàìêàõ âñåõ òðåõ ïîäõîäîâ, è ÷èòà-
òåëü ìîæåò ñîñòàâèòü ñâîå ìíåíèå îá óäîáñòâå òîãî èëè èíîãî ïîäõîäà è
ñäåëàòü âûáîð â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîáñòâåííûìè ïðåäïî÷òåíèÿìè.
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