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1 Введение

Исследования в области описания динамики распространения плоских волн в различных кри-

сталлических решётках связаны, в первую очередь, с именем М.Борна [1], чьи работы датируются
началом XX века и не теряют актуальности и по сей день в связи с развитием нанотехнологий
и наноэлектроники. Так, задача о распространении линейной волны в одномерной моноатомной
цепочке, в которой частицы представляются материальными точками с определённой массой, а
межатомные связи - жёсткими пружинами, является классической.В дальнейшем, задача услож-

нилась: рассматривались частицы с разными массами (Рис.1) или различными жесткостями, а
также обобщения на нелинейность и нелокальность межатомного взаимодействия [1–6,9–11].

Рис. 1: Цепочка с двумя типами частиц

Прежде всего решались задачи в линейном приближении. Так, в работе [2] к описанию динами-

ческих процессов в решётках был применён тензорный подход, с его применением исследовались
упругие свойства идеальных монокристаллов и наноструктур. Была описана методика, позволяю-

щая получить связь макроскопических характеристик с параметрами микроструктуры в рамках
линейной теории упругости, а также проведён сравнительный анализ трех моделей межатомного
взаимодействия: силовой, моментной и угловой. Рассматриваются структуры, имеющие одноатом-

ные кристаллические решетки (треугольная, квадратная, кубическая, ОЦК, ГЦК) и двухатомные
кристаллические решетки (графен, алмаз). В монографии [3] было представлено обсуждение дина-

мики для совершенных и несовершенных решеток и их связи с континуальными теориями четырех
основных типов поведения: упругость, пьезоэлектричество, вязкоупругость и пластичность в рам-

ках континуальной механики. Далее, были описаны процессы распространения волн в решётках
различных типов, например, двухатомных [1, 10–12], а двумерность описывалась в рамках тре-
угольной, квадратной, и гексагональной [3, 9, 13,17,18], трёхмерные модели также изучались [16].
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Рис. 2: Основные виды двумерных решёток: a)квадратная b)гексагональная d)треугольная

Роль нелинейных взаимодействий приобрела актуальность после доклада в 1955 г. Ферми, Пас-
ты и Улама, в котором было описано моделирование одномерной нелинейной решетки, которая не
показывала энергетического равнораспределения, т.е. практически вся энергия была сосредоточе-
на в первой моде, и таким образом, нелинейность не гарантирует равного распределения энергии
по модам, см. [4, 14]. В работе [4] также показано, что локализованное коротковолновое началь-

ное возбуждение (затем называемое �оптическим�) не передаёт энергию в ближайшие соседние
гармоники,а при увеличении амплитуды порождает новые моды, и вместо термализации получа-
ется квазипериодическое движение.В книге [5] рассматриваются аспекты нелинейной динамики
деформируемых твердых тел (известных как неупругие кристаллы), где нелинейные эффекты со-

четаются или конкурируют друг с другом. Рассматривались различные модели - как дискретные,
так и континуальные, в частности, воздействия тепловой, электрической или магнитной природы
в кристаллической структуре, и анализировались с помощью уравнений рациональной механики.

Впоследствии, по мере усложнения моделей в связи с желанием получить более точные резуль-
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таты, появилась необходимость в нелокальном подходе к рассмотрению кристаллических структур:

он позволял учесть влияние более дальних частиц на динамику рассматриваемой дискретной си-

стемы [6–8]. Изучение дискретной модели взаимодействия частиц, не являющихся ближайшими
соседями в решетке привлекло значительный интерес из-за специфики дисперсии распространя-

ющихся волн. [5, 9–11, 15, 17–19]. В частности, это важно для изучения влияния микроструктуры
материалов. Динамические процессы в одномерных решетках исследуются более широко как в
линейном, так и в нелинейном рассмотрении [3, 5, 10], а двумерные решетки в основном рассмат-

риваются в линейном случае [10, 17, 18]. Некоторые двумерные процессы могут быть смодели-

рованы в одномерном приближении, например, распространение плоских волн, а их поперечная
неустойчивость требует двумерного рассмотрения. Некоторые физические явления не могут быть
смоделированы в одномерном случае. В частности, это касается ауксетичного поведения [20–25].

Структурные особенности решетки обычно учитываются при описании отрицательного коэффи-

циента Пуассона. [22, 26–28] В работе [20] было получено, что отрицательное значение коэффици-

ента Пуассона получается для металлов с кубической структурой именно из-за особенностей их
кристаллической решетки. Соотношения для коэффициента Пуассона в кубических материалах
можно найти в [29]. Динамические процессы в решетках изучаются с использованием как дис-
кретного, так и континуального моделирования [3, 5]. В линейном случае можно анализировать
как дискретные, так и континуальные уравнения. Однако лишь некоторые дискретные нелиней-

ные уравнения, такие как, например, уравнение решетки Тоды, имеют точные решения. Поэтому
для получения континуальных определяющих уравнений в нелинейном случае необходим подход,

основанный на длинноволновом пределе исходного дискретного уравнения. Известный контину-

альный предел акустической ветви [3, 5] требует длинноволнового приближения и соответствует
дискретной модели только для малых волновых чисел.

В процессе исследований возник интерес к так называемым �ауксетикам� � материалам с
отрица- тельным значением коэффициента Пуассона. Интерес обусловлен широким спектром воз-
можных применений подобных материалов в различных сферах промышленности и высоких тех-

нологий [30]. Например, при создании полупроводников с низкой теплопроводностью и ультра-
высокой мобильностью дырок [31],в аэрокосмическом приборостроении [32]. Также медицине [33]

подобные материалы применяются для создания кровеносных сосудов, которые будут стремиться
к увеличению толщины стенки (а не уменьшению) в ответ на пульсацию крови, что предотвращает
разрыв сосуда. Спектр применения варьируется от спорта [34] и до ВПК и оборонной промышлен-

ности [35]
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Рис. 3: Поведение ауксетиков при растяжении

В работах ряда исследователей, например, [36] было получено, что особенно много ауксетиков
встречается среди кристаллов с кубической и квадратной решётками являются ауксетиками. Для
того, чтобы учесть и описать подобные свойства, необходимо модифицировать классическую мо-
дель теории упругости. Чаще всего используется подход, при котором частицы представляются
уже не как материальные точки, а как тела, обладающие формой и массой, с введёнными до-

полнительно степенями свободы. Например, в работах [26] рассматривается система связей анизо-
тропных частиц, а в работе [28] с этой целью учитывались моментные взаимодействия: квадратная
решётка моделировалась как совокупность жёстких круглых частиц, обладающих двумя трансля-

ционными и одной вращательной степенью свободы.

В данной работе изучается возможность наличия связи между нелокальностью и проявлением
ауксетичных свойств у материалов, обладающих квадратной кристаллической решёткой, а так-

же вводится новый формализм, призванный упростить вывод нелокальных уравнений. Для этого
мы основываем метод построения модели на использовании операторов сдвига и генерации нело-

кальных моделей любого порядка как функций локальной. [15] Целью использования подобного
подхода является желание выяснить, какие дополнительные эффекты привносит в модель учёт
нелокальных взаимодействий, а также понять, как как нелокальность влияет на упругие кон-

станты, i.e., каким образом они меняются при переходе от локального описания к нелокальному.
Также, линейный анализ используется для изучения особенностей дисперсионного соотношения,

обусловленных включе- нием в рассмотрение более дальних взаимодействий на основе длинно-
волнового приближения плоской волны. Кроме того, континуальный предел позволяет увидеть
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влияние введения дополнительных дальних взаимодействий на ауксетическое поведение модели.

Перечисленное в предыдущем абзаце применяется к квадратной кристаллической решётке,
представленной как совокупность массовых частиц, соединённых пружинами.

6



2 Линейная локальная модель

Рассматривается квадратная решётка с одинаковыми массами частиц M , см. Рис. 4. Силы
взаимодействия между частицами моделируются пружинами с различными жесткостями в про-

дольном/ поперечном и диагональном направлениях. Жесткости пружин полагаются равными C1

и C2 соответственно.

Рис. 4: Локальная модель квадратной решётки с диагональными пружинами

Введём вектор смещений для массы с номером m,n в следующем виде: ~U
m,n

= u

m,n

~

i+v

m,n

~

j, где
u

m,n

, v

m,n

– горизонтальная и вертикальная компоненты вектора смещения, а n

i

- базовые векторы,

соответствующие направлению от рассматриваемой частицы к частице, взаимодействие с которой
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рассматривается.
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Поскольку базовые векторы определяют геометрию решётки, потенциально возможно расши-

рить применение данного формализма на решётки другого типа без сильных изменений в самой
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, которые действуют на функцию u
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следующим образом:
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Для того, чтобы получить дискретные уравнения движения массы с номером m,n, необходимо
записать Лагранжиан
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где V
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= V (u
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) - потенциальная энергия, отвечающая за взаимодействие частицы (m,n) c со-

седними частицами, указанными на Рис. 4. Уравнения движения получаются путем использования
вариационного принципа Гамильтона- Остроградского.

Можно выделить два типа взаимодействий: взаимодействие центральной частицы (m,n) с бли-

жайшими соседями по вертикали и горизонтали моделируется линейными пружинами с жестко-

стями C1 и по диагонали пружинами с жёсткостью C2. На основе формализма, основанного на
использовании, строим V
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для случая линейно-упругих пружин:
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Из вариационного принципа получаем дискретные уравнения движения:
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†
2)um,n

] (14)

Полученные дискретные уравнения понадобятся в дальнейшем для вывода дисперсионного со-

отношения и сравнения с соотношением для нелокальной модели.
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3 Нелокальная линейная модель

Теперь рассмотрим более сложную модель, а именно -нелокальную модель второго порядка,

т.е. центральная частица взаимодействует не только с ближайшими соседями, но ещё и с частица-

ми "через одну как показано на Рис. 5. Предполагается, что жёсткость пружин между частицами
(m,n) - (m+1, n) 6= (m,n) - (m+2, n), так что для удобства рассмотрения и описания нелокально-

сти мы вводим 2 дополнительные коэффициенты жёсткости C3 и C4 для описания нелокальных
взаимодействий в продольном/поперечном и диагональном направлениях соответственно.

Рис. 5: Нелокальная решётка 2 порядка

Для дальнейших исследований и получения уравнений необходимо выбрать функцию - "гене-
ратор которая на основе формализма операторов сдвига и выражения для энергии в локальном
случае описывала бы нелокальное поведение решётки, и порождала бы выражения энергии для
любого указанного нами порядка нелокальности. Наиболее подходящей для наших задач является
степенная функция, показатель степени которой задаёт порядок нелокальности. (См. [15]) Соот-
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ветственно, различные порядки нелокальности модели соответствуют различным же показателям
степени. Покажем это на примере выведения уравнений для второго порядка нелокальности. В
таком случае, энергия, описывающая только нелокальные взаимодействия есть

V

n

=

C3

2

(((D

2
1 � 1)

~

U

m,n

· ~n1)
2
+ ((D

†2
1 � 1)

~

U

m,n

· ~n2)
2
+ ((D

2
2 � 1)

~

U

m,n

· ~n3)
2
+ ((D

†2
2 � 1)

~

U

m,n

· ~n4)
2

+

C4

2

(((D

2
1D

2
2�1)

~

U

m,n

· ~n5)
2
+((D

†2
1 D

†2
2 �1)

~

U

m,n

· ~n6)
2
+((D

†2
1 D

2
2�1)

~

U

m,n

· ~n7)
2
+((D

2
1D

†2
2 �1)

~

U

m,n

· ~n8)
2
)

(15)

Полная потенциальная энергия взаимодействия будет учитывать и локальные, и нелокальные
взаимодействия:

V

m,n,

= V

l

+ V

n

(16)

где V

l

определена выражением (12). Кинетическая энергия по-прежнему определяется((11). Дис-
кретные уравнения, полученные из вариационного принципа Гамильтона -Остроградского суть

mü

m,n

= C1(D1 +D

†
1 � 2)u

m,n

+ C3(D
2
1 +D

†2
1 � 2)u

m,n

+

C2

2

((D1D2 +D

†
1D2 +D1D

†
2 +D

†
1D

†
2 � 4)u

m,n

+ (D1D2 �D

†
1D2 �D1D

†
2 +D

†
1D

†
2)vm,n

)

C4

2

((D

2
1D

2
2 +D

†2
1 D

2
2 +D

2
1D

†2
2 +D

†2
1 D

†2
2 � 4)u

m,n

+ (D

2
1D

2
2 �D

†2
1 D

2
2 �D

2
1D

†2
2 +D

†2
1 D

†2
2 )v

m,n

, (17)

mv̈

m,n

= C1(D2 +D

†
2 � 2)v

m,n

+ C3(D
2
2 +D

†2
2 � 2)v

m,n

+

C2

2

((D1D2 +D

†
1D2 +D1D

†
2 +D

†
1D

†
2 � 4)v

m,n

+ (D1D2 �D

†
1D2 �D1D

†
2 +D

†
1D

†
2)um,n

)

C4

2

((D

2
1D

2
2 +D

†2
1 D

2
2 +D

2
1D

†2
2 +D

†2
1 D

†2
2 � 4)v

m,n

+ (D

2
1D

2
2 �D

†2
1 D

2
2 �D

2
1D

†2
2 +D

†2
1 D

†2
2 )u

m,n

. (18)

Сравнение линейных локальной и нелокальной моделей будет проведено при помощи анализа
дисперсионных соотношений.
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4 Дисперсионный анализ

В этом разделе рассматривается влияние взаимодействий дальнего порядка на дискретное дис-
персионное отношение на примере плоских волн. Также длинноволновой предел сравнивается с
уравнениями модели кубической кристаллической решетки, дабы понять, может ли взаимодей-

ствие частицы с дальними соседями повлиять на проявление ауксетических особенностей полу-

ченной континуальной модели.

Рассмотрим распространение продольных плоских волн в горизонтальном направлении. В этом
случае поперечное смещение v

m,n

= 0, и изменений по n не происходит, т.е., соответствующие
операторы сдвига равны нулю. В случае локальной модели имеем одно уравнение движения из
(13), (14),

mü

m

= (C1 + C2)(2(1�D1 +D

†
1)um

) (19)

В случае нелокальной модели второго порядка получаем из (17), (18)

mü

m

= (C1 + C2)(2(1�D1 +D

†
1)um

+ (C3 + C4)(2(1�D

2
1 +D

†2
1 )u

m

). (20)

Решение уравнений ищется в виде

u

m

= A exp ı(k m� ! t),

k - нормированное волновое число (т.к. уравнения дискретные), ! - частота.

Подставляя это выражение в (19),получим следующие локальное дисперсионное соотношение:

!

2
=

2

m

((C1 + C2)(1� 2cosk) (21)

В то время как подстановка в (20) приводит к другому дисперсионному соотношению:

!

2
=

2

m

((C1 + C2)(1� 2cosk) + (C3 + C4)(1� 2cos2k) (22)

На Рис.6 приведены графики дисперсионных соотношений для локальной и нелокальной мо-

делей. Видно, что учет нелокальности приводит к появлению дополнительных экстремумов.
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Рис. 6: Дисперсионные кривые для локальной и нелокальной моделей.

Рис. 7: Групповые скорости для для локальной и нелокальной моделей.
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На графике для групповых скоростей на Рис. 7 видно, что наличие дополнительных максиму-

мов отвечает за изменение знака групповой скорости.

Дисперсионные соотношения нелокальной модели при различных соотношениях между коэф-

фициентами жесткости представлены на Рис. 8. Видно, что не при всех коэффициентах возможно
появление дополнительных экстремумов.

Рис. 8: Дисперсионные кривые для нелокальной модели при различных соотношениях между ко-

эффициентами жесткости.
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5 Переход к континуальным уравнениям

Для того, чтобы получить связь между упругими константами и параметрами решётки и де-
лать выводы о наличии ауксетичного поведения, необходимо вывести континуальные уравнения.

Линейный анализ делает переход от дискретных уравнений к континуальным возможным при
следующем алгоритме: дискретным смещениям u

m,n

, v

m,n

при малых значениях волнового числа
ставятся в соответствие монотонные дифференцируемые функции u(x, y, t) and v(x, y, t), описы-

вающие смещения в континуальной среде, которую предстоит получить [17]. Для того, чтобы
получить точные выражения для функций смещения, необходимо использовать разложение в ряд
Тейлора с удерживанием необходимого количества членов, и подставлять следующим образом:

D1u(x, y, t)� > u(x+ a, y, t)

,

D2u(x, y, t)� > u(x, y + a, t), etc

5.1 Локальная модель

В результате, полученные континуальные уравнения имеют вид:

mü

tt

= a

2
[C2(uyy

+ 2v

xy

) + (C1 + C2)uxx

] (23)

mv̈

tt

= a

2
[C2(vxx + 2u

xy

) + (C1 + C2)vyy] (24)

Теперь эти уравнения можно соотнести с уравнениями тела с кубической кристаллической
решёткой, и получить связь между упругими константами и коэффициентами жесткости решётки:

C11 =
C1 + C2

a

(25)

C12 =
C2

a

(26)

C44 =
C2

a

(27)

Из них видно, что подобные соотношения имеют место только при условии выполнения усло-

вия Коши, C12 = C44, а именно, когда между однородно деформированными областями решетки
действуют центральные силы.

Т.к. тело не изотропно, коэффициент Пуассона по разным направлениям будет принимать раз-
личные значения. Используя выражения для главных кристаллографических направлений куби-

ческой решётки [29], получаем:
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⌫

<110,001> =

4C

2
2

C1

2
+ 5C1C2 + 2C

2
2

(28)

⌫

<110,11̄0> =

C

2
1 + C1C2 � 2C

2
2

C

2
1 + 5C1C2 + 2C

2
2

(29)

Видно, что с точки зрения исследования ауксетичного поведения, интерес представляет коэф-

фициент Пуассона в направлении < 110, 1

¯

10 >, т.к. только он может принимать отрицательные
значения. Обозначение соответствует измерению ⌫ в направлении < 1

¯

10 > при растяжении вдоль
< 110 >. (См. Рис.9 и 10 для других коэффициентов) На рисунках приведены кристаллографиче-
ские направления в кубической решётке, в случае с квадратной направлением считается двумерная
проекция плоскости, т.е. прямая в соответствующей плоскости.

Отсюда получаем, в итоге, условие для ауксетичного поведения: C1 < C3

Рис. 9: Кристаллографические направления
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Рис. 10: Кристаллографические направления
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5.2 Нелокальная модель

Проводя ту же самую процедуру линеаризации, что и в случае локальной модели (берём слабую
нелинейность и оставляем 2 члена ряда Тейлора), получаем нелокальные континуальные уравне-
ния:

mü

tt

= a

2
[(C2 + 4C4)uyy

+ 2(C2 + 4C4)vxy + (C1 + C2 + 4(C3 + C4))uxx

] (30)

mv̈

tt

= a

2
[(C2 + 4C4)vxx + 2(C2 + 4C4)uxy

+ ((C1 + C2 + 4(C3 + C4))vyy] (31)

Упругие константы:

C11 =
C1 + C2 + 4(C3 + C4)

a

(32)

C12 =
C2 + 4C4

a

(33)

C44 =
C2 + 4C4

a

(34)

Анизотропные коэффициенты Пуассона имеют следующий вид:

⌫

<100,001> =

C2 + 4C4

C1 + 2C2 + 4C3 + 8C4
(35)

⌫

<110,11̄0> =

(C1 � C2 + 4C3 � 4C4)(C1 + 2C2 + 4C3 + 8C4)

(2C2 + 4C4)(C1 + C2 + 4(C3 + C4)) + (C1 + 4C3)(C1 + 3C2 + 4(C3 + 3C4))
(36)

Отсюда можно получить условие ауксетичного поведения: необходимо, чтобы

⌫

<110,11̄0> < 0 => C1 + 4C3 < C2 + 4C4 (37)

Принимая во внимание тот факт, что C1 и C3 – константы, определяющие динамику решётки
в продольном и поперечном направлениях для локальной и нелокальной моделей соответственно,

а C2 и C4 определяют перекрёстное взаимодействие, то можно сделать вывод, что вероятность
проявления подобных свойств тем выше, чем больший вклад вносят диагональные взаимодействия.
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6 Нелинейное взаимодействие

Обобщим результаты, полученные в пунктах 2 и 3 на слабую нелинейность. Мы рассматриваем
нелинейные волны, распространяющиеся в горизонтальном направлении вдоль оси х и слабо воз-
мущенные в поперечном направлении вдоль оси у. Слабое возмущение в поперечном направлении
характеризуется малым параметром ✏ << 1, континуальные смещения предполагаются функция-

ми медленно меняющейся в том же направлении переменной Y = ✏y. Этот же параметр исполь-

зуется для учета слабонелинейных волн, однако его использование зависит от того, изучаются ли
поперечные вариации продольных или поперечных волн. Энергия нелинейного локального взаи-

модействия:

V

nloc

=

1

2

(C1((D1�1)

~

U

m,n

· ~n1)
2
+C1((D

†
1�1)

~

U

m,n

· ~n2)
2
+C1((D2�1)

~

U

m,n

· ~n3)
2
+C1((D

†
2�1)

~

U

m,n

· ~n4)
2

+C2(((D1D2 � 1)

~

U

m,n

· ~n5)
2
+ ((D

†
1D

†
2 � 1)

~

U

m,n

· ~n6)
2
((D

†
1D2 � 1)

~

U

m,n

· ~n7)
2
+ ((D1D

†
2 � 1)

~

U

m,n

· ~n8)
2
)

Q1

3

(((D1 � 1)

~

U

m,n

· ~n1)
3
+ ((D

†
1 � 1)

~

U

m,n

· ~n2)
3
+ ((D2 � 1)

~

U

m,n

· ~n3)
3
+ ((D

†
2 � 1)

~

U

m,n

· ~n4)
3
)

+

Q2

3

(((D1D2�1)

~

U

m,n

· ~n5)
3
+((D

†
1D

†
2�1)

~

U

m,n

· ~n6)
3
+((D

†
1D2�1)

~

U

m,n

· ~n7)
3
+((D1D

†
2�1)

~

U

m,n

· ~n8)
3
) (38)

Бесконечно малый параметр ✏ учитывается при составлении уравнений в операторах сдвига в
направлении оси у: D2 = e

h✏

d

dy

, D

†
2 = e

�h✏

d

dy

. Уравнения движения могут быть выведены так же,
как и для линейной модели.
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7 Заключение

Результатом данной работы можно считать развитие алгоритма, позволяющего получать урав-

нения динамики, линейные и нелинейные, для разных порядков нелокальности. Благодаря вве-
дённому маематическому формализму уравнения могут быть получены более простым способом
из-за того, что нелокальная модель получается из локальной путем возведения в степень слагае-
мых, входящих в выражение для внутренней энергии. В результате, нелокальные уравнения для
устойчивой двумерной квадратной решетки были получены в очень компактном виде. Кроме того,

было показано, что коэффициенты Пуассона для квадратной решетки в нелокальной модели могут
принимать отрицательные значения и, соответственно, решётка проявляет по одному из направле-
ний ауксетичное поведение, и было выведено соотношение для жесткостей решётки, при котором
ауксетичность точно будет проявляться. Более того, представленный подход к описанию нело-

кальных взаимодействий в кристаллах может также быть обобщен на любой тип кристаллической
решетки.

Дальнейшее развитие связано, прежде всего, с разработкой нелинейной модели. Учет нелиней-

ных слагаемых сильно усложняет двумерную задачу, что делает необходимым принятие разумных
упрощений относительно характера распространения волны, характерного масштаба для слабой
нелинейности и его соотношения с масштабом для изменений в направлению, перпендикулярном
направлению распространения нелинейной волны деформации.

Другим возможным направлением развития формализма, основанного на использовании опе-
раторов сдвига, следует считать построение континуальных моделей в пределе коротких волн,

подобно тому, как это делалось для треугольной решетки в [13].
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