Лекция 11
ПРЕДЕЛЬНЫЕ  СОСТОЯНИЯ   РАВНОВЕСИЯ
Существуют  связи, реакции которых ограничены.  К ним можно отнести связи с трением. В рамках статики нас будут интересовать предельные состояния покоя тела, когда реакция связи достигает предельного значения и тело вот-вот начнет двигаться.
Внешнее трение.
Закон Кулона.  Угол и конус трения. Самоторможение.
Внешним назовем трение между двумя соприкосающимися поверхностми. Трение является сложным физическим явлением, которое имеет как вредные, так и полезные свойства.  Трению посвящена наука трибология. В инженерных расчетах обычно пользуются установленными опытным путем закономерностями, которые с некоторой степенью точности отражают физическое явление.
Рассмотрим тело, покоящееся на горизонтальной шероховатой плоскости (рис.1). На него действут сила тяжести  и нормальная реакция .    Чтобы сдвинуть тело вдоль плоскости, к нему нужно приложить некоторую горизонтальную силу   .  Это значит, что сила   вызывает противодействие: горизонтальную составляющую реакции плоскости  , называемую силой трения.
Пока тело остается в покое, выполняются условия равновесия
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Из первого соотношения (1) видим, что в состоянии покоя сила 
трения направлена противоположно активной силе  ,  равна ей по модулю и определяется из условий равновесия.
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)Последнее соотношение (1) показывает, что сила  вызывает смещение точки К приложения реакции  в сторону действия силы . Таким образом, в покое на тело действуют две пары {F,Fтр} и {P,N} с моментами, равными по модулю и противоположными по направлению (рис.2).
С другой стороны, тело находится в равновесии под действием трех сил : .  Значит, по теореме о трех силах, они всегда пересекаются в одной точке (рис.3).
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При увеличении движущей силы увеличивается и сила трения.  При некотором значении движущей силы  равновесие нарушается, и тело начинает скользить по поверхности.  Это значит, что в предельном состоянии равновесия модуль силы трения достигает предельного значения .  
Опыт показывает, что, в первом приближении, предельный модуль силы трения  связан только с модулем нормальной реакции N законом Кулона

Таким образом, модуль силы трения может изменяться в пределах

Полная реакция поверхности

отклонена от нормали к поверхности на некоторый угол  . На рис.1  видно, что

При  угол  принимает максимальное значение  называемое углом трения
  
Тангенс угла трения равен коэффициенту трения . 
В покое угол   находится в пределах

Коэффициент трения  — безразмерная величина, зависящая от материалов и состояния поверхностей соприкасающихся тел (шероховатость, температура, влажность и т. п.). Коэффициент трения  определяют опытным путем. Он в довольно широких пределах не зависит от площади соприкасающихся поверхностей.
В справочниках приводятся следующие значения коэффициентов трения для  пар трения: дерево по дереву 0,4-0,7; металл по металлу 0,15-0,25; сталь по льду 0,027. 
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Рис.4
)Рассмотрим простой опыт, позволяющий практически увидеть угол трения.  Положим тело на поворотный стол.  Будем увеличивать угол φ наклона стола до значения , при котором тело начнет скользить вниз.   Покажем, что  и есть угол трения.
Проецируя все силы, которые действуют на тело, на ось х, получим

Отсюда

Рассмотрим невесомое тело на горизонтальной шероховатой плоскости с коэффициентом трения f. (рис.5). Построим конус с вертикальной осью и углом при вершине, равным двум углам трения  , и назовем его  конусом трения.    
Покажем, что никакая сила Q , приложенная к телу внутри конуса трения, не сдвинет тело.  Проекция сил на горизонтальную ось дает
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при любом значении силы Q.
Это означает, что, если сила приложена внутри конуса трения, то тело остается в покое.   (
𝛼
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Рис. 6
)Это свойство называется  явлением самоторможения. Оно является одним из многих полезных свойств трения.  Без трения мы не смогли бы ходить, автомобили не смогли бы двигаться. Когда мы вбегаем на ледяную горку, то интуитивно стараемся отталкиваться ото льда под углом, меньшим угла трения.
Все винты (рис.6) имеют угол наклона резьбы меньше угла трения винта о гайку, что предотвращает отвинчивание при вибрации.   Винты с мелкой резьбой имеют минимальный угол наклона резьбы, и обладают максимальным самоторможением.

Трение нити о цилиндрическую поверхность (задача Эйлера)
Пусть круглый столб обмотан канатом, к одному концу которого приложена сила F1  (рис.7). Определим наименьшую силу F2, которую надо приложить к другому концу нити, чтобы уравновесить  силу F1, если угол охвата каната  𝛾 , а коэффициент трения каната  о столб f.
Рассмотрим равновесие элементарного участка нити DE длиной , где  — радиус столба. В точках D и Е натяжение каната будет соответственно  и . Сумма проекций всех сил на касательную к сечению столба в точке С равна нулю.

На нить действуют также силы нормального давления столба  и сила трения , приложенные в точке С. Наименьшее значение силы F2 будет соответствовать предельному случаю равновесия, поэтому действует закон Кулона  . 
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)Проецируя все силы на нормаль Су, находим

Теперь :

Разделим переменные и проинтегрируем полученное уравнение в пределах от F2 до F1 и от 0 до 𝛾 :

Отсюда находим

или

При  , как и следовало ожидать, . Увеличивая угол охвата 𝛾, можно значительно уменьшить силу F2. Например, при  и   .
	Рассмотренное свойство значительного снижения натяжения каната, намотанного на столб, используют при швартовке кораблей к причалу.
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Опрокидывание и перекатывание тел.  Колесо.
Предположим, нужно переместить шкаф веса Р , толкая его горизонтальной силой F по полу с коэффициентом трения f (рис.8).  Опыт подсказывает, что, если шкаф толкать за ножки, то он начнет скользить по полу.  Если же толкать шкаф высоко, да еще по линолеуму, то шкаф не поедет, а начнет опрокидываться. Выясним, когда и почему это происходит.
В предельном состоянии, перед началом движения шкафа реакция пола R отклонена от вертикали на угол трения .  Как было показано, три силы P,F, R в покое всегда пересекаются в одной точке С. 
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)Поднимая точку приложения силы F , мы сдвигаем точку приложения реакции R к углу А, куда она придет при
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)Таким образом, характер движения шкафа при нарушении предельного состояния равновесия зависит от соотношения высоты шкафа Н и :
1. Если коэффициент трения f, а значит и угол трения 𝛼 настолько малы, что
 (
h
)

то шкаф начнет двигаться поступательно при любом значении h.
2. В противном случае  высота шкафа имеет два участка: 
При   шкаф будет двигаться поступательно.  При  сила F начнет создавать момент относительно точки С* с плечом  , и шкаф начнет вращаться вокруг точки А (опрокидываться) по часовой стрелке.

Колесо 
Способ перемещения тел перекатыванием известен издревле.  Удобнее всего катить тело вокруг его длинной стороны (колонна), если оно имеет квадратное сечение (рис.9). 
Рассмотрим усилия, необходимые для перекатывания такого тела из дерева по деревянной плоскости с коэффициентом трения   .  Опрокинуть такое тело удастся только, если приложить силу F к верхней грани под некоторым углом, чтобы создать опрокидывающий момент .
	Если сечению придать форму правильного восьмиугольника (рис.10), то реакция  пересечется с силой тяжести  в центре сечения.  Максимальное плечо опрокидывания 
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)составит уже половину высоты сечения.  Колонну практически можно будет катить за веревку, привязанную чуть выше оси колонны.
Увеличив число  граней сечения до 16 (рис.11), мы создадим плечо силе натяжения  каната, привязанного к оси колонны, равное четверти  высоты сечения, и перекатывать станет еще легче. Увеличивая число граней сечения, мы будем увеличивать плечо , и облегчать перекатывание колонны.
В пределе мы приходим к колесу, которое трудно волочить по дороге силой , поскольку точка С находится на дороге, и очень легко перекатывать, проще говоря, катить за ось.  Плечо опрокидывающего момента при этом будет равно половине высоты сечения, или радиусу колеса
Внутреннее трение.
Реальные тела не бывают абсолютно твердыми.  При качении колеса по дороге, и колесо и дорога деформируются.  Эта деформация является вязкоупругой, то есть сопровождается внутренним трением с выделением тепла.  В результате возникает сопротивление движению колеса.  Его природу можно понять, если рассмотреть предельные состояния покоя колеса перед началом движения под действием момента и центральной силы.
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)Момент сопротивления колеса. 
Сначала рассмотрим сопротивление внутреннего трения материала вращению мягкого ведущего колеса на абсолютно твердой горизонтальной дороге. Ведущим называется колесо, которое приводится в движение моментом M. Это может быть спущенное ведущее колесо автомобиля на асфальте (рис.13).
Распределенные нормальные реакции дороги на колесо и их равнодействующая  всегда вертикальны. 
При отсутствии ведущего момента М эпюра нормальных реакций дороги симметрична, и равнодействующая  проходит через центр колеса (рис.13).  
Если к колесу приложить небольшой момент М, то эпюра и ее равнодействующая  , оставаясь вертикальной, сместится в сторону действия момента на некоторую величину а (рис.14).  
При увеличении момента М до значения М*, соответствующего предельному состоянию покоя колеса перед началом вращения, смещение  равнодействующей  достигнет максимального значения k, которое называется коэффициентом трения качения (рис.15).
При этом сила тяжести  и реакция  образуют пару с моментом  , называемым  моментом трения качения. Поэтому вместо рисунка (15) иногда используют рисунок (16).
Следует заметить, что центр ведущего колеса придет в движение только при появлении силы трения после превышения ведущим моментом его предельного значения М*. 
 (
Рис.17
)Ведомым называется колесо, приводимое в движение силой, приложенной к центру колеса.
Картина действующих сил в предельном состоянии покоя ведомого колеса перед началом вращения представлена на рис.17. Отличие от ведущего колеса состоит в том, что возникает сила трения , которая вместе с ведущей силой   создает ведущий момент пары . 
Следует заметить, что колесо может не начать вращаться, если его сцепление с дорогой будет недостаточно ввиду малого трения. В этом случае сила трения  достигнет предельного значения  раньше, чем момент трения качения.  
Колесо начнет перемещаться поступательно, не вращаясь.  Так, спущенное ведомое колесо автомобиля идет юзом, увлекаемое ведущими колесами. Рассмотренное сопротивление никак не связано с перемещением тела, а только с его вращением.
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Сила сопротивления дороги.
Рассмотрим сопротивление внутреннего трения материала мягкой дороги началу движения центра абсолютно твердого колеса. Сначала рассмотрим ведомое колесо, поскольку центральная ведущая сила  способна преодолеть любое сопротивление дороги.
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Распределенные нормальные реакции дороги и их равнодействующая  всегда проходят через центр колеса. 
При отсутствии ведущей силы  эпюра нормальных реакций дороги симметрична, и равнодействующая  вертикальна (рис.18).  
Если к колесу приложить небольшую центральную движущую силу , то колесо останется в покое, а точка приложения реакции  сместится на величину  в сторону  (рис.19).   
При увеличении силы  до предельного значения , соответствующего покою колеса перед началом перемещения его центра, смещение  достигнет максимального значения  (рис.20), которое называется коэффициентом сопротивления дороги. 
При этом вертикальная составляющая реакции    уравновешивает силу тяжести колеса  .  Горизонтальная составляющая  реакции   называется  силой сопротивления дороги, имеет модуль

и уравновешивает предельную ведущую силу .  Поэтому вместо рисунка (20) часто используют рисунок (21).
	Замечательно, что сила сопротивления обратно пропорциональна радиусу колеса.  Это подтверждается повышенной проходимостью автомобилей на больших колесах.  
Кроме того, не зная этой зависимости (8), народы Севера всегда делали максимально большим радиус закругления полозьев саней собачьих упряжек.  Ведь точно такая же сила сопротивления (8) возникает и при движении саней, поскольку  такое сопротивление никак не связано с вращением тела, а связано только с его поступательным движением.
Следует заметить, что ведомое колесо начнет вращаться только при появлении силы трения после превышения ведущей силой ее предельного значения . 
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)В предельном состоянии перед началом движения центра ведущего колеса картина будет выглядеть как на рис.22. Отличие от ведомого колеса состоит в том, что при любом значении движущего момента М в состоянии покоя  сразу возникает сила трения , которая вместе с силой сопротивления   создает момент пары сопротивления  , уравновешивающий ведущий момент . 
Следует заметить, что центр ведущего колеса может остаться в покое, если сцепление колеса с дорогой будет недостаточно из-за  малого трения. В этом случае сила трения  достигнет предельного значения  раньше, чем сила сопротивления .  Колесо начнет буксовать, оставаясь на месте.  Так ведет себя  ведущее колесо автомобиля в глубоком снегу.
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В общем случае, когда деформируются и колесо и дорога, возникает как момент сопротивления колеса , так и сила сопротивления дороги .  Картина приложенных сил в предельном состоянии покоя колеса перед началом качения без проскальзывания представлена на рис. 23.  Ее упрощенный эквивалент -  на рис. 24.
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